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Аннотация. Вводится понятие неограниченного комплексного оператора как опера-
тора, действующего в декартовом квадрате банахова пространства. Доказывается, что
каждый такой оператор является линейным. На множестве неограниченных комплекс-
ных операторов определяются линейные операции сложения и умножения на число
а также операция умножения. Указываются условия коммутируемости операторов из
этого множества. Рассматриваются произведение комплексно сопряжённых операторов
и свойства операции сопряжения. Исследуются вопросы обратимости: предложены два
сужения неограниченного комплексного оператора, которые имеют обратный оператор,
при этом для одного из этих сужений найден явный вид обратного оператора. Отмечает-
ся, что неограниченные комплексные операторы могут найти применение при изучении
линейного однородного дифференциального уравнения с постоянными неограниченны-
ми операторными коэффициентами в банаховом пространстве.
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Abstract. The concept of an unbounded complex operator as an operator acting in the
pull-back of a Banach space is introduced. It is proved that each such operator is linear.
Linear operations of addition and multiplication by a number and also the operation of
multiplication are determined on the set of unbounded complex operators. The conditions
for commutability of operators from this set are indicated. The product of complex conjugate
operators and the properties of the conjugation operation are considered. Invertibility ques-
tions are studied: two contractions of an unbounded complex operator that have an inverse
operator are proposed, and an explicit form of the inverse operator is found for one of these
restrictions. It is noted that unbounded complex operators can find application in the study
of a linear homogeneous differential equation with constant unbounded operator coefficients
in a Banach space.
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Введение

Пусть E — банахово пространство, L(E) — банахова алгебра линейных ограни-
ченных операторов, действующих в пространстве E, P (E) — множество замкнутых
неограниченных линейных операторов, действующих в пространстве E, с плотными в
E областями определения.

При исследовании в работах [1–6] линейного однородного дифференциального урав-
нения

x(n)(t) + A1x
(n−1)(t) + . . .+ An−1x

′(t) + Anx(t) = 0, 0 ≤ t <∞, (0.1)

с линейными операторными коэффициентами Ai, 1 ≤ i ≤ n, действующими в про-
странстве E, выяснилось, что вид решений этого уравнения определяется видом корней
соответствующего характеристического операторного уравнения

Zn + A1Z
n−1 + . . .+ An−1Z + An = O, (0.2)

в частности, для уравнения второго порядка

x′′(t) + A1x
′(t) + A2x(t) = 0, 0 ≤ t <∞, (0.3)

видом корней уравнения
Z2 + A1Z + A2 = O. (0.4)

В свою очередь, вид корней уравнения (0.4) определяется видом операторного дискри-
минанта ∆ = A2

1 − 4A2. Уравнение (0.3) с коэффициентами A1, A2 ∈ L(E) изучено
в работе [1] в случае, когда уравнение (0.4) имеет действительные корни (т. е. при
∆ = F 2 или ∆ = O ), в работе [5] — в случае, когда уравнение (0.4) имеет комплексно
сопряжённые корни (т. е. при ∆ = −F 2, F 6= O ). Уравнение (0.3) с коэффициентами
A1, A2 ∈ P (E) в случае действительных корней уравнения (0.4) изучено в работах [3,6].
Уравнение (0.1) при Ai ∈ L(E), 1 ≤ i ≤ n, в случае простых действительных кор-
ней уравнения (0.2) изучено в работе [2]; в случае, когда уравнение (0.2) имеет крат-
ные действительные корни, в работе [4]; в случае, когда уравнение (0.2) имеет наряду
с действительными корнями комплексные корни, в работе [7]. При этом в [7] были
использованы операторы из банаховой алгебры ограниченных комплексных операто-
ров CL(E) = {Z = A+ JB)|A,B ∈ L(E)}, рассмотренной в работе [8]. При Ai ∈ P (E),

1 ≤ i ≤ n, возможна ситуация, когда характеристическое операторное уравнение (0.2)
имеет неограниченные комплексные корни, например, для уравнения (0.4) в случае
∆ = −F 2, F 6= O, такими корнями являются Z1,2 = (1/2) (−A1 ± JF ) . В связи с этим
актуальна задача изучения неограниченных комплексных операторов.
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1. Основные понятия

Рассмотрим декартов квадрат банахова пространства E :

E2 = E × E = {z = (x, y)|x, y ∈ E}

с линейными операциями (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2); α(x, y) = (αx, αy), где
α ∈ R; и любой из норм ‖(x, y)‖ = [‖x‖p + ‖y‖p]

1
p , p ≥ 1, ‖(x, y)‖ = max {‖x‖, ‖y‖}.

Напомним, что эти нормы эквивалентны и E2 является банаховым пространством (см.
[9, с. 103]). Для элемента z = (x, y) ∈ E2 компоненты x и y называются соответственно
действительной и мнимой частью этого элемента. В связи с тем, что линейные операции
над элементами вида (x, 0) из E2 сводятся к линейным операциям в пространстве E,

такие элементы можно отождествлять с их действительными частями:

(x, 0) = x ∀x ∈ E, (1.1)

в частности, нулевой элемент θ = (0, 0) пространства E2 можно отождествлять с
нулевым элементом пространства E.

Пусть N(E) — множество неограниченных линейных операторов, действующих в
пространстве E.

З а м е ч а н и е 1.1. В дальнейшем предполагается, что рассматриваемые области
определения операторов и пересечения таких областей содержат ненулевые элементы.

Напомним (см. [10, с. 207]): если A ∈ N(E), α ∈ R, то

αA : D(αA)→ E, где D(αA) = D(A); (αA)x = αAx;

если A,B ∈ N(E), то

A+B : D(A+B)→ E, где D(A+B) = D(A) ∩D(B); (A+B)x = Ax+Bx;

AB : D(AB)→ E, где D(AB) =
{
x ∈ D(B) |Bx ∈ D(A)

}
; (AB)x = A(Bx).

О п р е д е л е н и е 1.1. Неограниченным комплексным оператором называется
упорядоченная пара W = (A,B) двух операторов A,B ∈ N(E), с областью опре-
деления D(W ) = {(x, y) ∈ E2 |x, y ∈ D(A) ∩D(B)} и следующим законом действия:
для любого элемента z = (x, y) ∈ D(W )

Wz = (A,B)(x, y) = (Ax−By,Ay +Bx), (1.2)

при этом операторы A и B называются соответственно действительной и мнимой ча-
стью комплексного оператора W.

Таким образом, W :D(W )→E2. Отметим, что θ ∈ D(W ), следовательно D(W ) 6= ∅,
т. е. определение 1.1 корректно. Очевидно, что Wθ = θ. Область значений неограни-
ченного комплексного оператора W имеет вид R(W ) = {h = Wz | z ∈ D(W )} или, в
силу формулы (1.2), R(W ) = {(Ax−By,Ay +Bx) | (x, y) ∈ D(W )} .

Если D(A) ∩ D(B) = {0}, то D(W ) = {θ}, R(W ) = {θ}. Такие неограниченные
комплексные операторы называются тривиальными. В дальнейшем рассматриваются
нетривиальные неограниченные комплексные операторы, т. е. операторы W, для кото-
рых D(W ) 6= {θ}.

Для любого z = (x, 0) ∈ D(W ) по формуле (1.2) Wz = (A,B)(x, 0) = (Ax,Bx) или,
в силу соглашения (1.1), Wx = (Ax,Bx) для любого x ∈ D(A) ∩D(B).
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2. Основные результаты

Рассмотрим множество неограниченных комплексных операторов

CN(E) = {W = (A,B) |A,B ∈ N(E)} .

Теорема 2.1. Любой оператор W = (A,B) ∈ CN(E) является линейным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению линейного оператора, надо показать, что
D(W ) является линейным многообразием в пространстве E2 и оператор W обладает
свойствами аддитивности и однородности. Пусть z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ D(W ),

следовательно, x1, y1, x2, y2 принадлежат D(A) и D(B). Тогда, в силу того, что D(A),

D(B) — линейные многообразия в пространстве E, x1+x2, y1+y2 принадлежат D(A)

и D(B), а это означает, что z1+z2 = (x1+x2, y1+y2) ∈ D(W ). Пусть z = (x, y) ∈ D(W ),

α ∈ R. Имеем: x, y принадлежат D(A) и D(B), следовательно αx, αy принадлежат
D(A) и D(B), а это означает, что αz = (αx, αy) ∈ D(W ). Показано, что D(W ) являет-
ся линейным многообразием в E2. Используя формулу (1.2) и аддитивность операторов
A,B, получаем для любых z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ D(W )

W (z1 + z2) = (A(x1 + x2)−B(y1 + y2), A(y1 + y2) +B(x1 + x2))

= (Ax1 + Ax2 −By1 −By2, Ay1 + Ay2 +Bx1 +Bx2)

= (Ax1 −By1, Ay1 +Bx1) + (Ax2 −By2, Ay2 +Bx2) = Wz1 +Wz2.

Свойство аддитивности доказано. В силу однородности операторов A,B, для любых
z = (x, y) ∈ D(W ), α ∈ R имеем

W (αz) = (A(αx)−B(αy), A(αy) +B(αx))

= (αAx− αBy, αAy + αBx) = α(Ax−By,Ay +Bx) = αWz.

Свойство однородности установлено. �
Заметим, что R(W ) является линейным многообразием в пространстве E2 как об-

ласть значений линейного оператора (см. [11, с. 117]).
Используя линейность оператора W и применяя метод математической индукции,

получаем: для любых z1, z2, . . . , zm ∈ D(W ), α1, α2, . . . , αm ∈ R

W

(
m∑
i=1

αizi

)
=

m∑
i=1

αiWzi.

Пусть W1 = (A1, B1), W2 = (A2, B2) ∈ CN(E). В силу того, что θ ∈ D(W1) ∩D(W2),

получаем
D(W1) ∩D(W2) 6= ∅. (2.1)

По определению, W1 +W2 : D(W1 +W2)→ E2, где D(W1 +W2) = D(W1)∩D(W2); для
любого z = (x, y) ∈ D(W1 +W2) (W1 +W2)z = W1z +W2z или, в силу формулы (1.2),
(W1 + W2)(x, y) = ((A1 + A2)x− (B1 +B2)y, (A1 + A2)y + (B1 +B2)x) , т. е. W1 + W2 =

(A1 + A2, B1 +B2) , D(W1+W2) = {(x, y) ∈ E2 |x, y ∈ D(A1) ∩D(B1) ∩D(A2) ∩D(B2)} .
В силу соотношения (2.1) определение суммы W1 + W2 корректно. Если выполнено
D(W1) ∩D(W2) = {θ}, то оператор W1 +W2 является тривиальным.
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Пусть W = (A,B) ∈ CN(E), α ∈ R. По определению, αW : D(αW ) → E2, где
D(αW ) = D(W ); для любого z = (x, y) ∈ D(αW ) (αW )z = αWz или, в силу формулы
(1.2), (αW )(x, y) = α(Ax−By,Ay +Bx), т. е. αW = (αA, αB).

Пусть W1 =(A1, B1), W2 =(A2, B2)∈CN(E). По определению, W1W2 : D(W1W2)→E2,

где D(W1W2) = {z = (x, y) ∈ D(W2) |W2z ∈ D(W1)} ; для любого z = (x, y) ∈ D(W1W2)

(W1W2)z = W1(W2z). Заметим, что θ ∈ D(W1W2), следовательно, D(W1W2) 6= ∅, т. е.
определение произведения W1W2 корректно. Если D(W1W2) = {θ}, то оператор W1W2

является тривиальным. Согласно формуле (1.2) W2z = (A2x−B2y, A2y +B2x) ,

(W1W2)z = W1(W2z)

=
(
(A1A2 −B1B2)x− (A1B2 +B1A2)y, (A1A2 −B1B2)y + (A1B2 +B1A2)x

)
, (2.2)

следовательно,

W1W2 = (A1, B1)(A2, B2) = (A1A2 −B1B2, A1B2 +B1A2) , (2.3)

D(W1W2) =
{

(x, y) ∈ E2|x, y ∈ D(A1A2) ∩D(B1B2) ∩D(A1B2) ∩D(B1A2)
}

(2.4)

(согласно замечанию 1.1 предполагается, что D(W1W2) 6= {θ}).
Пусть W = (A,B) ∈ CN(E). Тогда W 2 : D(W 2)→ E2, где

D(W 2) = {z = (x, y) ∈ D(W )|Wz ∈ D(W )} .

В силу соотношения (2.2) для любого z = (x, y) ∈ D(W 2)

W 2z =
(
(A2 −B2)x− (AB +BA)y, (A2 −B2)y + (AB +BA)x

)
,

т. е. W 2 = (A2 −B2, AB +BA),

D(W 2) =
{

(x, y) ∈ E2|x, y ∈ D(A2) ∩D(B2) ∩D(AB) ∩D(BA)
}
. (2.5)

Заметим, что D(W 2) ⊂ D(W ).

Наряду с ограниченными и неограниченными комплексными операторами можно
рассмотреть полуограниченные комплексные операторы. По определению, множество
таких операторов имеет вид K = K1∪K2, где K1 = {W = (A,B)|A ∈ N(E), B ∈ L(E)} ,
K2 = {W = (A,B)|A ∈ L(E), B ∈ N(E)} . По определению, для любого W =(A,B)∈K
W : D(W )→ E2 по правилу (1.2). Заметим, что для W = (A,B) ∈ K1 имеем D(W ) =

{(x, y) ∈ E2 |x, y ∈ D(A)} , а для W = (A,B) ∈ K2 D(W ) = {(x, y) ∈ E2 |x, y ∈ D(B)} .
Рассмотрим множество полуограниченных комплексных операторов вида

Ω = {W = (A,O) |A ∈ N(E)} .

Заметим, что Ω ⊂ K1. Между множествами Ω и N(E) существует взаимно одно-
значное соответствие (A,O) ↔ A, A ∈ N(E). Тогда для любых (A1, O), (A2, O) ∈ Ω

имеем
(A1, O) + (A2, O) = (A1 + A2, O)↔ A1 + A2,

(A1, O)(A2, O) = (A1A2, O)↔ A1A2,
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т. е. комплексные операторы из множества Ω складываются и перемножаются друг
с другом так же, как соответствующие им операторы из N(E). Следовательно, лю-
бой комплексный оператор (A,O) ∈ Ω можно отождествить с соответствующим ему
оператором A из N(E) :

(A,O) = A ∀A ∈ N(E). (2.6)

По той же причине любой ограниченный комплексный оператор вида (A,O) можно
отождествить с соответствующим ему оператором A из L(E) : (A,O) = A для любого
A ∈ L(E), в частности (O,O) = O, (I, O) = I.

Пусть W = (A,O) ∈ Ω. Тогда, в силу формулы (1.2), для любого z = (x, y) ∈ D(W )

Wz = (A,O)(x, y) = (Ax − Oy,Ay + Ox) = (Ax,Ay) или, в силу соглашения (2.6),
A(x, y) = (Ax,Ay). Для любого оператора (P,Q) ∈ CN(E), в силу соглашения (2.6) и
равенства (2.3), получаем A(P,Q) = (A,O)(P,Q) = (AP,AQ).

Любой оператор W = (A,B) ∈ CN(E) можно представить в виде суммы W =

(A,O)+(O,B). Рассмотрим мнимую операторную единицу J = (O, I). В силу равенства
(2.3) JB = (O, I)(B,O) = (O,B). Учитывая соглашение (2.6), получаем

W = A+ JB. (2.7)

Заметим, что JB = BJ, следовательно, допустима также запись W = A + BJ. Далее,
J2 = (−I, O) = −I, поэтому J можно записать в виде J =

√
−I. По аналогии с ком-

плексными числами представление (2.7) называется алгебраической формой комплекс-
ного оператора W = (A,B). Действительная и мнимая части комплексного оператора
W обозначаются соответственно через ReW, ImW : ReW = A, ImW = B.

Напомним, что операторы A,B ∈ N(E) коммутируют на множестве

D(AB) ∩D(BA) =
{
x ∈ D(A) ∩D(B) |Ax ∈ D(B), Bx ∈ D(A)

}
,

если ABx = BAx для любого x ∈ D(AB) ∩D(BA). Пусть

W1 = A1 + JB1, W2 = A2 + JB2 ∈ CN(E) и H = D(W1W2) ∩D(W2W1)

(согласно замечанию 1.1 предполагается, что H 6= {θ}). Тогда W1W2 = W2W1 на
множестве H, т. е. выполнено W1W2z = W2W1z для любого z ∈ H, если A1A2 = A2A1,

B1B2 = B2B1, A1B2 = B2A1, B1A2 = A2B1 соответственно на множествах

H1 = {x ∈ D(A1) ∩D(A2)|A1x ∈ D(A2), A2x ∈ D(A1)} ,
H2 = {x ∈ D(B1) ∩D(B2)|B1x ∈ D(B2), B2x ∈ D(B1)} ,
H3 = {x ∈ D(A1) ∩D(B2)|A1x ∈ D(B2), B2x ∈ D(A1)} ,
H4 = {x ∈ D(A2) ∩D(B1)|A2x ∈ D(B1), B1x ∈ D(A2)} .

Пусть оператор W = A + JB ∈ CN(E). Рассмотрим комплексно сопряженный ему
оператор W = A − JB. Заметим, что D(W ) = D(W ). Для любого α ∈ R имеем
αW = αW. В силу равенства (2.3)

WW = A2 +B2 + J(−AB +BA), (2.8)
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в частности, если
ABx = BAx ∀x ∈ D(AB) ∩D(BA), (2.9)

то
WW = A2 +B2. (2.10)

Из равенств (2.5), (2.8) следует, что D(WW ) = D(W 2). Непосредственно проверяется,
что для любых W1 = A1 +JB1, W2 = A2 +JB2 ∈ CN(E) выполнено W1 +W2 = W1 +W2

на множестве D(W1) ∩D(W2). Далее, из равенства (2.3) получаем

W1W2 = A1A2 −B1B2 − J(A1B2 +B1A2). (2.11)

В силу равенств (2.4), (2.11) D(W1W2) = D(W1W2). Из соотношения (2.3) следует
равенство

W1W2 = A1A2 −B1B2 + J(−A1B2 −B1A2). (2.12)

Заметим, что D(W1W2) = D(W1W2) = D(W1W2). Из соотношений (2.11), (2.12) следу-
ет, что W1W2 = W1W2 на множестве D(W1W2).

Пусть W = A+ JB ∈ CN(E). Рассмотрим ядро оператора W :

KerW =
{
z = (x, y) ∈ E2 |Wz = θ

}
.

Заметим, что KerW 6= ∅, так как θ ∈ KerW. Известно [11, с. 133], что линейный
оператор имеет обратный оператор тогда и только тогда, когда ядро этого оператора
состоит только из нулевого элемента. Следовательно, при выполнении условия

KerW = {θ} (2.13)

существует W−1 : R(W )→ D(W ); для любого h = Wz ∈ R(W ) W−1h = z. Оператор
W−1 является линейным оператором как оператор, обратный линейному оператору
(см. [12, с. 225]). В силу равенства (1.2) условие (2.13) выполняется лишь в том случае,
когда система уравнений

Ax−By = 0,

Bx+ Ay = 0,
(2.14)

рассматриваемая при x, y ∈ D(A) ∩ D(B), не имеет других решений, кроме нулевого
решения x = 0, y = 0. Операторный определитель системы уравнений (2.14) имеет
вид T = A2 + B2. Заметим, что D(T ) = D(A2) ∩D(B2), R(T ) = {u = Tx |x ∈ D(T )} ,
D(T ) ⊂ D(A) ∩D(B), оператор T является линейным. При выполнении условия (2.9)
получаем, в силу равенства (2.10), T = WW. Пусть KerT = {0} . Тогда существует
T−1 : R(T ) → D(T ); для любого u = Tx ∈ R(T ) T−1u = x. Оператор T−1 является
линейным.

Рассмотрим сужение оператора W на множество D(W 2) (которое задаётся равен-
ством (2.5)), т. е. оператор Ŵ : D(Ŵ ) → R(Ŵ ), где D(Ŵ ) = D(W 2); для любого
z = (x, y) ∈ D(Ŵ ) Ŵz = Wz. Напомним, что R(Ŵ ) =

{
h = Ŵz | z ∈ D(Ŵ )

}
.

Заметим, что условие KerŴ = {θ} выполняется лишь в том случае, когда система
(2.14), рассматриваемая при x, y ∈ M, где M = D(A2) ∩D(B2) ∩D(AB) ∩D(BA), не
имеет других решений, кроме нулевого решения x = 0, y = 0.



64 В.И. Фомин

Пусть выполняется условие (2.9) и, кроме того,

∃T−1 ∈ L(E). (2.15)

Рассмотрим систему уравнений (2.14) при x, y ∈ M. Применяя к первому и второму
уравнениям системы (2.14) соответственно операторы A и B и учитывая равенства
A0 = 0, B0 = 0, получаем A2x−ABy = 0, B2x+BAy = 0. Складывая эти соотноше-
ния и учитывая условие (2.9), получаем Tx = 0, следовательно, T−1Tx = T−10, т. е.
x = 0. Аналогично, применяя к первому и второму уравнениям системы (2.14) соот-
ветственно операторы B и A, получаем BAx−B2y = 0, ABx+A2y = 0. Вычитая из
второго соотношения первое, имеем Ty = 0, следовательно, T−1Ty = T−10, т. е. y = 0.

Показано, что система уравнений (2.14), рассматриваемая при x, y ∈M, имеет только
нулевое решение. Тем самым доказано следующее утверждение.

Теорема 2.2. При выполнении условий (2.9), (2.15) Ŵ имеет обратный оператор
Ŵ−1 : R(Ŵ )→ D(Ŵ ); для любого элемента h = Ŵz ∈ R(Ŵ ) Ŵ−1h = z.

В дальнейшем потребуется следующее утверждение.

Лемма 2.1. Пусть операторы P,Q ∈ N(E) удовлетворяют следующим условиям:
а) на множестве G = D(PQ) ∩D(QP ) = {x ∈ D(P ) ∩D(Q)|Px ∈ D(Q), Qx ∈ D(P )}
выполнено PQ = QP ;

б) существует Q−1 ∈ L(E).

Тогда PQ−1 = Q−1P на множестве Q(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y ∈ Q(G), т. е. y = Qx, где x ∈ G. Следовательно,
x = Q−1y. Имеем: x ∈ G ⇒ x ∈ D(PQ) ⇒ y = Qx ∈ D(P ). Тогда, в силу условия а)
Py = PQx = QPx, следовательно, Q−1Py = Q−1QPx, т. е. Q−1Py = PQ−1y. �

Заметим, что утверждения, аналогичные лемме 2.1, сформулированы в виде задач
в [10, с. 218], [13, с. 55].

При выполнении условия (2.9) справедливы следующие равенства: AT = TA на
множестве M1 = D(A3) ∩D(AB2) ∩D(B2A) и BT = TB на множестве M2 = D(B3) ∩
D(BA2) ∩D(A2B). Пусть выполняется условие (2.15). Тогда, в силу леммы 2.1,

AT−1 = T−1A, BT−1 = T−1B (2.16)

на множестве T (M1 ∩ M2). Напомним, что, согласно замечанию 1.1, предполагается
следующее: действительная и мнимая части рассматриваемого комплексного оператора
W = A+ JB таковы, что M1 ∩M2 6= {0} .

Лемма 2.2. Справедливы включения

M1 ∩M2 ⊂ D(AB) ∩D(BA), (2.17)
T (M1 ∩M2) ⊂ D(A) ∩D(B). (2.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ M1 ∩M2. Тогда x ∈ D(A2B), x ∈ D(B2A),

следовательно, x ∈ D(AB), x ∈ D(BA), т. е. x ∈ D(AB) ∩D(BA). Включение (2.17)
доказано.
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Пусть u ∈ T (M1 ∩M2), т. е. u = Tx, где x ∈ M1 ∩M2. Имеем: x ∈ M1 ∩M2 ⇒
A2x ∈ D(A), A2x ∈ D(B), B2x ∈ D(A), B2x ∈ D(B) ⇒ A2x ∈ D(A) ∩ D(B), B2x ∈
D(A)∩D(B)⇒ u = Tx = A2x+B2x ∈ D(A)∩D(B). Включение (2.18) установлено. �

Если выполняется условие (2.9), то, в силу включения (2.17), имеем

ABx = BAx ∀x ∈M1 ∩M2. (2.19)

Пусть Φ = {h = (u, v) ∈ E2 |u, v ∈ T (M1 ∩M2)} . Тогда в силу включения (2.18) выпол-
нено Φ ⊂ D(W ). Рассмотрим сужение оператора W на множество Φ, т. е. оператор
W̃ : D(W̃ ) → R(W̃ ), где D(W̃ ) = Φ; для любого h = (u, v) ∈ D(W̃ ) W̃h = Wh.

Напомним, что R(W̃ ) =
{
d = W̃h|h ∈ D(W̃ )

}
.

Теорема 2.3. При выполнении условий (2.9), (2.15) W̃ имеет обратный оператор

W̃−1 = AT−1 − JBT−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что

W̃−1W̃h = h ∀h = (u, v) ∈ D(W̃ ). (2.20)

Пусть h = (u, v) ∈ D(W̃ ). Тогда u, v ∈ T (M1 ∩ M2), т. е. u = Tx, v = Ty, где
x, y ∈ M1 ∩ M2. Используя операцию умножения (2.3), формулу (1.2), соотношения
(2.16), равенство (2.19) и свойство ассоциативности, получаем

W̃−1W̃h = W̃−1Wh = W̃−1W (Tx, Ty) = (AT−1,−BT−1)(A,B)(Tx, Ty)

= (AT−1A+BT−1B,AT−1B −BT−1A)(Tx, Ty)

=
(
(AT−1A+BT−1B)Tx− (AT−1B −BT−1A)Ty,

(AT−1A+BT−1B)Ty + (AT−1B −BT−1A)Tx
)

=
(
(A2T−1 +B2T−1)Tx− (ABT−1 −BAT−1)Ty,

(A2T−1 +B2T−1)Ty + (ABT−1 −BAT−1)Tx
)

= (TT−1Tx− (AB −BA)T−1Ty, TT−1Ty + (AB −BA)T−1Tx)

= (Tx− (AB −BA)y, Ty + (AB −BA)x) = (Tx, Ty) = (u, v) = h.

Получили равенство W̃−1W̃h = h. Соотношение (2.20) доказано. Из этого соотношения
следует равенство W̃W̃−1d = d для любого d ∈ R(W̃ ). Действительно, пусть d ∈ R(W̃ ),

т. е. d = W̃h, где h ∈ D(W̃ ). Тогда W̃W̃−1d = W̃ (W̃−1d) = W̃ (W̃−1W̃h) = W̃h = d. �
При исследовании уравнения (0.1), в частности, уравнения (0.3) в случае, когда

Ai ∈ P (E), 1 ≤ i ≤ n, и соответствующее характеристическое операторное уравнение
имеет комплексные корни с отличной от нуля мнимой частью, приходится использовать
операторы из класса CP (E) =

{
W = A + JB |A,B ∈ P (E)

}
неограниченных комплекс-

ных операторов.
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