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Аннотация. Рассматривается модель однородной популяции, заданная при отсутствии
эксплуатации дифференциальным уравнением ẋ = g(x). В каждый момент времени
τk = kd, где d > 0, k = 1, 2, . . . , из этой популяции извлекается некоторая случай-
ная доля ресурса ωk ∈ [0, 1]. Предполагаем, что можно остановить заготовку в случае,
если ее доля окажется больше некоторого значения u ∈ [0, 1); тогда доля добываемо-
го ресурса будет равна `k = `(ωk, u) = min(ωk, u), k = 1, 2, . . . . Исследуется средняя
временная выгода от добычи ресурса, которая равна нижнему пределу при n→∞ сред-
него арифметического количества ресурса, полученного за n извлечений. Показано, что
свойства данной характеристики связаны с наличием положительной неподвижной точки
разностного уравнения Xk+1 = ϕ

(
d, (1− u)Xk

)
, k = 1, 2, . . . , где ϕ(t, x) — решение урав-

нения ẋ = g(x), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x. Получены условия
существования предела и оценки средней временной выгоды, выполненные с вероятностью
единица. Результаты работы проиллюстрированы на примерах эксплуатируемых однород-
ных популяций, зависящих от случайных параметров.
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Abstract. A model of a homogeneous population given in the absence of exploitation by a
differential equation ẋ = g(x) is considered. At each moment of time τk = kd, where d > 0,

k = 1, 2, . . . , some random share of the resource ωk ∈ [0, 1] is extracted from this population.
We assume that it is possible to stop the harvesting if its share turns out to be greater than
a certain value u ∈ [0, 1) : then the share of the extracted resource will be `k = `(ωk, u) =

min(ωk, u), k = 1, 2, . . . . The average time benefit from resource extraction is investigated, it
is equal to the lower limit of the arithmetic amount of the resource obtained in n extractions as
n→∞ . It is shown that the properties of this characteristic are associated with the presence of
a positive fixed point of the difference equation Xk+1 = ϕ

(
d, (1− u)Xk

)
, k = 1, 2, . . . , where

ϕ(t, x) is a solution of the equation ẋ = g(x) satisfying the initial condition ϕ(0, x) = x.

The conditions for the existence of the limit and the estimates of the average time benefit
performed with probability one are obtained. The results of the work are illustrated by examples
of exploited homogeneous populations depending on random parameters.
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Введение

Задачи оптимального сбора ресурса в вероятностных моделях рассматриваются, начи-
ная с семидесятых годов прошлого века [1, 2] и актуальны до настоящего времени [3–7].
Интерес к данной тематике обусловлен проблемами природосбережения при эксплуатации
популяций, подверженных случайным воздействиям окружающей среды [8, 9]. Объектом
исследования в этих работах являются популяции, заданные дифференциальными или
разностными уравнениями, из которых в определенные моменты времени производится
добыча части ресурса.

Наиболее близкими по содержанию к данной публикации являются работы [6,7]; в них
введено понятие средней временной выгоды для однородной популяции и описан способ до-
бычи ресурса на бесконечном промежутке времени, при котором с вероятностью единица
существует предел данной характеристики. В [10,11] рассматривается структурированная
популяция, состоящая из нескольких видов или возрастных классов, заданная системой
дифференциальных уравнений. Показано, что для получения оценки средней временной
выгоды нужны дополнительные условия, которым должны удовлетворять решения дан-
ной системы. Вопросам эксплуатации популяции, заданной разностными уравнениями со
случайными параметрами, посвящены статьи [12, 13]. В последних работах показано, что
оценки средней временной выгоды существенно зависят от свойств функции, определяю-
щей разностное уравнение при отсутствии эксплуатации. Подробный обзор работ по дан-
ной тематике приведен в [13–15].

Данная статья является продолжением исследований [6,7]. Отметим, что в [7] постро-
ено управление, ограничивающее количество извлекаемого ресурса таким образом, чтобы
оставшийся размер популяции в каждый момент извлечения τk, k = 1, 2, . . . , был не мень-
ше заданного значения x > 0. В настоящей работе предложен другой способ эксплуатации
популяции, при котором ограничивается доля ресурса, добываемого в момент τk. Кроме
того, здесь получены новые утверждения об оценке средней временной выгоды, которые,
по сравнению с работой [7], представляются более удобными при решении практических
задач.

1. Основные определения и обозначения

Рассматривается модель популяции, которая при отсутствии эксплуатации задана диф-
ференциальным уравнением ẋ = g(x), а в каждый из моментов времени τk = kd, где
d > 0, из этой популяции извлекается некоторая случайная доля ресурса ωk ∈ Ω ⊆ [0, 1],

k = 1, 2, . . . . Пусть имеется возможность влиять на процесс сбора ресурса таким обра-
зом, чтобы остановить заготовку в том случае, когда ее доля окажется достаточно боль-
шой (больше некоторого значения u ∈ [0, 1) в момент τk ), чтобы сохранить возможно
больший остаток ресурса для увеличения размера следующего сбора. В этом случае доля
добываемого ресурса будет равна

`k = `(ωk, u) = min{ωk, u}, k = 1, 2, . . . .

Таким образом, мы рассматриваем эксплуатируемую популяцию, динамика которой зада-
на дифференциальным уравнением с импульсным воздействием

ẋ = g(x), t 6= τk,

x(τk) = (1− `k)x(τk − 0), k = 1, 2, . . . .
(1.1)
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Предполагаем, что решения уравнения (1.1) непрерывны справа, функция g(x) опреде-
лена и непрерывно дифференцируема для всех x ∈ [0,+∞).

Пусть также имеет место следующее условие.

У с л о в и е 1.1. Предположим, что g(0)> 0 и существует K>0 такое, что ϕ(t) ≡ K

является решением уравнения ẋ = g(x).

З а м е ч а н и е 1.1. Отметим, что условие 1.1 выполнено выполнено для следующих
уравнений:

1. Линейное уравнение ẋ = a(K − x), где K > 0, a > 0.

2. Логистическое уравнение ẋ = (a−bx)x, где коэффициенты a > 0 и b > 0 являются
показателями роста популяции и внутривидовой конкуренции соответственно.

3. Уравнение, учитывающее нижнюю критическую границу численности популяции и

самоограничение при больших плотностях ẋ = a
βx2

β + γx
− dx− δx2; здесь все постоянные

a, β, γ, d, δ положительные (модель динамики популяции А.Д. Базыкина, см. [16, c. 44]).
4. Уравнение ẋ = ax(x−L)(K − x), где a > 0, K > L > 0, L — нижняя критическая

плотность популяции, K — стационарная плотность.
5. Уравнение Гомпертца ẋ = − εx

lnK
ln
x

K
, где ε > 0, K > 1.

Пусть ` = (`1, . . . , `k, . . . ), x0 > 0 — начальный размер популяции, Xk — количество
ресурса до сбора в момент kd, k = 1, 2, . . . . Рассмотрим функцию

H∗
(
`, x0

) .
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

Xk`k, (1.2)

введенную в работе [6], которая называется средней временной выгодой от извлечения
ресурса. Если предел в правой части (1.2) существует, то среднюю временную выгоду

будем обозначать H
(
`, x0

) .
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

Xk`k.

Приведем описание вероятностной модели (Σ,A, µ), определяющей поведение случай-
ных последовательностей σ = (ω1, . . . , ωk, . . . ). Предполагаем, что задано вероятностное
пространство (Ω, Ã, µ̃), где Ω ⊆ [0, 1], Ã — сигма-алгебра подмножеств Ω; µ̃ — вероят-
ностная мера, определенная с помощью функции распределения F.

Пусть Σ
.
= {σ : σ = (ω1, . . . , ωk, . . . )}, где ωk ∈ Ω. Обозначим через A наименьшую

сигма-алгебру, порожденную цилиндрическими множествами

Dk
.
= {σ ∈ Σ : ω1 ∈ A1, . . . , ωk ∈ Ak}, где Ai ∈ Ã, i = 1, 2, . . . , k,

и зададим меру µ̃(Dk) = µ̃(A1) · . . . · µ̃(Ak). Тогда в силу теоремы А.Н. Колмогорова
(см., например, [17, с. 176]) на измеримом пространстве (Σ,A) существует единственная
вероятностная мера µ, которая является продолжением меры µ̃ на сигма-алгебру A.

2. Утверждения о существовании положительной неподвижной точки и
средней временной выгоды

Определим ϕ(t, x) как решение уравнения ẋ = g(x), удовлетворяющее начальному
условию ϕ(0, x) = x, где x > 0. Обозначим через xk количество ресурса после сбора в
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момент τk, тогда Xk+1 = ϕ(d, xk) и xk = (1 − `k)Xk. Если `k = u для всех k = 1, 2, . . .

(такое возможно при ω1 > u, ω2 > u, . . . ), то Xk удовлетворяет разностному уравнению

Xk+1 = ϕ
(
d, (1− u)Xk

)
, k = 1, 2, . . . . (2.1)

Пусть X(u) — неподвижная точка уравнения (2.1), тогда X(u) = ϕ(d, (1− u)X(u)).

Утверждение 2.1. Если выполнено условие 1.1, то уравнение (2.1) имеет неподвиж-
ную точку X(u) такую, что X(u) 6 K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть d > 0 фиксировано. Покажем, что функция ϕ(d, x)

возрастающая. Действительно, если существуют такие x1 < x2, что ϕ(d, x1) > ϕ(d, x2),

то найдется точка t∗ ∈ (0, d] такая, что ϕ(t∗, x1) = ϕ(t∗, x2); получили противоречие с
условием единственности решений дифференциального уравнения.

Отметим, что условие g(0) > 0 является условием квазиположительности для диф-
ференциального уравнения ẋ = g(x). Данное условие означает, что решения уравнения
ẋ = g(x) являются неотрицательными при любых неотрицательных начальных условиях
(см. [18, с. 34]). Таким образом, из g(0) > 0 следует, что ϕ(d, x) > 0 для любого x > 0; в
частности, ϕ(d, 0) > 0.

Если ϕ(d, 0) = 0, то уравнение (2.1) имеет неподвижную точку X(u) = 0. Предполо-
жим, что ϕ(d, 0) > 0. Рассмотрим функцию h(x)

.
= ϕ(d, (1−u)x), которая также является

возрастающей. Тогда h(0) = ϕ(d, 0) > 0 и

h(K) = ϕ(d, (1− u)K) 6 ϕ(d,K) = K; (2.2)

поэтому существует точка пересечения графиков функций y = h(x) и y = x, т. е. непо-
движная точка X(u) уравнения (2.1), такая, что 0 < X(u) 6 K.

В следующем утверждении приведены условия существования положительной непо-
движной точки уравнения (2.1).

Утверждение 2.2. Предположим, что существует K > 0 такое, что ϕ(t) ≡ K

является решением уравнения ẋ = g(x). Если, кроме того, выполнено одно из условий:
1) ϕ(d, 0) > 0;

2) ϕ(d, 0) = 0 и (1− u)ϕ′x(d, 0) > 1,

то уравнение (2.1) имеет неподвижную точку X(u), такую, что 0 < X(u) 6 K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При ϕ(d, 0) > 0 доказательство существования положи-
тельной неподвижной точки приведено в утверждении 2.1.

Пусть выполнено второе условие утверждения. Отметим, что при u = 1 неравенство
(1− u)ϕ′x(d, 0) > 1 не верно; поэтому дальше рассматриваем u ∈ [0, 1). Найдем

h(0) = ϕ(d, 0) = 0, h′(0) = (1− u)ϕ′x(d, 0) > 1,

тогда касательная к графику функции y = h(x) в точке x = 0 находится выше биссек-
трисы первого координатного угла, следовательно, найдется x∗ > 0 такое, что h(x∗) > x∗.

Поэтому, учитывая (2.2), из непрерывности функции h(x) получаем, что существует X(u)

— точка пересечения биссектрисы с графиком y = h(x), причем 0 < X(u) 6 K.
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Утверждение 2.3. Предположим, что ϕ(d, 0) = 0 и выполнено одно из условий:
1) (1− u)ϕ′x(d, 0) 6 1 и функция ϕ(d, x) строго выпукла вверх;
2) (1− u)ϕ′x(d, 0) > 1 и функция ϕ(d, x) строго выпукла вниз.

Тогда уравнение (2.1) имеет единственную неподвижную точку X(u) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если u = 1, то из условия ϕ(d, 0) = 0 следует, что уравне-
ние (2.1) имеет вид Xk+1 = 0, k = 0, 1, 2, . . . , поэтому утверждение верно.

Далее считаем, что u 6= 1 и исследуем функцию h(x)
.
= ϕ(d, (1 − u)x). Пусть вы-

полнено первое условие утверждения. Заметим, что h(0) = 0, h′(0) 6 1. Кроме того,
функция h(x), как и ϕ(d, x), строго выпукла вверх. Поэтому график h(x) лежит ниже
любой касательной к данной функции, в том числе, касательной y = h′(0)x, которая,
в свою очередь, расположена не выше биссектрисы y = x; следовательно, h(0) = 0 и
h(x) < x при x > 0. Таким образом, единственной неподвижной точкой уравнения (2.1)
является тривиальная точка X(u) = 0. При выполнении второго условия утверждения
доказательство аналогично.

З а м е ч а н и е 2.1. Если ϕ(d, 0) = 0 и выполнено (1−u)ϕ′x(d, 0) < 1, то в утвержде-
нии 2.3 условие строгой выпуклости вверх функции ϕ(d, x) можно заменить на условие
выпуклости вверх. Утверждение также верно, если (1− u)ϕ′x(d, 0) > 1 и функция ϕ(d, x)

выпукла вниз. Отметим также, что при выполнении первого условия утверждения непо-
движная точка X(u) = 0 является устойчивой, при выполнении второго условия она
неустойчивая.

Для любого u ∈ [0, 1] введем случайную величину `(ω, u) = min{ω, u} и обозначим
через M`(u) ее математическое ожидание. Пусть x(u)

.
= (1 − u)X(u), тогда X(u) =

ϕ(d, x(u)).

Теорема 2.1. Пусть выполнено условие 1.1. Тогда для любого x0 ∈ [x(u), K] и для
почти всех σ ∈ Σ выполнены неравенства

X(u)M`(u) 6 H∗
(
¯̀, x0

)
6 KM`(u). (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если выполнено условие 1.1, то уравнение (2.1) имеет непо-
движную точку X(u) и x(u) 6 X(u) 6 K. Рассмотрим x0 ∈ [x(u), K]. Как доказано в
утверждении 2.1, функция ϕ(d, x) возрастающая, тогда

X1 = ϕ(d, x0) > ϕ(d, x(u)) = X(u),

поэтому, так как `(ω1, u) 6 u, получаем

x1 = (1− `(ω1, u))X1 > (1− `(ω1, u))X(u) > (1− u)X(u) = x(u).

Далее, X2 = ϕ(d, x1) > ϕ(d, x(u)) = X(u). Аналогично получаем, что Xk > X(u) для всех
k ∈ N. Кроме того, если x0 6 K, то Xk 6 K для всех k ∈ N. Таким образом,

X(u) lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

`(ωk, u) 6 H∗
(
¯̀, x0

)
6 K lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

`(ωk, u). (2.4)

Отметим, что случайные величины `(ωk, u) независимы, одинаково распределены и,
так как 0 6 `(ωk, u) 6 u для всех k ∈ N, то M |`(ωk, u)| = M`(u) 6 u < ∞. Тогда из
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усиленного закона больших чисел Колмогорова следует, что для почти всех σ ∈ Σ имеет
место равенство

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

`(ωk, u) = M`(u),

поэтому из (2.4) следует неравенство (2.3).

3. Существование предела и оценки средней временной выгоды,
выполненные с вероятностью единица

Для любого k ∈ N определим σk
.
= (ω1, . . . , ωk) ∈ Ωk и зададим рекуррентным образом

случайные величины Ak = Ak(σk−1, x), Bk = Bk(σk−1, x) :

A1 = X(u), Ak+1 = ϕ
(
d, (1− `k)Ak

)
;

B1 = K, Bk+1 = ϕ
(
d, (1− `k)Bk

)
, k = 1, 2, . . . .

Далее через MAk и MBk обозначены математические ожидания случайных величин
Ak и Bk соответственно.

Теорема 3.1. Пусть выполнено условие 1.1. Тогда для любого m ∈ N, x0 ∈ [x(u), K]

и для почти всех σ ∈ Σ выполнены неравенства

M`(u)

m

m∑
k=1

MAk 6 H∗
(
¯̀, x0

)
6
M`(u)

m

m∑
k=1

MBk. (3.1)

Доказательство данной теоремы аналогично доказательству теоремы 1 работы [7].

Лемма 3.1. Пусть выполнено условие 1.1. Тогда последовательность {MAk}∞k=1 яв-
ляется неубывающей, а {MBk}∞k=1 — невозрастающей, существуют конечные пределы
данных последовательностей и lim

k→∞
MAk 6 lim

k→∞
MBk 6 K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем, что

A1 = X(u) 6 A2(ω, u) = ϕ
(
d, (1− `1)X(u)

)
для любого ω ∈ Ω. (3.2)

Поскольку `k = min(ωk, u) 6 u, X(u) > 0, то (1 − u)X(u) 6 (1 − `k)X(u) и, так как
функция x 7→ ϕ(d, x) возрастающая, то

X(u) = ϕ
(
d, (1− u)X(u)

)
6 ϕ

(
d, (1− `1)X(u)

)
= A2(ω1, u).

Последнее неравенство выполнено для любого ω1 ∈ Ω, поэтому MA1 6MA2.

Далее, из определений A2 и A3 следует

MA2 =

∫
Ω

ϕ
(
d, (1− `1)X(u)

)
dω1 =

∫
Ω

ϕ
(
d, (1− `2)X(u)

)
dω2 =

∫
Ω×Ω

ϕ
(
d, (1− `2)X(u)

)
dω1dω2,

MA3 =

∫
Ω×Ω

ϕ
(
d, (1− `2)ϕ(d, (1− `1)X(u))

)
dω1dω2.

Из последних равенств и (3.2) получаем MA2 6 MA3. Аналогично, MAk 6 MAk+1 для
всех k ∈ N. Таким же образом доказывается, что последовательность {MBk}∞k=1 невоз-
растающая.
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Отметим, что 0 < A1 = X(u) 6 K = B1, поэтому

A2 = ϕ
(
d, (1− `1)X(u)

)
6 ϕ

(
d, (1− `1)K

)
= B2

и также Ak 6 Bk для всех k ∈ N. Таким образом,

0 < X(u) 6MAk 6MBk 6MB1 = K.

Отсюда следует существование конечных пределов рассматриваемых последовательностей
{MAk}∞k=1 и {MBk}∞k=1 и неравенство lim

k→∞
MAk 6 lim

k→∞
MBk 6 K.

Теорема 3.2. Предположим, что выполнены следующие условия:
1) интервал (x(u), K) содержится в области притяжения решения ϕ(t) ≡ K урав-

нения ẋ = g(x);

2) g′(x) < 0 при x ∈ (x(u), K).

Тогда для почти всех σ ∈ Σ существует предел

H
(
`, x0

)
= M`(u) lim

k→∞
MAk = M`(u) lim

k→∞
MBk, (3.3)

не зависящий от начального значения x0 ∈ [x(u), K].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним, что через ϕ(t, x) мы обозначаем решение урав-
нения ẋ = g(x), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x. Заметим, что функ-
ция ϕ′x(t, x) удовлетворяет уравнению ẏ = g′x

(
ϕ(t, x)

)
y и ϕ′x(0, x) = 1. Далее, если

x ∈ (x(u), K), то ϕ(t, x) ∈ (x(u), K), поскольку (x(u), K) входит в область притяже-
ния решения ϕ(t) ≡ K. Следовательно, g′x

(
ϕ(t, x)

)
< 0 для всех t > 0, x ∈ (x(u), K),

поэтому существует q < 1 такое, что для фиксированного d > 0

ϕ′x(d, x) = exp

∫ d

0

g′x
(
ϕ(s, x)

)
ds 6 q < 1.

В силу теоремы Лагранжа при x1 < x2 имеем ϕ(d, x2) − ϕ(d, x1) = ϕ′x(d, x̂)(x2 − x1), где
x̂ ∈ (x1, x2), поэтому ϕ(d, x2)−ϕ(d, x1) 6 q(x2−x1) для всех x1 ∈ (x(u), K), x2 ∈ (x(u), K).

Из последнего неравенства получаем

B2 − A2 = ϕ
(
d, (1− `1)B1

)
− ϕ

(
d, (1− `1)A1

)
6 q(1− `1)(B1 − A1).

Аналогично, неравенство Bk+1−Ak+1 6 q(1−`k)(Bk−Ak) выполнено для всех k = 1, 2, . . . ,

следовательно
0 6 Bk+1 − Ak+1 6 qk(1− `1) . . . (1− `k)(B1 − A1).

Далее, так как qk → 0 при k →∞, то lim
k→∞

(Bk − Ak) = 0. Кроме того, пределы последо-
вательностей {MAk}∞k=1 и {MBk}∞k=1 существуют в силу леммы 3.1, поэтому

lim
k→∞

MAk = lim
k→∞

MBk. (3.4)

Теперь, переходя в (3.1) к пределу при m→∞, получаем

M`(u) lim
k→∞

MAk 6 H∗
(
¯̀, x0

)
6M`(u) lim

k→∞
MBk, (3.5)

откуда, с учетом (3.4), следует существование предела H
(
`, x0

)
и равенство (3.3).
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Следствие 3.1. Пусть выполнены условия теоремы 3.2, X(u) > 0 и M`(u) > 0.

Тогда предел (3.3) положительный.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что последовательность {MAk}∞k=1 неубывающая,
MA1 = X(u) > 0, поэтому lim

k→∞
MAk > 0. Далее, в силу теоремы 3.2 для почти всех σ ∈ Σ

существует предел H
(
`, x0

)
= M`(u) lim

k→∞
MAk > 0.

Теорема 3.3. Пусть выполнено условие 1.1. Тогда для любых m ∈ N, x0 ∈ [x(u), K]

и для почти всех σ ∈ Σ выполнены неравенства

M`(u)MAm 6 H∗
(
`, x0

)
6M`(u)MBm. (3.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 3.1 последовательность {MAk}∞k=1 неубыва-
ющая и имеет конечный предел, поэтому lim

k→∞
MAk > MAm для любого m ∈ N. Из (3.5)

получаем
M`(u)MAm 6M`(u) lim

k→∞
MAk 6 H∗

(
¯̀, x0

)
.

Поскольку последовательность {MBk}∞k=1 невозрастающая, то аналогично получаем
неравенство в правой части (3.6).

4. Примеры вычисления и оценок средней временной выгоды

П р и м е р 4.1. Исследуем популяцию, динамика которой задана линейным уравне-
нием

ẋ = a(K − x), x > 0. (4.1)

Предполагаем, что a > 0, K > 0, начальный размер популяции x0 > 0, случайные
величины ω1, ω2, . . . независимы и равномерно распределены на отрезке [0, 1]. Рассмотрим
задачу — найти u ∈ [0, 1], при котором с вероятностью единица достигается наибольшее
значение средней временной выгоды.

По определению случайных величин Ak имеем Ak+1 = ϕ
(
d, (1 − `k)Ak

)
, k = 1, 2, . . . ,

следовательно,
MAk+1 = Mϕ

(
d, (1− `k)Ak

)
, k = 1, 2, . . . .

Решением уравнения (4.1), удовлетворяющим начальному условию ϕ(t, x) = x, является
функция ϕ(t, x) = K + (x−K)e−at, поэтому

MAk+1 = M
(
K + ((1− `k)Ak −K)e−ad

)
= K(1− e−ad) + e−adM((1− `k)Ak).

Случайные величины `k и Ak независимы, тогда M
(
(1 − `k)Ak

)
= (1 − M`k)MAk =

(1−M`(u))MAk и следовательно,

MAk+1 = K(1− e−ad) + e−ad(1−M`(u))MAk, k = 1, 2, . . . . (4.2)

В силу леммы 3.1, существует предел lim
k→∞

MAk, поэтому можно перейти к пределу в

(4.2). Пусть lim
k→∞

MAk = A(u), тогда A(u) = K(1 − e−ad) + e−ad(1 −M`(u))A(u). Отсюда
находим,что

A(u) =
K(1− e−ad)

1− e−ad(1−M`(u))
.
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В силу теоремы 3.2, H
(
`, x0

)
= M`(u) lim

k→∞
MAk = M`(u)A(u). Рассмотрим функцию

H(u)
.
= M`(u)A(u) =

K(1− e−ad)M`(u)

1− e−ad(1−M`(u))
.

Несложно показать, что H(u) достигает наибольшего значения, если M`(u) максимально.
В [6] показано, что, если функция распределения F абсолютно непрерывна, то мате-

матическое ожидание случайной величины `(ω, u) равно

M`(u) =

u∫
0

tf(t)dt+ u
(
1− F (u)

)
, (4.3)

где через f обозначена плотность данного распределения. В этом примере распределение
F равномерное на отрезке [0, 1], поэтому f(t) = 1 при t ∈ [0, u], F (u) = u. Следова-

тельно, из (4.3) получаем, что M`(u) = u − u2

2
. Функция M`(u) достигает наибольшего

значения при u = 1, при этом H(1) =
K(1− e−ad)

2− e−ad
. Таким образом, можно сделать

вывод, что для достижения наибольшей средней временной выгоды для популяции (4.2)
долю добываемого ресурса ограничивать не нужно. Отметим, что если популяция задана
уравнениями 2−5, приведенными в замечании 1.1, то этот вывод является неверным, так
как все данные уравнения имеют решения ϕ(t, 0) ≡ 0.

П р и м е р 4.2. Рассмотрим популяцию, заданную логистическим уравнением

ẋ = (a− bx)x, (4.4)

где a > 0, b > 0; считаем, что начальный размер популяции x0 > 0. Найдем оценки
средней временной выгоды для уравнения (4.4), выполненные с вероятностью единица.

Решением уравнения (4.4), удовлетворяющим начальному условию ϕ(0, x) = x, явля-
ется функция

ϕ(t, x) =
axeat

a+ bx(eat − 1)
, (4.5)

поэтому уравнение (2.1) при любом u ∈ [0, 1] имеет нулевую неподвижную точку. От-
метим, что ϕ(d, 0) = 0 и ϕ′x(d, 0) = ead. В силу утверждения 2.2, при u ∈

[
0, 1 − e−ad

)
уравнение (2.1) имеет неподвижную точку X(u), такую, что 0 < X(u) 6 K =

a

b
. Непо-

средственные вычисления показывают, что X(u) =
aead(1− u)− a
b(ead − 1)(1− u)

. При u ∈
[
1−e−ad, 1

]
уравнение (2.1) имеет только нулевую неподвижную точку.

Таким образом, при u < 1− e−ad неравенства (2.3) имеют вид

M`(u)
aead(1− u)− a
b(ead − 1)(1− u)

6 H∗
(
¯̀, x0

)
6
a

b
M`(u). (4.6)

При u ∈
[
1−e−ad, 1

]
в левой части (4.6) стоит ноль. В силу теоремы 2.1, неравенства (4.6)

выполнены для любого x0 ∈
[aead(1− u)− a

b(ead − 1)
,
a

b

]
и для почти всех σ ∈ Σ.
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Учитывая (4.5), аналогично примеру 4.1 найдем

MAk+1 = M
( aead(1− `k)Ak

a+ b(ead − 1)(1− `k)Ak

)
, k = 1, 2, . . . .

Поскольку функция ϕ(d, x) выпукла вниз, то в силу неравенства Иенсена и с учетом
независимости случайных величин `k и Ak имеем

MAk+1 6
aead(1−M`(u))MAk

a+ b(ead − 1)(1−M`(u))MAk

. (4.7)

Переходя к пределу в (4.7) и решая полученное неравенство, получаем

A(u) 6
a(1−M`(u))ead − a
b(ead − 1)(1−M`(u))

.

Отсюда в силу теоремы 3.2 для средней временной выгоды получаем оценку сверху, вы-
полненную с вероятностью единица,

H
(
`, x0

)
= M`(u)A(u) 6M`(u)

a(1−M`(u))ead − a
b(ead − 1)(1−M`(u))

.

Объединяя последнее неравенство с (4.6), окончательно получаем, что для почти всех
σ ∈ Σ при u < 1− e−ad выполнены неравенства

aM`(u)
ead(1− u)− 1

b(ead − 1)(1− u)
6 H

(
`, x0

)
6 aM`(u)

ead(1−M`(u))− 1

b(ead − 1)(1−M`(u))
. (4.8)

З а м е ч а н и е 4.1. Неравенство (4.8) можно записать в сокращенном виде следую-
щим образом:

M`(u)X(u) 6 H
(
`, x0

)
6M`(u)X(M`(u)), (4.9)

где X(u) — неподвижная точка уравнения (2.1). Отметим, что (4.9) верно не только
для логистического уравнения (4.4), но и для любого дифференциального уравнения, у
которого решение ϕ(d, x) обладает свойством выпуклости вниз.
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