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Аннотация. Рассматривается модель полносвязной ассоциации нейронов с синаптической
электрической связью, представляющая собой систему m дифференциальных уравнений
с запаздыванием. Специальной заменой эта система приводится к системе импульсных
обыкновенных дифференциальных уравнений. Для соответствующей динамической систе-
мы в случае m = 3 изучаются вопросы существования, устойчивости и асимптотического
представления периодических решений на основании бифуркационного анализа двумерно-
го отображения — оператора сдвига по траекториям решения специальной системы двух
дифференциальных уравнений. Особое внимание уделяется числу сосуществующих устой-
чивых режимов. Исследуется задача нахождения параметров, для которых количество
таких режимов максимально. Для поиска неподвижных точек полученного двумерного
отображения используется численное исследование, основанное на следующей итерацион-
ной процедуре. Выбирается начальная точка, методом Рунге–Кутты с заданным шагом
вычисляются значения решения на отрезке [0, T ], в конечной точке T этого отрезка зна-
чение решения сравнивается с начальным и, если отклонение превышает заданное значе-
ние, то значение в конечной точке принимается за начальное и цикл вычислений методом
Рунге–Кутты повторяется. Вычисления заканчиваются, если достигнуто требуемое малое
отклонение, т. е. найдена неподвижная точка оператора сдвига, и соответствующий устой-
чивый периодический режим, или если количество итераций достигает заданного боль-
шого числа, что свидетельствует об отсутствии неподвижной точки. В работе представле-
ны результаты проведенного численного исследования, позволившего продемонстрировать
основные перестройки, происходящие в фазовом пространстве двумерного отображения.
Полученные неподвижные точки позволяют найти асимптотические устойчивые решения
исходной задачи.
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Abstract. A model of a fully connected association of neurons with a synaptic electrical
connection which is a system of m differential equations with delay is considered. By a special
substitution, this system is reduced to a system of impulsive ordinary differential equations.
For the corresponding dynamical system in the case m = 3 , we study the existence, stability,
and asymptotic representation of periodic solutions on the basis of a bifurcation analysis of a
two-dimensional mapping, a shift operator along trajectories of a solution to a special system
of two differential equations. Particular attention is paid to the number of coexisting stable
regimes. We study the problem of finding parameters for which the number of such modes
is maximum. In order to search the fixed points of the resulting two-dimensional mapping, a
numerical study is used based on the following iterative procedure. Selected the starting point,
the Runge-Kutta method with a given step calculates the solution values on the segment [0, T ].

At the end point T of this segment, the solution value is compared with the initial one and
if the deviation exceeds the specified value, then the value at the end point is taken as the
initial one and the calculation cycle by the Runge-Kutta method is repeated. The calculations
terminate when the required small deviation is reached, i.e., a fixed point of the shift operator
is found, and so is the corresponding stable periodic mode, or when the number of iterations
reaches a given large number, and this indicates the absence of a fixed point. The paper presents
the results of a numerical study that made it possible to demonstrate the main rearrangements
occurring in the phase space of a two-dimensional mapping. The obtained fixed points allow us
to find asymptotic stable solutions of the original problem.
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1. Введение

Рассмотрим математическую модель функционирования отдельного нейрона, пред-
ставляющую собой скалярное нелинейное дифференциально-разностное уравнение вида
(см. [1])

u̇ = λ(−1 + αf(u(t− 1))− βg(u))u, t > 0, (1.1)

для мембранного потенциала u = u(t) > 0. Будем полагать u(τ) = ϕ(τ) при τ ∈ [−1, 0],

где ϕ ∈ C[−1, 0] — заданная начальная функция. Для параметров λ (характеризующего
скорость протекания электрических процессов), α и β выполняются следующие условия:

λ� 1, β > 0, α > 1 + β. (1.2)

Гладкие функции f(u), g(u) будем считать принадлежащими классу C2(R+). Эти функ-
ции обладают следующими свойствами:

f(0) = g(0) = 1; 0 < βg(u) < α ∀u ∈ R+;

f(u), g(u), uf ′(u), ug′(u), u2f ′′(u), u2g′′(u) = O(1/u) при u→ +∞.
(1.3)

Уравнение (1.1) называют модифицированным логистическим уравнением. В статьях
[2–4] было показано, что это уравнение при всех λ� 1 допускает экспоненциально орби-
тально устойчивый цикл

u∗(t, λ) > 0, u∗(0, λ) ≡ 1 (1.4)

периода T∗(λ), удовлетворяющего предельным соотношениям

lim
λ→∞

T∗(λ) = T0, T0 = α + 1 + (β + 1)/(α− β − 1), (1.5)

max
06t6T∗(λ)

|x∗(t, λ)− x0(t)| = O(1/λ) при λ→∞,

в которых величина T0 составляет главную часть периода устойчивого цикла (1.4), функ-
ция x∗ задается равенством x∗(t, λ) = (1/λ) lnu∗(t, λ), а x0 — T0 -периодическая функция,
определяемая формулой

x0(t) =


(α− 1)t, при 0 6 t 6 1,

α− t, при 1 6 t 6 α,

−(1 + β)(t− α), при α 6 t 6 α + 1,

(α− β − 1)(t− α− 1)− 1− β, при α + 1 6 t 6 T0.

(1.6)

Предположим, что имеется сеть из m > 2 нейронов с мембранными потенциалами
uj = uj(t) > 0, j = 1,m, каждый из которых взаимодействует с любым другим. Согласно
[5, с. 60–65] связь между нейронами с номерами j и s, j 6= s осуществляется посредством
тока проводимости Isynj,s , который в силу закона Ома задается равенством

Isynj,s = d(us − uj), d > 0. (1.7)

Одна из возможных моделей полносвязной ассоциации электрических синапсов, осно-
ванная на модели из статьи [6], может быть представлена системой вида

u̇j = d
m∑
s=1
s 6=j

(us − uj) + λ(−1 + αf(uj(t− 1))− βg(uj))uj, j = 1,m.
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В статье [6] была приведена модификация данной системы, заключавшаяся в замене
выражения (1.7) для тока проводимости соотношением

Isynj,s = σ

(
us
uj

)
, d > 0,

где функция связи σ(u) ∈ C3(R+), ограничивающая значения переменных uj, удовлетво-
ряет следующим требованиям:

σ(u) < 0 при u ∈ [0, 1), σ(0) = −1,

σ(u) > 0 при u > 1, σ(1) = 0, σ′(1) > 0,

σ(u)− δ, uσ′(u), u2σ′′(u), u3σ′′′(u) = O(1/u) при u→ +∞, δ = const > 0.

(1.8)

Что же касается модели соответствующей ассоциации нейронов с синаптической электри-
ческой связью, то в данном случае она приобретает вид

u̇j = d
m∑
s=1
s 6=j

σ

(
us
uj

)
+ λ(−1 + αf(uj(t− 1))− βg(uj))uj, j = 1,m. (1.9)

В [6] отмечены два отличия приведенного подхода к моделированию электрических
синапсов от общепринятого. Во-первых при переходе от отдельного нейрона к соответ-
ствующей сети сохраняется вольтерровская структура уравнений, а во-вторых, соблюден
так называемый «закон насыщающих проводимостей», который заключается в выполне-
нии условий (1.3), (1.8) для нелинейных функций. Тем самым, модели отдельного нейрона
(1.1) и нейронной сети (1.9) базируются на одних и тех же принципах, сформулированных
в работе [1]. Отметим, что под вольтерровской структурой уравнений (1.9) здесь подра-
зумевается возможность записи их правых частей в виде произведения соответствующей
зависимой переменной и некоторой неособой в нуле функции, что позволяет гарантировать
положительность решений с положительными начальными условиями.

2. Постановка задачи

Рассмотрим предложенную в статье [6] ассоциацию сингулярно возмущенных осцил-
ляторов с запаздыванием (1.9), моделирующую электрическое взаимодействие нейронов
по принципу «каждый с каждым». Для параметров λ, α, β этой системы полагаем, что
выполнены условия (1.2), а для гладких функций f, g ∈ C2(R+) — условия (1.3).

В качестве конкретного примера функции связи, удовлетворяющей требованиям (1.8),
выберем (см. [6])

σ(u) =
δ(u− 1)

u+ δ
, δ ∈ (0, 2−

√
3) ∪ (2 +

√
3,+∞).

В силу равенства σ(1) = 0 система (1.9) допускает так называемый однородный цикл

u1 ≡ u2 ≡ . . . ≡ um = u∗(t, λ), (2.1)

где u∗(t, λ) — устойчивое периодическое решение уравнения (1.1) периода T∗(λ), удовле-
творяющего предельному соотношению (1.5). В статье [6] показано, что периодическое
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решение u∗(t, λ) с периодом T∗(λ) асимптотически близко при λ� 1 к величине eλx0(t),

где x0(t) — T0 -периодическая функция, которая задается равенствами (1.6).
Не проводя исследования всех периодических режимов системы (1.9), ограничимся

рассмотрением лишь тех из них, которые располагаются в некоторой окрестности од-
нородного цикла (2.1). При нахождении таких режимов можно применить специальные
асимптотические методы, разработанные и примененные в статьях [1–4, 7, 8] для анало-
гичных (1.9) систем из трех осцилляторов вида (см. [9–14])

u̇j = d(a1uj−1 − a2uj + uj+1) + λ(−1 + αf(uj(t− 1))− βg(uj))uj, j = 1, 2, 3, (2.2)

с различными значениями параметров a1, a2 и следующими краевыми условиями на u0,u4 :

a) a1 = 1, a2 = 2, u0 = u1, u3 = u4;

b) a1 = 1, a2 = 2, u0 = u3, u1 = u4 (цепочка и кольцо диффузионно связанных осцил-
ляторов);

c) a1 = 0, a2 = 1, u1 = u4 (кольцо однонаправленно связанных осцилляторов).

В системе (1.9) выполним замены

u1 = exp
(x
ε

)
, uj = exp

(
x

ε
+

j−1∑
k=1

yk

)
, j = 2,m, ε =

1

λ
� 1, (2.3)

где x, y1, . . . , ym−1 — новые переменные (такие же замены производились в [3, 4] для си-
стемы (2.2)). В результате такой замены систему (1.9) можно свести к системе

ẋ = εd
m∑
s=2

σ

(
exp

(
s−1∑
r=1

yr

))
+ F (x, x(t− 1), ε), (2.4)

ẏj = d

j∑
s=1

σ

(
exp

(
−

j∑
r=s

yr

))
+ d

m∑
s=j+2

σ

(
exp

(
s−1∑
r=j+1

yr

))

− d
j−1∑
s=1

σ

(
exp

(
−

j−1∑
r=s

yr

))
− d

m∑
s=j+1

σ

(
exp

(
s−1∑
r=j

yr

))
(2.5)

+Gj(x, x(t− 1), y1, . . . , yj, y1(t− 1), . . . , yj(t− 1), ε), j = 1,m− 1,

для которой функции F,G задаются равенствами

F (x, u, ε) = −1 + αf
(
exp

(u
ε

))
− βg

(
exp

(x
ε

))
,

Gj(x, u, y1, . . . , yj, v1, . . . , vj, ε)

=
α

ε

[
f

(
exp

(
u

ε
+

j∑
k=1

vk

))
− f

(
exp

(
u

ε
+

j−1∑
k=1

vk

))]

+
β

ε

[
g

(
exp

(
x

ε
+

j−1∑
k=1

yk

))
− g

(
exp

(
x

ε
+

j∑
k=1

yk

))]
, j = 1,m− 1.
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Рассмотрим данную задачу в случае трех осцилляторов (m = 3). Зафиксируем
σ0 ∈ (0, min

{
1, (β+ 1)/(α−β− 1)

}
) и обозначим через y0

1(t, z), y0
2(t, z) (где z = (z1, z2) ∈

R2, −σ0 6 t 6 T0+σ0 ) компоненты решения следующей импульсной задачи Коши (см. [4]){
ẏ1 = d(σ(e−y1)− σ(ey1) + σ(ey2)− σ(ey1+y2)),

ẏ2 = d(σ(e−y2)− σ(ey2) + σ(e−y1)− σ(e−y1−y2)).
(2.6)

yj(+0) =
α− 1

α− β − 1
yj(−0), yj(1 + 0) = yj(1− 0)− α

α− 1
yj(+0),

yj(α + 0) = (1 + β)yj(α− 0),

yj(α + 1 + 0) = yj(α + 1− 0)− α

1 + β
yj(α + 0), j = 1, 2.

(2.7)

(y1, y2)|t=−0 = z.

Рассмотрим оператор сдвига за время от 0 до T0 по траекториям дифференциальной
импульсной системы (2.6), (2.7)

Φ : R2 → R2, z =

(
z1

z2

)
7→ Φ(z) =

(
y0

1(T0, z)

y0
2(T0, z)

)
, (2.8)

Для отображения (2.8) справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1 (см. [6, теорема 1]). Любой гиперболической неподвижной точке z = z∗
отображения (2.8) в системе (2.4), (2.5) при всех достаточно малых ε > 0 соответ-
ствует релаксационный цикл

(x(t, ε), y1(t, ε), . . . , ym−1(t, ε)), x(0, ε) ≡ 0

периода T (ε), устойчивое и неустойчивое многообразия которого определяются соот-
ветствующими многообразиями этой точки. Кроме того, справедливы соотношения

lim
ε→0

T (ε) = T0, max
−σ06t6T0+σ0

|x(t, ε)− x0(t)| = O(ε), ε→ 0,

lim
ε→0

max
t∈Σ(ε)

|y0
j (t, ε)− y0

j (t, z∗)| = 0, max
−σ06t6T0+σ0

|yj(t, ε)| 6M, j = 1,m− 1,

где x0(t) — функция, определяемая по формуле (1.6), M = const > 0, а множество Σ(ε)

представляет собой отрезок [−σ0, T0 +σ0] с выброшенными интервалами (1− εδ, 1 + εδ),

(α− εδ, α + εδ), (α + 1− εδ, α + 1 + εδ), где δ = const ∈ (0, 1).

Доказательство данной теоремы опустим, поскольку в аналогичных ситуациях оно по-
дробно изложено в статьях [3, 7]. Из теоремы следует, что для того, чтобы говорить об
устойчивых циклах системы (1.9) и системы (2.6), (2.7) соответственно, достаточно изу-
чить неподвижные точки отображения (2.8). Они и являлись объектами исследования.

Асимптотический анализ отображения (2.8), выполненный в статье [6], позволяет по-
казать, что при достаточно малых значениях параметра d оно совпадает с оператором
сдвига за время t = 1 по траекториям системы дифференциальных уравнений

dz̃1

dt
= 2− C exp z̃1

1 + exp z̃1

,
dz̃2

dt
=
C exp(−z̃2)

1 + exp z̃2

− 2,
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где C — константа, зависящая от значений параметров α, β. Исходя из этого, отображе-
ние (2.8) имеет только одно устойчивое состояние равновесия (z̃1, z̃2). При этом нулевое
состояние равновесия устойчиво для любых значений d. Ему соответствует однородный
цикл системы (1.9).

Задача исследования состояла в определении таких значений параметров α и β, при
которых отображение (2.8) имеет наибольшее число устойчивых неподвижных точек. Так-
же изучались вопросы фазовых перестроек, происходящих в фазовом пространстве отоб-
ражения (2.8). Поскольку описать динамические свойства отображения (2.8) в полной
мере с использованием одного лишь аналитического аппарата затруднительно, исследо-
вание осуществлялось на основе сочетания аналитических методов и численных экспери-
ментов. В зависимости от различных значений начальных параметров изучались вопро-
сы существования и устойчивости релаксационных периодических решений. В процессе
исследования, особое внимание уделялось числу сосуществующих устойчивых режимов
отображения (2.8).

3. Поиск неподвижной точки релаксационного отображения

Расчет координат неподвижных точек отображения (2.8) выполняется следующим об-
разом: вычисления начинаются из точек вида (y1(−0), y2(−0))T , координаты которых
представляют собой начальные условия системы (2.6), (2.7). Начальным моментом време-
ни здесь считается величина t = −0. Стартовые точки отображения (2.8) варьировались
по ходу проведения численных исследований, оставаясь при этом в окрестности нулевого
состояния равновесия.

Для каждой начальной точки отображения (2.8), итерационно, с фиксированным ша-
гом h, при помощи метода Рунге–Кутты подсчитывались координаты следующей точки.
Этот метод имеет четвертый порядок точности, т. е. ошибка на каждом интервале подсче-
та будет иметь порядок O(h5). Вычисления такого рода продолжаются до тех пор, пока
не будет получена так называемая конечная точка отображения (2.8) в момент времени
t = T0. Однако стоит отметь, что для t = 0, 1, α, α + 1 в системе (1.9) выполняются
условия соответствующего импульсного воздействия. Как следствие, координаты точки в
этих случаях подсчитываются по формулам (2.7).

Далее происходит проверка стационарности для каждой полученной конечной точки
отображения (2.8). Если ее координаты отличаются от координат начальной точки не бо-
лее чем на заранее заданное, достаточно малое число, то посчитанное ранее состояние
отображения (y1(T0), y2(T0))T считается устойчивым. В противном же случае, конечная
точка отображения (2.8) считается начальной и для нее осуществляется та же последова-
тельность операций, которая была описана ранее.

Для каждой начальной точки отображения (2.8) расчеты заканчивались при дости-
жении достаточно большого числа описанных выше итераций получения конечной точки
отображения (2.8) или при обнаружении неподвижного состояния равновесия.

4. Результаты численного исследования

Расчет неподвижных точек релаксационного отображения (2.8) зависит не только от
выбора начальной точки и значений α, β, но также и от величины δ, являющейся пара-
метром функции σ(u).

В результате проведенных численных исследований для δ ∈ (2 +
√

3,+∞) на коорди-
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натной плоскости параметров (α, β) были выделены области A1 = {(α, β) : β > 0, β < l0},
A2 = {(α, β) : β > l0, β < l1}, границами которых являются прямые l0 = {(α, β) : β =

α− 2}, l1 = {(α, β) : β = α− 1}. Графическая визуализация данных множеств приведена
на рис. 1.

Рис. 1. Разбиение на области параметров с одинаковыми бифуркационными сценариями

Далее рассмотрим типичные бифуркации для каждой из введенных областей (в ста-
тьях [11–14] были продемонстрированы результаты аналогичных исследований для систем
вида (2.2) с различными значениями параметров a1, a2 и краевыми условиями на u0, u4 ).

Согласно результатам проведенных численных исследований, при изменении парамет-
ра d для любых фиксированных значений пары (α, β) ∈ A1 в фазовом пространстве
отображения наблюдается один и тот же сценарий фазовых перестроек. Для определен-
ности возьмем α = 3, 6 и β = 0, 4. При изменении параметра d для заданных величин α

и β получается следующая последовательность бифуркаций:

1. При d < d1; d1 ≈ 0.025 отображение (2.8) имеет четыре устойчивые неподвижные
точки (S0, S1, S2, S3 ) и три неустойчивые (U0, U1, U2 ). Схематическое изобра-
жение фазового портрета для данного случая можно увидеть на рис. 2.

S0 Z1

Z2

U1

U3

U2

S1

S3

S
2

Рис. 2. Фазовый портрет отображений при d < d1
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2. При d = d1 устойчивые узлы S1, S2 и S3, сливаясь с седлами U1, U2 и U3,

пропадают. Тем самым, при d > d1 отображение имеет лишь одно единственное
нулевое устойчивое состояние S0.

Полученный сценарий фазовых перестроек остается верным для любых (α, β) ∈ A1.

Отличия от рассмотренного случая состоят лишь в числовых выражениях бифуркацион-
ных значений параметра d.

Согласно результатам проведенных численных исследований, при изменении парамет-
ра d для любых фиксированных значений пары (α, β) ∈ A2 в фазовом пространстве
отображения наблюдается один и тот же сценарий фазовых перестроек. Для удобства
зафиксируем величины α = 1, 9 и β = 0, 1 и будем менять значение параметра d. В
результате для отображения (2.8) получим следующую последовательность бифуркаций:

1. При d < d1; d1 ≈ 0, 002 отображение (2.8) имеет четыре устойчивые неподвижные
точки (S0, S1, S2, S3 ) и три неустойчивые (U0, U1, U2 ). Схематическое изобра-
жение фазового портрета для данного случая можно увидеть на рис. 3.

Рис. 3. Фазовый портрет отображений при d < d1

2. При d = d1 устойчивые узлы S1, S2 и S3, сливаясь с седлами U1, U2 и U3,

пропадают. Тем самым, при d > d1 отображение имеет лишь одно единственное
нулевое устойчивое состояние S0.

Полученный сценарий фазовых перестроек остается верным для любых (α, β) ∈ A2.

Отличия от рассмотренного случая состоят лишь в числовых выражениях бифуркацион-
ных значений параметра d.

Различия фазовых портретов, представленных на рис. 2 и 3, заключаются лишь в
местоположении неустойчивых седел U1, U2, U3, а также устойчивых узлов S1, S2,

S3. В связи с этим возник вопрос, как изменяется поведение состояний равновесия при
переходе из одной области параметров в другую. В результате численного исследования,



48 Л.И. Ивановский

при зафиксированных α и d и изменении значения β, на прямой l1 обнаруживалось
существование двух многообразий: неустойчивого MU и устойчивого MS (см. рис. 4).

Рис. 4. Фазовый портрет отображения для параметров (α, β) ∈ l1

В том случае, если параметр δ ∈ (0, 2−
√

3), согласно результатам проведенных числен-
ных исследований, на координатной плоскости параметров (α, β) также можно выделить
области A1 = {(α, β) : β > 0, β < l0}, A2 = {(α, β) : β > l0, β < l1}, границами которых
являются прямые l0 = {(α, β) : β = α − 2}, l1 = {(α, β) : β = α − 1}. Графическая визуа-
лизация данных множеств приведена на рис. 4. Отметим, что выделенные области A1, A2

значений параметров (α, β) в точности определяли сценарии аналогичных фазовых пере-
строек, описанных выше.

Рис. 4. Разбиение на области параметров
с одинаковыми бифуркационными сценариями

Полученные в результате анализа отображения (2.8) его неподвижные точки позво-
ляют найти асимптотику решений системы (2.6), (2.7). На основе решений импульсной
системы (2.6), (2.7), учитывая замену (2.3), получаем асимптотические устойчивые реше-
ния исходной задачи (1.9).
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5. Заключение

Для полносвязной ассоциации сингулярно возмущенных дифференциальных уравне-
ний с запаздыванием, представляющих собой математическую модель импульсной систе-
мы, были изучены вопросы существования, устойчивости и асимптотического представле-
ния периодических решений с помощью бифуркационного анализа специального двумер-
ного отображения, построенного в зависимости от различных значений параметров. Для
динамической системы с импульсными воздействиями, полученной в результате преоб-
разований полносвязной ассоциации осцилляторов, на координатной плоскости парамет-
ров были выделены области, соответствующие различным бифуркационным сценариям.
Благодаря численному исследованию, в каждой из областей были подробно рассмотре-
ны основные перестройки, происходящие в фазовом пространстве соответствующего дву-
мерного отображения. Также были установлены множества значений начальных парамет-
ров, при которых возможно единовременное сосуществование большего числа устойчивых
неподвижных точек.
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