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Аннотация. Тематика исследования данной работы находится на стыке двух разделов ка-
чественной теории дифференциальных уравнений, а именно: теории показателей Ляпунова
и теории колеблемости. В данной работе изучаются спектры (т. е. множества различных
значений на ненулевых решениях) показателей колеблемости знаков (строгих и нестрогих),
нулей, корней и гиперкорней линейных однородных дифференциальных систем с непре-
рывными на положительной полуоси коэффициентами. Для любого n ≥ 2 установлено
существование n -мерной дифференциальной системы с континуальными спектрами пока-
зателей колеблемости. При четных n спектры всех показателей колеблемости заполняют
один и тот же отрезок числовой оси с наперед заданными произвольными положительны-
ми несоизмеримыми концами, а при нечетных n к указанным спектрам еще добавляется
ноль. Оказалось, что для каждого решения построенной дифференциальной системы все
показатели колеблемости совпадают между собой. При доказательстве результатов настоя-
щей работы отдельно рассмотрены случаи четности и нечетности n . Полученные резуль-
таты носят теоретический характер, они расширяют наши представления о возможных
спектрах показателей колеблемости линейных однородных дифференциальных систем.
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Abstract. The research subject of this work is at the junction of two sections of the qualitative
theory of differential equations, namely: the theory of Lyapunov exponents and the theory of
oscillation. In this paper, we study the spectra (i. e., sets of different values on nonzero solutions)
of the exponents of oscillation of signs (strict and nonstrict), zeros, roots, and hyperroots of
linear homogeneous differential systems with coefficients continuous on the positive semiaxis. For
any n ≥ 2 , the existence of an n -dimensional differential system with continuum spectra of the
oscillation exponents is established. For even n , the spectra of all the oscillation exponents fill
the same segment of the numerical axis with predetermined arbitrary positive incommensurable
ends, and for odd n , zero is added to the indicated spectra. It turns out that for each solution
of the constructed differential system, all the oscillation exponents coincide with each other.
When proving the results of this work, the cases of even and odd n are considered separately.
The results obtained are theoretical in nature, they expand our understanding of the possible
spectra of oscillation exponents of linear homogeneous differential systems.
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Введение

В работах [1–3] И.Н. Сергеева вводились и исследовались различные характеристики
ляпуновского типа ненулевых решений линейных дифференциальных уравнений и систем,
отвечающие за колеблемость, вращаемость и блуждаемость решений на полупрямой. Да-
лее, в 2015 году в статье [4] все введенные к тому моменту характеристики ляпуновского
типа были систематизированы, что привело к изменению названий некоторых из них: в
частности, полные и векторные частоты были переименованы соответственно в сильные и
слабые показатели колеблемости (см. [5–8]). В работах [9–12] характеристические часто-
ты [1] стали называться частотами Сергеева.

Одномерный случай является вырожденным, поскольку решения линейного однород-
ного дифференциального уравнения первого порядка в силу теоремы существования и
единственности не имеют вовсе нулей, а значит, все показатели колеблемости равны ну-
лю. Известно (см. [3]), что спектры показателей колеблемости двумерной системы, от-
вечающей линейному однородному уравнению второго порядка, состоят ровно из одно-
го элемента. Для двумерных линейных систем с периодическими коэффициентами спек-
тры показателей колеблемости нулей могут содержать наборы, состоящие из сколь угодно
большего количества существенных значений (см. [13]). Если отказаться от периодично-
сти коэффициентов двумерной системы, то спектры могут содержать счетные множества
существенных значений (см. [14]). Исследование спектров показателей колеблемости ав-
тономных систем было начато в работах [3, 15] и полностью завершено в [16]. Спектры
показателей колеблемости неавтономных систем в общем случае не были исследованы.

Настоящая работа логически продолжает и развивает результаты работы [17], в ко-
торой доказано существование двумерной дифференциальной системы с непрерывными
неограниченными на положительной полуоси коэффициентами, спектры показателей ко-
леблемости строгих знаков, нулей и корней которой заполняют один и тот же отрезок
числовой оси. Ниже эти свойства для всех показателей колеблемости перенесены на от-
резки с произвольными несоизмеримыми концами и обобщены на n -мерные системы.

1. Характеристики колеблемости решений линейных однородных
дифференциальных уравнений и систем

Для заданного n ∈ N обозначим через M̃n множество линейных систем

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0, +∞),

с непрерывными оператор-функциями A : R+ → EndRn (каждую из которых будем отож-
дествлять с соответствующей системой). Подмножество множества M̃n , отвечающих ли-
нейным однородным дифференциальным уравнениям n -го порядка, обозначим через Ẽn .
Множество всех ненулевых решений системы A ∈ M̃n обозначим через S∗(A) . Далее,
звездочкой снизу будем помечать любое линейное пространство, в котором выколот нуль.
Положим

SnM =
⋃

A∈M̃n

S∗(A), SnE =
⋃
a∈Ẽn

S∗(a).

О п р е д е л е н и е 1.1 (см. [1]). Скажем, что в точке t > 0 происходит строгая
(нестрогая) смена знака функции y : R+ → R , если в любой окрестности этой точки функ-
ция y принимает как положительные (неотрицательные), так и отрицательные (неполо-
жительные) значения.
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О п р е д е л е н и е 1.2 (см. [1,2]). Для момента t > 0 и функции y : R+ → R введем
следующие обозначения:

ν−(y, t) — число точек ее строгой смены знака на промежутке (0, t] ;
ν∼(y, t) — число точек ее нестрогой смены знака на промежутке (0, t] ;
ν0(y, t) — число ее нулей на промежутке (0, t] ;
ν+(y, t) — число ее корней (т. е. нулей с учетом их кратности) на промежутке (0, t] ;
ν∗(y, t) — число ее гиперкратных корней на промежутке (0, t] : при его подсчете каж-

дый некратный корень берется ровно один раз, а кратный — бесконечно много раз.
Далее, для ненулевого вектора m ∈ Rn

∗ и вектор-функции x ∈ SnM введем обозначение
να(x,m, t) ≡ να(〈x,m〉, t) , где α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} , 〈x(·),m〉 — скалярное произведение.

О п р е д е л е н и е 1.3 (см. [3, 4]). Верхние (нижние) частоты Сергеева строгих
знаков, нулей и корней любого решения y ∈ SnE при γ ∈ {−, 0,+} соответственно зададим
формулами

ν̂γ(y) ≡ lim
t→+∞

π

t
νγ(y, t)

(
ν̌γ(y) ≡ lim

t→+∞

π

t
νγ(y, t)

)
.

О п р е д е л е н и е 1.4 (см. [2–4]). Верхние (нижние) сильный и слабый показатели
колеблемости знаков, нулей, корней и гиперкорней функции x∈SnM при α∈{−,∼, 0,+, ∗}
соответственно зададим формулами

ν̂α• (x) ≡ inf
m∈Rn

∗
lim
t→∞

π

t
να(x,m, t)

(
ν̌α• (x) ≡ inf

m∈Rn
∗

lim
t→∞

π

t
να(x,m, t)

)
,

ν̂α◦ (x) ≡ lim
t→∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(x,m, t)

(
ν̌α◦ (x) ≡ lim

t→∞
inf
m∈Rn

∗

π

t
να(x,m, t)

)
.

В случае совпадения верхнего и нижнего значений какой-либо из характеристик ко-
леблемости будем называть ее точной, убирая в ее обозначении крышечку и галочку.

2. Основной результат

Теорема 2.1. Для любого n ≥ 2 и любых несоизмеримых ω2 > ω1 > 0 найдется
система A ∈ M̃n с неограниченными коэффициентами такая, что при каждом
α∈{−,∼, 0,+, ∗} справедливы соотношения

να• (S∗(A)) = να◦ (S∗(A)) = [ω1, ω2], если n четное;

να• (S∗(A)) = να◦ (S∗(A)) = [ω1, ω2] ∪ {0}, если n нечетное.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Пусть n = 2 . Фиксируем произвольные несоизмеримые
ω2 > ω1 > 0 . Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что вектор-функции

x1(t) =

(
cosω2t

−e−t cosω1t

)
, x2(t) =

(
cosω1t

e−t cosω2t

)
являются решениями двумерной системы

A ≡


−ω2 sinω2t cosω2t− ω1 sinω1t cosω1t

cos2 ω2t+ cos2 ω1t

ω2 sinω2t cosω1t− ω1 sinω1t cosω2t

e−t (cos2 ω2t+ cos2 ω1t)
e−t (ω1 sinω1t cosω2t− ω2 sinω2t cosω1t)

cos2 ω2t+ cos2 ω1t

−ω1 sinω1t cosω1t− ω2 sinω2t cosω2t

cos2 ω2t+ cos2 ω1t
− 1

 .
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Заметим, что коэффициенты системы A непрерывны, а вектор-функции x1, x2 линейно
независимы на R+ , так как на R+ выполняются неравенства

cos2 ω2t+ cos2 ω1t > 0,

detX(t) ≡ det
(
x1(t), x2(t)

)
= e−t

(
cos2 ω2t+ cos2 ω1t

)
> 0.

2. Для произвольного решения

x(t) = c1x
1(t) + c2x

2(t) ∈ S∗(A)

и ненулевого вектора m = (m1, m2) скалярное произведение 〈x,m〉 представимо в виде

m1 (c1 cosω2t+ c2 cosω1t) +m2e
−t (−c1 cosω1t+ c2 cosω2t) . (2.1)

а. Если c1 = 0 , то минимум в определениях показателей колеблемости реализуется на
векторе m = (m1, m2) при m2 = 0 (см. [16]) и

να◦ (x) = να• (x) = ω1, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}. (2.2)

б. При c2 = 0 также справедливы равенства (2.2), но минимум в определениях пока-
зателей колеблемости реализуется на векторе m = (m1, m2) при m1 = 0 .

в. Выделим из множества S∗(A) однопараметрическое семейство решений

xc(t) = cx1(t) + x2(t), c > 0,

и введем в рассмотрение функции

fc(t) = cosω1t+ c cosω2t, gc(t) = cosω1t+ cos(ω2t+ π)/c.

Тогда из соотношения
〈xc(t),m〉 = m1fc(t)−m2ce

−tgc(t),

в силу остаточности функционала ν− (см. [1]), следует

ν−(〈xc,m〉) =

{
ν−(fc), m1 6= 0

ν−(gc), m1 = 0.

По теореме 1 из работы [18] функция ν+(fc) при c > 0 непрерывна: при 0 < c < ω1/ω2

она принимает значение ω1 , при c ≥ 1 — значение ω2 , а при ω1/ω2 < c < 1 функция
ν+(fc) строго возрастает.

Очевидно, что при c ∈ (0, 1] имеем 1/c ≥ 1 , поэтому ν+(gc) = ω2 . Следовательно, на
полуинтервале c ∈ (0, 1] выполнено неравенство ν+(fc) ≤ ν+(gc) .

Частота Сергеева корней ν+(hc,φ) функции

hc,φ(t) = cosω1t+ c cos(ω2t+ φ)

согласно [18, теорема 1] не зависит от значения φ , и для каждого c ∈ (0, 1] найдется такое
φ (см. [19]), что все нули функции hc,φ являются точками строгих смен знаков, поэтому

ν−(hc,φ) = ν−(fc) = ν0(fc) = ν+(fc), ν−(gc) = ν0(gc) = ν+(gc).
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Следовательно, для любого решения xc точные нижние грани в определениях показа-
телей колеблемости знаков, нулей и корней достигаются на любом векторе m=(m1,m2)∈
R2 при m1 6= 0 , поэтому при каждом α ∈ {−,∼, 0,+} будем иметь

να◦ (x) = να• (x) = ν+(〈x,m〉).

Если функция fc имеет кратные нули, то по теореме 2 из [2] ненулевые m1 и m2 можно
подобрать так, чтобы при любом t > 0 выполнялось неравенство ν∗(xc,m, t) < +∞ . Из
этого неравенства следует ν∗◦(x) = ν∗•(x) = ν+(〈x,m〉).

г. Для рассмотренного подмножества решений множества S∗(A) показатели колебле-
мости знаков, нулей, корней и гиперкорней заполняют отрезок [ω1;ω2] , а для остальных
решений системы A ∈ M̃2 значения показателей колеблемости повторяются.

3. Пусть n > 2 – четное. Тогда выбираем систему A ∈ M̃n с фундаментальной систе-
мой решений

x1(t) =


cosω2t

−e−t cosω1t

0

. . .

0

 , x2(t) =


cosω1t

e−t cosω2t

0

. . .

0

 , . . . ,

xn−1(t) =


0

. . .

0

cosω2t

−e−t cosω1t

 , xn(t) =


0

. . .

0

cosω1t

e−t cosω2t

 .

Важно заметить, что скалярное произведение любого решения x ∈ S∗(A) и вектора
m ∈ Rn

∗ имеет вид (2.1), а значит, повторяются рассуждения предыдущих пунктов. Сле-
довательно, спектры показателей колеблемости знаков, нулей, корней и гиперкорней сов-
падают с отрезком [ω1;ω2] .

4. Пусть n > 2 – нечетное. Тогда выбираем систему A ∈ M̃n с фундаментальной
системой решений

x1(t) =


cosω2t

−e−t cosω1t

0

. . .

0

 , x2(t) =


cosω1t

e−t cosω2t

0

. . .

0

 , . . . ,

xn−2(t) =



0

. . .

0

cosω2t

−e−t cosω1t

0


, xn−1(t) =



0

. . .

0

cosω1t

e−t cosω2t

0


, xn(t) =


0

. . .

0

0

et

 .

Запишем общее решение системы

x(t) = c1x
1(t) + c2x

2(t) + · · ·+ cn−1x
n−1(t) + cnx

n(t).
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Если cn = 0 , то повторяются все рассуждения из пункта 3 настоящего доказательства.
Если cn 6= 0 , то для любого решения x ∈ S∗(A) все показатели колеблемости равны

нулю, поскольку точная нижняя грань реализуется на векторе m = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn
∗ .

Таким образом, в рассматриваемом случае спектры показателей колеблемости знаков,
нулей, корней и гиперкорней совпадают с множеством [ω1;ω2] ∪ {0} .
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