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Аннотация. Рассматривается структурированная популяция, особи которой разделены
на n возрастных или типических групп x1, . . . , xn. Предполагаем, что в любой момент
времени k, k = 0, 1, 2 . . . численность популяции x(k) определяется как решение нор-
мальной автономной системы разностных уравнений x(k + 1) = F

(
x(k)

)
, где F (x) =

col
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
— заданные векторные функции с вещественными неотрицательны-

ми компонентами fi(x), i = 1, . . . , n. Исследуется случай, когда имеется возможность
влиять на размер популяции путем промыслового изъятия. В работе рассмотрена модель
эксплуатируемой популяции в виде

x(k + 1) = F
(
(1− u(k))x(k)

)
,

где вектор u(k) =
(
u1(k), . . . , un(k)

)
∈ [0, 1]n — управление, выбором которого можно

достигать увеличения показателей сбора ресурса. Предполагается, что стоимости условной
единицы каждого из рассматриваемых n классов постоянны и равны Ci > 0, i = 1, . . . , n.

Для определения стоимости ресурса, получаемого в результате промысла, в рассмотрение
вводится функция дисконтированного дохода, которая имеет вид

Hα

(
u, x(0)

)
=

∞∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj ,

где α > 0 — коэффициент дисконтирования. Решается задача построения управлений
на конечном и бесконечном промежутках времени, при которых дисконтированный до-
ход от извлечения возобновляемого ресурса достигает наибольшего значения. В качестве
следствий получены результаты о построении оптимального способа добычи однородной
популяции (т. е. при n = 1 ).

Ключевые слова: структурированная популяция; задача оптимизации для средней вре-
менной выгоды; дисконтированный доход; оптимальная эксплуатация; режим эксплуата-
ции популяции
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Abstract. A structured population the individuals of which are divided into n age or typical
groups x1, . . . , xn is considered. We assume that at any time moment k, k = 0, 1, 2 . . . the size
of the population x(k) is determined by the normal autonomous system of difference equations
x(k + 1) = F

(
x(k)

)
, where F (x) = col

(
f1(x), . . . , fn(x)

)
are given vector functions with real

non-negative components fi(x), i = 1, . . . , n. We investigate the case when it is possible to
influence the population size by means of harvesting. The model of the exploited population
under discussion has the form

x(k + 1) = F
(
(1− u(k))x(k)

)
,

where u(k) =
(
u1(k), . . . , un(k)

)
∈ [0, 1]n is a control vector, which can be varied to achieve

the best result of harvesting the resource. We assume that the cost of a conventional unit of
each of n classes is constant and equals to Ci > 0, i = 1, . . . , n. To determine the cost of the
resource obtained as the result of harvesting, the discounted income function is introduced into
consideration. It has the form

Hα

(
u, x(0)

)
=

∞∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj ,

where α > 0 is the discount coefficient. The problem of constructing controls on finite and
infinite time intervals at which the discounted income from the extraction of a renewable resource
reaches the maximal value is solved. As a corollary, the results on the construction of the optimal
harvesting mode for a homogeneous population are obtained (that is, for n = 1 ).

Keywords: structured population; optimization problem for the average temporary gain; dis-
counted income; optimal exploitation; mode of exploitation of the population
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Введение

Проблема рационального использования возобновляемых природных ресурсов оста-
ется актуальной на протяжении многих лет. Подтверждением этому является большое
количество работ, посвященных исследованию динамики популяций: предложено большое
количество математических моделей, предназначенных как для чисто теоретических, так
и для численных исследований, опирающихся на данные реальных популяций [1]. Многие
работы посвящены исследованиям развития структурированных популяций, разделенных
на возрастные группы или типические группы; в частности, в [2, 3] рассмотрены задачи
оптимальной эксплуатации с постоянной долей изъятия.

В настоящее время большой интерес вызывают задачи оптимального сбора возобновля-
емого ресурса в вероятностных моделях. Эти исследования, мотивированные современны-
ми задачами экологии и экономики, являются также источником новых задач в математи-
ческой теории управления и оптимизации. В работах [4,5] рассматриваются модели сбора
возобновляемого ресурса, описанные дифференциальными уравнениями с импульсными
воздействиями; определен способ добычи такого ресурса в долгосрочной перспективе, при
котором сохраняется часть популяции, и приведена оценка функции средней временной
выгоды. Обзор литературы, посвященной данной тематике, приведен в [6].

Модели периодического сбора ресурса предложены и исследованы в [7–9] и ряде других
работ. В [7] предполагается, что периодический сбор осуществляется достаточно быстро



ОПТИМИЗАЦИЯ ДИСКОНТИРОВАННОГО ДОХОДА 17

и описывается импульсным воздействием, а возобновляемый ресурс имеет логистический
закон роста. В [8] исследуется задача оптимизации для циклического сбора ресурса, рас-
пределенного на окружности с заданной плотностью. В [9] рассмотрена актуальная для
математической экономики задача максимизации чистого дисконтированного дохода от
эксплуатации популяции. Показано, что периодический сбор ресурса является оптималь-
ным для моделей динамики популяций, структурированных по возрасту.

В данной статье рассматривается модель динамики структурированной популяции,
разделенной на возрастные или типические группы и подверженной промыслу. Исследу-
ется задача определения оптимального сбора ресурса на конечном и бесконечном проме-
жутках времени при заданных ограничениях на условия промысла, для которого функция
дисконтированного дохода максимальна.

1. Дисконтированный доход для моделей структурированных популяций,
заданных нормальной автономной системой разностных уравнений

Рассмотрим популяцию, состоящую из n > 2 видов или возрастных групп x1, . . . , xn.

Модель данной популяции исследовалась в работе [10]; приведем описание этой модели
для полноты изложения.

Стандартно обозначим Rn
+
.
= {x ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0} — конус неотрицательных

векторов в Rn, C2(Rn
+) — класс функций, определенных на Rn

+ и имеющих непрерыв-
ные производные до второго порядка включительно. Обозначим через xi(k), i = 1, . . . , n

количество ресурса каждого класса в момент времени k = 0, 1, 2, . . . . Динамику попу-
ляции при отсутствии эксплуатации будем описывать следующей системой нелинейных
разностных уравнений

x(k + 1) = F
(
x(k)

)
, k = 0, 1, 2, . . . , (1.1)

где x(k) = col
(
x1(k), . . . , xn(k)

)
∈ Rn

+, F (x) = col
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
. Будем предпола-

гать, что функции fi ∈ C2(Rn
+) удовлетворяют условию fi(0) = 0 и матрица Якоби( ∂fi

∂xj

)
i,j=1,...,n

является невырожденной для всех x ∈ Rn
+. Будем также предполагать, что

для некоторой области I ⊆ Rn
+ такой, что 0 ∈ I, выполнено включение F (I) ⊆ I. Это

условие обеспечивает продолжаемость решения системы (1.1) в области I.

Здесь и везде далее в работе в скобках обозначены временны́е параметры, а нижними
индексами — пространственные параметры.

Обозначим через ui(k) долю ресурса i -го вида, добытого в момент k ∈ {0, 1, 2, . . .}.
Очевидно, что ui(k) ∈ [0, 1]. Определим вектор

U
.
=
{
u : u =

(
u(0), u(1), . . . , u(k), . . .

)}
,

где u(k) =
(
u1(k), . . . , un(k)

)
∈ [0, 1]n и рассмотрим последовательность u ∈ U как

управление, которым можно варьировать для достижения лучшего результата сбора ре-
сурса. Полагая, что xi(k) — количество ресурса i -го вида перед сбором в момент k , а
(1−ui(k))xi(k) — количество ресурса, оставшееся после сбора, запишем модель популяции,
подверженной промыслу, в виде системы

x(k + 1) = F
(
(1− u(k))x(k)

)
, k = 0, 1, 2, . . . , (1.2)

где (1− u(k))x(k)
.
= col

(
(1− u1(k))x1(k), . . . , (1− un(k))xn(k)

)
.
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Положим x̃(k)
.
= (1− u(k))x(k) и запишем систему (1.2) в эквивалентной форме

x̃(k + 1) = (1− u(k + 1))F
(
x̃(k)

)
, k = 0, 1, 2, . . . .

Будем предполагать что стоимости единицы каждого из классов добываемой продук-
ции постоянны и равны Ci > 0 , i = 1, . . . , n (естественно считаем, что одновременно
все Ci не могут обращаться в 0). Стоимость всей продукции в момент времени j будем
определять формулой

hα(j) =
n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj,

где α > 0 — коэффициент дисконтирования. Определим функцию

Hα

(
u, x(0)

) .
=
∞∑
j=0

hα(j) =
∞∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj , (1.3)

аргументов u ∈ U и x(0) ∈ Rn
+, которую назовем дисконтированным доходом от извле-

чения ресурса.
Стоит отметить, что в работе [10] рассматриваются задачи оптимизации для средней

временной выгоды, заданной в виде

H
(
u, x(0)

)
= lim

k→∞

1

k

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j).

2. Оптимальный режим промысла структурированной популяции на
конечном промежутке времени

Обозначим u(k)
.
= (u(0), . . . , u(k− 1)) для всех k = 1, 2, . . . , где, как и выше, полагаем

u(j) = (u1(j), . . . , un(j)) ∈ [0, 1]n, j = 0, ..., k − 1. Определим функцию

Hα

(
u(k), x(0)

)
=

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj, (2.1)

равную стоимости ресурса, полученного в результате k сборов.
Следующая теорема определяет оптимальный режим сборов для достижения макси-

мума функции Hα

(
u(k), x(0)

)
. Отметим, что близкий результат получен в [10, теорема 1],

где рассматривалась задача максимизации функции

H
(
u(k), x(0)

)
=

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j).

Теорема 2.1. Пусть функция D(x)
.
=

n∑
i=1

Ci
(
fi(x)− xieα

)
достигает максимального

значения в единственной точке x∗ ∈ Rn
+, координаты которой удовлетворяют неравен-

ству x∗i 6 fi(x
∗) 6= 0, i = 1, . . . , n. Тогда для любого x(0) ∈ Rn

+ такого, что xi(0) > x∗i ,

i = 1, . . . , n, функция Hα

(
u(k), x(0)

)
достигает наибольшего значения

Hα

(
u∗(k), x(0)

)
= D(x∗)

e−α(k−1) − 1

1− eα
+

n∑
i=1

Cixi(0) (2.2)
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на множестве [0, 1]kn при следующем значении u∗(k) (определяющем режим эксплуа-
тации):
если k = 1, то u∗(1) = (u∗(0)), где u∗(0) = (1, . . . , 1);

если k = 2, то u∗(2) =
(
u∗(0), u∗(1)

)
, где u∗(0) =

(
1− x∗1

x1(0)
, . . . , 1− x∗n

xn(0)

)
,

u∗(1) = (1, . . . , 1);

если k > 3, то u∗(k) =
(
u∗(0), . . . , u∗(k − 1)

)
, где u∗(0) =

(
1 − x∗1

x1(0)
, . . . , 1 − x∗n

xn(0)

)
,

u∗(j) =
(

1− x∗1
f1(x∗)

, . . . , 1− x∗n
fn(x∗)

)
при j = 1, . . . , k − 2, u∗(k − 1) = (1, . . . , 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае k = 1 функция Hα принимает вид

Hα

(
u(1), x(0)

)
=

n∑
i=1

Cixi(0)ui(0).

Очевидно, что ее максимальное значение достигается при u∗(0) = (1, . . . , 1) и равно

Hα

(
u∗(1), x(0)

)
=

n∑
i=1

Cixi(0).

При k > 2 рассмотрим режим эксплуатации u∗(k) =
(
u∗(0), . . . , u∗(k− 1)

)
, определен-

ный в условии теоремы. Найдем

x(1) = F
(
(1− u∗(0))x(0)

)
= F

( x∗1
x1(0)

x1(0), . . . ,
x∗n
xn(0)

xn(0)
)

= F (x∗). (2.3)

Если k > 3, то для любого j = 2, . . . , k − 1

x(j) = F
(
(1− u∗(j − 1))x(j − 1)

)
= F

( x∗1
f1(x∗)

f1(x
∗), . . . ,

x∗n
fn(x∗)

fn(x∗)
)

= F (x∗). (2.4)

Подставляя значения x(1), . . . , x(k − 1) и u∗(k) в (2.1), получаем равенство (2.2).
Зафиксируем x(0) ∈ Rn

+ такое, что xi(0) > x∗i , i = 1, . . . , n и докажем, что

Hα

(
u(k), x(0)

)
6 Hα

(
u∗(k), x(0)

)
= D(x∗)

e−α(k−1) − 1

1− eα
+

n∑
i=1

Cixi(0) (2.5)

для любых u(k) ∈ [0, 1]kn. Стоит отметить, что D(x) достигает максимального значения
в точке x∗ ∈ Rn

+, поэтому для всех ∆x = (∆x1, . . . ,∆xn) ∈ Rn таких, что x∗ + ∆x ∈ Rn
+ ,

выполнено неравенство D(x∗ + ∆x) 6 D(x∗), которое равносильно

n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗ + ∆x)− (x∗i + ∆xi)e
α
)
6

n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗)− x∗i eα
)
.

Из последнего неравенства получаем

n∑
i=1

Cifi(x
∗ + ∆x) 6

n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗) + ∆xie
α
)
. (2.6)
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Представим u(j) ∈ [0, 1]n в виде u(j) = u∗(j) + ∆u(j), ∆u(j) =
(
∆u1(j), . . . ,∆un(j)

)
,

j = 0, . . . , k − 1. Найдем

Hα

(
u(k), x(0)

) .
=

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj =

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)
(
u∗i (j) + ∆ui(j)

)
e−αj =

=
k−2∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)(u
∗
i (j) + ∆ui(j))e

−αj +
n∑
i=1

Cixi(k − 1)(1 + ∆ui(k − 1))e−α(k−1). (2.7)

Оценим последнее слагаемое в (2.7). Поскольку u∗(k − 1) = (1, . . . , 1), то ∆ui(k − 1) 6 0

для всех i = 1, . . . , n и
n∑
i=1

Cixi(k − 1)(1 + ∆ui(k − 1))e−α(k−1) 6
n∑
i=1

Cixi(k − 1)e−α(k−1). (2.8)

Пусть k = 2, тогда из (2.8) получаем

Hα

(
u(2), x(0)

) .
=

1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj =

=
n∑
i=1

Cixi(0)
(
u∗i (0) + ∆ui(0)

)
+

n∑
i=1

Cixi(1)
(
1 + ∆ui(1)

)
e−α 6

6
n∑
i=1

Cixi(0)
(

1− x∗i
xi(0)

+ ∆ui(0)
)

+
n∑
i=1

Cixi(1)e−α =

=
n∑
i=1

Cixi(0)−
n∑
i=1

Cix
∗
i +

n∑
i=1

Ci∆ui(0)xi(0) +
n∑
i=1

Cixi(1)e−α. (2.9)

Найдем

x(1) = F
(
(1− u(0))x(0)

)
= F

(
(1− u1(0))x1(0), . . . , (1− un(0))xn(0)

)
=

= F
(( x∗1

x1(0)
−∆u1(0)

)
x1(0), . . . ,

( x∗n
xn(0)

−∆un(0)
)
xn(0)

)
=

= F
(
x∗1 −∆u1(0)x1(0), . . . , x∗n −∆un(0)xn(0)

)
= F (x∗ −∆u(0)x(0)). (2.10)

Тогда из (2.6) следует
n∑
i=1

Cixi(1)e−α = e−α
n∑
i=1

Cifi
(
x∗ −∆u(0)x(0)

)
6 e−α

n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗)−∆ui(0)xi(0)eα
)
. (2.11)

Таким образом, из (2.9) и (2.11) имеем

Hα

(
u(2), x(0)

)
6

6
n∑
i=1

Cixi(0)−
n∑
i=1

Cix
∗
i +

n∑
i=1

Ci∆ui(0)xi(0) +
n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗)e−α −∆ui(0)xi(0)
)

=

=
n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗)e−α − x∗i
)

+
n∑
i=1

Cixi(0) = e−αD(x∗) +
n∑
i=1

Cixi(0) = Hα

(
u∗(2), x(0)

)
, (2.12)

т. е. (2.2) выполнено.
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Затем, если k > 3, то

u(k−2) = u∗(k−2)+∆u(k−2) =
(

1− x∗1
f1(x∗)

+∆u1(k−2), . . . , 1− x∗n
fn(x∗)

+∆un(k−2)
)
, (2.13)

следовательно,

x(k − 1) = F
(
(1− u(k − 2))x(k − 2)

)
=

= F
(( x∗1

f1(x∗)
−∆u1(k − 2)

)
x1(k − 2), . . . ,

( x∗n
fn(x∗)

−∆un(k − 2)
)
xn(k − 2)

)
. (2.14)

Пусть ∆x(k − 2)
.
=
(
∆x1(k − 2), . . . ,∆xn(k − 2)

)
, где

∆xi(k − 2) =
( x∗i
fi(x∗)

−∆ui(k − 2)
)
xi(k − 2)− x∗i . (2.15)

Тогда x(k − 1) = F (x∗ + ∆x(k − 2)) и xi(k − 1) = fi(x
∗ + ∆x(k − 2)), i = 1, . . . , n. Таким

образом, учитывая (2.6), получаем

n∑
i=1

Cixi(k − 1)e−α(k−1) =

=
n∑
i=1

Cifi
(
x∗ + ∆x(k − 2)

)
e−α(k−1) 6

n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗) + ∆xi(k − 2)eα
)
e−α(k−1) =

=
n∑
i=1

Ci

(
fi(x

∗) +
( x∗i
fi(x∗)

−∆ui(k − 2)
)
xi(k − 2)eα − x∗i eα

)
e−α(k−1) =

= D(x∗)e−α(k−1) +
n∑
i=1

Ci

( x∗i
fi(x∗)

−∆ui(k − 2)
)
xi(k − 2)e−α(k−2).

Следовательно,

k−2∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj +

n∑
i=1

Cixi(k − 1)e−α(k−1) 6

6
k−3∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj +

n∑
i=1

Cixi(k − 2)
(

1− x∗i
fi(x∗)

+ ∆ui(k − 2)
)
e−α(k−2)+

+D(x∗)e−α(k−1) +
n∑
i=1

Ci

( x∗i
fi(x∗)

−∆ui(k − 2)
)
xi(k − 2)e−α(k−2) =

= D(x∗)e−α(k−1) +
k−3∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j) +
n∑
i=1

Cixi(k − 2)e−α(k−2). (2.16)
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Далее, из (2.8), (2.12) и (2.16) (при k > 3 ) следуют неравенства

Hα

(
u(k), x(0)

) .
=

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j) 6

6
k−2∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj +

n∑
i=1

Cixi(k − 1)e−α(k−1) 6

6 D(x∗)e−α(k−1) +
k−3∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj +

n∑
i=1

Cixi(k − 2)e−α(k−2) 6

6 D(x∗)
(
e−α(k−1) + e−α(k−2)

)
+

k−4∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj +

n∑
i=1

Cixi(k − 3)e−α(k−3) 6 . . . 6

6 D(x∗)
k−1∑
j=2

e−αj +
n∑
i=1

Cixi(0)ui(0) +
n∑
i=1

Cixi(1)e−α 6

6 D(x∗)
k−1∑
j=1

e−αj +
n∑
i=1

Cixi(0) = D(x∗)
e−α(k−1) − 1

1− eα
+

n∑
i=1

Cixi(0) = Hα

(
u∗(k), x(0)

)
.

Следовательно, Hα

(
u(k), x(0)

)
6 Hα

(
u∗(k), x(0)

)
для всех u(k) ∈ [0, 1]kn. �

Отметим, что равенства (2.10), (2.13), (2.14), (2.15) получены аналогично работе [10].
Здесь они приводятся для полноты доказательства.

3. Оптимальный режим промысла структурированной популяции для
достижения наибольшего дисконтированного дохода

Как и выше, полагаем, что стоимость ресурса, извлеченного за k изъятий, задается
равенством

Hα

(
u(k), x(0)

)
=

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj ,

где u(k)
.
= (u(0), . . . , u(k − 1)), u(j) = (u1(j), . . . , un(j)) ∈ [0, 1]n для всех j= 0, 1, . . . , k − 1

и k = 1, 2, . . . . Тогда из (1.3) следует, что Hα

(
u, x(0)

)
= lim

k→∞
Hα

(
u(k), x(0)

)
.

Теорема 3.1. Предположим, что D(x)
.
=

n∑
i=1

Ci
(
fi(x)− xieα

)
достигает максималь-

ного значения в единственной точке x∗ ∈ Rn
+ , координаты которой удовлетворяют

неравенству x∗i 6 fi(x
∗) 6= 0 , i = 1, . . . , n. Тогда для любого x(0) ∈ Rn

+ такого, что
xi(0) > x∗i , i = 1, . . . , n, функция Hα

(
u, x(0)

)
достигает наибольшего значения

Hα

(
u∗, x(0)

)
=
D(x∗)

eα − 1
+

n∑
i=1

Cixi(0)

на множестве U при следующем режиме эксплуатации:

u∗(0) =
(

1− x∗1
x1(0)

, . . . , 1− x∗n
xn(0)

)
, u∗(k) =

(
1− x∗1

f1(x∗)
, . . . , 1− x∗n

fn(x∗)

)
для всех k > 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим x(0) ∈ Rn
+ такое, что xi(0) > x∗i для всех

i = 1, . . . , n. В (2.5) перейдем к пределу при k →∞ :

Hα

(
u, x(0)

) .
= lim

k→∞
Hα

(
u(k), x(0)

)
6 lim

k→∞
Hα

(
u∗(k), x(0)

)
= lim

k→∞
Hα

(
u∗(k), x(0)

)
=

= lim
k→∞

D(x∗)
e−α(k−1) − 1

1− eα
+ lim

k→∞

n∑
i=1

Cixi(0) =
D(x∗)

eα − 1
+

n∑
i=1

Cixi(0).

Покажем, что равенство Hα

(
u∗, x(0)

)
=
D(x∗)

eα − 1
+

n∑
i=1

Cixi(0) выполняется при режиме

эксплуатации u∗, описанном в условии теоремы. Действительно, аналогично (2.3) и (2.4)
при таких управлениях получаем, что x(j) = F (x∗) (т. е. xi(j) = fi(x

∗),

i = 1, . . . , n ) для каждого j > 1. Следовательно,

Hα

(
u∗, x(0)

)
= lim

k→∞
Hα

(
u∗(k), x(0)

)
=

= lim
k→∞

(
n∑
i=1

Cixi(0)
(

1− x∗i
xi(0)

)
+

k−1∑
j=1

n∑
i=1

Cixi(j)
(

1− x∗i
fi(x∗)

)
e−αj

)
=

= lim
k→∞

n∑
i=1

Cixi(0) + lim
k→∞

n∑
i=1

Cix
∗
i + lim

k→∞

k−1∑
j=1

n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗)− x∗i
)
e−αj =

=
D(x∗)

eα − 1
+

n∑
i=1

Cixi(0). (3.1)

Таким образом, Hα

(
u, x(0)

)
6
D(x∗)

eα − 1
+

n∑
i=1

Cixi(0) = H
(
u∗, x(0)

)
для всех u ∈ U. �

4. Оптимальный режим эксплуатации однородной популяции

Рассмотрим модель развития однородной популяции (при n = 1 ) при отсутствии экс-
плуатации. Такая модель задается разностным уравнением

x(k + 1) = f
(
x(k)

)
, k = 0, 1, 2, . . . ,

где x(k) ∈ R+, f ∈ C2(R+) — вещественная неотрицательная функция, удовлетворяющая
условию f(0) = 0 . Также будем рассматривать класс функций, определенных в I = [0, a] ,
т. е. f ∈ C2(I) , и удовлетворяющих условию f(0) = 0 и f(I) ⊆ I. Считая, что x(k) —
количество ресурса до изъятия в момент k , рассмотрим модель однородной популяции,
подверженной промыслу, в виде

x(k + 1) = f
(
(1− u(k))x(k)

)
, k = 0, 1, 2, . . . .

Без ограничения общности при n = 1 можно полагать C1 = 1 . В таком случае дис-
контированный доход от извлечения ресурса за k изъятий равен

Hα

(
u, x(0)

)
=
∞∑
j=0

x(j)u(j)e−αj.
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Следствие 4.1. Предположим, что d(x)
.
= f(x)−xeα достигает максимального зна-

чения в единственной точке x∗ > 0. Тогда для любого x(0) > x∗ функция Hα

(
u(k), x(0)

)
достигает наибольшего значения

Hα

(
u∗(k), x(0)

)
= d(x∗)

e−α(k−1) − 1

1− eα
+ x(0)

на множестве [0, 1]k при следующем режиме эксплуатации:
если k = 1, то u∗(0) = 1;

если k = 2, то u∗(0) = 1− x∗

x(0)
, u∗(1) = 1;

если k > 3, то u∗(0) = 1− x∗

x(0)
; u∗(j) = 1− x∗

f(x∗)
при j = 1, . . . , k − 2; u∗(k − 1) = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Наибольшее значение функции d(x) , которое достигается в
точке x∗ , положительное, так как выполнено условие f(0) = 0 . Значит d(x∗) = f(x∗) −
x∗eα > 0. Отсюда получаем, что f(x∗) > x∗eα > x∗ . Таким образом, все условия теоремы
2.1 выполнены, а данное утверждение является ее следствием для случая n = 1 . �

Следствие 4.2. Пусть d(x)
.
= f(x)−xeα достигает максимального значения в един-

ственной точке x∗ > 0. Тогда для любого x(0) > x∗ функция Hα

(
u, x(0)

)
достигает

наибольшего значения
Hα

(
u∗, x(0)

)
=

d(x∗)

eα − 1
+ x(0)

на множестве U при следующем режиме эксплуатации:

u∗(0) = 1− x∗

x(0)
, u∗(k) = 1− x∗

f(x∗)

для всех k > 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично (3.1) при n = 1 получаем, что при управлени-
ях, указанных в условии следствия 4.2, x(j) = f(x∗) для всех j > 1. Значит,

Hα

(
u∗, x(0)

)
= lim

k→∞
Hα

(
u∗(k), x(0)

)
=

d(x∗)

eα − 1
+ x(0).

Отсюда получаем, что Hα

(
u, x(0)

)
6

d(x∗)

eα − 1
+

n∑
i=1

Cixi(0) = H
(
u∗, x(0)

)
для всех u ∈ U.

Таким образом, данное утверждение является следствием теоремы 3.1 для случая
n = 1. �

Работа выполнена под руководством д.ф.-м.н., профессора кафедры функционального
анализа и его приложений Владимирского государственного университета
им. А. Г. и Н. Г. Столетовых Людмилы Ивановны Родиной.
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