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Аннотация. Рассматривается управляемая система со смешанными ограничениями типа
равенств и концевыми ограничениями. Для нее в терминах обобщенного якобиана (произ-
водной Кларка) по переменной управления отображения, определяющего ограничения,
получены достаточные условия существования непрерывных допустимых позиционных
управлений. Доказательство соответствующей теоремы основано на сведении рассматри-
ваемой управляемой системы к краевой задаче для обыкновенного дифференциального
уравнения за счет применения нелокальной теоремы о неявной функции. Затем эта зада-
ча сводится к задаче о нахождении неподвижной точки непрерывной функции, опреде-
ленной на конечномерном замкнутом шаре с последующим применением аналога теоремы
Брауэра о неподвижной точке. Кроме того, исследована управляемая система со смешан-
ными ограничениями типа неравенств и концевыми ограничениями. Для нее в терминах
первых производных по переменной управления функций, определяющих ограничения,
тоже получены достаточные условия существования непрерывных допустимых позицион-
ных управлений. Доказательство соответствующей теоремы проводится за счет перехода
от системы гладких ограничений типа неравенств к одному локально липшицевому огра-
ничению типа равенства.
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Abstract. A control system with mixed equality-type constraints and end-point constraints
is considered. In terms of the generalized Jacobian (Clarke’s derivative) with respect to the
control variable of the mapping defining the constraints, sufficient conditions for the existence of
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Введение

Рассматривается управляемая система

ẋ = g(t, x, u), t ∈ [0, τ ],

Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)),

f(t, x, u) = 0, h(t, x, u) ≤ 0.

(0.1)

Здесь g : R×Rn×Rm → Rn, Ψ,Φ : Rn → Rn, f : R×Rn×Rm → Rk, h : R×Rn×Rm → Rs —
это заданные непрерывные отображения и функции, а τ > 0 — это заданное число. Пусть,
кроме того, задана точка x0 ∈ Rn.

Непрерывную функцию u : Ω → Rm, определенную в некоторой окрестности Ω ⊂
R× Rn точки (0, x0), называют допустимым позиционным управлением, если

f(t, x, u(t, x)) = 0, h(t, x, u(t, x)) ≤ 0 ∀ (t, x) ∈ Ω

(здесь и далее неравенства для векторов из Rs понимается покоординатно), и существует
непрерывно дифференцируемое решение x : [0, τ ] → Rn дифференциального уравнения
ẋ = g(t, x, u(t, x)), для которого имеет место равенство Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)).

Непрерывную функцию u : [0, τ ] → Rm называют допустимым программным управ-
лением, если имеют место соотношения

f(t, x, u(t)) = 0, h(t, x, u(t)) ≤ 0 ∀ t ∈ [0, τ ],

в которых неравенство выполняется покоординатно, и существует непрерывно диффе-
ренцируемое решение x : [0, τ ] → Rn дифференциального уравнения ẋ = g(t, x, u(t)),

для которого имеет место равенство Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)). Отметим, что если существует
допустимое позиционное управление, то существует и программное управление. Действи-
тельно, пусть u : Ω → Rm — это допустимое позиционное управление, а x : [0, τ ] → Rn

— это решение соответствующей краевой задачи. Тогда функция t 7→ u(t, x(t)), t ∈ [0, τ ]

является допустимым программным управлением.
В настоящей работе рассматриваются различные частные случаи (0.1). Для них полу-

чены достаточные условия существования допустимых позиционных управлений.

1. Управляемая система с ограничениями типа равенств

Рассмотрим управляемую систему

ẋ = g(t, x, u), t ∈ [0, τ ],

Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)),

f(t, x, u) = 0.

(1.1)

Пусть заданы числа R > 0, τ > 0, a > 0 и точка u0 ∈ Rm. Пусть Ω ⊂ R × Rn

— это заданное открытое множество такое, что для точек (t, x) таких, что t ∈ [0, τ ] и
|x− x0| ≤ R, имеет место включение (t, x) ∈ Ω.

Обозначим через B(ξ, r) замкнутый шар с центром в точке ξ ∈ Rn радиуса r ≥ 0

в Rn. Положим

α := max
|x−x0|≤R

|Ψ(x)− x|, β := max
|x−x0|≤R

|Φ(x) + x− 2x0|,

R0 := a−1 max{|f(t, x, u0)| : t ∈ [0, τ ], |x− x0| ≤ R},
γ := max{|g(t, x, u)| : t ∈ [0, τ ], |x− x0| ≤ R, |u− u0| ≤ R0}.
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Предположим, что

(H1) отображение f(t, x, ·) локально липшицево для любого (t, x) ∈ Ω .

Обозначим через ∂uf(t, x, u) производную Кларка отображения f(t, x, ·) в точке u

(см. [1, § 2.6]). Предположим, что

(H2) многозначное отображение (t, x, u) 7→ ∂uf(t, x, u), (t, x) ∈ Ω, u ∈ Rm полунепре-
рывно сверху.

Приведем условия регулярности, позволяющие в задаче (0.1) снять ограничения типа
равенств.

П р е д л о ж е н и е 1.1. Пусть выполняются предположения (H1), (H2) и

(H3) inf
(t,x)∈Ω, u∈Rm

(
max{κ ≥ 0 : A ∈ ∂uf(t, x, u), Bn(0, κ) ⊂ ABm(0, 1)}

)
> a.

Тогда существует непрерывное отображение u : Ω→ Rm такое, что

f(t, x, u(t, x)) = 0, |u(t, x)− u0| ≤ a−1|f(t, x, u0)| ∀ (t, x) ∈ Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим теорему 1.7 о неявной функции из [2]. Полагая
Σ := Ω, σ := (t, x), получаем, что выполняются условия (L1) – (L3) этой теоремы и
κ0 ≥ a. Поэтому существует искомая неявная функция u : Ω→ Rm.

Теорема 1.1. Пусть выполняются предположения (H1) – (H3) и

α + β < 2R, τγ ≤ 2R− α− β.

Тогда для задачи (1.1) существует допустимое позиционное управление, которое опре-
делено на множестве Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть далее u(·) — это функция, отвечающая утверждению
предложения 1.1. Для доказательства теоремы достаточно доказать, что существует от-
вечающее управлению u(·) непрерывно дифференцируемое решение x(·) краевой задачи

ẋ = G(t, x), t ∈ [0, τ ], (t, x) ∈ Ω, Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)). (1.2)

Здесь
G(t, x) := g(t, x, u(t, x)), (t, x) ∈ Ω.

Для доказательства разрешимости краевой задачи мы воспользуемся методом, предло-
женным в [3] для доказательства разрешимости краевых задач для автономных диффе-
ренциальных включений. Дальнейшие рассуждения подобны доказательству теоремы 1
из [3] и приводятся для полноты изложения.

Положим
M := [0, τ ]×B(x0, R).

В силу неравенства в предложении 1.1 имеем

|G(t, x)| ≤ γ ∀ (t, x) ∈M.
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Поэтому по теореме Вейерштрасса существует последовательность непрерывно диффе-
ренцируемых отображений gj : R × Rn → Rn, которая сходится равномерно к G на
множестве M и такая, что |gj(t, x)| ≤ γ для всех (t, x) ∈M и для всех номеров j .

Покажем, что для каждого j ∈ N краевая задача

ẋ = gj(t, x), Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)), x(t) ∈ B(x0, R), t ∈ [0, τ ] (1.3)

имеет непрерывно дифференцируемое решение xj : [0, τ ]→ Rn.

Зафиксируем произвольное натуральное число j ∈ N. Из гладкости отображения
gj и того, что |gj(t, x)| ≤ γ в силу теорем о существовании и единственности решения
(см., например, [4, теоремы II.4.1, II.4.5]) следует, что для любого z ∈ B(x0, R) существу-
ет единственное решение ξ(·, z) : [0, τ ]→ Rn задачи Коши

ẋ = gj(t, x), x(0) = z, x ∈ Rn, t ∈ [0, τ ]. (1.4)

Из [5, следствие 1.10.2] вытекает непрерывность отображения ξ : M → Rn. Кроме того,
имеет место неравенство

|ξ(τ, z)− z| =
∣∣∣∣
τ∫

0

gj(t, ξ(t, z)) dt

∣∣∣∣ ≤
τ∫

0

|gj(t, ξ(t, z))| dt ≤ τγ ∀ (t, z) ∈M. (1.5)

Непрерывные отображения x 7→ Ψ(x) − x и x 7→ Φ(x) + x − 2x0, x ∈ B(x0, R),

ограничены константами α и β, т. е. |Ψ(x) − x| ≤ α и |Φ(x) + x − 2x0| ≤ β для всех
x ∈ B(x0, R). Поэтому по теореме Титце о продолжении существуют непрерывные отоб-
ражения Ψ̃, Φ̃ : Rn → Rn такие, что

|Ψ̃(x)− x| ≤ α, |Φ̃(x) + x− 2x0| ≤ β ∀x ∈ Rn;

Ψ(x) = Ψ̃(x), Φ(x) = Φ̃(x) ∀x ∈ B(x0, R).

(1.6)

Покажем теперь, что существует решение уравнения

Ψ̃(z) = Φ̃(ξ(τ, z)), z ∈ B(x0, R) (1.7)

с неизвестным z. Сделаем замену b = z − x0 и положим

Υ(b) := b− Ψ̃(b+ x0) + Φ̃(ξ(τ, b+ x0)), b ∈ B(0, R).

Тогда уравнение (1.7) принимает вид

b = Υ(b), b ∈ B(0, R). (1.8)

Для каждого b ∈ Rn, для которого |b| = R справедливо неравенство

〈b,Υ(b)〉 ≤ R2. (1.9)

Действительно, для b ∈ Rn, для которых |b| = R, имеем

〈b,Υ(b)〉 = 〈b, b+ x0 − Ψ̃(b+ x0)〉
+ 〈b, Φ̃(ξ(b+ x0, τ)) + ξ(τ, b+ x0)− 2x0〉+ 〈b, b+ x0 − ξ(τ, b+ x0)〉 − 〈b, b〉

≤ αR + βR +Rτγ −R2 ≤ 2R2 −R2 = R2.
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Здесь первое неравенство вытекает из первой строки в (1.6), из соотношения (1.5) и из
того, что |b| = R; а последнее неравенство вытекает из предположения τγ ≤ 2R− α− β .

Заметим, что
b 6= λΥ(b) ∀λ ∈ (0, 1), ∀ b ∈ Rn : |b| = R. (1.10)

Действительно, в противном случае, если b = λΥ(b) для некоторых b и λ, для которых
|b| = R и λ ∈ (0, 1), то

〈b,Υ(b)〉 = 〈b, λ−1b〉 = λ−1R2 > R2,

что противоречит (1.9).
Из (1.10) и непрерывности отображения Υ на B(0, R) по теореме Боля о неподвижной

точке (см., например, [6, § 5, теорема 7.2]) следует, что существует решение b̄ ∈ B(0, R)

уравнения (1.8). Значит, точка z̄ := x0 + b̄ является решением уравнения (1.7).
По определению функции ξ(·) функция xj(·) := ξ(·, z̄) является решением задачи

Коши (1.4). Кроме того, поскольку z̄ = xj(0), ξ(τ, z̄) = xj(τ) и z̄ является решением
уравнения (1.7), то Ψ̃(xj(0)) = Φ̃(xj(τ)). Таким образом,

ẋ(t) = gj(t, x(t)) ∀ t ∈ [0, τ ], Ψ̃(x(0)) = Φ̃(x(τ)), xj(0) = z̄ ∈ B(x0, R). (1.11)

Покажем, функция xj(·) является решением задачи (1.3).
Из первого равенства в (1.11) и того, что |gj(t, x)| ≤ γ, следует, что

|xj(t)− xj(0)| ≤ tγ, |xj(τ)− xj(t)| ≤ (τ − t)γ ∀ t ∈ [0, τ ] (1.12)

(доказательство этих неравенств аналогично рассуждениям в (1.5)).
Для t ∈ [0, τ ] имеем

2|xj(t)− x0|

≤
∣∣∣xj(t)− x(0)

∣∣∣+
∣∣∣xj(0)− Ψ̃(xj(0))

∣∣∣+
∣∣∣Φ̃(xj(τ)) + xj(τ)− 2x0

∣∣∣+
∣∣∣xj(t)− xj(τ)

∣∣∣
≤ tγ + α + β + (τ − t)γ ≤ 2R.

Здесь первое неравенство вытекает из неравенства треугольника и того, что Ψ̃(xj(0)) =

Φ̃(xj(τ)) в силу (1.11); второе неравенство вытекает из первой строки в (1.6) и из (1.12);
а последнее неравенство вытекает из предположения τγ ≤ 2R− α− β .

Из доказанного неравенства следует, что xj(t) ∈ B(x0, R) для любого t ∈ [0, τ ]. По-
этому

Ψ(xj(0)) = Ψ̃(xj(0)) = Φ̃(xj(τ)) = Φ(xj(τ)).

Здесь первое и последнее равенства вытекают из второй строки в (1.6), а второе — из
второго равенства в (1.11). Из полученного равенства, из тождества в (1.11) следует, что
функция xj(·) является решением краевой задачи (1.3).

Построенная при каждом j последовательность непрерывно дифференцируемых функ-
ций xj : [0, τ ] → Rn равномерно ограничена и равностепенно непрерывна. Это вытекает
из того, что xj(·) является решением краевой задачи (1.3) и из того, что |gj(t, x)| ≤ γ .
Поэтому, по теореме Арцела, существует равномерно сходящаяся подпоследовательность
последовательности {xj(·)}. Переходя к подпоследовательности, не ограничивая общно-
сти будем считать, что {xj(·)} сходится равномерно к некоторой функции x̄ : [0, τ ]→ Rn.
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По построению x̄(t) ∈ B(x0, R) ⊂ Ω для любого t ∈ [0, τ ]. Кроме того, из того, что
gj сходятся равномерно к G на M, а функции xj являются решениями задачи (1.3)
следует, что x̄ является решением краевой задачи (1.2). Таким образом, существующая в
силу предложения 1.1 функция u(·) является искомым управлением.

2. Управляемая система с ограничениями типа неравенств

Рассмотрим управляемую систему

ẋ = g(t, x, u), t ∈ [0, τ ]

Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)),

h(t, x, u) ≤ 0.

(2.1)

Здесь h = (h1, ..., hs), hj : R × Rn × Rm → R, j = 1, s — это заданные непрерывные
функции.

Управляемая система (2.1) может быть сведена к управляемой системе (1.1) за счет
следующего построения. Положим

f(t, x, u) = max
j=1,s

hj(t, x, u), (t, x, u) ∈ R× Rn × Rm. (2.2)

П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть функция u(·) является допустимым позиционным
управлением для управляемой системы (1.1), в которой f определено по формуле (2.2)
(т. е. k = 1 и система содержит одно ограничение типа равенства ). Тогда эта же
функция u(·) является допустимым позиционным управлением для управляемой систе-
мы (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x(·) — это соответствующая управлению u(·) фазо-
вая траектория, т. е.

ẋ(t) ≡ g(t, x(t), u(t, x(t))), f(t, x(t), u(t, h(t))) ≡ 0, t ∈ [0, τ ], Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)).

Тогда, из определения функции f следует, что

max
j=1,s

hj(t, x(t), u(t, x(t))) ≡ 0, t ∈ [0, τ ].

Значит,
hj(t, x(t), u(t, x(t))) ≤ 0 ∀ t ∈ [0, τ ].

Следовательно, u(·) является допустимым позиционным управлением для управляемой
системы (2.1).

Используя это утверждение из теоремы 1.1 выведем достаточные условия существова-
ния допустимого управления для системы (2.1).

Теорема 2.1. Предположим, что отображение h(t, x, ·) дифференцируемо для любого
(t, x) ∈ Ω и его частная производная ∂h

∂u
(·) непрерывна в каждой точке (t, x, u) ∈ Ω×Rn.

Пусть

inf

{
|A| : A ∈ conv

{
∂hj
∂u

(t, x, u) : j = 1, s

}
, (t, x) ∈ Ω, u ∈ Rm

}
> a, (2.3)

α + β < 2R, τ γ̄ ≤ 2R− α− β.
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Здесь conv — это выпуклая оболочка множества,

γ̄ := max{|g(t, x, u)| : t ∈ [0, τ ], |x− x0| ≤ R, |u− u0| ≤ R̄0},

R̄0 := a−1 max{|f(t, x, u0)| : t ∈ [0, τ ], |x− x0| ≤ R}.

Тогда для задачи (2.1) существует допустимое позиционное управление, которое опре-
делено на множестве Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зададим функцию f по формуле (2.2). Покажем, что для
функции f выполняются предположения теоремы 1.1.

Предположение (H1) выполняется в силу гладкости h по u. Предположение (H2)
вытекает из гладкости h по u, из очевидного тождества ∂uhj(t, x, u) ≡ {∂hj

∂u
(t, x, u)},

и из того, что зависимость множества активных индексов (т. е. номеров j таких, что
hj(t, x, u) = f(t, x, u) ) от (t, x, u) является полунепрерывной сверху. Предположение (H3)
вытекает из (2.3). Кроме того, имеем α+ β < 2R и τγ < 2R− α− β, поскольку γ = γ̄ и
R0 = R̄0 по построению.

Таким образом, для функции f выполняются предположения теоремы 1.1. Следо-
вательно, существует функция u(·), которая является допустимым позиционным управ-
лением для системы (2.1). В силу предложения 2.1 эта функция является допустимым
позиционным управлением для системы (1.1).

З а м е ч а н и е 2.1. Если функции hj не являются гладкими по u, а всего лишь
локально липшицевы, и многозначные отображения ∂uh

j : Ω × Rm полунепрерывны
сверху, то для функции f, определенной по формуле (2.2) предположение (H2) мо-
жет нарушаться. Действительно, пусть n = m = 2, s = 2, Ω = R2, h1(t, x, u) ≡ u,

h2(t, x, u) ≡ t2− |u+ t2|. Тогда ∂uf(0, 0, 0) = {1} и ∂uf(t, 0, 0) = [−1, 1] при t 6= 0. Значит,
предположение (H2) нарушается.
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