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Аннотация. В настоящей статье рассматривается краевая задача для нелинейного обык-
новенного дифференциального уравнения четного порядка, которая, очевидным образом,
имеет тривиальное решение. Получены достаточные условия существования и единствен-
ности положительного решения данной задачи. С помощью линейных преобразований
Ц. На [T.Y. Na, Computational Methods in Engineering Boundary Value Problems, Acad.
Press, NY, 1979, ch. 7] граничная задача сводится к задаче Коши, начальные условия
которой позволяют однозначно определить параметр преобразования. Показано, что пре-
образования Ц. На единственным образом определяют решение исходной задачи. Кроме
того, на основе доказательства единственности положительного решения краевой зада-
чи получен достаточно эффективный неитерационный численный алгоритм построения
такого решения. Приведен соответствующий пример.
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Abstract. In the article, we consider a boundary value problem for a nonlinear ordinary
differential equation of even order which, obviously, has a trivial solution. Sufficient conditions
for the existence and uniqueness of a positive solution to this problem are obtained. With the
help of linear transformations of T.Y. Na [T.Y. Na, Computational Methods in Engineering
Boundary Value Problems, Acad. Press, NY, 1979, ch. 7], the boundary value problem is reduced
to the Cauchy problem, the initial conditions of which make it possible to uniquely determine the
transformation parameter. It is shown that the transformations of T.Y. Na uniquely determine
the solution of the original problem. In addition, based on the proof of the uniqueness of a
positive solution to the boundary value problem, a sufficiently effective non–iterative numerical
algorithm for constructing such a solution is obtained. A corresponding example is given.
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Посвящается памяти
Эльдерхана Исрапиловича Абдурагимова

Введение

Краевым задачам для нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений по-
священа многочисленная литература (см., например, монографию [1], статьи [2–4] и биб-
лиографические списки этих работ). В связи с данным исследованием отметим рабо-
ты [5–7] и другие работы цитируемых авторов, в которых рассмотрены вопросы существо-
вания и численного нахождения положительных решений краевых задач для дифферен-
циального уравнения четвертого порядка. Данная работа продолжает исследования [7–10].
Здесь с помощью линейных преобразований Ц. На (см. [11, гл. 7]) получены достаточные
условия существования и единственности положительного решения граничной задачи для
нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения четного порядка, а также на
основе этих преобразований получен численный неитерационный алгоритм построения
такого решения.

1. Постановка задачи

Пусть заданы n ∈ N, γ > 1, а также определенная на (0,∞) положительная, непре-
рывная и однородная степени τ ≥ 0 функция p(t) (т. е. при любых λ > 0 выполнено
p(λt) = λτp(t), t ∈ (0,∞) ). Рассмотрим краевую задачу

x(2n)(t) + p(t)|x(t)|γ = 0, 0 < t < 1, (1.1)

x′(0) = x′′(0) = . . . = x(2n−1)(0) = 0, (1.2)
x(1) = 0. (1.3)

О п р е д е л е н и е 1.1. Под положительным решением задачи (1.1)–(1.3) будем по-
нимать функцию x ∈ C2n

[0,1], положительную в интервале (0, 1), удовлетворяющую на
указанном интервале уравнению (1.1) и граничным условиям (1.2), (1.3).

Наряду с краевой задачей для уравнения (1.1) рассмотрим также задачу Коши

x(2n)(t) + p(t)|x(t)|γ = 0, t > 0, (1.4)

x′(0) = x′′(0) = . . . = x(2n−1) = 0, (1.5)
x(0) = θ, (1.6)

где θ — некоторый положительный параметр. Как известно (см., например, [12, гл. 7,
§ 14]), решение задачи (1.4)–(1.6) существует и единственно. Проинтегрировав уравнение
(1.4) с учетом начальных условий (1.5), (1.6), получим

x(2n−1)(t) = −
∫ t

0

p(s)|x(s)|γ ds,

x(2n−2)(t) = −
∫ t

0

t− s
1!

p(s)|x(s)|γ ds,

. . . . . .

x′(t) = −
∫ t

0

(t− s)2n−2

(2n− 2)!
p(s)|x(s)|γ ds,

x(t) = θ −
∫ t

0

(t− s)2n−1

(2n− 1)!
p(s)|x(s)|γ ds.

(1.7)
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Используем эти соотношения для доказательства следующего утверждения о достижении
решением задачи Коши (1.4)–(1.6) нулевого значения.

Лемма 1.1. Для решения x(t) задачи (1.4)–(1.6) существует единственная точка
t∗ > 0 такая, что x(t∗) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из равенств (1.7) следует, что x′′(t) < 0 и x′(t) < 0. Таким
образом, решение x(t) задачи (1.4)–(1.6) является выпуклой вверх и строго убывающей на
(0,∞) функцией. А так как x(0) = θ > 0, существует единственная точка t∗, в которой
x(t∗) = 0 (очевидно выполнено x(t) > 0 при t ∈ [0, t∗) и x(t) < 0 при t > 0 ).

2. Основные результаты

Теорема 2.1. Краевая задача (1.1)–(1.3) имеет единственное положительное реше-
ние.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для установления существования и единственности поло-
жительного решения задачи (1.1)–(1.3) воспользуемся следующей линейной группой пре-
образований Ц. На (см. [11, гл. 7]): {

t = θαt̃,

x = θβx̃,
(2.1)

где α и β — неизвестные постоянные. После подстановки соотношений (2.1) в уравнение
(1.1) с учетом однородности функции p(t) получим

θβ−2nαx̃(2n) + p(t̃)θατ+βγ|x̃|γ = 0. (2.2)

Положим
β − 2nα = τα+ βγ. (2.3)

Тогда уравнение (2.2) примет соответственно вид

x̃(2n) + p(t̃)|x̃|γ = 0.

Следовательно, уравнение (1.1) инвариантно относительно преобразования (2.1).
Выберем теперь параметр θ так, чтобы решение задачи Коши (1.4)–(1.6) удовлетворя-

ло граничному условию (1.3) (т. е. чтобы для существующего в силу леммы 1.1 значения
было выполнено t∗ = 1 ). Запишем условие (1.3) в новых обозначениях:

θβx̃ = θ.

Выбрав β = 1, получим
x̃(0) = 1.

При β = 1 из соотношения (2.3) имеем

α =
1− γ
τ + 2n

. (2.4)
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Окончательно в новых переменных с учетом начальных условий (1.5) получаем следу-
ющую задачу Коши

υ̃(2n) + p(t̃)|υ̃|γ = 0, (2.5)

υ′(0) = υ′′(0) = . . . = υ(2n−1)(0) = 0, (2.6)
υ(0) = 1, (2.7)

где υ(t̃) = x̃(t̃).

Требование t = 1 позволяет однозначно определить параметр θ с помощью (2.1):

θ = t̃
−
1

α , (2.8)

где α определено формулой (2.4).
Таким образом, преобразования (2.1) единственным образом определяют решение кра-

евой задачи (1.1)–(1.3). �

На основании изложенной схемы доказательства теоремы 2.1 сформулируем алгоритм
численного построения единственного решения краевой задачи (1.1)–(1.3) (являющегося
в силу леммы 1.1 положительным).

1. Полагаем β = 1, а параметр α определим по формуле (2.4).

2. Численно решим задачу Коши (2.5)–(2.7) на промежутке от t̃ = 0 до выполнения
равенства x̃(t̃) = 0.

3. Вычислим θ по формуле (2.8).

4. По формулам (2.1) найдем искомое решение.

В качестве примера рассмотрим следующую краевую задачу

x′′(t) + x2(t) = 0, 0 < t < 1, (2.9)
x′(0) = 0, (2.10)
x(1) = 0. (2.11)

В данном случае p(t) ≡ 1, n = 1, τ = 0 и γ = 2. Из соотношений (2.4) и (2.3) получим,
соответственно, α = −1

2
и β = 1. В соответствии с приведенным выше алгоритмом

при численной реализации методом Рунге–Кутта 4-го порядка точности соответствующей
задачи Коши получим следующее положительное решение краевой задачи (2.9)–(2.11).

Таблица 1

Положительное решение задачи (2.9)–(2.11)

t 0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00
x 2,95 2,91 2,78 2,57 2,30 1,99 1,62 1,23 0,82 0,41 0,00
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