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Аннотация. Статья посвящена исследованию неявных дифференциальных уравнений
на основе утверждений о накрывающих отображениях произведений метрических про-
странств. Сначала рассмотрена система уравнений

Φi(xi, x1, x2, . . . , xn) = yi, i = 1, n,

где Φi : Xi × X1 × . . . × Xn → Yi, yi ∈ Yi, Xi и Yi — метрические пространства,
i = 1, n. Предполагается, что отображение Φi является накрывающим по первому аргу-
менту и липшицевым по каждому из остальных аргументов начиная со второго. Получены
условия разрешимости этой системы и оценки расстояния от произвольного заданного эле-
мента x0 ∈ X до множества решений. Далее в статье получено утверждение о действии
оператора Немыцкого в пространствах суммируемых функций и установлена взаимосвязь
свойств накрывания оператора Немыцкого и накрывания порождающей его функции. Пе-
речисленные результаты применены к исследованию системы неявных дифференциальных
уравнений, для которой доказано утверждение о локальной разрешимости задачи Коши с
ограничениями на производную решения. Такие задачи возникают, в частности, в моделях
управляемых систем. В заключительной части статьи аналогичными методами исследо-
вано дифференциальное уравнение n -го порядка, не разрешенное относительно старшей
производной. Получены условия существования решения задачи Коши.
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Abstract. The article is devoted to the study of implicit differential equations based on
statements about covering mappings of products of metric spaces. First, we consider the system
of equations

Φi(xi, x1, x2, . . . , xn) = yi, i = 1, n,

where Φi : Xi ×X1 × . . . ×Xn → Yi, yi ∈ Yi, Xi and Yi are metric spaces, i = 1, n. It is
assumed that the mapping Φi is covering in the first argument and Lipschitz in each of the
other arguments starting from the second one. Conditions for the solvability of this system and
estimates for the distance from an arbitrary given element x0 ∈ X to the set of solutions are
obtained. Next, we obtain an assertion about the action of the Nemytskii operator in spaces
of summable functions and establish the relationship between the covering properties of the
Nemytskii operator and the covering of the function that generates it. The listed results are
applied to the study of a system of implicit differential equations, for which a statement about
the local solvability of the Cauchy problem with constraints on the derivative of a solution is
proved. Such problems arise, in particular, in models of controlled systems. In the final part of
the article, a differential equation of the n -th order not resolved with respect to the highest
derivative is studied by similar methods. Conditions for the existence of a solution to the Cauchy
problem are obtained.
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Введение

В статье рассматриваются системы неявных дифференциальных уравнений первого
порядка и неявные дифференциальные уравнения высших порядков. Исследование ос-
новано на результатах об абстрактных уравнениях с отображениями, действующими в
метрических пространствах и обладающими свойством накрывания. Идея применения
результатов о накрывающих отображениях к исследованию различных классов функци-
ональных уравнений была предложена в работе [1]. В этой работе и в работах [2–4] были
получены утверждения о нелинейных липшицевых возмущениях накрывающих отобра-
жений и на их основе определены условия существования и непрерывной зависимости от
параметров решений интегральных уравнений и задачи Коши для скалярного неявного
дифференциального уравнения первого порядка. В связи с исследованием краевых задач
для неявных дифференциальных уравнений в работах [5, 6] начато исследование накры-
вающих отображений в произведениях метрических пространств. Системы абстрактных
уравнений с «векторно накрывающими» отображениями, действующими в произведени-
ях метрических пространств (включая системы, описывающие кратные точки совпадения
и задачи о липшицевых возмущениях), подробно рассмотрены в [7–9]. С использовани-
ем утверждений о векторно накрывающих отображениях в [10] были получены условия
управляемости для дифференциальной системы неявного вида.

В данной работе предлагается уточнение утверждений работ [5,6,10] о системах урав-
нений с отображениями произведений метрических пространств. Предполагается, что эти
отображения по диагональным переменным являются накрывающими, а по остальным
аргументам обладают свойством липшицевости. На основании полученного утверждения
о системах операторных уравнений рассматривается система неявных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка и скалярное неявное дифференциальное уравнение n -го
порядка, n ≥ 2.

Статья разбита на четыре части. В секции 1. приведены определения основных поня-
тий и получено утверждение о разрешимости системы операторных уравнений. С целью
применения этих результатов к конкретным классам функциональных уравнений в сек-
ции 2. сформулированы утверждение о действии оператора Немыцкого и утверждение,
устанавливающее взаимосвязь свойств накрывания оператора Немыцкого и накрывания
порождающей его функции. В секции 3. доказано утверждение о локальной разрешимости
системы неявных дифференциальных уравнений. В секции 4. исследован вопрос разреши-
мости дифференциального уравнения n -го порядка.

1. Разрешимость системы операторных уравнений

Напомним определение свойства накрываемости отображений, действующих в метри-
ческих пространствах.

Пусть X и Y — метрические пространства с метриками ρX , ρY , соответственно.
Замкнутый шар пространства X с центром в x ∈ X радиуса r ≥ 0 будем обозначать
через BX(x, r) (аналогичное обозначение будем использовать и для других метрических
пространств). Пусть задано отображение Φ : X → Y, множество V ⊂ Y и положительное
число α.
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О п р е д е л е н и е 1.1. Будем говорить, что отображение Φ является α -накрываю-
щим множество V (или α -накрывает множество V ), если для любых r > 0 и u ∈ X
справедливо включение

V ∩BY

(
Φ(u), αr

)
⊂ Φ

(
BX(u, r)

)
.

В случае V = Y отображение Φ будем называть α -накрывающим (без упоминания
множества). Такие отображения исследованы в [11–13] в связи с задачей о существова-
нии и свойствах точек совпадения. В работах [1–3] исследованы вопросы разрешимости
уравнений с накрывающими отображениями метрических пространств. Отметим, что при-
веденное определение 1.1 свойства α -накрывания множества V равносильно следующему
соотношению

∀y ∈ V ∀u ∈ X ∃x ∈ X Φ(x) = y, ρX(x, u) ≤ kρY (y,Φ(u)),

где k = α−1. Это соотношение в случае V = Y называют k -метрической регулярностью
отображения Φ (см. [14, 15]).

Пусть для i, j = 1, n заданы метрические пространства (Xj, ρXj
), (Yi, ρYi), множества

Vi ⊂ Yi, элементы yi ∈ Vi и отображения Φi : Xi ×
n∏
j=1

Xj → Yi. Рассмотрим систему n

операторных уравнений c n неизвестными x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . , xn ∈ Xn вида

Φi(xi, x1, x2, . . . , xn) = yi, i = 1, n. (1.1)

Обозначим X =
n∏
j=1

Xj, Y =
n∏
i=1

Yi, V =
n∏
i=1

Vi. Систему (1.1) нам удобно будет рассмат-

ривать как операторное уравнение с отображением, действующим из X в Y, относитель-
но неизвестного вектора x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X. Произведение X можно метризовать:
метрика в X может быть задана равенством

ρX(x, u) =
∣∣(ρX1(x1, u1), ρX2(x2, u2), . . . , ρXn(xn, un)

)∣∣
Rn ,

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X, u = (u1, u2, . . . , un) ∈ X,
(1.2)

где | · |Rn — любая монотонная норма в Rn. Аналогично может быть задана метрика в
произведении Y. Определим отображение Φ : X ×X → Y соотношением

Φ(u, x) =
(
Φi(ui, x)

)
i=1,n

, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X, u = (u1, u2, . . . , un) ∈ X.

В принятых обозначениях система уравнений (1.1) записывается в виде операторного урав-
нения

Φ(x, x) = y, (1.3)

где y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ V.
Если отображение Φ по первому аргументу является α -накрывающим, а по второ-

му аргументу — β -липшицевым, то при α > β разрешимость уравнения (1.3) может
быть установлена на основании утверждений цитируемых выше работ [1–3]. Возникает
вопрос об определении чисел α, β и проверке неравенства α > β, если известны констан-
ты накрывания и липшицевости для компонент Φi по первому и второму аргументам,
соответственно. В случае Vi = Yi подходы к исследованию данной проблемы предложены
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в [5, 6]. Здесь мы применим близкие идеи, которые позволят исследовать разрешимость
векторного операторного уравнения (1.3) при правых частях y ∈ V.

Пусть заданы числа αi > 0, βij ≥ 0, i, j = 1, n. Определим матрицы

A = diag(αi)n×n, B = (βij)n×n, C = A−1B = (α−1i βij)n×n. (1.4)

Обозначим через %(C) — спектральный радиус матрицы C.

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1.1. Пусть метрические пространства Xj, j = 1, n, являются полными
и выполнены условия:

при всех i = 1, n, для любого x ∈ X отображение Φi(·, x) : Xi → Yi является αi -на-
крывающим множество Vi ;

при всех i, j = 1, n, для любых ui ∈ Xi, x1 ∈ X1, . . . , xj−1 ∈ Xj−1, xj+1 ∈ Xj+1, . . . ,

xn ∈ Xn отображение Φi(ui, x1, . . . , xj−1, ·, xj+1, . . . , xn) : Xj → Yi является βij -липши-
цевым;

для любых {uk} ⊂ X, u ∈ X, y ∈ V из сходимостей uki → ui (в пространстве Xi )
и Φi(u

k
i , u)→ yi (в пространстве Yi ) при всех i = 1, n следует равенство Φ(u, u) = y.

Тогда если для матрицы C, определенной формулой (1.4), выполнено %(C) < 1, то
при любом y ∈ V система операторных уравнений (1.1) разрешима и, более того, для
любого ε > 0 можно так задать монотонную норму | · |Rn в пространстве Rn, что
для любого u0 = (u01, u

0
2, . . . , u

0
n) ∈ X существует решение x = ξ ∈ X системы (1.1),

удовлетворяющее оценке

∣∣∣(ρXi
(ξi, u

0
i )
)
i=1,n

∣∣∣
Rn
≤
(

1

1− %(C)
+ ε

) ∣∣∣∣∣
(
ρYi
(
yi,Φi(u

0
i , u

0)
)

αi

)
i=1,n

∣∣∣∣∣
Rn

.

Схема доказательства теоремы 1.1 в основном повторяет схему доказательства тео-
ремы 1 о разрешимости системы уравнений с условно накрывающими отображениями в
произведении метрических пространств из [5], поэтому здесь не приводится.

Отметим, что для случая V = Y близкие теореме 1.1 условия накрывания отображе-
ний, действующих в произведении метрических пространств, получены в работе [6].

2. Оператор Немыцкого в пространствах измеримых функций

Предлагаемое в этой секции исследование свойств оператора суперпозиции (называе-
мого в литературе оператором Немыцкого) требуется для получения основанных на теоре-
ме 1.1 условий разрешимости неявных дифференциальных уравнений. Здесь будут сфор-
мулированы утверждение о действии оператора Немыцкого и утверждение, устанавливаю-
щее взаимосвязь свойств накрывания оператора Немыцкого и накрывания порождающей
его функции.

Обозначим через cl(Rn) совокупность непустых замкнутых подмножеств пространства
Rn. Для измеримого многозначного отображения Ξ : [a, b]→ cl(R) определим следующие
полные метрические пространства: L∞([a, b],Ξ) — пространство существенно ограничен-
ных функций t ∈ [a, b] 7→ y(t) ∈ Ξ(t) с метрикой ρ

L∞
(y1, y2) = vrai sup

s∈ [a, b]
|y1(s) − y2(s)|;

Lp([a, b],Ξ), 1 ≤ p <∞ — пространство функций t ∈ [a, b] 7→ y(t) ∈ Ξ(t), суммируемых в
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p -й степени, с метрикой ρ
Lp

(y1, y2) =

(
b∫
a

|y1(s)− y2(s)|pds
)1/p

. Отметим, что множество

Lp([a, b],Ξ), 1 ≤ p ≤ ∞, не пусто тогда и только тогда, когда ρR
(
Ξ(·)

)
∈ Lp([a, b],R), где

ρR
(
Ξ(t)

)
= inf{|ξ|, ξ ∈ Ξ(t)}, t ∈ [a, b].

Определим также пространство ACp([a, b],Ξ), 1 ≤ p ≤ ∞, абсолютно непрерывных функ-
ций x : [a, b]→ R таких, что ẋ ∈ Lp([a, b],Ξ), с метрикой

ρ
ACp

(x1, x2) =
∣∣(ρ

Lp
(ẋ1, ẋ2), x1(a)− x2(a)

)∣∣
R2 .

Заметим, что при Ξ(t) ≡ R пространства Lp([a, b],R), ACp([a, b],R) являются банахо-
выми, а определенные выше метрики стандартно выражаются через норму этих про-
странств: ρ

Lp
(y1, y2) = ‖y1−y2‖Lp

, ρ
ACp

(x1, x2) = ‖x1−x2‖ACp
. Таким образом, метрические

пространства Lp([a, b],Ξ), ACp([a, b],Ξ) — это подпространства «обычных» пространств
Lp([a, b],R), ACp([a, b],R), метрика в которых определяется через норму приведенными
выше формулами.

Пусть задана измеримая функция η : [a, b] → R такая, что η(t) ∈ Ξ(t) при по-
чти всех t ∈ [a, b]. Определим пространство Wp

(
η, [a, b],Ξ

)
, 1 ≤ p ≤ ∞, измеримых

функций t ∈ [a, b] 7→ y(t) ∈ Ξ(t), удовлетворяющих условию y − η ∈ Lp([a, b],R), с метри-
кой ρ

Wp
(y1, y2) = ‖y1 − y2‖Lp (очевидно, что y1 − y2 = (y1 − η) − (y2 − η) ∈ Lp([a, b],R)

для любых y1, y2 ∈ Wp

(
η, [a, b],Ξ

)
). Отметим, что Wp

(
η, [a, b],Ξ

)
вложено в пространство

Wp

(
η, [a, b],R

)
.

Пусть заданы числа 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞ и определены измеримые многозначные отобра-
жения Ω : [a, b] → cl(R), Θ : [a, b] → cl(Rl2), Предположим, что ρR

(
Ω(·)

)
∈ Lp1

(
[a, b],R

)
.

Пусть, далее, задана функция
(
t ∈ [a, b], x ∈ Ω(t)

)
7→ g

(
t, x
)
∈ R, удовлетворяющая

условиям Каратеодори. Зафиксируем функцию ω ∈ Lp1([a, b],Ω) и определим функцию
η(·) = g

(
·, ω(·)

)
. В случае p1 6= ∞ относительно функции g будем предполагать, что

существует λ ∈ R, для которых при почти всех t ∈ [a, b] и всех w ∈ Ω(t) выполнено
неравенство |g(t, w) − η(t)| ≤ λ|w|p1/p2 . Если p1 = ∞, то предполагаем, что при любом
r > 0 существует такая функция ζr ∈ Lp2

(
[a, b],R

)
, что |g(t, w)− η(t)| ≤ ζr(t) при почти

всех t ∈ [a, b] и любых w ∈ Ω(t) таких, что |w| ≤ r.

Определим оператор Немыцкого соотношением

∀w ∈ Lp1([a, b],Ω) (Ngw)(t) = g
(
t, w(t)

)
, t ∈ [a, b]. (2.1)

Рассмотрим также функцию ĝ(t, w) = g(t, w) − η(t) и соответствующий оператор
Немыцкого

∀w ∈ Lp1([a, b],Ω) (Nĝw)(t) = ĝ
(
t, w(t)

)
, t ∈ [a, b]. (2.2)

В силу известных теорем об операторе Немыцкого в лебеговых пространствах (см., на-
пример, [16, § 17]), оператор Nĝ действует из пространства Lp1([a, b],Ω) в пространство
Lp2([a, b],R) и при p1 6= ∞ является непрерывным и ограниченным, а при p1 =∞ —
замкнутым и ограниченным. Поэтому, в силу определения пространства Wp2

(
η, [a, b],R

)
,

справедливо следующее утверждение.
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Лемма 2.1. Определенный формулой (2.2) оператор Ng действует из пространства
Lp1([a, b],Ω) в пространство Wp2

(
η, [a, b],R

)
. В случае p1 6= ∞ оператор Ng является

непрерывным и ограниченным, а при p1 =∞ — замкнутым и ограниченным.

Теперь приведем условия накрывания оператора Ng : Lp1([a, b],Ω)→ Wp2

(
η, [a, b],R

)
.

Лемма 2.2. Пусть существует такое αg > 0, что при почти всех t ∈ [a, b] отоб-
ражение g(t, ·) : Ω(t) → R является αg -накрывающим множество Θ(t). Тогда опера-
тор Немыцкого Ng : Lp1([a, b],Ω) → Wp2

(
η, [a, b],R

)
будет αN -накрывающим множе-

ство Wp2

(
η, [a, b],Θ

)
, где αN = (b− a)−(p2−p1)/(p1p2)αg, в частности, при p1 = p2 кон-

станты накрывания равны: αN = αg, в случае p1 < p2 = ∞ выполнено равенство
αN = (b− a)−1/p1αg.

Доказательство леммы 2.2 аналогично доказательству теоремы 3 из [5] о накрывании
оператора Немыцкого, действующего из Lp1([a, b],Ω) в Lp2([a, b],Θ).

3. Система неявных дифференциальных уравнений

Полученные в секции 1. условия разрешимости системы операторных уравнений (1.1)
и полученные в секции 2. утверждения о свойствах оператора Немыцкого здесь применя-
ются к исследованию задачи Коши для системы дифференциальных уравнений, не раз-
решенных относительно производной искомой функции.

Сформулируем рассматриваемую задачу Коши. Пусть заданы: измеримые многознач-
ные отображения

Ωi,Θi : [a, b]→ cl(R), i = 1, n,

удовлетворяющие условиям Каратеодори функции(
t ∈ [a, b], x ∈ Rn, wi ∈ Ωi(t)

)
7→ fi(t, x, wi) ∈ R, i = 1, n

(т. е. функции fi измеримы по первому аргументу и непрерывны по совокупности осталь-
ных аргументов), а также измеримые функции

t ∈ [a, b] 7→ yi(t) ∈ Θi(t), i = 1, n,

и числа γi ∈ R, i = 1, n.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

fi
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t), ẋi(t)

)
= yi(t), i = 1, n, t ∈ [a, b], (3.1)

с начальными условиями
xi(a) = γi, i = 1, n, (3.2)

и дополнительными ограничениями на производные

ẋi(t) ∈ Ωi(t), t ∈ [a, b], i = 1, n. (3.3)

Отметим, что дополнительные ограничения на искомую функцию или ее производную
возникают, например, в моделях систем управления (см. [10]).

Пусть заданы числа 1 ≤ p1i ≤ p2i ≤ ∞, i = 1, n. Будем предполагать, что имеет место
включение ρR

(
Ωi(·)

)
∈ Lp1i([a, b],R), i = 1, n. При каждом i = 1, n зафиксируем функцию
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ωi ∈ Lp1i([a, b],Ωi) и определим функцию ηi(·) = fi
(
·, γ, ωi(·)

)
. Для любого i = 1, n, если

p1i 6= ∞, то относительно функции fi будем предполагать, что для некоторого λi ∈ R
при почти всех t ∈ [a, b] и любых wi ∈ Ωi(t) выполнено неравенство∣∣fi(t, γ, wi)− ηi(t)∣∣ ≤ λi|wi|p1i/p2i .

Если p1i =∞, то будем предполагать, что для любого r > 0 существует такая функция
ζr ∈ L∞([a, b],R), что для всех |wi| ≤ r выполнено неравенство∣∣fi(t, γ, wi)− ηi(t)∣∣ ≤ ζr(t).

Будем рассматривать локальные решения задачи Коши (3.1), (3.2), (3.3), то есть опре-
деленные не обязательно на всем [a, b], а на некотором «меньшем» отрезке [a, a + τ ],

где τ ∈ (0, b − a]. Решение задачи (3.1), (3.2), (3.3) будем искать в классе абсолют-
но непрерывных функций x = (x1, x2, . . . , xn) : [a, a + τ ] → Rn, компоненты которых
xi ∈ ACp1i([a, a+ τ ],Ωi), i = 1, n.

Теорема 3.1. Предположим, что если p1j = 1 при некотором j, то p1i 6= ∞ при
всех номерах i 6= j. Пусть при всех i = 1, n, j = 1, n существуют такие αi > 0 и
βij ≥ 0, что для почти всех t ∈ [a, b] выполнены условия:

для любого x ∈ Rn отображение fi(t, x, ·) : Ωi(t) → R является αi -накрывающим
множество Θi(t);

для любого wi ∈ Ωi(t) отображение fi(t, ·, wi) : Rn → R является βij -липшицевым
по каждой компоненте xj ∈ R второго аргумента.

Тогда для любых yi ∈ Wp2i

(
ηi, [a, b],Θi

)
, i = 1, n, существует τ ∈ (0, b − a] и суще-

ствует определенное на [a, a+ τ ] решение x ∈
n∏
j=1

ACp1j([a, a+ τ ],Ωj) задачи Коши (3.1),

(3.2), (3.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольное τ ∈ (0, b−a]. Рассмотрим вспо-
могательную задачу Коши для системы

ẋi(t) = vi(t), i = 1, n, t ∈ [a, a+ τ ],

с начальным условием (3.3). Для любой правой части v = (vi)i=1,n ∈
n∏
i=1

Lp1i([a, a + τ ],Ωi)

решением этой задачи является функция x = (xi)i=1,n ∈
n∏
i=1

ACp1i([a, a+ τ ],Ωi), определя-

емая формулой x(t) = γ +
∫ t
a
v(s) ds (то есть xi(t) = γi +

∫ t
a
vi(s) ds, i = 1, n ). Рассматри-

ваемая вспомогательная задача позволяет представить исходную задачу Коши (3.1), (3.2),
(3.3) при t ∈ [a, a+ τ ] в виде системы

fi

(
t, γ +

∫ t

a

v(s) ds, vi(t)
)

= yi(t), i = 1, n, t ∈ [a, a+ τ ], (3.4)

относительно неизвестного v ∈
n∏
i=1

Lp1i([a, a+ τ ],Ωi) — производной от искомой абсолютно

непрерывной функции.
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Чтобы применить к полученной системе (3.4) теорему 1.1, определим отображения Φi,

i = 1, n, сопоставляющие любым wi ∈ Lp1i([a, a+τ ],Ωi), v ∈
n∏
j=1

Lp1j([a, a+τ ],Ωj) функцию

Φi(wi, v)(t) = fi

(
t, γ +

∫ t

a

v(s) ds, wi(t)
)
, t ∈ [a, a+ τ ], (3.5)

и покажем, что Φi : Lp1i([a, a+τ ],Ωi)×
n∏
j=1

Lp1j([a, a+τ ],Ωj)→ Wp2i

(
η, [a, a+τ ],R

)
, i = 1, n.

Действительно, во-первых, согласно лемме 2.1 fi
(
·, γ, wi(·)

)
∈ Wp2i

(
η, [a, a+τ ],R

)
, а во-

вторых, в силу предположения βij -липшицевости отображения fi по каждой компоненте
второго аргумента получаем

(∫ a+τ

a

∣∣∣fi(t, γ +

∫ t

a

v(s) ds, wi(t)
)
− fi

(
t, γ, wi(t)

)∣∣∣p2idt)1/p2i
≤
(∫ a+τ

a

n∑
j=1

βij
∣∣ ∫ t

a

v(s) ds
∣∣p2idt)1/p2i ≤ (∫ a+τ

a

n∑
j=1

βij‖vi‖Lp1i
τ 1−1/p1i dt

)1/p2i
≤
( n∑
j=1

τβij‖vi‖Lp1i
τ 1−1/p1i

)1/p2i
<∞.

Таким образом,

(∫ a+τ

a

∣∣∣fi(t, γ +

∫ t

a

v(s) ds, wi(t)
)
− η(t)

∣∣∣p2idt)1/p2i ≤ (∫ a+τ

a

∣∣∣fi(t, γ, wi(t))− η(t)
∣∣∣p2idt)1/p2i

+
(∫ a+τ

a

∣∣∣fi(t, γ +

∫ t

a

v(s) ds, wi(t)
)
− fi

(
t, γ, wi(t)

)∣∣∣p2idt)1/p2i <∞,
то есть Φi(wi, v) ∈ Wp2i

(
η, [a, a+ τ ],R

)
.

Итак, система функциональных уравнений (3.4) записывается в виде следующей си-
стемы операторных уравнений

Φi(vi, v1, v2, . . . , vn) = yi, i = 1, n. (3.6)

Осталось проверить условия теоремы 1.1 для заданных формулой (3.5) отображений

Φi : Lp1i([a, a + τ ],Ωi) ×
n∏
j=1

Lp1j([a, a + τ ],Ωj) → Wp2i

(
η, [a, a + τ ],R

)
. Рассмотрим толь-

ко ситуацию 1 ≤ p1i ≤ p2i <∞, в случае 1 ≤ p1i ≤ p2i =∞ доказательство аналогичное.
Согласно лемме 2.2 отображение Φi(·, v) : Lp1i([a, a+ τ ],Ωi)→ Wp2i

(
η, [a, a+ τ ],R

)
при

любом v ∈
n∏
j=1

Lp1j([a, a+ τ ],Ωj) является накрывающим с константой τ−(p2i−p1i)/(p1ip2i)αi.

Далее, для всех wi ∈ Lp1i([a, a+τ ],Ωi), v ∈
n∏
l=1

Lp1l([a, a+τ ],Ωl), произвольного j = 1, n
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и любого ṽj ∈ Lp1i([a, a+ τ ],Ωj) выполнено

ρWp2i

(
Φi(wi, v1, . . . , vj, . . . , vn), Φi(wi, v1, . . . , ṽj, . . . , vn)

)
≤ βij

(∫ a+τ

a

(∫ t

a

∣∣vj(s)− ṽj(s)∣∣ ds)p2i dt)1/p2i

≤ βij

(∫ a+τ

a

(∫ a+τ

a

|vj(s)− ṽj(s)|p1j ds
)p2i/p1j

(t− a)(p1j−1)p2i/p1j dt

)1/p2i

=
βijτ

(p1jp2i−p2i+p1j)/(p1jp2i)(
(p1jp2i − p2i + p1j)/p1j

)1/p2i ρLp1j
(vj, ṽj).

Итак, отображение Φi(wi, v1, . . . , vj−1, · , vj+1, . . . , vn) удовлетворяет условию Липшица с
константой (

(p1jp2i − p2i + p1j)/p1j
)−1/p2iτ (p1jp2i−p2i+p1j)/(p1jp2i)βij.

Используя вычисленные значения, определяем для системы (3.6) матрицу (1.4):

C =

(
τ (p1ip1j−p1i+p1j)/(p1ip1j)p1j

1/p2iβij
(p1jp2i − p2i + p1j)1/p2iαi

)
n×n

. (3.7)

Оценим элементы этой матрицы.
Покажем, что при основании τ показатель степени ςij = (p1ip1j − p1i + p1j)/(p1ip1j)0

при любых i, j является положительным числом. Очевидно, что ςij > 0, если p1i <∞ и
p1j < ∞. Пусть теперь конечно только одно из этих чисел. Если p1i = ∞, то, согласно
принятым предположениям, p1j > 1, и поэтому ςij = (p1j − 1)/p1j > 0. Если же p1j =∞,
то ςij = (p1i + 1)/p1i > 0. Наконец, при p1i = p1j = ∞ получаем ςij = 1. Из доказанных
оценок следует, что если определить ς = min{ςij}, то ς > 0.

Теперь для элементов матрицы (3.7) докажем конечность выражений

qij = (p1jp2i − p2i + p1j)
−1/p2ip1j

1/p2i

при всех i, j = 1, n. При конечных значениях p1i, p1j выполнено p1jp2i − p2i + p1j > 0 и
поэтому qij <∞. Далее, легко проверяется, что:

p2i <∞, p1j =∞ ⇒ qij = (p2i + 1)−1/p2i ;

p2i =∞, p1j <∞ ⇒ qij = 1;

p2i =∞, p1j =∞ ⇒ qij = 1.

Положим q = max{qij}. Из приведенных выше рассуждений следует, что q < ∞.
При всех i, j = 1, n для элементов cij матрицы (3.7) выполнено 0 ≤ cij ≤ τ ςqK, где
K = max{αi−1βij}. Из этой оценки следует, что cij → 0 при τ → 0. Поэтому можно
выбрать τ > 0 так, чтобы %(C) < 1.

Итак, все условия теоремы 1.1 выполнены.

В теореме 3.1 предположения накрывания отображением fi(t, x, ·) множества Θi(t)

при почти всех t ∈ [a, b] и любых x ∈ Rn и предположение липшицевости отображения
fi(t, ·, wi) на всем Rn при любых wi ∈ Ωi(t) можно ослабить. Можно потребовать выпол-
нение этих условий для второго аргумента, принадлежащего не всему пространству Rn,
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а только множеству D =
n∏
j=1

[γj−σj, γj +σj], σj > 0. Отметим, что подобные ослабленные

условия использовались в работах [1–3,5].
Итак, будем считать, что функция fi(t, x, wi) определена для аргументов t ∈ [a, b],

x ∈ D, wi ∈ Ωi(t). Предположим, что при почти всех t ∈ [a, b] для любого x ∈ D

отображение fi(t, x, ·) : Ωi(t) → R является αi -накрывающим множество Θi(t), i = 1, n,

для любого wi ∈ Ωi(t) отображение fi(t, ·, wi) : D → R является βij -липшицевым по
каждой компоненте xj ∈ R второго аргумента, а также выполнены остальные условия
теоремы 3.1. Определим отображение

(
t ∈ [a, b], x ∈ Rn, wi ∈ Ωi(t)

)
7→ f̂i(t, x, wi) ∈ R, i = 1, n

соотношением

f̂i(t, x, wi) = f(t,Π(x), wi), Π(x) = (x̂i)i=1,n, x̂i =


xi, если xi ∈ D,
γj − σj, если xi < γj − σj,
γj + σj, если xi > γj + σj.

Рассуждениями, аналогичными использовавшимся в [1, 2, 5], доказывается, что для опре-
деленных здесь функций f̂i, i = 1, n, выполнены все условия теоремы 3.1. Таким образом,
для любых yi ∈ Wp2i

(
ηi, [a, b],Θi

)
, i = 1, n, существует τ ∈ (0, b − a] и существует опре-

деленное на [a, a+ τ ] решение x ∈
n∏
j=1

ACp1j([a, a+ τ ],Ωj) задачи Коши для системы

f̂i
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t), ẋi(t)

)
= yi(t), i = 1, n, t ∈ [a, b],

с условиями (3.2), (3.3). Для достаточно малого положительного τ ′ < τ будет выполнено
x(t) ∈ D при t ∈ [a, a + τ ′]. Следовательно, сужение функции x на отрезок [a, a + τ ′]

будет решением исходной задачи Коши.
Итак, из теоремы 3.1 выводится следующие более общие условия разрешимости задачи

Коши (3.1), (3.2), (3.3).

Следствие 3.1. Предположим, что если p1j = 1 при некотором j, то p1i 6=∞ при
всех номерах i 6= j. Пусть при всех i = 1, n, j = 1, n существуют такие αi > 0 и
βij ≥ 0, что для почти всех t ∈ [a, b] выполнены условия:

для любого x ∈ D отображение fi(t, x, ·) : Ωi(t) → R является αi -накрывающим
множество Θi(t);

для любого wi ∈ Ωi(t) отображение fi(t, ·, wi) : D → R является βij -липшицевым по
каждой компоненте xj ∈ R второго аргумента.

Тогда для любых yi ∈ Wp2i

(
ηi, [a, b],Θi

)
, i = 1, n, существует τ ∈ (0, b − a] и суще-

ствует определенное на [a, a+ τ ] решение x ∈
n∏
j=1

ACp1j([a, a+ τ ],Ωj) задачи Коши (3.1),

(3.2), (3.3).
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4. Дифференциальное уравнение n -го порядка

Здесь на основании полученных в секции 3. результатов о системе (3.1) неявных диффе-
ренциальных уравнений получены условия разрешимости дифференциального уравнения
n -го порядка, не разрешенного относительно старшей производной.

Пусть заданы векторы γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Rn, σ = (σ1, . . . , σn) ∈ Rn
+. Обозначим

Di = [γi − σi, γi + σi], i = 1, n, D =
n∏
i=1

Di. Пусть также определены измеримые мно-

гозначные отображения Ω,Θ : [a, b] → cl(R), удовлетворяющая условиям Каратеодори
(измеримая по первому и непрерывная по совокупности остальных аргументов) функция(

t ∈ [a, b], x ∈ D1, w1 ∈ D2, . . . , wn−1 ∈ Dn, wn ∈ Ω(t)
)
7→ g(t, x, w1, . . . , wn) ∈ R,

а также измеримая функция t ∈ [a, b] 7→ y(t) ∈ Θ(t).

Рассмотрим дифференциальное уравнение

g
(
t, x(t), ẋ(t), . . . , x(n)(t)

)
= y(t) (4.1)

с начальными условиями

x(a) = γ1, ẋ(a) = γ2, . . . , x(n−1)(a) = γn (4.2)

и дополнительным ограничением на старшую n -ую производную искомой функции

x(n)(t) ∈ Ω(t), t ∈ [a, b], i = 1, n. (4.3)

Сделаем «стандартную» замену переменных, обозначив

x1 = x, x2 = ẋ, . . . , xn = x(n−1).

Относительно новых неизвестных уравнение (4.1) превращается в систему
ẋ1 − x2 = 0,
...
ẋn−1 − xn = 0,

g(t, x1, . . . , xn, ẋn) = y(t).

(4.4)

Если определить функцию

(
t ∈ [a, b], x ∈ D, u1 ∈ D2, . . . , un−1 ∈ Dn, un ∈ Ω(t)

)
7→ f(t, x, u) =


−x2 + u1

...
−xn + un−1
g(t, x, un)


и обозначить

y1(t) ≡ 0, . . . , yn−1(t) ≡ 0, yn(t) = y(t),

Ω1(t) ≡ R, . . . , Ωn−1(t) ≡ R, Ωn(t) = Ω(t),

Θ1(t) ≡ {0}, . . . , Θn−1(t) ≡ {0}, Θn(t) = Θ(t),
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то становится очевидным, что задача Коши (4.1), (4.2), (4.3) для рассматриваемого урав-
нения n -го порядка представима в виде задачи Коши (3.1), (3.2), (3.3) для системы урав-
нений первого порядка, которая рассматривалась в секции 3. Это позволяет применить к
исследованию задачи (4.1), (4.2), (4.3) теорему 3.1 и следствие 3.1.

Пусть заданы числа 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞. Будем предполагать, что имеет место включе-
ние ρR

(
Ω(·)

)
∈ Lp1([a, b],R). Зададим некоторую функцию ω ∈ Lp1([a, b],Ω) и определим

функцию η(·) = g
(
·, γ1, . . . , γn, ω(·)

)
. Если p1i 6= ∞, то относительно функции g будем

предполагать, что для некоторого λ ∈ R при почти всех t ∈ [a, b] и любых w ∈ Ω(t)

выполнено неравенство ∣∣g(t, γ1, . . . , γn, w)− η(t)
∣∣ ≤ λ|w|p1/p2 .

Если p1 = ∞, то будем предполагать, что для любого r > 0 существует такая функция
ζr ∈ L∞([a, b],R), что для всех |w| ≤ r выполнено неравенство∣∣g(t, γ1, . . . , γn, w)− η(t)

∣∣ ≤ ζr(t).

Определим пространство ACn
p1

(
[a, b],Ω

)
таких n раз дифференцируемых функций

x : [a, b]→ R, что (n− 1) -ая производная является абсолютно непрерывной функцией, а
для n -й производной выполнено x(n) ∈ Lp1([a, b],Ω). Локальным решением задачи (4.1),
(4.2), (4.3) будем называть функцию x ∈ ACn

p1
([a, a+ τ ],Ω), удовлетворяющую при почти

всех t ∈ [a, a+ τ ] уравнению (4.1), а также начальному условию (4.2).
Применяя к задаче (4.4), (3.2), (3.3) следствие 3.1, получаем следующее утверждение

о задаче Коши (4.1), (4.2), (4.3) для уравнения n -го порядка.

Теорема 4.1. Пусть существуют такие α > 0 и βj ≥ 0, j = 1, n, что для почти
всех t ∈ [a, b] выполнены условия:

для любых x ∈ D1, u1 ∈ D2, . . . , un−1 ∈ Dn отображение g(t, x, ·) : Ω(t) → R явля-
ется α -накрывающим множество Θ(t);

для любого un ∈ Ω(t) отображение g(t, ·, w) : D → R является липшицевым по каж-
дой компоненте x ∈ D1, u1 ∈ D2, . . . un−1 ∈ Dn второго аргумента с коэффициентом
β1, β2, . . . , βn, соответственно.

Тогда для любого y ∈ Wp2

(
η, [a, b],Θ

)
существует τ ∈ (0, b − a] и существует опре-

деленное на [a, a+ τ ] решение x ∈ ACn
p1

([a, a+ τ ],Ω) задачи Коши (4.1), (4.2), (4.3).

Проиллюстрируем применение теоремы 4.1 к исследованию конкретных уравнений.

П р и м е р 4.1. Рассмотрим задачу

1

t

∣∣ẍ(t)− 1
∣∣+ ẋ2(t) expx(t) = y(t), ẍ(t) ∈ [0, 2], t ∈ [0, 1], x(0) = 0, ẋ(0) = γ. (4.5)

В принятых выше обозначениях для этой задачи имеем

g(t, x, w1, w2) =
1

t

∣∣w2 − 1
∣∣+ w2

1 expx, Ω(t) ≡ [0, 2].

Положим Θ(t) =
[
ε, 1

t

]
, t ∈ [0, 1], где ε — любое достаточно малое положительное число.

Выберем функцию w(t) ≡ 0, тогда η(t) = 1
t

∣∣0−1
∣∣+ 0 exp γ = 1

t
, t ∈ [0, 1]. Выберем также

любые 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞.
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Определенные здесь функция g и многозначные функции Ω,Θ удовлетворяют усло-
виям теоремы 4.1. Следовательно, для любого γ и любой измеримой функции y такой,
что y(t) ∈

[
ε, 1

t

]
и
∫ 1

0

(
1
t
−y(t)

)p2dt <∞, существует τ ∈ (0, 1] и существует определенное
на [0, τ ] решение x ∈ ACp1([0, τ ],Ω) задачи (4.5).
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