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Аннотация. Исследованы классы функций, к которым применимы вариаци-
онные принципы нелинейного анализа. Показано, что вариационный принцип
Бишопа–Фелпса применим к некоторым неограниченным снизу функциям. Ис-
следованы свойства локально липшицевых многозначных отображений. Полу-
чены условия, при которых из псевдолипшицевости многозначного отображения
в каждой точке графика вытекает глобальная липшицевость отображения.
Ключевые слова: вариационный принцип Бишопа–Фелпса; псевдолипшицево
многозначное отображение

Введение

Прежде чем изложить постановку задачи и основные результаты, напомним неко-
торые определения. Пусть (X, ρ) – метрическое пространство. Положим R := R ∪
{−∞,+∞}. Будем полагать, что −∞ < a < +∞ для любого a ∈ R, и a · (+∞) = +∞
для любого a > 0. Отметим, что в отличие от вещественной прямой R расширенная
вещественная прямая R упорядоченно полна, то есть для любого непустого множества
A ⊂ R существуют inf A и supA. Для функции U : X → R обозначим через domU

ее эффективное множество, то есть domU = {x ∈ X : U(x) < +∞}. Функция U назы-
вается собственной, если U(x) > −∞ для каждого x ∈ X, и U(x) < +∞ для хотя бы
одного x ∈ X. Функция U называется полунепрерывной снизу, если

∀x0 ∈ X, ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ρ(x, x0) < δ ⇒ U(x) > U(x0)− ε.

Работа выполнена при поддержке гранта Президента Российской Федерации (проект
№ МК-2085.2017.1) и гранта РФФИ (проект № 16-01-00677). Результаты §1 получены вторым
автором при поддержке Российского научного фонда (проект № 17-11-01168).
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Пусть далее (X, ρ) – полное метрическое пространство, U : X → R – собственная,
полунепрерывная снизу, ограниченная снизу заданным числом γ ∈ R функция. Если
пространство (X, ρ) компактно, то функция U имеет точку минимума. В общем слу-
чае функция U минимума может не достигать. Следующее утверждение, называемое
вариационным принципом Бишопа–Фелпса, гарантирует что существуют сколь угод-
но малые (в определенном смысле) возмущения функции U такие, что возмущенная
функция имеет единственную точку минимума.

Теорема 1. (см., например, теорему 2.1 в [1]) Для произвольного x0 ∈ X такого,
что U(x0) < +∞, для произвольного c > 0 существует точка x̄ ∈ X такая, что

U(x̄) + cρ(x0, x̄) ≤ U(x0), U(x) + cρ(x̄, x) > U(x̄) ∀x ∈ X \ {x̄}. (1)

Сформулируем еще одно утверждение о минимумах полунепрерывных снизу огра-
ниченных снизу функций. Пусть наряду с функцией U задано число γ такое, что
U(x) ≥ γ при любом x и число k > 0.

Говорят, что функция U удовлетворяет условию типа Каристи с константами k и
γ, если

∀x ∈ X : U(x) > γ ∃x′ ∈ X : U(x′) + kρ(x, x′) ≤ U(x).

Теорема 2. (теорема 3 в [2]) Если U удовлетворяет условию типа Каристи с кон-
стантами k и γ, то для любой точки x0 ∈ X такой, что U(x0) < +∞, существует
точка x̄ ∈ D такая, что

min
x∈X

U(x) = U(x̄), U(x̄) = γ, ρ(x̄, x0) ≤
U(x0)− γ

k
.

Условие типа Каристи было введено в [2]. В [3] было доказано, что теорема 2 эквива-
лентна вариационному принципу Бишопа–Фелпса и вариационному принципу Экланда
(см., например, теорему 7.5.1 в [4]). Теорема 2 является удобным инструментом исследо-
вания различных уравнений, порожденных отображениями метрических пространств.
Так, в [2] с ее помощью были получены утверждения о существовании неподвижных
точек и точек совпадения отображений метрических пространств. Кроме того, теорема
2 может использоваться для доказательства утверждений о том, что если отображе-
ние удовлетворяет некоторым свойствам локально, то оно удовлетворяет этим же свой-
ствам глобально. Пример такого утверждения и соответствующего применения теоремы
2 приведен в §2 настоящей работы. В §1 приведено одно обобщение теоремы 1. Про-
стые примеры показывают, что утверждение вариационного принципа Бишопа–Фелпса
справедливо и для некоторых неограниченных снизу функций. В §1 мы укажем класс
функций, включающий в себя некоторые неограниченные снизу функции, для которых
справедлив вариационный принцип Бишопа–Фелпса.
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1. Обобщение вариационного принципа Бишопа–Фелпса

Прежде чем сформулировать основной результат параграфа, введем необходимые
обозначения и опишем элементарные свойства рассматриваемых объектов.

Обозначим через B(x, r) замкнутый шар с центром в точке x радиуса r ≥ 0 в
пространстве (X, ρ), то есть

B(x, r) := {u ∈ X : ρ(x, u) ≤ r}.

Для произвольной функции U : X → R и точки x0 ∈ X зададим функцию

θ(U, x0, ·) : (0,+∞) → R, θ(U, x0, r) :=

inf
x∈B(x0,r)

U(x)

r
, r > 0.

П р е д л о ж е н и е 1. Если для некоторого x0 ∈ X в R существует предел
θ(U, x0, r) при r → +∞, то для любого z0 ∈ X в R существует предел θ(U, z0, r)

при r → +∞ и имеет место равенство

lim
r→+∞

θ(U, x0, r) = lim
r→+∞

θ(U, z0, r).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольные x0, z0 ∈ X, r > ρ(x0, z0). Имеем
B(x0, r − ρ(x0, u0)) ⊂ B(z0, r). Следовательно,

inf
x∈B(x0,r−ρ(x0,u0))

U(x) ≥ inf
x∈B(z0,r)

U(x),

и, значит, θ(U, x0, r−ρ(x0, u0)) ≥ θ(U, z0, r). Аналогично доказывается, что θ(U, z0, r) ≥
θ(U, x0, r + ρ(x0, u0)). Таким образом

θ(U, x0, r − ρ(x0, u0)) ≥ θ(U, z0, r) ≥ θ(U, x0, r + ρ(x0, u0)).

Отсюда, поскольку существует предел θ(U, x0, r) при r → +∞, то существует предел
θ(U, z0, r) при r → +∞ и искомое равенство выполняется. �

Для произвольной собственной функции U : X → R, для произвольного x0 ∈ X,

для которых в R существует предел θ(U, x0, r) при r → +∞, положим

µ(U) := lim
r→+∞

(
inf

x∈B(x0,r)

U(x)

r

)
.

Это определение корректно, поскольку в силу предложения 1 предел в правой части
последнего равенства не зависит от x0.

Обозначим через F(X) множество всех собственных полунепрерывных снизу функ-
ций U : X → R таких, что µ(U) = 0. Очевидно, что любая ограниченная снизу функ-
ция U лежит в F(X), поскольку для нее µ(U) = 0. Примером неограниченной снизу
функции U, лежащей в классе F(R), является функция U(x) = −

√
|x|, x ∈ R. Для

функции U(x) = x, x ∈ R, имеет место равенство µ(U) = −1 и, значит, U ̸∈ F(R).
Обозначим через BP(X) множество всех функций U : X → R, для которых вы-

полнено утверждение теоремы 1 (то есть множество функций U таких, что для про-
извольного x0 ∈ X, для которого U(x0) < +∞, для произвольного c > 0 существует
точка x̄ ∈ X такая, что имеют место соотношения (1)).
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Теорема 3. Имеет место равенство F(X) = BP(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала включение F(X) ⊂ BP(X). Возьмем
произвольную функцию U ∈ F(X), точку x0 ∈ X такую, что U(x0) < +∞, и число
c > 0. Положим

X̂ := {x ∈ X : U(x) + cρ(x0, x) ≤ U(x0)}.

Покажем, что для сужения U на X̂ выполнены предположения теоремы 1.
Из полунепрерывности снизу функции U следует, что множество X̂ является за-

мкнутым подмножеством пространства X, и, значит, полно. Кроме того, очевидно,
сужение U на X̂ полунепрерывно снизу. Докажем, что сужение U на X̂ ограничено
снизу.

Сначала докажем, что X̂ ограничено. Предположим противное, то есть существует
последовательность {xn} ⊂ X̂ такая, что ρ(xn, x0) → ∞ при n → ∞. Положим rn :=

ρ(x0, xn). Тогда по определению X̂ имеем

U(xn)

rn
≤ U(x0)− crn

rn
≤ − c

2

для достаточно больших n. Это противоречит предположению µ(U) = 0. Следова-
тельно, множество X̂ ограничено. Отсюда следует, что U ограничена снизу, иначе при
r > 0, при которых X̂ ⊂ B(x, r), имеет место равенство θ(U, x0, r) = −∞, и, значит,
µ(U) = −∞ ̸= 0.

Итак, для сужения U на X̂ выполнены предположения теоремы 1. Следовательно,
существует точка x̄ ∈ X̂ такая, что

U(x̄) + cρ(x0, x̄) ≤ U(x0), U(x) + cρ(x̄, x) > U(x̄) ∀x ∈ X̂ \ {x̄}.

Осталось доказать, что U(x) + cρ(x̄, x) > U(x̄) для всех x ∈ X \ X̂. Для x ∈ X \ X̂

имеем

U(x) + cρ(x̄, x) ≥ U(x) + cρ(x0, x)− cρ(x̄, x0) > U(x0)− cρ(x̄, x0) ≥ U(x̄).

Следовательно, U ∈ BP(X).

Докажем теперь включение F(X) ⊃ BP(X). Возьмем произвольную функцию U ∈
BP(X), точку x0 ∈ X такую, что U(x0) < +∞, и число c > 0. Поскольку U ∈ BP(X),

то существует точка x̄ ∈ X такая, что имеет место соотношение (1). Следовательно,
для произвольных r > 0, x ∈ B(x̄, r), x ̸= x̄ имеем

U(x)

r
>

U(x̄)− cρ(x, x̄)

r
≥ U(x̄)− cr

r
=

U(x̄)

r
− c.

Следовательно,

θ(U, x̄, r) ≥ U(x̄)

r
− c ∀ r > 0,

и, значит, µ(U) ≥ −c. В силу произвольности выбора c > 0 имеем µ(U) ≥ 0, а так как
µ(U) неположительно, то µ(U) = 0. Следовательно, U ∈ F(X). �
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2. Локальная липшицевость и условие типа Каристи

Пусть (X, ρX), (Y, ρY ) – метрические пространства. Обозначим через BX(x, r) за-
мкнутый шар в X с центром в точке x ∈ X радиуса r ≥ 0. Для непустого множества
M ⊂ X положим BX(M, r) :=

∪
x∈M

BX(x, r).

Пусть задано многозначное отображение Φ : X ⇒ Y, которое каждой точке x ∈ X

ставит в соответствие непустое замкнутое множество Φ(x). Обозначим график этого
отображения через gph(Φ), то есть

gph(Φ) := {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ Φ(x)}.

Будем говорить, что отображение Φ является псевдолипшицевым с константой β ≥ 0

в точке (x0, y0) ∈ gph(Φ), если существует окрестность U ⊂ X точки x0 такая, что

BY (y0, βρX(x0, x)) ∩ Φ(x) ̸= ∅ ∀ x ∈ U.

Отображение Φ называется липшицевым с константой β ( β -липшицевым), если

BY (y0, βρX(x0, x)) ∩ Φ(x) ̸= ∅ ∀ (x0, y0) ∈ gph(Φ), ∀x ∈ X.

Многие свойства псевдолипшицевых отображений подробно исследованы (см., на-
пример, §1.2.2 в [5] и библиографию там же). В этом параграфе рассматривается сле-
дующий вопрос. Пусть дано β ≥ 0. Предположим, что

(A) отображение Φ является псевдолипшицевым с константой β в каждой точке
(x, y) ∈ gph(Φ).

При каких условиях отображение Φ является β -липшицевым?
Отметим, что если условие (A) выполняется, то отображение Φ может не быть

γ -липшицевым ни при каком γ ≥ 0, даже если Φ однозначно. Приведем соответству-
ющий пример.

П р и м е р 1. Пусть X = Y = R, на X задана метрика ρX(x, u) ≡ |x−u|
1+|x−u| , на Y

– метрика ρY (y, v) ≡ |y − v|. Зададим отображение Φ : X → Y по формуле Φ(x) = x.

Отображение Φ не является γ -липшицевым ни при каком γ ≥ 0, поскольку его
область определения является ограниченным метрическим пространством, а его мно-
жество значений Φ(X) = Y – неограниченным. Однако для каждого x ∈ X отоб-
ражение Φ является псевдолипшицевым с константой 2−1 относительно множеств
U := (x − 2−1, x + 2−1) и V := (Φ(x) − 2−1,Φ(x) + 2−1). Действительно, для произ-
вольных u,w ∈ U имеем |u− w| < 1, и, значит,

ρX(u,w) =
|u− w|

1 + |u− w|
≥ |u− w|

2
=

1

2
ρY (Φ(u),Φ(w)).

Сформулируем основной результат настоящего параграфа. Пусть (L, ∥ · ∥) – нор-
мированное пространство, X ⊂ L – непустое множество, Φ : X ⇒ Y – заданное
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многозначное отображение, β ≥ 0 – заданное число. Пусть ρX – метрика на X, инду-
цированная нормой пространства L, то есть ρX(x, x

′) ≡ ∥x−x′∥. Определим на gph(Φ)

метрику по формуле

ρ((x, y), (x′, y′)) = max{ρX(x, x′), ρY (y, y
′)} ∀ (x, y), (x′, y′) ∈ gph(Φ).

Теорема 4. Предположим, что множество X выпукло, пространство (gph(Φ), ρ)

полно, и выполняется предположение (A). Тогда многозначное отображение Φ явля-
ется β -липшицевым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим два случая. Предположим сначала, что β̸=0.

Возьмем произвольные точки (x0, y0) ∈ gph(Φ), x̄ ∈ X. Положим

D := {(x, y) ∈ gph(Φ) : ρY (y0, y) ≤ βρX(x0, x)}.

Очевидно, что D ̸= ∅, поскольку (x0, y0) ∈ D, и D является замкнутым подмноже-
ством метрического пространства (gph(Φ), ρ). Следовательно, метрическое простран-
ство (D, ρ) полно.

Зададим на D метрику d по формуле

d((x, y), (x′, y′)) = max

{
ρX(x, x

′),
ρY (y, y

′)

β

}
∀ (x, y), (x′, y′) ∈ gph(Φ).

Очевидно, что метрики d и ρ эквивалентны (то есть существуют c1 > 0 и c2 > 0

такие, что c1d ≤ ρ ≤ c2d ). Поэтому из полноты пространства (D, ρ) следует, что полно
и метрическое пространство (D, d).

Рассмотрим функционал

U : D → R, U(x, y) := ρX(x, x̄) ∀ (x, y) ∈ D.

Очевидно, что U непрерывен и U(x, y) ≥ 0 для всех (x, y) ∈ D.

Покажем, что для U выполнено условие типа Каристи при k = 1 и γ = 0. Возь-
мем произвольную точку (x, y) ∈ D такую, что U(x, y) > γ. Для t ∈ [0, 1] положим
x(t) := x + t(x̄ − x). Поскольку X выпукло, то x(t) ∈ X при каждом t ∈ [0, 1]. Из
предположения (A) следует, что существует t > 0 такое, что

BY (y, βρX(x(t), x)) ∩ Φ(x(t)) ̸= ∅.

Положим x′ := x(t) и возьмем произвольную точку y′ ∈ BY (y, βρX(x
′, x)) ∩ Φ(x′). По

построению имеем
(x′, y′) ∈ D, (x′, y′) ̸= (x, y),

ρX(x, x
′) = t∥x− x′∥, ρY (y, y

′) ≤ βt∥x− x′∥

U(x′, y′) = (1− t)∥x− x̄∥.

Следовательно,

U(x′, y′) + d((x′, y′), (x, y)) = (1− t)∥x− x′∥+ t∥x− x′∥ = ∥x− x′∥ = U(x, y).
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Таким образом, доказано, что для функции U выполнено условие типа Каристи при
k = 1 и γ = 0.

Из теоремы 2 следует, что существует точка (x, ȳ) ∈ D, в которой U(x, ȳ) = 0.

Поскольку U(x, y) = ρX(x, x̄), то x = x̄, и, значит, x̄ ∈ D. Из определения множества
D следует, что ȳ ∈ BY (y0, βρX(x0, x̄)) ∩ Φ(x̄). Значит,

BY (y0, βρX(x0, x̄)) ∩ Φ(x̄) ̸= ∅.

Отсюда, в силу произвольности выбора точек (x0, y0) ∈ gph(Φ), x̄ ∈ X получаем, что
Φ является β -липшицевым.

Рассмотрим теперь второй случай: предположение (A) выполняется при β = 0.

Тогда предположение (A) выполняется при любом β > 0. Следовательно, Φ является
β -липшицевым при любом β > 0. Значит, Φ является 0 -липшицевым. �
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Abstract. There are considered some classes of functions to which variational
principles of nonlinear are applicable. In particular, it is shown that the Bishop-
Phelps variational principle is applicable to some unbounded below functions.
The properties of locally Lipschitzian mappings are investigated. Conditions for a
mapping that is pseudo-Lipschitzian at every point of its graph to be Lipschitzian
are derived.
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