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Аннотация. В докладе приводится формальное представление решений не ска-
лярных полулинейных дифференциальных уравнений в банаховых простран-
ствах с помощью функции Маттаг-Леффлера.
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Введение

В последние десятилетия большой интерес математиков во всем мире привлекают
дифференциальные уравнения и включения дробного порядка (см. [1–3]), для разреше-
ния которых одними из самых эффективных методов являются методы теории тополо-
гической степени для уплотняющих операторов (см. монографию [4]).

Рассмотрим задачу Коши для скалярного полулинейного дифференциального урав-
нения дробного порядка:

CDqx(t) = λx(t) + f(t), t ∈ [0, T ] (1)

с начальным условием
x(0) = x0, (2)

где 0 < q < 1, λ ∈ R, f : [0, T ] → R – непрерывная функция. Решением данной задачи
называют функцию x : [0, T ] → R, удовлетворяющую начальному условию (2), для
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которой дробная производная Капуто CDqx также непрерывная функция, удовлетво-
ряющая уравнению (1). Известно (см., например, [5]), что единственное решение данной
задачи есть функция

x(t) = Eq(λt
q)x0 +

∫ t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds, (3)

где Eα,β(z) – функция Миттаг-Леффлера.
В случае, если мы поставим данную задачу в банаховом пространстве E

CDqx(t) = Ax(t) + f(t), t ∈ [0, T ] (4)

x(0) = x0, (5)

где A : D(A) ⊂ E → E – линейный ограниченный замкнутый оператор в E, порож-
дающий ограниченную C0 - полугруппу {U(t)} , t ≥ 0, f : [0, T ] → E – непрерывная
функция, то интегральное решение определяют в виде функции (см. статьи [6–8])

x(t) = G(t)x0 +

∫ t

0

(t− s)q−1T (t− s)f(s)ds, t ∈ [0, T ],

где

G(t) =
∫ ∞

0

ξq(θ)U(tqθ)dθ, T (t) = q

∫ ∞

0

θξq(θ)U(tqθ)dθ, (6)

ξq(θ) =
1

q
θ−1− 1

qΨq(θ
−1/q), (7)

Ψq(θ) =
1

π

∞∑
n=1

(−1)n−1θ−qn−1Γ(nq + 1)

n!
sin(nπq), θ ∈ R+. (8)

Здесь функцию Ψq называют функцией Райта. У многих авторов и читателей воз-
никает вопрос о сходимости ряда, определяющего функцию Райта, так как в источниках
такую информацию не получается найти, кроме того, интересна связь между представ-
лением решения в банаховом пространстве и решения в скалярном случае. Мы в работе
разъясним эти вопросы.

1. Основные понятия

О п р е д е л е н и е 1. Функция вида

Eq,β(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(qn+ β)
, q, β > 0, z ∈ C

называется функцией Миттаг-Леффлера.
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Отметим, что Eq(z) = Eq,1(z).

Определим еще одну функцию, которая тесно связана с функцией Миттаг-Леффлера:

M(θ, q) =
1

θq

∞∑
n=0

(−θ)n

n!Γ(−qn)
, q > −1, θ ∈ C (9)

Ряд, стоящий в формуле для последней функции, абсолютно сходится при всех
q > −1, кроме того, если мы обозначим символом L преобразование Лапласа, спра-
ведливы равенства (см., например, [5, 9])

L(M(θ, q))(s) = Eq,1(−s), L(θqM(θ, q))(s) = Eq,q(−s). (10)

В дальнейшем нам пригодятся следующие свойства гамма-функции:

Γ(q)Γ(1− q) =
π

sinπq
, (11)

Γ(q + 1) = qΓ(q). (12)

2. Основные результаты

Чтобы установить переход от интегрального решения в банаховом пространстве к
решению в скалярном случае, преобразуем операторы G, T , для этого подставим (8) в
(7), а затем результат подстановки в (6), тогда мы имеем:

G(t) =
∫ ∞

0

1

πq

∞∑
n=1

(−1)n−1θn−1Γ(nq + 1)

n!
sin(nπq)U(tqθ)dθ,

T (t) = q

∫ ∞

0

θ
1

πq

∞∑
n=1

(−1)n−1θn−1Γ(nq + 1)

n!
sin(nπq)U(tqθ)dθ.

Дальнейшие преобразования приведем для оператора G, для оператора T все вы-
водится аналогично. Воспользовавшись свойствами (11) и (12), мы имеем:

G(t) =
∫ ∞

0

1

πq

∞∑
n=1

(−1)n−1θn−1Γ(nq + 1)

n!
sin(nπq)U(tqθ)dθ =

=

∫ ∞

0

1

πq

∞∑
n=1

(−1)n−1θn−1Γ(nq + 1)

n!

π

Γ(nq)Γ(1− nq)
U(tqθ)dθ =

=

∫ ∞

0

1

πq

∞∑
n=1

(−1)n−1θn−1nqΓ(nq)

n!

π

(−nq)Γ(nq)Γ(−nq)
U(tqθ)dθ =

=

∫ ∞

0

1

πq

∞∑
n=1

(−1)n−1θn−1 (−π)

n!Γ(−nq)
U(tqθ)dθ =

=

∫ ∞

0

1

qθ

∞∑
n=1

(−θ)n

n!Γ(−nq)
U(tqθ)dθ =
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=

∫ ∞

0

M(θ, q)U(tqθ)dθ.

Таким образом, мы получили следующие представления:

G(t) =
∫ ∞

0

M(θ, q)U(tqθ)dθ, T (t) =

∫ ∞

0

θqM(θ, q)U(tqθ)dθ.

Теперь, используя тот факт, что в скалярном случае U(tqθ) = eλt
qθ, мы имеем:

G(t) =
∫ ∞

0

M(θ, q)U(tqθ)dθ =

∫ ∞

0

e−(−λtq)θM(θ, q)dθ = L(M(θ, q))(−λtq) = Eq,1(λt
q),

T (t)=

∫ ∞

0

θqM(θ, q)U(tqθ)dθ =

∫ ∞

0

e−(−λtq)θθqM(θ, q)dθ = L(θqM(θ, q))(−λtq) = Eq,q(λt
q).

Таким образом, если мы обобщим функцию Миттаг-Леффлера для случая линей-
ного ограниченного оператора в банаховом пространстве, то мы можем переписать ре-
шение задачи (4) - (5) в следующем, более простом, виде:

x(t) = Eq(t
qA)x0 +

∫ t

0

(t− s)q−1Eq,q((t− s)qA)f(s) ds.
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