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Аннотация. Рассматривается задача Коши для дифференциального уравнения
с малым параметром при производной с возмущенным с помощью некоторого
параметра фредгольмовым оператором в банаховом пространстве. Исследуется
влияние этого параметра. Находится решение в виде асимптотического разло-
жения. При решении задачи используется метод каскадной декомпозиции урав-
нения, позволяющий расщепить уравнение на уравнения в подпространствах.
Ключевые слова: дифференциальное уравнение; асимптотическое решение; ма-
лый параметр; возмущение в правой части; фредгольмов оператор; явление по-
гранслоя

Введение

Рассматривается задача:

ε
dx

dt
= (A+ c · I)x(t, ε) + F (t), (0.1)

x(0, ε) = x0, (0.2)

где A — линейный замкнутый, вообще говоря неограниченный, фредгольмов оператор
с нулевым индексом (далее, Φ0 -оператор), действующий в банаховом пространстве,
domA = E ; F (t) — заданная функция со значениями в E ; c ∈ C\{0} ; ε ∈ (0, ε0) ;
t ∈ [0, T ].

Об актуальности задачи свидетельствует широкое прикладное значение уравнения
(1): движение сильновязкой жидкости (напр., крови в сосудах), поведение тонких упру-
гих оболочек, процессы обтекания затупленного тела сверхзвуковым потоком вязкого
газа и т. д.
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Приложением исходной задачи может быть начально-краевая задача для уравнения

ε2
∂2u

∂t2
− 2ε

∂2u

∂x∂t
+

∂2u

∂x2
− 2εc

∂u

∂t
+ 2c

∂u

∂x
+ (γ2 + c2)u(x, t, ε) = φ(x, t).

Это уравнение встречается в теории дифракции, в задачах математической физики,
связанных с потенциальными барьерами квантовой физики [1]. В работе [2] исследова-
но влияние параметра c на поведение решения, а также найдено это решение в виде
тригонометрического ряда с обоснованием его сходимости.

Поставленная задача при значении c = 0 изучена многими авторами; построено
асимптотическое решение различными методами [3–6].

В настоящей работе выявляется условие регулярности вырождения; строится асимп-
тотическое разложение решения задачи (0.1), (0.2) по степеням параметра ε в виде
следующего ряда:

x(t, ε) = x̄m(t, ε) + v̄m(t, ε) +Rm(t, ε),

x̄m(t, ε) =
m∑
k=0

εkxk(t), v̄m(t, ε) =
m∑
k=0

εkvk(τ), τ =
t

ε
,

(0.3)

где x̄m(t, ε) — регулярная часть, v̄m(t, ε) — погранслойная часть, Rm(t, ε) — остаточ-
ный член разложения. Доказывается асимптотичность этого разложения.

1. Основные сведения

Приведем сведения, необходимые для решения поставленной задачи.

С в о й с т в о 1.1. Линейный Φ0 -оператор A : E → E обладает свойством:

E = KerA⊕ CoimA, E = CokerA⊕ ImA, (1.1)

где CoimA — прямое дополнение к KerA, CokerA — дефектное подпространство;
сужение Ã = A|CoimA∩domA имеет ограниченный обратный Ã−1 ; dimKerA =

dimCokerA < ∞ [7].

Пусть P — проектор на KerA, Q — проектор на CokerA, отвечающие разло-
жениям (1.1), I — единичный оператор в соответствующем подпространстве, A− =

Ã−1(I −Q) — полуобратный оператор.
Имеет место следующее утверждение о решении линейного уравнения [8, 9].

Лемма 1.1. Линейное уравнение с Φ0 -оператором A

Aξ = η

равносильно системе

ξ = A−η + Pξ для любого Pξ ∈ KerA,

Qη = 0.
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О п р е д е л е н и е 1.1. Ограниченная функция v(t, ε), определенная на [0, T ],

называется функцией погранслоя вблизи t = 0 , если при ε → 0 имеет место v(t, ε) ⇒ 0

на [t′, T ] для всех t′ ∈ (0, T ), и v(t, ε);0 на [0, T ] [10].

Возможно следующее поведение решения x(t, ε) при ε → 0 :
1) x(t, ε) ⇒ x̄(t) на [0, T ], где x̄(t) — решение предельного уравнения

(A+ c · I)x̄(t) = −F (t). (1.2)

2) x(t, ε) = x̄(t) + v(t, ε), где v(t, ε) — функция погранслоя вблизи t = 0 ;
3) ∥x(t, ε)∥ → +∞ ;
4) x(t, ε) не имеет предела.
Вводятся следующие обозначения: U(t) — полугрупповой оператор, порожденный

оператором A, R(λ) — резольвента оператора A.

Рассматривается задача Коши для уравнения

dw

dt
= Aw(t), t ∈ [0, T ]. (1.3)

Имеет место следующее утверждение [11].

Теорема 1.1. Для того, чтобы задача Коши для уравнения (1.3) с замкнутым
оператором A была равномерно корректной, необходимо и достаточно, чтобы для
резольвенты R(λ) выполнялось условие:

∥Rn(λ)∥ 6 µ

(Reλ− ω)n
, (Reλ > ω) (1.4)

при некоторых ω и µ. При этом для соответствующей полугруппы справедливо нера-
венство:

∥U(t)∥ 6 µeωt.

Число ω называется типом полугруппы U(t).

2. Решение линейного уравнения с возмущенным оператором

Рассматривается уравнение
(A+ c · I)v = w (2.1)

с линейным Φ0 -оператором A, действующим в банаховом пространстве E ; единичным
оператором I ; некоторым комплексным параметром c ̸= 0 ; заданным элементом w ∈
E. Требуется найти элемент v ∈ E.

Исследуется случай, когда операторы Aj, j = 1, 2, . . . , определяемые по формулам:

A0 = A, P0 = P, Q0 = Q,

S1 = I, Sj = Qj−2Sj−1A
−
j−2Sj−1, j = 2, 3, . . . ,

Aj = Qj−1SjPj−1, j = 1, 2, . . . ,

ненулевые.
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У с л о в и е 2.1. Существует такое число r, что оператор Ar обратим (в подпро-
странстве KerAr ). Пусть p – минимум из таких r.

Строятся проекторы P на KerA, Q на CokerA, отвечающие разложениям:

E = KerA⊕ CoimA, E = CokerA⊕ ImA;

проекторы Pj на KerAj, Qj на CokerAj, отвечающие разложениям:

KerA = KerA1 ⊕ CoimA1, CokerA = CokerA1 ⊕ ImA1;

KerAj = KerAj+1 ⊕ CoimAj+1, CokerAj = CokerAj+1 ⊕ ImAj+1, j = 1, 2, . . . ;

полуобратные операторы A−, A−
j , j = 1, 2, . . . .

Вводятся обозначения:

w0 = w,

wj = −Qj−1Sj(I + c · (−1)j+1A−
j−1Sj)

−1
A−

j−1wj−1 + c−1(−1)j+1Qj−1wj−1, j = 1, 2, . . . .
(2.2)

Перейдем к решению исходного уравнения. Оно решается в несколько шагов с при-
менением метода каскадной декомпозиции уравнения. Применяется утверждение лем-
мы 1.1.

1 шаг. Уравнение (2.1) равносильно системе

v = A−(−cv + w) + Pv, (2.3)

Q(−cv + w) = 0 (2.4)

с искомым элементом Pv ∈ KerA. Из соотношения (2.3) имеем:

(I + c · A−)v = A−w + Pv. (2.5)

Пусть выполнено условие: ∥∥c · A−∥∥ < 1.

Тогда равенство (2.5) можно обратить:

v = (I + c · A−)
−1
A−w + (I + c · A−)

−1
Pv. (2.6)

Подставив (2.6) в (2.4), с учетом обозначений (2.2), получим уравнение

Q(I + c · A−)
−1
Pv = w1. (2.7)

Пусть p = 1 и выполнены равенства:

(A−)
j
P = 0, j = 1, 2, . . . .

Тогда, раскрыв левую часть уравнения (2.7), получим уравнение

QPv = w1,
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то есть (так как P 2 = P ) уравнение

QP (Pv) = w1,

которое в силу обратимости оператора A1 = QP имеет решение

Pv = A−1
1 w1. (2.8)

Подставив выражение (2.8) в (2.6), получим искомое решение уравнения.
Если же p ̸= 1, то переходим к следующему шагу.
2 шаг. Пусть p = 2 и выполнены равенства:

(A−)
j
P = 0, j = 2, 3, . . . .

Тогда раскрытие уравнения (2.7) приводит к уравнению

QPv − c ·QA−Pv = w1. (2.9)

В силу Φ0 -свойства оператора A1, (2.9) равносильно системе

Pv = c · A−
1 QA−Pv + A−

1 w1 + P1v, (2.10)

c ·Q1QA−Pv +Q1w1 = 0 (2.11)

с искомым элементом P1v ∈ KerA1. Уравнение (2.10) — это уравнение относительно
элемента Pv :

(I − c · A−
1 QA−)Pv = A−

1 w1 + P1v,

которое при выполнении условия ∥∥c · A−
1 QA−∥∥ < 1

можно обратить:

Pv = (I − c · A−
1 QA−)

−1
A−

1 w1 + (I − c · A−
1 QA−)

−1
P1v. (2.12)

Подстановка выражения (2.12) в (2.11) с учетом обозначений (2.2) приводит к уравне-
нию относительно элемента P1v :

Q1QA−(I − c · A−
1 QA−)

−1
P1v = w2. (2.13)

Пусть выполнены равенства:

(A−
1 QA−)

j
P1 = 0, j = 1, 2, . . . .

Тогда уравнение (2.13) приводится к уравнению

Q1QA−P1v = w2,
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то есть к уравнению
Q1QA−P1(P1v) = w2,

которое в силу обратимости оператора A2 = Q1QA−P1 имеет решение

P1v = A−1
2 w2. (2.14)

Подставив сначала выражение (2.14) в (2.12); затем подставив полученное выражение
в (2.6), получим искомое решение уравнения.

Дальнейшее расщепление исходного уравнения производится аналогично.
Получен следующий результат.

Лемма 2.1. Пусть выполнено условие 2.1. Пусть выполнены неравенства:∥∥c · A−
j Sj+1

∥∥ < 1, j = 0, 1, . . . , p− 1. (2.15)

Пусть выполнены соотношения:

(A−
j Sj+1)

p+i−j
Pj = 0, i = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . , p− 1. (2.16)

Тогда уравнение (2.1) имеет решение, определяемое по формулам:

v = (I + c · A−)
−1
(A−w + v0),

vj = (I + c · (−1)j+1 · A−
j+1Sj+2)

−1
(A−

j+1wj+1 + vj+1), j = 0, 1, . . . , p− 2,

vp−1 = A−1
p wp,

(2.17)

где wj определяются по формулам (2.2).

З а м е ч а н и е 2.1. Решение предельного уравнения (1.2) определяется по той же
формуле (2.17).

3. Оценка на полугрупповой оператор оператора A+ c · I
Введем следующие обозначения: Ac = A + c · I, Uc(t) — полугрупповой оператор,

порожденный оператором Ac, ωc = ω + |c| , Rc(λ) — резольвента оператора Ac.

Пусть задача Коши для уравнения (1.3) равномерно корректна и имеет тип ω.

Выразим резольвенту Rc(λ) через резольвенту R(λ). Применим соотношение

Rc(λ) = R(λ− c)

и тождество Гильберта

R(µ1)−R(µ2) = (µ1 − µ2)R(µ1)R(µ2).

Взяв µ1 = λ, µ2 = λ− c, получим равенство

R(λ) = (I + c ·R(λ))Rc(λ). (3.1)
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Пусть выполнено неравенство

∥c ·R(λ)∥ < 1. (3.2)

Тогда соотношение (3.1) обращается слева:

Rc(λ) = (I + c ·R(λ))−1R(λ).

Раскроем последнее равенство:

Rc(λ) = (
∞∑
k=0

ck(−1)kRk(λ))R(λ) =
∞∑
k=0

ck(−1)kRk+1(λ) = −c−1

∞∑
k=0

ck+1(−1)k+1Rk+1(λ).

Пусть выполнено условие

0 <
|c|

Reλ− ω
< 1,

то есть
Reλ > ωc. (3.3)

Оценим резольвенту Rc(λ), пользуясь неравенством (1.4):

∥Rc(λ)∥ =
∣∣c−1

∣∣ · ∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

ck+1(−1)k+1Rk+1(λ)

∥∥∥∥∥ 6
∣∣c−1

∣∣ · ∞∑
k=0

∣∣ck+1
∣∣ · ∥∥Rk+1(λ)

∥∥ 6

6
∣∣c−1

∣∣ · ∞∑
k=0

|c|k+1 · µ

(Reλ− ω)k+1
= µ

∣∣c−1
∣∣ · ∞∑

k=0

(
|c|

Reλ− ω

)k+1

=
µ

Reλ− ωc

.

(3.4)

При этом, в силу теоремы 1.1, для полугруппы Uc(t) справедлива оценка:

∥Uc(t)∥ 6 µeωct. (3.5)

З а м е ч а н и е 3.1. При выполнении условия (3.3) имеет место неравенство (3.2).

Таким образом, получен следующий результат.

Теорема 3.1. Пусть задача Коши для уравнения (1.3) равномерно корректна и
имеет тип ω. При выполнении условия (3.3) задача Коши для уравнения

dw

dt
= Acw(t)

также равномерно корректна. Для резольвенты Rc(λ) оператора Ac имеет место
оценка (3.4). При этом для соответствующей полугруппы Uc(t) имеет место оцен-
ка (3.5).
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4. Асимптотическое решение задачи (0.1), (0.2)
Для вычисления компонент разложения (0.3) воспользуемся методом Васильевой–

Вишика–Люстерника, разработанным в работах [12, 4]. Получим уравнения первого ите-
рационного процесса:

Acx0(t) = −F (t), (4.1)

Acxk(t) =
dxk−1

dt
, k = 1, 2, . . . ,m; (4.2)

уравнения второго итерационного процесса:

dvk
dτ

= Acvk(τ), k = 0, 1, . . . ,m; (4.3)

уравнение для остаточного члена:

ε
dRm

dt
= AcRm(t, ε)− εm+1dxm

dt
; (4.4)

уравнения для нахождения начальных значений:

x0(0) + v0(0) = x0,

xk(0) + vk(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,m;
(4.5)

Rm(0, ε) = 0. (4.6)

Решение уравнений первого итерационного процесса
Уравнения первого итерационного процесса (4.1), (4.2) — это уравнения вида (2.1).

Применим к ним результаты, полученные в главе 2.
Вводятся следующие обозначения:

F00(t) = −F (t),

F0j(t) = −Qj−1Sj(I + c · (−1)j+1A−
j−1Sj)

−1
A−

j−1F0 j−1 + c−1(−1)j+1Qj−1F0 j−1(t),

Fk0(t) =
dxk−1

dt
,

Fkj(t) = −Qj−1Sj(I + c · (−1)j+1A−
j−1Sj)

−1
A−

j−1Fk j−1(t)+

+ c−1(−1)j+1Qj−1Fk j−1(t), k = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . .

(4.7)

Пусть выполнено условие 2.1. Пусть функция F (t) непрерывно дифференцируема
m раз. Пусть выполнены неравенства (2.15) и соотношения (2.16). Тогда уравнения
(4.1), (4.2) имеют решения, определяемые по формулам:

x0(t) = (I + c · A−)
−1
(−A−F (t) + y00(t)),

y0j(t) = (I + c · (−1)j+1A−
j+1Sj+2)

−1
(A−

j+1F0 j+1(t) + y0 j+1(t)), j = 0, 1, . . . , p− 2,

y0 p−1(t) = A−1
p F0p(t);

xk(t) = (I + c · A−)
−1
(A−dxk−1

dt
+ yk0(t)),

ykj(t) = (I + c · (−1)j+1A−
j+1Sj+2)

−1
(A−

j+1Fk j+1(t) + yk j+1(t)), j = 0, 1, . . . , p− 2,

yk p−1(t) = A−1
p Fkp(t), k = 1, 2, . . . ,m.

(4.8)
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Решение уравнений второго итерационного процесса
Решение уравнений (4.3) с начальным значением vk(0) равно [11]

vk(τ) = Uc(t)vk(0), k = 0, 1, . . . ,m. (4.9)

Пусть задача Коши для уравнения (1.3) равномерно корректна и имеет тип ω. Функ-
ции (4.9) являются функциями погранслоя тогда и только тогда, когда выполнено усло-
вие

ωc < 0, (4.10)

вытекающее из оценки (3.5) теоремы 3.1. Это условие регулярности вырождения.
Начальные значения vk(0) определяются из соотношений (4.5) и формул (4.8) для

xk(t) при t = 0.

5. Асимптотичность разложения (0.3)

Вводится оператор Aε = ε−1Ac и его полугрупповой оператор Uε(t).

Решив уравнение (4.4) с начальным условием (4.6), получим:

Rm(t, ε) = −εm
t∫

0

Uε(t− s)
dxm

ds
ds. (5.1)

Для доказательства асимптотичности разложения (0.3) достаточно установить спра-
ведливость следующего соотношения на остаточный член Rm(t, ε) :

Rm(t, ε) = o(εm(xm(t) + vm(τ)), ε → 0, t ∈ [0, T ],

то есть оценки:
∥Rm(t, ε)∥ 6 µ1ε

m+1, µ1 = const,

или, как это следует из соотношения (5.1), оценки:∥∥∥∥∥∥
t∫

0

Uε(t− s)
dxm

ds
ds

∥∥∥∥∥∥ < µ1 · ε.

Справедлива оценка, вытекающая из неравенства (3.5):

∥Uε(t)∥ =

∥∥∥∥Uc

(
t

ε

)∥∥∥∥ 6 µ1 exp

(
ωc ·

t

ε

)
, m1 = const > 0. (5.2)

В силу ограниченности полугруппы Uε(t) и функции
dxm

dt
, имеем:

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

Uε(t− s)
dxm

ds
ds

∥∥∥∥∥∥ 6 µ2

t∫
0

∥Uε(t− s)∥ ds, µ2 = const > 0.
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Пусть выполнено условие (4.10). Оценим интеграл в правой части последнего нера-
венства, пользуясь оценкой (5.2):

t∫
0

∥Uε(t− s)∥ ds 6 µ2

t∫
0

exp
(ωc

ε
· (t− s)

)
ds = −µ2

ε

ωc

(
1− exp

(ωc

ε
· t
))

6

6 −µ2
ε

ωc

(
1− exp

(ωc

ε
· T

))
= −µ2

ωc

(
1− exp

(ωc

ε
· T

))
· ε = µ3 · ε, µ3 = const > 0.

Таким образом, получен следующий результат.

Теорема 5.1. Пусть задача Коши для уравнения (1.3) равномерно корректна и
имеет тип ω. Пусть функция F (t) непрерывно дифференцируема m раз. Пусть вы-
полнено условие (4.10). Тогда имеет место асимптотическое разложение (0.3) реше-
ния задачи (0.1), (0.2).

Пусть выполнено условие 2.1. Пусть выполнены неравенства (2.15) и соотношения
(2.16). Тогда компоненты xk(t) разложения определяются по формулам (4.8), (4.7) и
являются непрерывно дифференцируемыми функциями.

Компоненты vk(τ) разложения определяются по формулам (4.9), (4.5).

Теорема 5.2. Имеет место следующее поведение решения x(t, ε) при ε → 0. Слу-
чай 1) имеет место, если все точки спектра оператора A находятся в полуплоскости
Reλ < ωc < 0. Случай 3) — если хотя бы одна точка спектра оператора A находится
в полуплоскости Reλ > |c|. Случай 4) имеет место, если хотя бы одна точка спектра
оператора A находится в полуплоскости Reλ = |c|, а остальные — в Reλ < |c|.
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Abstract. The paper is devoted to the Cauchy problem for a differential equation
with a small parameter when using a Fredholm operator in a Banach space with
a certain method. The investigated effect of this parameter. The solution is in the
form of an asymptotic expansion. When solving the problems of using the cascade
decomposition method for equations, which allows us to split the equation into
equations in subspaces.
Keywords: differential equation; asymptotic solution; small parameter; perturbation
in the right-hand side; Fredholm operator; boundary layer phenomenon
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