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Аннотация. Установлена взаимносвязь условий почти выпуклости и прокси-
мальной гладкости (называемой также нижним C2 свойством) функций. Для
компактных множеств доказано, что условия почти выпуклости и проксималь-
ной гладкости эквивалентны. Построены конусы касательных направлений в
смысле Булигана для множеств, которые задаются почти выпуклыми функци-
ями.
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1. Почти выпуклость и проксимальная гладкость множеств

Пусть M — подмножество конечномерного евклидова пространства Rn. В дальней-
шем, через intM,M, ∂M будем обозначать соответственно внутренность, замыкание и
границу множества M ⊆ Rn. Через ⟨x, y⟩ будем обозначать скалярное произведение
элементов x и y пространства Rn, через Br(x) — замкнутый шар с центром в x

радиуса r.

Положим
M0{x ∈M | λx+ (1− λ)y ∈M, ∀y ∈M, ∀λ ∈ [0, 1]}.

Подмножество M0 ⊆ M называется ядром звездности множества M. Если M0 ̸= ∅,
то множество M называется звездным. Звездное множество M называется звездным
телом, если int M0 ̸= ∅.

Положим
d(x,M) = inf

y∈M
∥x− y∥,

πM(x) = {y ∈M | ∥x− y∥ = d(x,M)}.
В.В. Остапенко в работе [1] ввел понятие θ -выпуклых множеств.
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О п р е д е л е н и е 1. [1] Множество M называется почти выпуклым с констан-
той θ ≥ 0, если для любых таких xi, λi, i ∈ I ( I — конечное множество индексов),
что xi ∈M, λi ≥ 0,

∑
i∈I λi = 1, выполняется включение:∑

i∈I

λixi ∈M + θmax
i,j∈I

∥xi − xj∥2B1(0).

Из этого определения непосредственно следует, что если множество M почти вы-
пукло с константой θ, то почти выпуклым с той же константой будет и замыкание M

множества M.

Отметим, что понятие почти выпуклости служит обобщением понятия выпуклости.

О п р е д е л е н и е 2. [2] Множество M ⊆ Rn называется проксимально гладким
с константой r > 0, если функция расстояния d(x,M) непрерывно дифференцируема
на множестве

U(M, r) = {x ∈ Rn | 0 < d(x,M) < r}.

О п р е д е л е н и е 3. [3] Будем говорить, что множество M удовлетворяет опор-
ному условию слабой выпуклости с константой r, если из того, что u ∈ U(M, r) и
x ∈ πM(u), следует равенство

d
(
x+

r

∥u− x∥
(u− x),M

)
= r.

Свойством почти выпуклых множеств посвящены многочисленные исследования
(см., например, работы [3, 4], монографии [5, 6]). М.В. Балашов и Г.Е. Иванов доказали
(см. [3, теорема 2.4]), что если M ⊆ Rn — замкнутое множество, то опорное условие
слабой выпуклости с константой r эквивалентно условию проксимальной гладкости
с той же константой. В.В. Остапенко в [1, теорема 2] показал, что если множество
M ⊆ Rn компактно, то опорное условие слабой выпуклости эквивалентно условию по-
чти выпуклости с точностью до константы. В этой же работе в теореме 3 доказано, что
если M ⊆ Rn замкнутое почти выпуклое множество с костантой θ, то на множестве
M+εB1(0), ε ≤ 1/(16θ), отображение πM однозначно. Позже Ф. Кларком, Р. Стерном
и П. Воленским (см. [8, теорема 4.11]) доказано, что если множество M замкнуто, то
условие проксимальной гладкости с константой R эквивалентно тому, что оператор
πM однозначно на множестве U(M, r).

Таким образом, учитывая вышеуказанные соображения, окончательно мы можем
сформулировать следующий результат.

Теорема 1. Пусть M ⊂ Rn− компактное подмножество. Тогда следующие усло-
вия эквивалентны с точности до константы.

1. M проксимально гладко;
2. M почти выпукло;
3. M удовлетворяет опорному условию слабой выпуклости.
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2. Непрерывные и липшицевые свойства почти выпуклых функций

О п р е д е л е н и е 4. [7] Пусть множество M ⊆ Rn выпуклое. Функция f(x)

называется слабо почти выпуклой на M с константой θ, если для любых векторов
xi ∈M и чисел λi ≥ 0,

∑
i∈I λi = 1, где I — конечное множество индексов, выполня-

ется неравенство
f
(∑

i∈I

λixi
)
≤

∑
i∈I

λif(xi) + θmax
i,j∈I

∥xi − xj∥2.

Легко заметить, что если f почти выпукла, то ее надграфик

epi(f) ≡ {(α, x) ∈ Rn+1 | α ≥ f(x), x ∈M}

является почти выпуклым множеством.

О п р е д е л е н и е 5. [7] Пусть множество M ⊆ Rn выпуклое. Функция f(x)

называется сильно почти выпуклой на M с константой θ, если для любых векторов
xi ∈M и чисел λi, i ∈ I,

∑
i∈I λi = 1, существует вектор y ∈M такой, что

∥y −
∑
i∈I

λixi∥ ≤ θmax
i,j∈I

∥xi − xj∥2, f(y) ≤
∑
i∈I

λif(xi).

В [7, лемма 1] показано, что если функция f сильно выпукла и липшицева, то она
слабо выпукла.

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть f — сильно почти выпуклая функция с констан-
той θ. Тогда множество M = {x ∈ Rn | f(x) ≤ 0} почти выпукло с той же кон-
стантой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть xi ∈ M, λi ≥ 0,
∑

i∈I λi = 1. Тогда существует
вектор y ∈ Rn такой, что

f(y) ≤
∑
i∈I

λif(xi) ≤ 0.

Это означает, что y ∈M и, поэтому

d(
∑
i∈I

λixi,M) ≤ θmax
i,j∈I

∥xi − xj∥2,

то есть множество M почти выпукло с константой θ.

Теорема 2. Пусть f слабо почти выпукла и x∗ ∈ int dom(f). Тогда существует
окрестность U точки x∗ такая, что функция f удовлетворяет условию Гельдера
с константой ν⟨2/3 на этой окрестности, то есть существует постоянная C > 0

такая, что
|f(x1)− f(x2)| ≤ C∥x1 − x2∥ν , ∀x1, x2 ∈ U.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала предположим, что x∗ = 0 и покажем непрерыв-
ность функции f в этой точке. Определим множество

P = {x ∈ Rn | − r ≤ xi ≤ r, i = 1, 2, . . . , n}, r > 0.

Покажем, что на множестве P функция f ограничена. Пусть x ∈ P. Тогда этот
вектор можно представить как выпуклую комбинацию вершин гиперкуба P, то есть
x =

∑m
i=1 λix

i, λi ≥ 0,
∑m

i=1 λi = 1, где xi, i = 1, 2, . . .m — вершины гиперкуба P. По
определению почти выпуклой функции имеем

f(x)≤
m∑
i=1

λif(xi) + θ max
i,j∈[1:m]

∥xi−xj∥2≤
m∑
i=1

λi max
i∈[1:m]

f(xi) + θ max
i,j∈[1:m]

∥xi−xj∥2≤α + 4θr2n,

где α = maxi∈[1:m] f(x
i). Отсюда следует, что функция f ограничена сверху на гипер-

кубе P.

Произвольному ε ∈ (0, 1) поставим в соответствие окрестность нуля вида Uε = ε2P.

Для любой точки x ∈ Uε, учитывая условие f(0) = 0, получим

f(x) = f
(
ε
x

ε
+ (1− ε)0

)
≤ εf

(x
ε

)
+ (1− ε)f(0) + θ

∥∥x
ε
− 0

∥∥2 ≤

≤ εf
(x
ε

)
+ 4θεnr2 = ε

(
α + 4θnr2

)
;

0 = f(0) = f
( x

1 + ε
+

ε

1 + ε

(
− x

ε

))
≤ 1

1 + ε
f(x) +

ε

1 + ε
α + θ

∥∥x+ x

ε

∥∥2
.

Отсюда
0 ≤ f(x) + εα + 4(1 + ε)2εθnr2.

Таким образом доказано, что

| f(x) |≤ ϵ
(
α+ 4(1 + ε)2nθr2

)
.

Следовательно, функция f непрерывна в точке x∗ = 0.

Рассмотрим общий случай. Определим функцию

φ(x) ≡ f(x∗ + x)− f(x∗).

Очевидно, что φ(0) = 0. Покажем, что функция φ почти выпукла. Действительно,
имеем

φ
(∑

i∈I

λixi
)
= f

(∑
i∈I

λixi + x∗
)
− f(x∗) = f

(∑
i∈I

λixi +
∑
i∈I

λix
∗)− f(x∗) =

= f
(∑

i∈I

λi(xi + x∗)
)
− f(x∗) ≤

∑
i∈I

λif(xi + x∗)− f(x∗)+

+θmax
i,j∈I

∥∥xi + x∗ − (xj + x∗)
∥∥2

=
∑
i∈I

λiφ(xi) + θmax
i,j∈I

∥∥xi − xj)
∥∥2
.
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Таким образом, функция φ почти выпукла и φ(0) = 0. Поэтому она непрерывна в
нуле, что означает непрерывность функции f в точке x∗.

Так как функция f непрерывна в точке x∗, то существует окрестность U = x∗ +

2δB1(0) ( 0 < δ < 1 ) этой точки и число β такие, что |f(x)| ≤ β, ∀x ∈ U. Для разных
x1, x2 из множества x∗ + δB1(0) положим x3 = x2 + (δ/α)(x2 − x1), где α = ∥x2 − x1∥ν
( ν ≤ 1 ), и заметим, что x3 ∈ U. Имеет место соотношение

x2 =
δ

δ + α
x1 +

α

α + δ
x3,

поэтому из почти выпуклости f получаем

f(x2) ≤
δ

δ + α
f(x1) +

α

α + δ
f(x3) + θ

(
1 +

δ

α

)2

∥x2 − x1∥2.

Тогда

f(x2)− f(x1) ≤
α

α + δ

[
f(x3)− f(x1)

]
+ θ

(
1 +

δ

α

)2

∥x2 − x1∥2 ≤

≤ 2β

δ
∥x1 − x2∥p + θ

(
1 +

δ

α

)2

∥x2 − x1∥2 =

= ∥x1 − x2∥ν
(2β
δ

+ θ∥x2 − x1∥2−ν + 2δ∥x2 − x1∥2−2ν + δ2∥x2 − x1∥2−3ν
)
.

Вследствие неравенства ν < 2/3 выражение в скобках ограничено некоторым числом
C > 0.

Так как в полученных соотношениях x1 и x2 можно поменять местами, то заклю-
чаем, что функция f гельдерева в окрестности точки x∗.

Изучим теперь липшицево свойство почти выпуклых функций. Ниже будет доказа-
но, что почти выпуклые функции липшицевы, если их надграфики являются звездными
множествами.

Пусть a : Rn −→ 2R
m — многозначное отображение. Обозначим

graph(a){(x, y) ∈ Rn+m | y ∈ a(x)}.

Определим отображение a0, графиком которого является множество (graph(a))0.

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть a : Rn → 2R
m− многозначное отображение со

звездным и замкнутым графиком и x0 ∈ int dom(a0). Тогда существует число γ > 0

такое, что

d(y, a(x)) ≤ d(x, a−1(y))

γ

(
1 + ∥y − y0∥

)
, ∀x ∈ Bγ(x0), ∀y ∈ Im(a).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x0 ∈ int dom(a0), y0 ∈ a0(x0). Тогда из [8, предло-
жение 3.3.8] следует, что

x0 ∈ int (a0)−1(K
∩

B1(y0)), где Kdom(a0)−1.
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Значит, существует такое γ > 0, что B2γ(x0) ⊆ (a0)−1(K
∩
B1(y0)). Пусть y ∈ Im(a)

и x ∈ Bγ(x0). Если y ∈ a(x), то d(y, a(x)) = 0. Если y /∈ a(x), то для любого
ε > 0 существует такое z ∈ a−1(y), что ∥x − z∥ ≤ d(x, a−1(y)) + ε. Так как Bγ(x) ⊆
(a0)−1(K

∩
B1(y0)), то

x− z

∥x− z∥
γ ∈ (a0)−1

(
K

∩
B1(y0)

)
− x. (1)

Положим
λ =

∥x− z∥
∥x− z∥+ γ

.

Ясно, что λ ∈ (0, 1). Включение (1) можно записать следующим образом:

(1− λ)(x− z) ∈ λ(a0)−1
(
K

∩
B1(y0)

)
− λx. (2)

Поскольку z ∈ a−1(y) и график отображения a−1 является звездным множеством, то
из (2) следует, что существует y1 ∈ K

∩
B1(y0), такое, что

x ∈ λ(a0)−1(y1) + (1− λ)a−1(y) ⊆ a−1(λy1 + (1− λ)y).

Следовательно, yxλy1 + (1− λ)y ∈ a(x). Кроме того, так как y1 ∈ B1(y0), то

∥yx − y∥ = λ∥y1 − y∥ ≤ λ(∥y1 − y0∥+ ∥y0 − y∥) ≤ λ(1 + ∥y − y0∥).

Далее,

λ
∥x− z∥

γ + ∥x− z∥
≤ d(x, a−1(y)) + ε

γ
.

Таким образом, для всех x ∈ Bγ(x0) выполнено

d(y, a(x)) ≤ d(x, a−1(y)) + ε

γ

(
1 + ∥y − y0∥

)
.

Переходя к пределу при ε→ 0, получим

d(y, a(x)) ≤ d(x, a−1(y))

γ

(
1 + ∥y − y0∥

)
, x ∈ Bγ(x0).

Следствие 1. Пусть f : Rn → R — непрерывная функция, надграфиком которой
является звездное множество. Пусть a — многозначное отображение, графиком ко-
торого является надграфик функции f, то есть

graph(a) = epi(f) ≡ {(α, x) ∈ Rn+1 | α ≥ f(x)}.

Тогда функция f локально липшицева на int dom(a0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим предыдущее утверждение к отображению F,

которое является обратным к отображению a(x) = f(x) +R+. Выберем x0 ∈ dom(F 0).

В силу непрерывности f(x) в x0 существует число γ1 ≤ γ такое, что |f(x)−f(x0)| ≤ γ1
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для всех x ∈ Bγ0(x0). Пусть x1, x2 ∈ Bγ0(x0) и f(x1) > f(x2). Применим предложение
2, которое утверждает, что если x1, x2 ∈ Bγ0(x0) и f(x2) ∈ domF, то

|f(x1)− f(x2)| = f(x1)− f(x2) = inf
λ∈F−1(x1)

|λ− f(x2)| = d(F−1(x1), f(x2)) ≤

≤ 1

γ
d
(
x1, F (f(x2))

)(
1 + |f(x2)− f(x0)|

)
≤ 2

γ
|x1 − x2|.

Имея в виду этот результат и учитывая, что слабо почти выпуклая функция непре-
рывна в любой точке x ∈ int dom(f) (она гельдерева в окрестности этой точки, см. тео-
рему 2), мы можем сформулировать следующий результат.

Теорема 3. Пусть f(x) — почти выпуклая функция, надграфиком которой явля-
ется звездное множество. Далее, пусть Ω ⊆ int dom(a0) — компактное подмноже-
ство. Тогда функция f липшицева на Ω.

3. Нижнее C2 свойство слабо почти выпуклых функций

Имеет место следующий результат [2, теорема 5.1 и теорема 5.2].

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть функция f(x) липшицева на открытом выпуклом
и ограниченном подмножестве P ⊆ Rn. Тогда следующие условия эквивалентны.

1. Функция f обладает нижним σ − C2 свойством [2], то есть

f(x) = sup
s∈S

{−σ∥x∥2 + ⟨b(s), x⟩+ c(s)}, ∀x ∈ P,

где σ — некоторое положительное число, S — компакт, b(s), c(s) — непрерыв-
ные функции, определенные на S.

2. Для x ∈ P, x∗ ∈ ∂Cf(x) имеет место неравенство

f(y) ≥ −σ∥y − x∥2 + ⟨x∗, y − x⟩+ f(x), ∀y ∈ P,

здесь ∂Cf(x) – субдифференциал функции f в точке x в смысле Кларка (см. [7]).
3. Множество epi(f) проксимально гладко с константой σ.

Теорема 4. Пусть f — слабо почти выпуклая функция, надграфикoм которой яв-
ляется звездное множество и P — открытое выпуклое ограниченное подмножество
такое, что P ⊂ int dom(a0). Тогда

1. Функция f обладает нижним C2 свойством на P ;
2. Функция f регулярна, то есть существует производная по направлениям и име-

ет место равенство

f ′(x, h) = lim
α↓0

f(x+ αh)− f(x)

α
= max

x∗∈∂Cf(x)
⟨x∗, x⟩, x ∈ P, h ∈ Rn.

Более того, если f локально липшицева на открытом выпуклом подмножестве P и
множество epi(f) проксимально гладко, то f слабо почти выпуклa на P.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как f почти выпуклая функция, то epi(f) =

{(x, α) | α ≥ f(x), x ∈ P} — почти выпуклое множество. Почти выпуклым также
будет замыкание этого множества epi(f) = {(α, x) | α ≥ f(x), x ∈ P}. Следователь-
но, согласно вышесказаному существует некоторая окрестность этого множества такая,
что любая точка из этой окрестности имеет единственную проекцию на epi(f). Зна-
чит, множество epi(f) проксимально гладко. Так как имеет место очевидное равенство
d(x,M) = d(x,M), то проксимально гладким будет и множество epi(f). Теперь первое
и второе утверждение теоремы непосредственно следует из предложения 2.

Докажем вторую часть теоремы. Согласно предложению 3 функция f имеет сле-
дующее представление:

f(x) = sup
s∈S

{
− σ∥x∥2 + ⟨b(s), x⟩+ c(s)

}
, ∀x ∈ P.

Покажем, что она почти выпукла. Сначала покажем, что для каждого s ∈ S почти
выпуклым будет следующая функция:

φs(x) = −σ∥x∥2 + ⟨b(s), x⟩+ c(s).

Пусть xi ∈ P, λi ≥ 0, x =
∑

i∈I λix
i, r = maxi,j∈I ∥xi − xj∥. По формуле Тейлора

φs(x
i) = φs(x) + ⟨φ′

s(x), x
i − x⟩+ 1

2
⟨φ′′

s(x)(x
i − x), xi − x⟩.

Отсюда, так как ∣∣∑
i∈I

λi
1

2
⟨φ′′

s(x)(x
i − x, xi − x⟩

∣∣ ≤ σr2,

то∑
i∈I

λiφs(x
i) = φs(x) + ⟨φ′

s(x),
∑
i∈I

λix
i − x⟩+

∑
i∈I

λi
1

2
⟨φ′′

s(x)(x
i − x), xi − x⟩ ≥ φs(x)− θr2.

Значит,
sup
s∈S

φs(x) ≤
∑
i∈I

λi sup
s∈S

φs(x
i) + θr2,

то есть
f(x) ≤

∑
i∈I

λif(x
i) + θr2.

4. Касательный конус для множества M = {x ∈ Rn | g(x) = 0}, где g — слабо
почти выпуклая функция, и некоторые экстремальные свойства

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть g(x) – липшицева и слабо почти выпуклая функ-
ция на Rn и M ≡ {x ∈ Rn | g(x) = 0}. Предположим также, что x0 ∈ M и
0 /∈ ∂Cg(x0). Для каждого x∗ ∈ ∂gC(x0) положим

KM(x0, x
∗) ≡ {x ∈ Rn | g′(x0, x) ≤ 0, ⟨x∗, x⟩ ≥ 0}.

Тогда существует непрерывное отображение r(x) = o(x), определенное в окрестно-
сти нуля, такое, что x0 + x+ r(x) ∈M для достаточно малых x ∈ KM(x0, x

∗).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно второму утверждению теоремы 4 липшицева
функция f имеет обычную производную по направлениям. Нетрудно заметить, что
для некоторой функции r(x) = o(x) выполнено

g(x0 + x) ≤ g(x0) + g′(x0, x) + r(x).

Положим p(λ) ≡ sup{r(x) : ∥x∥ ≤ λ}. Ясно, что функция p(λ) монотонно не убывает,
p(λ) = o(λ) и r(x) ≤ p(∥x∥). Так как по предположению 0 /∈ ∂Cg(x0), существует
вектор w такой, что g′(x0, w) < 0. Поэтому, для x ∈ KM(x0, x

∗), γ > 0, получаем

g(x0 + x+ γ∥x∥w) ≤ g(x0) + g′(x0, x+ γ∥x∥w)+

p(∥x∥+ γ∥x∥∥w∥) ≤ g′(x0, x) + γ∥x∥g′(x0, w)+

p(∥x∥(1 + γ∥w∥)) = ∥x∥
[
γg′(x0, w) +

p((1 + γ∥w∥)∥x∥)
∥x∥

]
.

Выберем число δ+γ > 0 достаточно малым для того, чтобы при ∥x∥ ≤ δ+γ выделенное в
квадратных скобках выражение было меньше, чем 1/2γg′(x0, w). Тогда

g(x0 + x+ γ∥x∥w) ≤ 1/2γg′(x0, w)∥x∥ < 0.

Так как функция g почти выпукла и липшицева, то согласно второму утверждению
предложения 1 имеем

g(x0 + x− γ∥x∥w)− g(x0) ≥ ⟨x∗, x− γ∥x∥w⟩ − σ
∥∥x− γ∥x∥w

∥∥2
=

= ⟨x∗, x⟩+ γ∥x∥⟨x∗,−w⟩ − σ(∥x∥2 − 2⟨x, γ∥x∥w⟩+ ∥γ∥x∥w∥2) =

= ∥x∥
[
γ⟨x∗,−w⟩ − σ(∥x∥ − 2⟨x, γw⟩ − γ∥x∥∥w∥2)

]
.

Так как ⟨x∗,−w⟩ > 0, то выберем δ−γ > 0 настолько малым, что если ∥x∥ ≤ δ−γ ,

то выражение в квадратных скобках больше, чем положительное число 1/2γ⟨x∗,−w⟩.
Положим δγ = min{δ+γ , δ−γ } и при фиксированном x, ∥x∥ ≤ δ рассмотрим функцию

q(ω) ≡ g(x0 + x+ ω∥x∥w).

Имеем q(γ) < 0, q(−γ) > 0. Так как функция g непрерывна, то q тоже является
непрерывной функцией. Поскольку функция q на отрезке [−γ, γ] меняет знак, то в
некоторой точке ω(x) ∈ [−γ, γ] она обращается в нуль. Итак, для некоторого γ > 0

существует δγ > 0 такое, что

g(x0 + xω(x)w) = 0, |ω(x)| ≤ γ, ∥x∥ ≤ δγ.

Заметим также, что

lim
∆↓0

q(ω +∆)− q(ω)

∆
= lim

∆↓0

[g(x0 + x+ (ω +∆)∥x∥w)
∆

− g(x0 + x+ ω∥x∥w)
∆

]
=

= ∥x∥g′(x0 + x+ ω∥x∥w,w).
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Поэтому в силу полнепрерывности сверху функции g′(x,w) по x в точке x0 и согласно
условию g′(x0, w) < 0 при малых x имеем

lim
∆↓0

q(ω +∆)− q(ω)

∆
< 0.

Отсюда следует, что функция q монотонно убывает и, следовательно, она имеет
на отрезке единственный корень. Поэтому функция ω(x) для достаточно малых x

определяется однозначно. Из |ω(x)| ≤ γ и ∥x∥ ≤ δγ следует, что ω(x) → 0 при x → 0.

Покажем, что функция ω(x) непрерывна. Допустим противное. Пусть существуют две
последовательности {xi}, {yi}, такие, что x→ x0, yi → x0, но

ω(xi) → ω̄, ω(yi) → ω, ω̄ ̸= ω.

Из этих соотношений и из непрерывности функции f следует, что

g(x0 + x0 + ω̄∥x0∥w) = 0, g(x0 + x0 + ω∥x0∥w) = 0, |ω̄| ≤ γ, |ω| ≤ γ.

Однако, ω̄ = ω в силу однозначности функции ω(x).

Таким образом, показано, что в малой окрестности нуля и при x ∈ KM(x0, x
∗) функ-

ция ω(x) непрерывна, ω(x) → 0,

g(x0 + x+ ω(x)∥x∥w) = 0.

Так как конус замкнут и 0 ∈ KM(x0, x
∗), имеем ∥πKM (x0,x∗)(x)∥ ≤ ∥x∥. Положим

ψ(x) = x + ω(πKM (x0,x∗)(x))∥x∥w. Очевидно, что функция ψ непрерывна в некоторой
окрестности U нуля и такова, что

g(x0 +Ψ(x)) = 0, ψ(x)− x = o(x), ∀x ∈ KM(x0, x
∗)
∩

U.

С помощью предложения 4 можно описывать конус Булигана для множеств вида
M = {x ∈ Rn | g(x) = 0}, где g — липшицева и почти выпуклая функция. Напомним,
что касательный конус Булигана для множества M в точке x ∈M обозначается TM(x)

и определяется следующим образом: x ∈ TM(x) в том и только в том случае, если
существует последовательности строго положительных чисел λi → 0 и элементов xi →
x, таких, что x+ λixi ∈M.

Имеет место следующий результат.

Теорема 5. Пусть g(x)− липшицева и слабо почти выпуклая функция на Rn и
M ≡ {x ∈ Rn | g(x) = 0}. Предположим также, что x0 ∈M и 0 /∈ ∂Cg(x0). Тогда

TM(x0) = {x ∈ Rn | g′(x0, x) = 0}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x0 ∈ TM(x0). Это означает, что существует после-
довательности строго положительных чисел λi → 0 и элементов xi → x0, таких, что
g(x0 + λixi) = 0. Следовательно,

0 = g(x0 + λixi)− g(x0) = g(x0 + λix0 + λi(xi − x0))− g(x0) =
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= g(x0 + λix0)− g(x0) + g(x0 + λix0 + λi(xi − x0))− g(x0 + λix0) =

= λi
[
g′(x0, x) +

o(λi)

λi
+ ⟨x∗, xi − x0⟩

]
,

где x∗ ∈ ∂Cg(ξ), ξ ∈ [x0, x0 + λixi]. Отсюда получаем TM(x0) ⊆ {x/g′(x0, x) = 0}.
Покажем обратное включение. Очевидно, выполнено равенство

{x | g′(x0, x) = 0} =
∪

x∗∈∂Cg(x0)

KM(x0, x
∗).

Следовательно, если g′(x0, x) = 0, то для некоторого x∗ ∈ ∂Cg(x0) имеет место включе-
ние x ∈ KM(x0, x

∗). Поэтому согласно предложению 4 существует функция φ(λ) = o(λ)

такая, что x0 + λx+ φ(λ) ∈M при малых λ > 0, то есть x ∈ TM(x0).

Имеет место следующий очевидный факт.

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть f — липшицева и слабо почти выпуклая функция
и 0 ∈ ∂Cf(x0). Тогда существует число θ ≥ 0 такое, что x0 — точка минимума
функции f(y) + θ∥y − x0∥2 на Rn.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, по предложению 2 существует число
θ ≥ 0 такое, что для любого x∗ ∈ ∂Cf(x0) имеет место неравенство

f(y) ≥ −θ∥y − x0∥2 + ⟨x∗, y − x0⟩+ f(x0).

Из условия 0 ∈ ∂Cf(x0) следует f(y)+θ∥y−x0∥2 ≥ f(x0), то есть x0 — точка минимума
f(y) + θ∥y − x0∥2 на Rn.

П р е д л о ж е н и е 6. Пусть f — липшицева и слабо почти выпуклая функция
на Rn, M0 ≡ {x ∈ Rn | f(x) = 0}. Пусть x0 ∈M0 — точка минимума дифференциру-
емой и слабо выпуклой функции g на M. Если dim con ∂Cf(x0) ≥ 2, то существует
число ϑ ≥ 0 такое, что x0 — точка минимума функции g(x) + ϑ∥x − x0∥2 на мно-
жестве M− ≡ {f(x) ∈ Rn | f(x) ≤ 0}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По предположению 4 для каждого x∗ ∈ ∂Cf(x0) выпук-
лый конус

K(x0, x
∗) = {x ∈ Rn | f ′(x0, x) ≤ 0, ⟨x∗, x⟩ ≥ 0}

является конусом касательных направлений для M в точке x0. Поэтому согласно необ-
ходимому условию экстремума имеем

g′(x0) ∈ K∗(x0, x
∗) = −(con ∂Cf(x0)− con x∗), ∀x∗ ∈ ∂Cf(x0).

Согласно [10, теорема 4]

−g′(x0) ∈
∩

x∗∈∂Cf(x0)

(con ∂Cf(x0)− con x∗) = con ∂Cf(x0),

то есть 0 ∈ g′(x0) + con ∂Cf(x0). Отсюда, существует число λ ≥ 0 такое, что
0 ∈ g′(x0) + λ∂Cf(x0).
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Поскольку f — регулярная функция, а g непрерывно дифференцируема, имеем
0 ∈ ∂C(g + λf)(x0). Поэтому согласно предположению 4 существуют числа θ1, θ2 ≥ 0

такие, что x0 — точка минимума функции

g(x) + λf(x) + θ1λ∥x− x0∥2 + θ2∥x− x0∥2 = g(x) + λf(x) + ϑ∥x− x0∥2

на Rn, где ϑ = θ1λ+ θ2, то есть

g(x0) + λf(x0) + ϑ∥x0 − x0∥2 ≤ g(x) + λf(x) + ϑ∥x− x0∥2.

Теперь если f(x) ≤ 0, то g(x0) ≤ g(x) + ϑ∥x − x0∥2, то есть x0 — точка минимума
функции g(x) + ϑ∥x− x0∥2 на множестве M−.
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Abstract. The connection between quasi convexity and proximal smoothness (also
known as low C2 property) of functions is verified. For compact sets, it is proved
that the properties of quasi convexity and proximal smoothness are equivalent. The
Bouligand cones of tangent directions for the sets that are defined by convex functions
are constructed.
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