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Аннотация. Настоящая работа посвящена исследованию существования экстремальных
элементов множества непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на множе-
ство [0, 1]n произвольной булевой функции fB(x1, . . . , xn) , а также нахождению мощно-
сти множества непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n булевой
функции fB(x1, . . . , xn). В результате исследования доказано, что, во-первых, для лю-
бой булевой функции fB(x1, . . . , xn) среди ее непрерывно дифференцируемых вогнутых
продолжений на [0, 1]n нет максимального элемента, во-вторых, если у булевой функции
fB(x1, . . . , xn) более одной существенной переменной, то среди ее непрерывно дифферен-
цируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n нет и минимального элемента, а если булева
функция постоянна или имеет лишь одну существенную переменную, то среди ее непре-
рывно дифференцируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n существует единственный ми-
нимальный элемент, явная форма которого приведена в работе. Также установлено, что
мощность множества непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n

произвольной булевой функции fB(x1, . . . , xn) равна континууму.
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Введение

Системы булевых уравнений широко используются в математике, компьютерных и
прикладных науках [1]. По этой причине, с одной стороны, решению систем булевых
уравнений посвящено значительное количество работ, разработано несколько направле-
ний исследования и алгоритмов их решения [2–4]. С другой стороны, и в настоящее время,
в связи с тем, что задача решения систем булевых уравнений в общем случае является
NP-трудной, в научном сообществе продолжает расти интерес к поиску новых алгоритмов
их решения в различных направлениях как в классических, так и в квантовых моделях
вычислений [5,6]. Одним из таких направлений исследования для решения систем булевых
уравнений является преобразование (трансформация) заданной системы булевых уравне-
ний путем представления некоторого вещественного продолжения (аналога) для каждой
булевой функции в систему уравнений над полем действительных чисел, поскольку, во-
первых, в этой области известно много методов и алгоритмов решения систем, а во-вторых,
его можно использовать и при решении смешанных систем, т. е. систем, заданных одно-
временно математическими и логическими операциями [7, 8]. В свою очередь, преобразо-
ванная система вещественных уравнений может быть сведена в задачу непрерывной опти-
мизации, так как принципиальное отличие данного подхода от «переборных» алгоритмов
локального поиска состоит в том, что на каждой итерации алгоритма сдвиг по градиенту
(антиградиенту) производится по всем переменным одновременно [9]. В данном направле-
нии сравнительно недавно получены некоторые важные результаты, а именно, рассмотре-
но построение выпуклых [10–12], полилинейных [13, 14] и вогнутых [15, 16] продолжений
булевых функций, представляющих интерес при преобразовании систем булевых уравне-
ний к задаче непрерывной оптимизации. Также изучены свойства таких продолжений,
в том числе в [12,15] доказано, что для произвольной булевой функции от n переменных
существует единственная вещественная функция, являющаяся минимумом (максимумом)
среди всех ее вогнутых (выпуклых) продолжений.

Данная статья является продолжением статьи [15] и посвящается исследованию суще-
ствования экстремальных элементов множества непрерывно дифференцируемых вогну-
тых продолжений на множество [0, 1]n произвольной булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn)

и нахождению мощности множества непрерывно дифференцируемых вогнутых продол-
жений на множество [0, 1]n булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn). Доказывается, что, во-
первых, для любой булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn) среди ее непрерывно дифферен-
цируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n нет максимума, во-вторых, если число суще-
ственных переменных булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn) больше единицы, то среди ее
непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n нет и минимума, а если
число существенных переменных булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn) не больше единицы,
то среди ее непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n есть ми-
нимум. Также обосновывается, что мощность множества непрерывно дифференцируемых
вогнутых продолжений на [0, 1]n произвольной булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn) равна
континууму.

1. Используемые понятия, обозначения, множества и определения

Пусть B = {0, 1}, K = [0, 1] и задана булева функция fB : Bn → B. Основные
обозначения и определения, приведенные в [15], считаем известными и приводим лишь
недостающие определения и обозначения.
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О п р е д е л е н и е 1.1. Будем называть переменную xk, k ∈ {1, . . . , n}, булевой
функции fB(x1, . . . , xn) существенной (или говорить, что булева функция fB(x1, . . . , xn)

существенно зависит от xk ), если имеет место соотношение

fB(x1, . . . , xk−1, 0, xk+1, . . . , xn) 6≡ fB(x1, . . . , xk−1, 1, xk+1, . . . , xn).

О п р е д е л е н и е 1.2. Отображение fR : Kn → R назовем непрерывно дифферен-
цируемым вогнутым продолжением на Kn булевой функции fB : Bn → B, если выпол-
няются следующие два условия:

a) fR является непрерывно дифференцируемой вогнутой на Kn функцией,
b) имеет место равенство

fR(b1, . . . , bn) = fB(b1, . . . , bn) ∀(b1, . . . , bn) ∈ Bn.

О п р е д е л е н и е 1.3. Отображение fNR : Kn → R назовем минимумом среди
непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на Kn булевой функции fB :

Bn → B, если выполняются следующие два условия:
a) fNR является непрерывно дифференцируемым вогнутым продолжением на Kn

булевой функции fB,

b) для любого непрерывно дифференцируемого вогнутого продолжения fR булевой
функции fB на Kn и любой точки (x1, . . . , xn) ∈ Kn справедливо неравенство

fNR(x1, . . . , xn) ≤ fR(x1, . . . , xn).

О п р е д е л е н и е 1.4. Отображение fDM : Kn → R назовем максимумом среди
непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на Kn булевой функции fB :

Bn → B, если выполняются следующие два условия:
a) fDM является непрерывно дифференцируемым вогнутым продолжением на Kn

булевой функции fB,

b) для любого непрерывно дифференцируемого вогнутого продолжения fR булевой
функции fB на Kn и любой точки (x1, . . . , xn) ∈ Kn справедливо неравенство

fR(x1, . . . , xn) ≤ fDM(x1, . . . , xn).

Пусть E (fB,Kn) — множество непрерывно дифференцируемых вогнутых продолже-
ний на Kn булевой функции fB : Bn → B.

2. Основные результаты

Начнем изложение с обоснования следующего вспомогательного утверждения.

Лемма 2.1. Для любой булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn) множество ее непрерывно
дифференцируемых вогнутых продолжений на Kn не является пустым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае fB(x1, . . . , xn) ≡ 1 утверждение очевидно. Рас-
смотрим нетривиальный случай fB(x1, . . . , xn) 6≡ 1.

Достаточно показать, что вещественная функция вида

fR(x1, . . . , xn)

= 1− 1

4

∑
(b1,...,bn)∈f−1

B (0)

( n∑
k=1

(xk + bk − 2bkxk)− 1−
∣∣ n∑
k=1

(xk + bk − 2bkxk)− 1
∣∣)2 (2.1)
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принадлежит множеству E (fB,Kn) . Для этого обоснуем справедливость следующих двух
свойств:

fR(x1, . . . , xn) является непрерывно дифференцируемой вогнутой на Kn функцией;
при любых (a1, . . . , an) ∈ Bn имеет место равенство fR(a1, . . . , an) = fB(a1, . . . , an).

Вначале покажем непрерывную дифференцируемость функции fR(x1, . . . , xn). Нетруд-
но заметить, что при любом i ∈ {1, . . . , n} имеет место

∑
(b1,...,bn)∈f−1

B (0)

(2bi − 1)
( n∑
k=1

(xk + bk − 2bkxk)− 1−
∣∣ n∑
k=1

(xk + bk − 2bkxk)− 1
∣∣)

=
∂

∂xi
fR(x1, . . . , xn) ∈ C (Kn) .

Следовательно, имеем fR(x1, . . . , xn) ∈ C1 (Kn) .

Теперь покажем, что функция fR(x1, . . . , xn) является вогнутой. Ввиду вогнутости

функции ϕ(y)= −1
4
(y−|y|)2 и линейности функции ψ(x1, . . . , xn) =

n∑
k=1

(xk+ bk−2bkxk)−1

получаем, что функция

ϕ (ψ(x1, . . . , xn)) = −
1

4

( n∑
k=1

(xk + bk − 2bkxk)− 1−
∣∣ n∑
k=1

(xk + bk − 2bkxk)− 1
∣∣)2 (2.2)

является вогнутой. А в силу (2.1) и (2.2) получаем, что функция fR(x1, . . . , xn) как сумма
вогнутых функций сама является вогнутой.

Остается заметить, что для любой точки (a1, . . . , an) ∈ Bn выполнено

fR(a1, . . . , an)

= 1− 1

4

∑
(b1,...,bn)∈f−1

B (0)

( n∑
k=1

(ak + bk − 2bkak)− 1−
∣∣ n∑
k=1

(ak + bk − 2bkak)− 1
∣∣)2

= 1− 1

4

{
4, если (a1, . . . , an) ∈ f−1B (0)

0, если (a1, . . . , an) 6∈ f−1B (0)
= 1 + fB(a1, . . . , an)− 1 = fB(a1, . . . , an).

Итак, функция fR, определенная формулой (2.1), является непрерывно дифференци-
руемым вогнутым продолжением на Kn булевой функции fB.

Теперь, основываясь на доказанной лемме 2.1, докажем следующую теорему.

Теорема 2.1. Для любой булевой функции fB(x1, . . . , xn) мощность множества ее
непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на Kn равна континууму.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Множество E (fB,Kn) , очевидно, является подмножеством
множества всех непрерывных функций, заданных на Kn, т. е. имеет место вложение

E (fB,Kn) ⊂ C(Kn). (2.3)

Выберем произвольный элемент gR из непустого, согласно лемме 2.1, множества E(fB,Kn)

и, используя его, для произвольного α ∈ (0,+∞) определим функцию

gα(x1, . . . , xn) = gR(x1, . . . , xn) + α

n∑
k=1

(
xk − x2k

)
. (2.4)
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Покажем, что при любом α ∈ (0,+∞) имеет место включение

gα(x1, . . . , xn) ∈ E (fB,Kn) . (2.5)

Для этого проверим справедливость следующих двух свойств:
gα(x1, . . . , xn) является непрерывно дифференцируемой вогнутой на Kn функцией;
при любых (a1, . . . , an) ∈ Bn имеет место равенство gα(a1, . . . , an) = fB(a1, . . . , an).

Вначале покажем непрерывную дифференцируемость функции gα. В силу включений

gR(x1, . . . , xn) ∈ C1 (Kn) и α
n∑
k=1

(xk − x2k) ∈ C1 (Kn) имеем gα(x1, . . . , xn) ∈ C1 (Kn) .

Далее, ввиду вогнутости функции
n∑
k=1

(xk − x2k) на Kn и α > 0 имеем, что функция

gα(x1, . . . , xn) на Kn как сумма двух вогнутых функций является вогнутой.
Покажем, что gα является продолжением булевой функции fB. Пусть (a1, . . . , an) ∈

Bn. Тогда

gα(a1, . . . , an) = gR(a1, . . . , an) + α ·
n∑
k=1

(
ak − a2k

)
= gR(a1, . . . , an) + α ·

n∑
k=1

(ak − ak)

= gR(a1, . . . , an) + 0 = fB(a1, . . . , an).

Итак, включение (2.5) установлено.
В силу определения (2.4) функции gα получаем, что при любых α1, α2 ∈ (0,+∞) ,

α1 < α2 и всех (x∗1, . . . , x
∗
n) ∈ int(Kn) справедлива цепочка неравенств

gR(x
∗
1, . . . , x

∗
n) < gα1(x

∗
1, . . . , x

∗
n) < gα2(x

∗
1, . . . , x

∗
n). (2.6)

Ввиду (2.5) получаем, что имеет место вложение⋃
α∈(0,1)

{gα} ⊂ E (fB,Kn) . (2.7)

Отсюда, в силу равенства card
( ⋃
α∈(0,1)

{gα}
)
= c, вытекающего из (2.6), и card (C(Kn)) = c,

а также включений (2.3), (2.7), получаем card (E (fB,Kn)) = c, т. е. мощность множе-
ства непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на Kn булевой функции
fB(x1, . . . , xn) равна континууму.

З а м е ч а н и е 2.1. Отметим, что из приведенного выше доказательства теоремы
2.1 следует, что для любой булевой функции fB(x1, . . . , xn) среди ее непрерывно диффе-
ренцируемых вогнутых продолжений на Kn нет максимума.

З а м е ч а н и е 2.2. Отметим, что справедливость теоремы 1, приведенной в [15],
очевидным образом следует из доказанной выше теоремы 2.1, поскольку для любой буле-
вой функции fB(x1, x2, . . . , xn) мощность множества ее непрерывно дифференцируемых
вогнутых продолжений на Kn равна континууму и, следовательно, мощность множества
всех ее вогнутых продолжений на Kn не меньше континуума.

Теперь сформулируем и докажем теорему о существовании минимального непрерыв-
но дифференцируемого вогнутого продолжения на Kn произвольной булевой функции
fB(x1, . . . , xn).
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Теорема 2.2. Если число существенных переменных булевой функции fB(x1, . . . , xn)

больше единицы, то среди ее непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на
Kn нет минимума, а если это число не больше единицы, то среди ее непрерывно диффе-
ренцируемых вогнутых продолжений на Kn есть минимум.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим два случая.
Случай 1. Пусть число существенных переменных булевой функции fB(x1, . . . , xn) не

больше единицы. В этом случае достаточно рассмотреть булеву функцию fB(x), завися-
щую только от одной, не обязательно существенной, переменной x. Согласно [15, след-
ствие 1] имеем, что для булевой функции fB(x) вещественная функция

fBD(x) = (1− x)fB(0) + xfB(1) (2.8)

является единственным минимумом среди всех ее вогнутых продолжений на K. Так как
функция fBD(x), определенная формулой (2.8), непрерывно дифференцируема, то она
также является минимумом среди непрерывно дифференцируемых вогнутых продолже-
ний булевой функции fB(x), т. е.

fNR(x) = (1− x)fB(0) + xfB(1).

Случай 2. Пусть число существенных переменных булевой функции fB(x1, . . . , xn)

больше единицы. В этом случае, без потери общности будем считать, что все перемен-
ные x1, . . . , xn булевой функции fB(x1, . . . , xn) являются существенными. Докажем от
противного. Предположим, что утверждение не верно: существует вещественная функ-
ция fNR(x1, . . . , xn), которая является минимумом среди непрерывно дифференцируе-
мых вогнутых продолжений на Kn булевой функции fB(x1, . . . , xn). Тогда при любом
заданном (b1, . . . , bi−1, bi+1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bn) ∈ Bn−2 «суженная» вещественная функ-
ция двух аргументов fNR (b1, . . . , bi−1, xi, bi+1, . . . , bj−1, xj, bj+1, . . . , bn) является миниму-
мом среди непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на K2 «суженной»
булевой функции fB (b1, . . . , bi−1, xi, bi+1, . . . , bj−1, xj, bj+1, . . . , bn) . Согласно доказанному
в [17,18], существует булева функция, существенно зависящая от двух своих переменных,
равная самой функции fB(x1, . . . , xn) в случае n = 2, которая является подфункцией бу-
левой функции fB(x1, . . . , xn). Таким образом, существуют i, j ∈ {1, . . . , n}, i < j и точка
(b∗1, . . . , b

∗
i−1, b

∗
i+1, . . . , b

∗
j−1, b

∗
j+1, . . . , b

∗
n) ∈ Bn−2 такие, что переменные xi и xj суженной бу-

левой функции fB
(
b∗1, . . . , b

∗
i−1, xi, b

∗
i+1, . . . , b

∗
j−1, xj, b

∗
j+1, . . . , b

∗
n

)
являются существенными.

Отсюда получаем, что вещественная функция вида

gNR(xi, xj) = fNR
(
b∗1, . . . , b

∗
i−1, xi, b

∗
i+1, . . . , b

∗
j−1, xj, b

∗
j+1, . . . , b

∗
n

)
является минимумом среди непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на
K2 булевой функции

gB(xi, xj) = fB
(
b∗1, . . . , b

∗
i−1, xi, b

∗
i+1, . . . , b

∗
j−1, xj, b

∗
j+1, . . . , b

∗
n

)
,

существенно зависящей от своих двух переменных xi и xj.

Для завершения доказательства теоремы покажем, что среди непрерывно дифферен-
цируемых вогнутых продолжений на K2 булевой функции gB(xi, xj), существенно зави-
сящей от своих двух переменных xi и xj, нет минимума. Доказательство этого факта



12 Д.Н. Баротов, Р.Н. Баротов

также проводим от противного. Пусть некоторая вещественная функция gNR(xi, xj) яв-
ляется минимумом среди непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на K2

булевой функции gB(xi, xj). В силу [15, следствие 2] получим, что при любых (xi, xj) ∈ K2

выполнено неравенство

gNR(xi, xj) ≥ gBD(xi, xj) = (1− xi − xj)gB(0, 0) + xigB(1, 0) + xjgB(0, 1)

+
gB(0, 0)− gB(0, 1)− gB(1, 0) + gB(1, 1)

4
(2xi + 2xj − 1− |xi − xj|+ |xi + xj − 1|)

− |gB(0, 0)− gB(0, 1)− gB(1, 0) + gB(1, 1)|
4

(
|xi − xj|+ |xi + xj − 1| − 1

)
, (2.9)

так как gBD(xi, xj) является минимумом среди всех вогнутых продолжений на K2 буле-
вой функции gB(xi, xj). Нетрудно показать, что для каждой булевой функции gB(xi, xj),

существенно зависящей от своих двух переменных xi и xj, выполнено неравенство

gB(0, 0)− gB(0, 1)− gB(1, 0) + gB(1, 1) 6= 0. (2.10)

Ввиду (2.9) и (2.10) функция gBD(xi, xj) на K2 не является дифференцируемой и, сле-
довательно, существует точка (x∗i , x

∗
j) ∈ K2 такая, что выполняется следующее строгое

неравенство
gNR(x

∗
i , x
∗
j) > gBD(x

∗
i , x
∗
j). (2.11)

Действительно, в противном случае gNR(xi, xj) ≡ gBD(xi, xj), а это противоречит к тому,
что функция gNR(xi, xj) на K2 непрерывно дифференцируема.

Теперь, ввиду неравенства (2.11), эквивалентного неравенству gNR(x
∗
i , x
∗
j) > g1(x

∗
i , x
∗
j),

нетрудно показать (например, рассмотрев два случая относительно знака левой части
(2.10) и заметив, что функция gβ(x

∗
i , x
∗
j) по β непрерывна на [1,+∞) и не убывает на

[1,+∞) ), что существует β∗ ∈ (1,+∞) такое, что выполняется следующее строгое нера-
венство

gNR(x
∗
i , x
∗
j) > gβ∗(x∗i , x

∗
j), (2.12)

где

gβ(xi, xj) = (1− xi − xj)gB(0, 0) + xigB(1, 0) + xjgB(0, 1)

+
gB(0, 0)− gB(0, 1)− gB(1, 0) + gB(1, 1)

4

(
2xi + 2xj − 1− |xi − xj|β + |xi + xj − 1|β

)
− |gB(0, 0)− gB(0, 1)− gB(1, 0) + gB(1, 1)|

4

(
|xi − xj|β + |xi + xj − 1|β − 1

)
, β ≥ 1. (2.13)

И наконец, несложно проверить непосредственно, что функция gβ(xi, xj), определен-
ная формулой (2.13), для каждого β > 1, в частности для β = β∗ является непрерывно
дифференцируемым вогнутым продолжением на K2 булевой функции gB(xi, xj).

Итак, неравенство (2.12) противоречит сделанному выше предположению о том, что
вещественная функция gNR(xi, xj) является минимумом среди непрерывно дифференци-
руемых вогнутых продолжений на K2 булевой функции gB(xi, xj), которая существенно
зависит от двух своих переменных xi и xj.
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Заключение

В качестве заключения отметим, что свойства множества непрерывно дифференцируе-
мых вогнутых продолжений на Kn произвольной булевой функции fB(x1, . . . , xn) с точки
зрения упорядоченности заметно отличаются от свойств множества всех вогнутых про-
должений на Kn этой булевой функции. А именно, согласно [15, теорема 2], множество
всех вогнутых продолжений на Kn произвольной булевой функции fB(x1, . . . , xn) имеет
минимальный элемент, а согласно доказанной выше теореме 2.2 множество непрерывно
дифференцируемых вогнутых продолжений на Kn данной булевой функции имеет ми-
нимальный элемент лишь в том случае, когда она существенно зависит не более, чем от
одной переменной.

Благодарности: Авторы благодарят рецензента за внимательное прочтение работы
и за полезные замечания.
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