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Аннотация. В работе исследуется задача Коши для дифференциального уравнения вто-
рого порядка с необратимым оператором при старшей производной, вследствие чего реше-
ние существует не при каждых начальных значениях. Этот оператор фредгольмов с ну-
левым индексом. Для решения задачи используется метод каскадной декомпозиции урав-
нения и начальных условий на соответствующие уравнения и условия в подпространствах
уменьшающихся размерностей. Исследуется случай обратимости некоторого оператора,
построенного с помощью операторных коэффициентов уравнения. Определены условия,
при которых решение задачи существует, единственно; найдено это решение в аналитиче-
ском виде.
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Введение

Пусть заданы линейные ограниченные операторы A(t), B(t), C(t), действующие из ба-
нахова пространства X1 в банахово пространство X2 и сильно непрерывно зависящие от
t ∈ T = [0; tk], u

0, u1 ∈ X1 и f(t) ∈ X2, t ∈ T. Рассмотрим задачу Коши

A(t)
d2u

dt2
= B(t)

du

dt
+ C(t)u(t) + f(t), (0.1)

u(0) = u0,
du

dt
(0) = u1. (0.2)

Под решением задачи (0.1), (0.2) подразумевается функция u(t), дважды дифференци-
руемая и удовлетворяющая (0.1) при каждом t ∈ T и (0.2).

Дифференциальное уравнение второго порядка с вырожденным оператором при стар-
шей производной рассматривалось другими авторами: в работе [1] исследовалось уравне-
ние вязкоупругости с сильным затуханием с самосопряженным нормально разрешимым
фредгольмовым оператором, имеющим длину всех жордановых цепочек 1; в работе [2] этот
оператор нормально разрешимый с n -мерным ядром, обладающий относительно некото-
рой оператор-функции полным биканоническим жордановым набором.

В настоящей работе для решения задачи (0.1), (0.2) применяется метод каскадной де-
композиции. Каскадный метод направлен на решение задач, в которых получение решения
другими методами или невозможно, или затруднительно. Он основан на:

1) расщеплении уравнения типа Av = w на уравнения в подпространствах;
2) получении в одном из подпространств уравнения, аналогичного исходному уравне-

нию;
3) получении для новой неизвестной функции условий, аналогичных заданным усло-

виям;
4) повторении перечисленных действий с новыми уравнением и условиями.
Дифференциальное уравнение вида (0.1) с постоянными коэффициентами исследова-

лось с применением метода каскадной декомпозиции в работе [3]. В работе [4] задача (0.1),
(0.2) решена в случае постоянного фредгольмова оператора A с n -мерным ядром при
условии 〈QBei, ϕj〉 6= 0, где 〈·, ·〉 — скалярное произведение в CokerA. Этот результат
применялся в работе [5] при исследовании рабочего процесса шнекороторного лесопожар-
ного грунтомета.

В настоящей работе рассмотрена задача (0.1), (0.2) в более общей постановке: все опе-
раторные коэффициенты переменные, длины жордановых цепочек различные. Оператор
A(t) полагается фредгольмовым с нулевым индексом (далее, фредгольмов) при каждом
t ∈ T.

Статья организована следующим образом. Вначале приводятся необходимые сведения,
после чего решается вспомогательная задача Коши для дифференциального уравнения
второго порядка с единичным оператором при старшей производной. Затем исследует-
ся задача Коши (0.1), (0.2). Исследуется случай обратимости некоторого оператора, по-
строенного с помощью заданных коэффициентов. Определяются условия, при которых
решение задачи существует, единственно; находится это решение в аналитическом виде.
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1. Необходимые сведения

Имеет место (см. [6]) следующее свойство.

С в о й с т в о 1.1. Фредгольмов оператор A : X1 → X2 вполне определяется свой-
ством:

X1 = KerA⊕ CoimA, X2 = ImA⊕ CokerA,

где CoimA — прямое дополнение к ядру KerA, ImA — образ, CokerA — дефект опе-
ратора A, dimKerA = dimCokerA < ∞, сужение Ã оператора A на CoimA имеет
ограниченный обратный Ã−1 : ImA→ CoimA.

Введем проекторы P (A) на KerA, Q(A) на CokerA, полуобратный оператор A− =

Ã−1(I−Q(A)), где I обозначен единичный оператор в соответствующем подпространстве.
Нам понадобится следующая лемма, полученная в [7].

Лемма 1.1. Уравнение
Aξ = η, ξ ∈ X1, η ∈ X2,

равносильно системе:

ξ = A−η + ζ для любого ζ ∈ KerA,

Q(A)η = 0.

Заметим, что ζ = P (A)ξ произвольно.
Пусть R(t) — некоторый линейный оператор, действующий в банаховом пространстве

X , v(t) — некоторая функция из X . Обозначим через Ci
n биномиальный коэффициент.

Имеет место следующее предложение.

П р е д л о ж е н и е 1.1. Пусть R(t), v(t) n0 раз дифференцируемы. Тогда для лю-
бого натурального n 6 n0 выполнено равенство:

dn(R(t)v(t))

dtn
=

n∑
i=0

Ci
n

dn−iR(t)

dtn−i
div(t)

dti
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем предложение индукцией по n. При n = 1 оно
выполнено (см. [8, лемма 3.6]). Пусть оно выполнено при n = N. Тогда при n = N + 1

имеем:
dN+1(R(t)v(t))

dtN+1
=

N∑
i=0

Ci
N

d

dt

(
dN−iR(t)

dtN−i
div(t)

dti

)
.

Применив еще раз предложение при n = 1 к производной в правой части и раскрыв
скобки, получим:

N∑
i=0

Ci
N

(
dN+1−iR(t)

dtN+1−i
div(t)

dti

)
+

N∑
i=0

Ci
N

(
dN−iR(t)

dtN−i
di+1v(t)

dti+1

)
.

Выделив в первой сумме слагаемое при i = 0, во второй — при i = N и применив основное
биномиальное тождество, получим:

dN+1R(t)

dtN+1
+

N∑
i=1

(Ci
N + Ci−1

N )︸ ︷︷ ︸
=Ci

N+1

dN+1−iR(t)

dtN+1−i
diu(t)

dti
+R(t)

dN+1u(t)

dtN+1
,

что и требовалось доказать.
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2. Решение вспомогательной задачи

Для решения задачи (0.1), (0.2) будем использовать следующую вспомогательную за-
дачу Коши:

d2u

dt2
= A(t)du

dt
+ B(t)u(t) + f(t), (2.1)

u(0) = u0,
du

dt
(0) = u1, (2.2)

где A(t),B(t) — действующие в банаховом пространстве X линейные ограниченные опе-
раторы, сильно непрерывно зависящие от t, u0, u1 ∈ X , f(t) ∈ X , t ∈ T.

Перейдем к решению этой задачи.
Здесь и далее будем обозначать O — нулевой оператор, а I — единичный оператор в

соответствующем пространстве.
Определим следующее условие.

У с л о в и е 2.1.
1) Операторы A(t) и B(t) бесконечно дифференцируемы в точке t = 0, а все их

производные
dnA
dtn

(0),
dnB
dtn

(0), n = 1, 2, . . . , являются ограниченными операторами;
2) функция f(t) непрерывна на T;

3) функция f(t) бесконечно непрерывно дифференцируема в точке t = 0.

Теорема 2.1. Пусть выполнено условие 2.1. Тогда решение задачи (2.1), (2.2) суще-
ствует, единственно и определяется формулой:

u(t) = V(1)(t)u1 + V(0)(t)u0 + g(t), (2.3)

где операторы V(1)(t), V(0)(t) и функция g(t) определяются по формулам:

V(1)(t) =
∞∑
n=0

tn

n!
D(1)

n , V(0)(t) =
∞∑
n=0

tn

n!
D(0)

n , g(t) =
∞∑
n=0

tn

n!
gn, t ∈ T, (2.4)

где

D(1)
0 = O, D(0)

0 = I, g0 = O, D(1)
1 = I, D(0)

1 = O, g1 = O,

D(1)
2 = A(0), D(0)

2 = B(0), g2 = f(0),

K(0)
n =

dn−2B
dtn−2

(0), K(n−1)
n = A(0),

K(i)
n = Ci−1

n−2
dn−1−iA
dtn−1−i

(0) + Ci
n−2

dn−2−iB
dtn−2−i

(0), i = 1, 2, . . . , n− 2, n = 3, 4, . . . ,

D(1)
n =

n−1∑
i=0

K(i)
n D

(1)
i , D(0)

n =
n−1∑
i=0

K(i)
n D

(0)
i , gn =

n−1∑
i=0

K(i)
n gi, n = 3, 4, . . . .

(2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Докажем единственность решения. Заменой

du

dt
= v(t) (2.6)

уравнение (2.1) сводится к уравнению

dv

dt
= A(t)v(t) + B(t)u(t) + f(t). (2.7)
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Система (2.6), (2.7) — это уравнение

dw

dt
= C(t)w(t) + F(t),

где

w(t) =

(
u(t)

v(t)

)
, C(t) =

(
O I

B(t) A(t)

)
, F(t) =

(
0

f(t)

)
.

Ввиду замены (2.6) начальное условие имеет вид

w(0) =

(
u0

u1

)
.

Операторы A(t), B(t) ограничены, функция f(t) непрерывна, следовательно, опе-
ратор C(t) ограничен, и функция F(t) непрерывна. В силу результатов монографии
[8, с. 231] это влечет единственность решения.

2. Докажем справедливость формулы (2.3). Построим решение u(t) в виде ряда Ма-
клорена

u(t) =
∞∑
n=0

tn

n!

dnu

dtn
(0) (2.8)

и вычислим его коэффициенты. При t = 0 из (2.1) следует соотношение

d2u

dt2
(0) = A(0)u1 + B(0)u0 + f(0) = D(1)

2 u1 +D(0)
2 u0 + g2.

Продифференцировав (2.1) при t = 0, получим

d3u

dt3
(0) =

(
A2(0) +

dA
dt

(0) + B(0)
)
u1 +

(
A(0)B(0) + dB

dt
(0)
)
u0 +

(
A(0)f(0) + df

dt
(0)
)

= D(1)
3 u1 +D(0)

3 u0 + g3.

Пусть справедливы формулы:

dnu

dtn
(0) = D(1)

n u1 +D(0)
n u0 + gn, n = 0, 1, . . . , N. (2.9)

Тогда продифференцировав (2.1) N − 1 раз и применив предложение 1.1, получим, что
выполнено соотношение

dN+1u(t)

dtN+1
= A(t)d

Nu(t)

dtN
+

N−1∑
i=1

(
Ci−1

N−1
dN−iA(t)
dtN−i

+ Ci
N−1

dN−1−iB(t)
dtN−1−i

)diu(t)
dti

+
dN−1B(t)

dtN−1
u(t) +

dN−1f(t)

dtN−1
. (2.10)

При t = 0 соотношение (2.10) в обозначениях (2.5) принимает вид

dN+1u

dtN+1
(0) = D(1)

N+1u
1 +D(0)

N+1u
0 + gN+1.
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Подставив (2.9) в (2.8), получим формулу (2.3).
Покажем, что ряды (2.4) сходятся. Возьмем некоторый элемент ξ ∈ X . Операторы

dnA
dtn

(0),
dnB
dtn

(0), n = 0, 1, . . . , ограничены, что влечет ограниченность операторов K(0)
n ,

K(n−1)
n и операторов K(i)

n , i = 1, 2, . . . , n− 2. Действительно,

‖K(0)
n ξ‖ 6

∥∥dn−2B
dtn−2

(0)
∥∥‖ξ‖ = κ0‖ξ‖,

‖K(n−1)
n ξ‖ 6 ‖A(0)‖‖ξ‖ = κn−1‖ξ‖,

‖K(i)
n ξ‖ 6 (Ci−1

n−2
∥∥dn−1−iA
dtn−1−i

(0)
∥∥+ Ci

n−2
∥∥dn−2−iB
dtn−2−i

(0)
∥∥)‖ξ‖ = κi‖ξ‖.

Операторы D(j)
0 , D(j)

1 , D(j)
2 , j = 0, 1, — очевидно, ограничены, значит, и операторы D(j)

n ,

j = 0, 1, n = 3, 4, . . . , как определяемые рекуррентным образом, ограничены:

‖D(j)
i ξ‖ 6

n∑
i=1

‖K(i)
n ‖‖D

(j)
i ‖‖ξ‖ = σjn‖ξ‖, j = 0, 1.

Функция f(t) непрерывно дифференцируема в точке t = 0, следовательно,

‖gn‖ 6
n−1∑
i=0

‖K(i)
n ‖‖gi‖ = σn.

Имеем:

‖V(j)(t)ξ‖ 6
∞∑
n=0

tn

n!
‖D(j)

n ξ‖ 6
∞∑
n=0

tnk
n!
σjn‖ξ‖, j = 0, 1,

‖g(t)‖ 6
∞∑
n=0

tn

n!
‖gn‖ 6

∞∑
n=0

tnk
n!
σn.

(2.11)

Ряды в оценках (2.11) сходятся, что влечет требуемое.

3. Решение задачи (0.1), (0.2)
Перейдем к решению задачи (0.1), (0.2).
Разрешим уравнение (0.1) относительно второй производной.
Введем следующие обозначения:

A1 = Q(A)BP (A),

R1 =
dQ(A)B

dt
+Q(A)BA−B +Q(A)C, R0 =

dQ(A)C

dt
+Q(A)BA−C,

Gf(t) =
dQ(A)f(t)

dt
+Q(A)BA−f(t),

A = A−B − A−11 R
(1)
0 , B = A−C − A−11 R

(0)
0 ,

f(t) = A−f(t)− A−11 Gf(t).

(3.1)
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Будем предполагать, что все производные в этих обозначениях существуют.
В силу леммы 1.1 уравнение (0.1) равносильно системе:

d2u

dt2
= A−B

du

dt
+ A−Cu+ A−f + P (A)

d2u

dt2
, (3.2)

Q(A)B
du

dt
+Q(A)Cu+Q(A)f = 0, (3.3)

где элемент P (A)
d2u

dt2
∈ KerA надлежит найти. Продифференцируем (3.3):

dQ(A)B

dt

du

dt
+Q(A)B

d2u

dt2
+
dQ(A)C

dt
u+Q(A)C

du

dt
+
dQ(A)f

dt
= 0. (3.4)

Подставив в (3.4) равенство выражение (3.2) с учетом идемпотентности проектора, полу-
чим уравнение

A1

(
P (A)

d2u

dt2

)
= −R1

du

dt
−R0u−Gf. (3.5)

Рассмотрим следующий случай: оператор A1(t) : KerA → CokerA обратим в KerA

при каждом t ∈ T; имеет место соотношение

dimKerA(t) = dimCokerA(t) = const(t), t ∈ T.

В рассматриваемом случае из уравнения (3.5) следует

P (A)
d2u

dt2
= −A−11 R1

du

dt
− A−11 R0u− A−11 Gf. (3.6)

Подстановка (3.6) в (3.2) приводит к следующему уравнению вида (2.1):

d2u

dt2
= A(t)du

dt
+ B(t)u(t) + g(t). (3.7)

Тем самым, получен следующий результат.

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия:
1) оператор A1(t) обратим при каждом t ∈ T;

2) имеет место соотношение dimKerA(t) = dimCokerA(t) = const(t), t ∈ T;

3) операторы Q(A(t))B(t), Q(A(t))C(t) и функция Q(A(t))f(t) дифференцируемы при
каждом t ∈ T.

Тогда уравнение (0.1) равносильно системе (3.7), (3.3).

С применением теоремы 2.1 эта лемма влечет следующий результат.

Теорема 3.1. Пусть выполнены условие 2.1 и условия:
1) при каждом t ∈ T оператор A1(t) обратим в CokerA(t);

2) имеет место соотношение dimKerA(t) = dimCokerA(t) = const, t ∈ T;
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3) при каждом t ∈ T операторы Q(A)B(t), Q(A)C(t) и функция Q(A)f(t) диффе-
ренцируемы;

4) функция g(t) непрерывна на T;

5) справедливо равенство

Q(A)(0)B(0)u1 +Q(A)(0)C(0)u0 +Q(A)(0)f(0) = 0.

Тогда решение задачи (0.1), (0.2) существует, единственно и определяется формула-
ми (2.3), (2.4), (2.5), (3.1).
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