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Определяется M -пространство (X, ρ), как непустое множество X с расстоянием
ρ :X2 →R+, удовлетворяющим аксиоме тождества и ослабленному неравенству тре-
угольника. Рассматриваемое M -пространство (X, ρ) относится к классу f -квазимет-
рических пространств, при этом отображение ρ может не быть (c1, c2) -квазиметрикой
ни при каких значениях c1, c2; а (c1, c2) -квазиметрическое пространство может не
быть M -пространством. Исследуются свойства M -пространства. Получено распро-
странение на M -пространство теоремы Красносельского о неподвижной точке обоб-
щенно сжимающего отображения.
Ключевые слова: квазиметрика; неравенство треугольника; топология; неподвижная
точка; обобщенное сжатие

Пусть (X,d) — метрическое пространство, т. е. непустое множество X с заданной метри-
кой — отображением d :X2→R+, удовлетворяющим условиям

∀x, y ∈X d(x, y)= 0 ⇔ x= y; (1)
∀x, y ∈X d(x, y)=d(y, x); (2)

∀x, y, z ∈X d(x, z)≤d(x, y)+d(y, z). (3)

Свойства метрических пространств подробно изучены, разработаны эффективные методы ана-
лиза отображений в метрических пространствах. Оказывается, что многие из этих результа-
тов остаются выполненными, если вместо метрики на множестве X определено расстояние
ρ :X2→R+, которое удовлетворяет менее жестким требованиям, чем (1)–(3). Отображение ρ
при выполнении аксиомы тождества (1) и неравенства треугольника (3), но не отвечающее
аксиоме симметрии (2), называют квазиметрикой, а пару (X, ρ) — квазиметрическим про-
странством. Если выполнено (1) и обобщенное неравенство треугольника

ρ(x, v) ≤ c1ρ(x, u) + c2ρ(u, v), c1, c2 ≥ 1, (4)

то пространство (X, ρ) называют (c1, c2) -квазиметрическим. В [1], [2] исследовано (c1, c2) -
квазиметрическое пространство, получены теоремы о точках совпадения и неподвижных точ-
ках отображений в таких пространствах.

Здесь рассматривается следующая проблема: каким минимальным условиям должно удо-
влетворять расстояние, чтобы в пространстве (X, ρ) выполнялись теорема Банаха [3] и тео-
рема Красносельского ([4], теорема 3.4) о неподвижных точках сжимающих отображений.
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§ 1. Определение и простейшие свойства M -квазиметрического пространства

Пусть задано непустое множество X. Будем называть отображение ρ :X2 →R+ M -ква-
зиметрикой, если оно удовлетворяет аксиоме тождества (1) и условиям

∃ς > 0 ∀r ∈ (0, ς) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, u, v, z ∈ X

ρ(u, v)≤ r и ρ(v, z)<δ ⇒ ρ(u, z)<r+ ε; (5)
ρ(x, u)<δ и ρ(u, v)≤ r ⇒ ρ(x, v)<r+ ε (6)

Пару (X, ρ) в этом случае будем называть M -квазиметрическим пространством. Если, кроме
того, выполнена аксиома симметрии (2), то ρ назовем M -метрикой, а (X, ρ) — M -метри-
ческим пространством.

Заметим, что подмножество M -квазиметрического пространства также является M -ква-
зиметрическим пространством.

Условия (5), (6) можно трактовать как ослабленное неравенство треугольника. Очевидно,
любое метрическое пространство есть M -метрическое пространство. Приведем другие приме-
ры пространств, в которых расстояние удовлетворяет условиям (5), (6).

Прежде всего заметим, что если множество X конечное, X = {x1, . . . , xn}, то свойствами
(5), (6) будет обладать любая функция ρ :X2 →R+, принимающая положительные значения
ρ(xi, xj), i, j=1, n, при i ̸= j, и ρ(xi, xi)= 0, i=1, n.

Рассмотрим (c1, c2) -квазиметрическое пространство (X, ρ). Расстоянию ρ :X2 → R+ в
этом пространстве соответствует множество C(X, ρ) пар коэффициентов (c1, c2), для ко-
торых выполнено неравенство (4). Очевидно, если (1, c2) ∈ C(X, ρ) при каком-либо c2, то
квазиметрика ρ обладает свойством (5) (можно положить δ = ε/c2 ). Аналогично, в случае
(c1, 1)∈C(X, ρ) квазиметрика ρ обладает свойством (6). Если же неравенство (4) имеет место
только при c1 ̸=1 и c2 ̸=1, то в (c1, c2) -квазиметрическом пространстве могут не выполняться
соотношения (5), (6). Обратно, из условия (5), (6) также не следует неравенство (4).

П р и м е р 1. Для множества X={1, 2, . . .} функция ρ, определенная условием симметрии
(2) и соотношениями

ρ(2i− 1, 2i) =
1

2i
, i = 1, 2, . . . ; ρ(2k + 2m− 2, 2k + 2m− 1) =

1

m
, k = 1, 2, . . . , m = 1, 2k−1;

ρ(i, j) =
2

m
, i = 1, j−2, j = 2k + 2m− 2 или j = 2k + 2m− 1, k = 1, 2, . . . , m = 1, 2k−1.

удовлетворяет неравенству (4) с коэффициентами c1= c2=2.
Покажем, что для заданного здесь расстояния ρ условие (6) нарушено. Имеем

ρ(2i+2m−1, 2i+2m) =
1

2i + 2m
, ρ(2i+2m, 2i+2m+1) =

1

m+ 1
, ρ(2i+2m−1, 2i+2m+1) =

2

m
.

Для любого ς > 0 определим такое m, что

r
.
=

1

m+ 1
< ς.

Тогда при i→∞ будет выполнены соотношения

ρ(2i + 2m− 1, 2i + 2m) → 0, ρ(2i + 2m, 2i + 2m+ 1) = r,

однако ρ(2i+2m− 1, 2i+2m+1)≥ 2r.
Условие (5) также нарушено вследствие симметричности отображения ρ.
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П р и м е р 2. Во множестве R действительных чисел для функции

ρ : R2 → R+, ρ(x, u) = exp
(
|x− u|

)
− 1

оба соотношения (5), (6) выполнены (причем, при любом ς), но для любых c1, c2, если выбрать
x=0, u=2v, то при достаточно больших v получим

c1ρ(x, v)+ c2ρ(v, u)= (c1+ c2)
(
exp(v)− 1

)
,

ρ(x, u)= exp(2v)− 1=
(
exp(v)+ 1

)(
exp(v)− 1

)
> (c1+ c2)

(
exp(v)− 1

)
,

т. е. ρ(x, u)>c1ρ(x, v)+ c2ρ(v, u).

Отметим, что при выполнении даже одного из условий (5), (6) оказывается справедливым
«асимптотическое неравенство треугольника»:

∀{xi}∞i=1, {ui}∞i=1, {vi}∞i=1 ⊂ X ρ(xi, ui) → 0, ρ(ui, vi) → 0 ⇒ ρ(ui, vi) → 0, (7)

т. е. M -пространство является f -квазиметрическим (подробнее о f -квазиметрических про-
странствах см. [2]).

Для задания топологии в M -квазиметрическом пространстве можно определить L -от-
крытый шар

BL
X(x0, r0) = {x : ρ(x, x0) < r0}

и считать множество U ⊂X L -открытым, если для каждого элемента u∈U существует такое
δ>0, что BL

X(u, δ)⊂U. Определенную таким образом топологию на X будем обозначать через
τLX . Множество называем L -замкнутым, если его дополнение L -открыто.

Топологическое пространство (X, τLX) удовлетворяет аксиоме отделимости T1. Действи-
тельно, для любых u, v ∈X, u ̸= v, элемент u не принадлежит шару BL

X(v, δ), и v не при-
надлежит шару BL

X(u, δ) при δ <min
{
ρ(u, v), ρ(v, u)

}
. Аксиома T2 в пространстве (X, τLX)

может не выполняться.

П р и м е р 3. Пусть X=[0, 1]; положим ρ(x, y)=x при любых x ̸=0, y ̸=x, ρ(0, y)=1 при
любых y ̸=0, и конечно, ρ(u, u)=0 при всех u∈X. Такое расстояние удовлетворяет аксиоме
тождества и неравенству треугольника, т. е. является квазиметрикой. Для соответствующего
топологического пространства (X, τLX) не выполнена аксиома T2, так как для любого δ >
> 0 элемент x= δ ∈X удовлетворяет соотношению ρ(x, 0) = ρ(x, 1) = δ, таким образом x
принадлежит и шару BL

X(0, δ), и шару BL
X(1, δ).

Рассмотренный пример показывает, что к нарушению аксиомы T2 приводит отсутствие
свойства симметрии расстояния, а не ослабление неравенства треугольника. Докажем, что в
M -метрическом пространстве (в котором расстояние симметрично) аксиома T2 выполнена.
Пусть u, v ∈X, u ̸= v. Положим ε= 1

2ρ(u, v) и найдем δ > 0 из условия (6) (равносильного
условию (5) в силу симметричности расстояния). Проверим, что шары BL

X(u, δ), BL
X(v, δ), не

пересекаются. В предположении противного найдется x∈X такой, что ρ(x, u) = ρ(u, x)< δ,
ρ(x, v)<δ, а из этих неравенств согласно (6) получаем ρ(u, v)<ε, и получено противоречие.

Покажем, что в M -квазиметрическом пространстве L -открытый шар BL
X(x0, r0), если

его радиус r0 ≤ ς, является L -открытым множеством. Для каждого элемента u∈BL
X(x0, r0)

определим r= ρ(u, x0), ε= r0 − r. Выберем δ > 0 согласно условию (6). Тогда для любого
x∈BL

X(u, δ) выполнено ρ(x, x0)<r+ ε= r0, т. е. BL
X(u, δ)⊂BL

X(x0, r0).

Несколько непривычно, но в M -квазиметрическом пространстве открытый шар радиуса
большего, чем ς может уже не быть открытым множеством.
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П р и м е р 4. Пусть на X = [0, 1]∪ {x0} расстояние ρ задано соотношениями: ρ(x, y) =
= |x− y| при x, y ∈ [0, 1], ρ(x0, 0) = ρ(0, x0) = 1, ρ(x0, u) = ρ(u, x0) = 2 при u ∈ (0, 1]. Опре-
деленное здесь отображение ρ :X2 →R+ удовлетворяет условиям (1), (2) и для любого ς < 1
условиям (5), (6). В этом пространстве шар BL

X(x0, r0) радиуса r0 ∈ (0, 1) не будет открытым
множеством, так как 0 ∈BL

X(x0, r0), но для любого δ > 0 элемент x= 2−1δ удовлетворяет
неравенству ρ(x, 0)<δ и ρ(x, x0)= 2, т. е. x не принадлежит шару BL

X(x0, r0).

Аналогично определяется R -открытый шар

BR
X(x0, r0) = {x : ρ(x0, x) < r0}

и топология τRX . Очевидно, топологическое пространство (X, τRX) обладает теми же свойства-
ми, что и пространство (X, τLX).

В M –квазиметрическом пространстве (X, ρ) для последовательности {xi}∞i=1⊂X можно
определить
L -сходимость

xi
L→ x ⇔ lim

i→∞
Lxi = x ⇔ lim

i→∞
ρ(xi, x) = 0 ⇔ ∀ε > 0 ∃I ∀i > I ρ(xi, x) < ε;

R -сходимость

xi
R→ x ⇔ lim

i→∞
Rxi = x ⇔ lim

i→∞
ρ(x, xi) = 0 ⇔ ∀ε > 0 ∃I ∀i > I ρ(x, xi) < ε;

LR -сходимость или «просто» сходимость

xi → x ⇔ lim
i→∞

xi = x ⇔ lim
i→∞

Lxi = x и lim
i→∞

Rxi = x.

Отметим, что L -предел L -сходящейся последовательности может быть не единственным,
но LR -предел ровно один. Более того, имеет место

П р е д л о ж е н и е 1. В M -квазиметрическом пространстве из того, что xi
L→ x и

xi
R→ u следует x=u и следует единственность этого предела.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как ρ(u, xi)→ 0 и ρ(xi, x)→ 0, то согласно (7) ρ(u, x)→ 0,
таким образом x=u. Если, кроме того, ρ(xi, x̄)→ 0, то x̄=u. �

Будем называть последовательность {xi}∞i=1 в M -квазиметрическом пространстве X фун-
даментальной, если

∀ε > 0 ∃I ∀i, j > I ρ(xi, xj) < ε. (8)

П р е д л о ж е н и е 2. Если для последовательности {xi}∞i=1 в M -квазиметрическом
пространстве выполнено xi

L→x и xi
R→ x, то эта последовательность является фундамен-

тальной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полагая в условии (5) r= ε, получим соотношение

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀u, v, z ∈ X ρ(u, v) ≤ ε и ρ(v, z) < δ ⇒ ρ(u, z) < 2ε. (9)

Из того, что ρ(xi, x)→ 0, ρ(x, xi)→ 0 следует:

∃I ∀i, j > I ρ(xi, x) < ε, ρ(x, xj) < δ.
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Тогда, в силу (9), для всех i, j > I получаем ρ(xi, xj)< 2ε. �

Пространство (X, ρ) называем L -полным (R -полным), если всякая фундаментальная по-
следовательность L -сходится (R -сходится). Пространство (X, ρ) называем LR -полным или
«просто» полным в случае сходимости любой его фундаментальной последовательности.

§ 2. Неподвижные точки отображений в M -квазиметрическом пространстве

Для отображений M -квазиметрического пространства (X, ρ) сформулируем аналог опре-
деления обобщенного сжатия (по Красносельскому).

О п р е д е л е н и е 1. Пусть любым R≥ r > 0 поставлено в соответствие q(r,R)∈ [0, 1).
Отображение G :X→X называем q -обобщенным сжатием, если

∀R ≥ r > 0 ∀x, u ∈ X r ≤ ρ(x, u) ≤ R ⇒ ρ(Gx,Gu) ≤ q(r,R)ρ(x, u). (10)

Будем говорить, что выполнено
условие (a), если пространство (X, ρ) полное;
условие (b), если пространство (X, ρ) R -полное, и

∀u, v ∈ X ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀w ∈ X ρ(v, w) < δ ⇒ ρ(u,w) > ρ(u, v)− ε; (11)

условие (c), если пространство (X, ρ) R -полное, и для любой R -сходящейся последова-
тельности {xi}∞i=1⊂X множество ΩR = {x̃∈X : ρ(x̃, xi)→ 0} конечно;

условие (d), если пространство (X, ρ) R -полное, а отображение G :X→X R -замкнуто,
т. е.

∀{xi}∞i=1 ⊂ X ∀x̃, ỹ ∈ X ρ(x̃, xi) → 0, ρ(ỹ, Gxi) → 0 ⇒ ỹ = Gx̃

(такое определение свойства замкнутости предложено в [1] для (c1, c2) -квазиметрических про-
странств).

Следующее утверждение распространяет принцип неподвижной точки обобщенного сжа-
тия ([4], [теорема 3.4]) на M -квазиметрические пространства.

Т е о р е м а 1. Пусть (X, ρ) — M -квазиметрическое пространство, отображение
G :X →X является q -обобщенным сжатием. Тогда при выполнении любого из условий
(a),(b),(c),(d) отображение G имеет единственную неподвижную точку x̃∈X, и к эле-
менту x̃ R -сходится последовательность итераций {xi}∞i=1 ⊂X, xi =Gxi−1 при любом
начальном значении x0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (10) последовательность {ρ(xi−1, xi)}∞i=1⊂R+ не возрас-
тает. Покажем, что ρ(xi−1, xi)→0. Это соотношение очевидно выполнено, если при некотором
натуральном i0 окажется, что ρ(xi0−1, xi0)=0, поэтому рассмотрим ситуацию ρ(xi−1, xi)> 0,
i= 1, 2, . . . . Если последовательность ρ(xi−1, xi) не является бесконечно малой, существует
положительное α= lim

i→∞
ρ(xi−1, xi). Поэтому при всех i начиная с некоторого номера i0 вы-

полнено ρ(xi−1, xi)∈ [α, 2α], и следовательно,

ρ(xi−1, xi) = ρ(Gxi−2, Gxi−1) ≤ q(α, 2α)ρ(xi−2, xi−1) ≤
(
q(α, 2α)

)i−i0ρ(xi0−1, xi0), i > i0.

Итак, ρ(xi−1, xi)→ 0, что противоречит предположению α> 0.
Аналогично доказывается сходимость ρ(xi, xi−1)→ 0.
Покажем, что последовательность итераций является фундаментальной. Вначале прове-

рим, что эта последовательность удовлетворяют условию

∀ε > 0 ∃I ∀j > i > I ρ(xi, xj) < ε. (12)
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Если это соотношение не верно, то существует r0 > 0 такое, что для любого i найдутся
натуральные m>n≥ i, при которых выполнено ρ(xn, xm)≥ r0. Для наименьшего из найден-
ных значений n среди номеров m>n выберем наименьший; таким образом определены две
последовательности {ni}∞i=1, {mi}∞i=1, отвечающие условиям

mi > ni ≥ i, ρ(xni , xmi) ≥ r0, ρ(xni , xmi−1) < r0. (13)

Так как ρ(xmi−1, xmi)→ 0 и ρ(xni , xmi−1)< r0, то в силу условия (5) для любого ε > 0
при достаточно больших номерах i выполнено ρ(xni , xmi)<r0 + ε. Отсюда и из неравенства
ρ(xni , xmi)≥ r0 следует сходимость ρ(xni , xmi)→ r0.

Аналогично, так как ρ(xni , xni−1)→ 0 и ρ(xni , xmi−1)<r0, то в силу условия (6) для лю-
бого ε> 0 при достаточно больших номерах i получаем неравенство ρ(xni−1, xmi−1)<r0+ ε.
Вследствие того, что G есть обобщенное сжатие, имеем ρ(xni−1, xmi−1)≥ ρ(xni , xmi), поэто-
му при достаточно больших номерах i получаем неравенство ρ(xni−1, xmi−1)≥ r0− ε. Таким
образом, установлена сходимость ρ(xni−1, xmi−1)→ r0.

Из установленного соотношения следует, что при всех i начиная с некоторого номера i0
выполнено включение

ρ(xni−1, xmi−1) ∈ [2−1r0, 2 r0].

Согласно условию (10) имеем

ρ(xni , xmi) = ρ(Gxni−1, Gxmi−1) ≤ q(2−1r0, 2 r0)ρ(xni−1, xmi−1).

Следовательно r0≤ q(2−1r0, 2 r0)r0, таким образом, r0=0, и последовательность {xi}∞i=1 удо-
влетворяет условию (12).

Аналогично доказывается, что последовательность итераций удовлетворяет также условию

∀ε > 0 ∃I ∀i > j > I ρ(xi, xj) < ε,

и таким образом, является фундаментальной.
При выполнении любого из предположений (a),(b),(c),(d) существует x̃= lim

i→∞
Rxi. Для

этого элемента выполнено

ρ(Gx̃, xi) = ρ(Gx̃,Gxi−1) ≤ ρ(x̃, xi−1) → 0.

Таким образом, Gx̃= lim
i→∞

Rxi, но в силу неединственности R -предела мы пока не можем
заключить, что x̃=Gx̃.

Если выполнено (a), то в полном пространстве (X, ρ) существует x̃= lim
i→∞

xi, с которым

совпадает единственный lim
i→∞

Rxi (см. предложение 1). Следовательно, в случае (a) x̃=Gx̃.

Пусть выполнено условие (b), и пусть последовательность итераций имеет более одно-
го R -предела: существуют x̃, ũ∈X такие, что ρ(x̃, xi)→ 0, ρ(ũ, xi)→ 0, x̃ ̸= ũ Для x̃, ũ и
ε=ρ(x̃, ũ)/2> 0 определим δ > 0, при котором выполнено (11). Так как при всех i, начиная с
некоторого номера, ρ(ũ, xi)<δ, то согласно (11) ρ(x̃, xi)>ρ(x̃, ũ)− ε= ρ(x̃, ũ)/2, но это соот-
ношение противоречит сходимости ρ(x̃, xi)→ 0. Итак, R -предел последовательности {xi}∞i=1

единственный. Таким образом x̃=Gx̃.
Пусть выполнено условие (с). Как показано выше, для последовательности итераций из

ρ(x̃, xi)→ 0 следует ρ(Gx̃, xi)→ 0. Таким образом, для множества ΩR R -пределов последо-
вательности итераций выполнено G(ΩR)⊂ΩR. Без ограничения общности полагаем, что в
конечном множестве ΩR не менее двух элементов (выше отмечено, что, если это множество
состоит из одного элемента, то он является неподвижной точкой). Определим множество

ρ(ΩR,ΩR) = {ρ(x̃, ũ), ∀x̃, ũ ∈ ΩR, x̃ ̸= ũ}.
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Имеем ρ(ΩR,ΩR)⊃ρ
(
G(ΩR), G(ΩR)

)
. Так как эти множества конечны и оператор G является

обобщенным сжатием, то максимальное число из конечного набора чисел — элементов мно-
жества ρ(ΩR,ΩR) не содержится в ρ

(
G(ΩR), G(ΩR)

)
. Поэтому ρ(ΩR,ΩR) ̸=ρ

(
G(ΩR), G(ΩR)

)
,

G(ΩR) ̸=ΩR. Аналогично, если во множестве G(ΩR) не менее двух элементов, то G2(ΩR)⊂
⊂ G(ΩR), G

2(ΩR) ̸=G(ΩR). На некотором k -м шаге в Gk(ΩR) останется только один элемент,
который и будет искомой неподвижной точкой отображения G.

Пусть выполнено условие (d). В силу R -полноты последовательность итераций R -сходится,
т. е. для некоторого x̃ выполнено ρ(x̃, xi)→0, ρ(Gx̃, xi)→0. Отсюда вследствие замкнутости
отображения G получаем Gx̃= x̃.

Итак, во всех ситуациях (a),(b),(c),(d) доказано, что последовательность итераций R -
сходится к неподвижной точке отображения G. Единственность неподвижной точки прямо
следует из условия сжатия (10). �

В случае, когда коэффициент сжатия не зависит от r, R, т. е. в соотношении (10) ко-
эффициент q(r,R)≡ const, теорема 1 является распространением на M -квазиметрические
пространства принципа сжатия Банаха.
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The M -space (X, ρ) is defined as a non-empty set X with distance ρ :X2→R+ satisfying
the axiom of identity and the weakened triangle inequality. The M -space (X, ρ) belongs to
the class of f -quasi-metric spaces, and the map ρ may not be (c1, c2) -quasi-metric for any
values of c1, c2; and (c1, c2) -quasi-metric space may not be an M -space. The properties
of the M -space are investigated. An extension of the Krasnosel’skii theorem about a fixed
point of a generally contracting map to the M -space is obtained.
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