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В настоящей статье рассматривается умножение ковариантных и контравариантных
символов в полиномиальном квантовании на параэрмитовых симметрических про-
странствах.
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В своей конструкции квантования на эрмитовых симметрических пространствах G/K Бе-
резин вводит два сорта символов операторов: ковариантные и контравариантные символы.
Ковариантные символы образуют алгебру с умножением, порождаемым умножением опера-
торов. Для пара-эрмитовых симметрических пространств оказывается возможным опреде-
лить умножение как ковариантных, так и контравариантных символов. В [1] был рассмотрен
простейший случай – однополостный гиперболоид в R3 . В настоящей статье мы делаем это
для полиномиального квантования на пара-эрмитовых симметрических пространствах G/H
с псевдо-ортогональной группой движений G=SO0(p, q) .

Группа G сохраняет форму [x, y] =
∑
λixiyi , где λi =−1 для i= 1, . . . , p и λi = 1 для

i= p+1, . . . , n . Мы будем считать, что G действует в Rn справа: x 7→xg , так что векторы x
из Rn будем записывать в виде строки. Мы рассмотрим общий случай p> 1, q > 1 .

Базис в алгебре Ли g группы G образован матрицами Lij =Eij −λiλjEji , i< j , где Eij

– матричная единица. Подгруппа H является стационарной подгруппой матрицы Z0 =L1,n ,
так что G/H есть как раз G -орбита точки Z0 .

Пусть C – конус [x, x] = 0 , x ̸= 0 в Rn . Группа G действует на нем транзитивно. Рас-
смотрим два сечения конуса: Γ−= {x1−xn=2} , Γ+= {x1+xn=2} .

Напомним необходимый нам материал из [2], [3] о представлениях группы G=SO0(p, q) ,
связанных с конусом C . Мы будем использовать следующие обозначения для "обобщенных
степеней" :

a[m] = a(a+ 1) . . . (a+m− 1), a(m) = a(a− 1) . . . (a−m+ 1),

где a – число, а также обозначение tσ,ε= |t|σsgnεt .
Пусть σ∈C , ε=0, 1 . Обозначим через Dσ, ε(C) пространство функций f на конусе класса

C∞ и однородных "степени σ, ε " , т. е.

f(tx) = tσ, εf(x), x ∈ C, t ∈ R∗ = R \ {0}.

Представление Tσ,ε группы G действует в этом пространстве сдвигами:

(Tσ, ε(g)f) (x) = f(xg).
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Введем следующую билинейную форму в функциях на Rn−2 (т. е. в функциях на Γ− и
на Γ+ ):

⟨⟨f, h⟩⟩ =
∫
f(ξ)h(ξ) dξ =

∫
f(η)h(η) dη,

интеграл берется по Rn−2 . В дальнейшем подразумевается, что все интегралы по dξ и по dη
берутся по Rn−2 .

Сечения Γ± пересекаются один раз почти с каждой образующей конуса C . Поэтому ли-
нейное действие группы G на конусе дает "дробно-линейные" действия на Γ− и Γ+ , опре-
деленные почти всюду на Γ± . Это позволяет ввести координаты (глобальные) на Γ− и Γ+ с
помощью векторов ξ=(ξ2, . . . , ξn−1) и η=(η2, . . . , ηn−1) из Rn−2 , а именно, векторам ξ и η
отвечают следующие точки из Γ− и Γ+ , соответственно:

x(ξ) =
(
1 + ⟨ξ, ξ⟩, 2ξ, −1 + ⟨ξ, ξ⟩

)
,

y(η) =
(
1 + ⟨η, η⟩, 2η, 1− ⟨η, η⟩

)
.

Пространство G/H можно отождествить с прямым произведением многообразия образующих
конуса на себя, следовательно, можно отождествить (с точностью до многообразия меньшей
размерности) с прямым произведением Γ− ×Γ+ . Тем самым мы вводим в G/H координаты
ξ, η ∈Rn−2 , назовем их орисферическими координатами. Для этих координат должно выпол-
няться условие N(ξ, η) ̸=0 , где

N(ξ, η) = 1− 2⟨ξ, η⟩+ ⟨ξ, ξ⟩⟨η, η⟩,

со стандартным скалярным произведением ⟨ξ, η⟩ в Rn−2 . Оператор

(Aσ, εf)(ξ) =

∫
N(ξ, η)2−n−σ, εf(η)dη,

сплетает представления Tσ, ε и T2−n−σ, ε , действующие в функциях на разных сечениях. Для
оператора Aσ, ε справедливо соотношение:

A2−n−σ, εAσ, ε = c−1(σ, ε)E,

где c(σ, ε) – некоторая функция, аналитическая по σ .
Представление Tσ, ε , σ ∈C , ε= 0, 1 , группы G порождает представление Tσ алгебры

Ли g группы G (зависимость от ε исчезает), а также представление Tσ универсальной
обертывающей алгебры Env(g) для алгебры Ли g . В качестве исходной алгебры E операторов
мы возьмем алгебру

Eσ = Tσ
(
Env(g)

)
,

образованную операторами D= Tσ(X) , X ∈Env(g) . В качестве аналога пространства Фока
мы берем пространство Dσ, ε(Γ

−) функций φ(ξ) на сечении Γ− конуса C . Оно содержится
в пространстве C∞(Rn−2) функций φ(ξ) на Rn−2 и содержит пространство D(Rn−2) . В
качестве переполненной системы мы берем ядро сплетающего оператора A2−n−σ, ε , а именно,
функцию

Φ(ξ, η) = Φσ, ε(ξ, η) = N(ξ, η)σ, ε.

Мы будем также обозначать

Φ∗(ξ, η) = Φσ∗, ε(ξ, η) = N(ξ, η)σ
∗, ε, σ∗ = 2− n− σ.

Отображению g 7→ g−1 в группе G отвечает следующее отображение X 7→X∨ в алгебре
Env(g) (главный анти-автоморфизм): элементу X =L1L2 . . . Lk , где Li ∈ g , отвечает элемент

X∨ = (−1)kLk . . . L2L1.
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Отображение X 7→X∨ является анти-инволюцией:

(XY )∨ = Y ∨X∨.

Условие сплетаемости дает следующую формулу для X ∈Env(g) :⟨
⟨Tσ∗(X∨)f, h

⟩
⟩ = ⟨⟨f, Tσ(X)h⟩⟩.

Таким образом, для оператора D = Tσ(X) сопряженным относительно формы ⟨⟨ · , · ⟩⟩ ,
или относительно меры dξ , является оператор D∗=Tσ∗(X∨) :

⟨⟨D∗ψ,φ ⟩⟩ = ⟨⟨ψ,Dφ ⟩⟩ .

Оператор Aσ, ε сплетает представления Tσ и Tσ∗ :

Tσ∗(X)Aσ, ε = Aσ, ε Tσ(X).

Функция Φ(ξ, η) обладает следующим свойством, назовем его "инвариантностью" :(
Tσ(X

∨)⊗ 1
)
Φ =

(
1⊗ Tσ(X)

)
Φ .

Для оператора D=Tσ(X) определим ковариантный и контравариантный символы F и
F ♮ , соответственно, с помощью формул:

F (ξ, η)=
1

Φ(ξ, η)

(
(D⊗ 1)Φ

)
(ξ, η) , (1)

F ♮(ξ, η)=
1

Φ∗(ξ, η)

((
D∗⊗ 1

)
Φ∗
)
(ξ, η) . (2)

Считая ξ, η орисферическими координатами точки x из G/H , мы можем рассматривать
символы как функции F (x) и F ♮(x) на G/H . Для σ общего положения пространство сим-
волов обоих сортов есть пространство S(G/H) всех многочленов на G/H .

Обозначим ковариантный и контравариантный символы F =coσD и F ♮=contraσD , соот-
ветственно. Сравнивая (1) и (2), мы видим, что

contraσD = coσ∗D∗,

или
contraσTσ(X) = coσ∗Tσ∗(X∨).

Оператор D восстанавливается по своим символам с помощью равенств

(Dφ)(ξ) = c

∫
F (ξ, v)Φ(ξ, v) Φ∗(u, v)φ(u) du dv,

(Dφ)(ξ) = c

∫
F ♮(u, v)Φ(ξ, v)Φ∗(u, v)φ(u) du dv.

Следовательно, отображения coσ и contraσ являются взаимно однозначными.
Умножение операторов порождает умножение ковариантных символов, обозначим послед-

нее звездочкой ∗ (оно зависит от σ ):

coσD1 ∗ coσD2 = coσ(D1D2).
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То же самое можно записать так: пусть X1, X2 ∈Env(g) , тогда

FX1 ∗ FX2 = FX1X2 .

Пусть F1 , F2 – ковариантные символы операторов D1 , D2 , соответственно. Так как
D1D2⊗ 1= (D1⊗ 1)(D2⊗ 1) , то в орисферических координатах имеем:

(F1 ∗ F2)(ξ, η) =
1

Φ(ξ, η)
(D1 ⊗ 1) {Φ(ξ, η)F2(ξ, η)}.

В интегральном виде умножение ковариантных символов дается следующей формулой:

(F1 ∗ F2)(ξ, η) =

∫
G/H

F1(ξ, v)F2(u, η)B(ξ, η;u, v) dµ(u, v),

где dµ(u, v) – инвариантная мера на G/H ,

B(ξ, η;u, v) = c
Φ(ξ, v)Φ(u, η)

Φ(ξ, η)Φ(u, v)
.

Функция B есть ядро Березина, подробнее см. [3].
Умножение операторов также дает умножение контравариантных символов, мы обозна-

чим его ⋆ . Это умножение обращает порядок сомножителей:

F ♮
X1X2

= F ♮
X2
⋆ F ♮

X1
или F ♮

D1D2
= F ♮

D2
⋆ F ♮

D1
.

В самом деле, отображение X 7→X∨ является анти-инволюцией, то же верно для отображения
D 7→D∗ .

В интегральном виде умножение контравариантных символов дается следующей форму-
лой:

(F ♮
2 ⋆ F

♮
1)(ξ, η) =

∫
G/H

F ♮
2(ξ, v)F

♮
1(u, η)B

∗(ξ, η;u, v) dµ(u, v),

где

B∗(ξ, η;u, v) = c
Φ∗(ξ, v)Φ∗(u, η)

Φ∗(ξ, η)Φ∗(u, v)
,

заметим, что c не изменяется при замене σ на σ∗ .
Мы видим, что ядро B∗ получается из ядра Березина B из [3] заменой σ на σ∗ :

B∗ = B
∣∣∣
σ→σ∗

,

а само умножение контpаваpиантных символов получается из умножения этих функций как
коваpиантных символов перестановкой множителей и заменой σ на σ∗ :

F1 ⋆ F2 = (F2 ∗ F1)
∣∣∣
σ→σ∗

.
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