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УДК 517.5

О гармоничности функции с условием типа Бохера–Кёбе
Наталья Петровна ВОЛЧКОВА1 , Виталий Владимирович ВОЛЧКОВ2

1 ФГБОУ ВО «Донецкий национальный технический университет»
283000, Российская Федерация, г. Донецк, ул. Артема, 58
2 ФГБОУ ВО «Донецкий государственный университет»

283001, Российская Федерация, г. Донецк, ул. Университетская, 24

Аннотация. Пусть BR — открытый шар радиуса R в Rn с центром в нуле, B0,R =

BR\{0} и функция f гармонична в B0,R. Если f имеет нулевой вычет в точке x = 0,

то поток ее градиента через любую сферу, лежащую в B0,R, равен нулю. В данной работе
изучается обратное явление для случая, когда допустимы лишь сферы одного или двух
фиксированных радиусов r1 и r2. Найдено описание класса функций

Hr(B0,R) =

{
f ∈ C∞(B0,R) :

∫
Sr(x)

∂f

∂n
dω = 0 ∀x ∈ BR−r\Sr

}
,

где r ∈ (0, R/2), Sr(x) = {y ∈ Rn : |y − x| = r}, Sr = Sr(0). Доказано, что если
r1/r2 не является отношением нулей функции Бесселя Jn/2 и f ∈ (Hr1 ∩ Hr2)(B0,R),

то функция f является гармонической в B0,R и Res (f, 0) = 0. Этот результат нель-
зя существенно усилить. А именно, если r1/r2 = α/β, где Jn/2(α) = Jn/2(β) = 0, или
R < r1 + r2, то существует негармоническая в B0,R функция f ∈ C∞(BR) такая, что∫

Srj
(x)

∂f

∂n
dω = 0, x ∈ BR−rj , j ∈ {1; 2}.

Кроме того, условие f ∈ C∞(B0,R) нельзя заменить, вообще говоря, требованием f ∈
Cs(BR) при произвольном фиксированном s ∈ N.

Ключевые слова: гармонические функции, условие Бохера–Кёбе, сферические гармони-
ки, множества Помпейю

Благодарности: Исследование проводилось по теме государственного задания (регистра-
ционный номер 124012400352-6).
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On the harmonicity of a function with a Bôcher–Koebe type condition
Natalia P. VOLCHKOVA1, Vitaliy V. VOLCHKOV2

1 Donetsk National Technical University
58 Artioma St., Donetsk 283000, Russian Federation

2 Donetsk State University
24 Universitetskaya St., Donetsk 283001, Russian Federation

Abstract. Let BR be an open ball of radius R in Rn with the center at zero, B0,R = BR\{0},
and a function f be harmonic in B0,R. If f has zero residue at the point x = 0, then the flow
of its gradient through any sphere lying in B0,R is zero. In this paper, the reverse phenomenon
is studied for the case when only spheres of one or two fixed radii r1 and r2 are allowed.
A description of the class

Hr(B0,R) =

{
f ∈ C∞(B0,R) :

∫
Sr(x)

∂f

∂n
dω = 0 ∀x ∈ BR−r\Sr

}
was found, where r ∈ (0, R/2), Sr(x) = {y ∈ Rn : |y − x| = r}, Sr = Sr(0). It is proved that
if r1/r2 is not a ratio of the zeros of the Bessel function Jn/2 and f ∈ (Hr1 ∩Hr2)(B0,R), then
the function f is harmonic in B0,R and Res (f, 0) = 0. This result cannot be significantly
improved. Namely, if r1/r2 = α/β, where Jn/2(α) = Jn/2(β) = 0, or R < r1 + r2, then there
exists a function f ∈ C∞(BR) non-harmonic in B0,R and such that∫

Srj
(x)

∂f

∂n
dω = 0, x ∈ BR−rj , j ∈ {1; 2}.

In addition, the condition f ∈ C∞(B0,R) cannot be replaced, generally speaking, by the
requirement f ∈ Cs(BR) for an arbitrary fixed s ∈ N.

Keywords: harmonic functions, Bôcher–Koebe condition, spherical harmonics, Pompeiu sets
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О ГАРМОНИЧНОСТИ ФУНКЦИИ С УСЛОВИЕМ ТИПА БОХЕРА–КЁБЕ 127

Введение

Классическая теорема Гаусса о гармонических функциях утверждает, что поток гра-
диента гармонической функции через любую замкнутую кусочно-гладкую поверхность
равен нулю. В начале двадцатого века начали изучать различные варианты обращения
этого утверждения. Первый результат такого типа принадлежит М. Бохеру [1] и П. Кё-
бе [2].

Теорема А (М. Бохер, П. Кёбе). Пусть D — ограниченная область в Rn (n ≥ 2),

f ∈ C1(D) и для любого шара B такого, что B ⊂ D, выполнено равенство∫
∂B

∂f

∂n
dω = 0, (0.1)

где n — внешняя нормаль к ∂B, dω — элемент площади. Тогда функция f гармонична
в области D.

Теорема A получила дальнейшее развитие и уточнение в ряде работ. В частности,
Г.К. Эвансом [3] исследовался аналог уравнения (0.1), в котором ослаблялось условие
непрерывности градиента ∇f. Г.Э. Рейнор [4] допустил наличие у f конечного числа
особенностей и получил, помимо гармоничности f, некоторую информацию о поведении f

в окрестности особых точек. Д.Д. Герген [5] установил обобщение теоремы А, заменив (0.1)
равенством ∫

∂B

(
f
∂h

∂n
− h∂f

∂n

)
dω = 0, (0.2)

где h — гармоническая положительная в D функция. С. Сакс [6] усилил результаты
М. Бохера, П. Кёбе и Д.Д. Гергена, рассматривая вместо (0.1) и (0.2) асимптотиче-
ское поведение интегралов по сферам в окрестности каждой точки x ∈ D. В работе [7]
Э.Ф. Беккенбах получил аналог теоремы А, заменив шары в (0.1) на кубы с ребрами,
параллельными осям (в этой связи см. также [3]). Более детальная информация об этих
и близких результатах содержится в обзорах [8, 9].

Ряд уточнений теоремы А может быть получен на основе исследования проблемы инъ-
ективности преобразования Помпейю [10–14].

О п р е д е л е н и е 0.1. Пусть M(n) — группа евклидовых движений простран-
ства Rn, n ≥ 2. Набор A1, . . . , Am (m ≥ 1) компактных множеств положительной
лебеговой меры в Rn называется семейством Помпейю, если не существует ненулевой
локально суммируемой функции f : Rn → C такой, что∫

g(Aj)

f(x)dx = 0, j = 1, . . . ,m,

для любого g ∈M(n).

Подобным образом определяется семейство со свойством Помпейю относительно за-
данной области в Rn (см. [10, § 3], [13, часть 4]). Формула Грина∫

∂G

∂f

∂n
dω =

∫
G

∆f dx (0.3)

влечет следующую простую связь между гармоничностью и свойством Помпейю.
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Теорема В. Предположим, что A1, . . . ,Am — семейство областей в Rn с кусочно-
гладкой границей и их замыкания A1, . . . ,Am обладают свойством Помпейю относи-
тельно области D ⊂ Rn. Пусть f ∈ C2(D), и для любого j ∈ {1, . . . ,m} и всех g ∈M(n)

таких, что g(Aj) ⊂ D, выполнено равенство∫
∂(g(Aj))

∂f

∂n
dω = 0.

Тогда функция f гармонична в области D.
Используя теорему В и известные достаточные условия для множеств Помпейю

(см. [10–14]), можно получать различные уточнения теоремы А. В частности, имеет место
следующая теорема о двух радиусах: если f ∈ C1(Rn) и равенство (0.1) справедливо для
любых шаров B ⊂ Rn с радиусами r1 и r2, причем r1/r2 не является отношением кор-
ней функции Бесселя Jn/2, то функция f является гармонической на Rn (см. [15, 16], а
также [17–20], где содержатся локальные аналоги этого утверждения для шара).

В данной работе изучается случай, когда D = {x ∈ Rn : 0 < |x| < R}, f ∈ C∞(D),

а интегрирование в (0.1) ведется по всем сферам радиусов r1 и r2, лежащим в D. При
этом переход к теореме В осуществить нельзя ввиду возможной особенности у функции f

в нуле. Показано, что при указанных выше условиях на радиусы и R ≥ r1 + r2 можно
сделать вывод о гармоничности функции f в D (см. теорему 1.1 ниже). Отметим, что
эти требования в общем случае ослабить нельзя (см. § 2).

1. Формулировка основного результата

Пусть (x, y) — стандартное скалярное произведение векторов x, y ∈ Rn, |x| =
√

(x, x).

Положим
Ba,b = {y ∈ Rn : a < |y| < b}, 0 ≤ a < b,

Ba(x) = {y ∈ Rn : |y − x| < a}, Sa(x) = {y ∈ Rn : |y − x| = a},

Ba = Ba(0), Sa = Sa(0).

Определим множество En ⊂ (0,+∞) равенством En =
{
ζm/ζj : m, j = 1, 2, . . .

}
, где

ζ1, ζ2, . . . — возрастающая последовательность всех положительных нулей функции Бес-
селя Jn/2. Отметим, что

ζm = π

(
m+

n− 1

4

)
+O

(
1

m

)
, m→ +∞ (1.1)

и E1 совпадает с множеством всех положительных рациональных чисел. Всюду в даль-
нейшем предполагается, что n ≥ 2.

Основным результатом данной работы является следующая теорема.

Теорема 1.1. Пусть 0 < r1 < r2, r1/r2 6∈ En, R ≥ r1 + r2 и f ∈ C∞(B0,R). Если для
любого j ∈ {1; 2} и всех x ∈ BR−rj\Srj справедливо равенство∫

Srj (x)

∂f

∂n
dω = 0,

то функция f является гармонической в B0,R.



О ГАРМОНИЧНОСТИ ФУНКЦИИ С УСЛОВИЕМ ТИПА БОХЕРА–КЁБЕ 129

Отметим, что при выполнении условий теоремы 1.1 функция f имеет нулевой вычет
в точке x = 0 (см. [21, гл. 10]). Обратно, если f гармонична в B0,R и Res (f, 0) = 0, то
∂f

∂n
имеет нулевые интегралы по всем сферам, лежащим в B0,R. Далее, если r1/r2 ∈ En

или R < r1 + r2, то теорема 2 в [19] показывает, что существует негармоническая в B0,R

функция f ∈ C∞(BR), такая что∫
Srj (x)

∂f

∂n
dω = 0, x ∈ BR−rj , j ∈ {1; 2}.

Кроме того, условие f ∈ C∞(B0,R) в теореме 1.1 нельзя заменить, вообще говоря, требо-
ванием произвольной конечной гладкости функции f в BR (см. [20, теорема 1 (5)]).

2. Вспомогательные утверждения

Обозначим через N и Z+ множества натуральных и неотрицательных целых чисел
соответственно. Далее будем считать, что всякая функция f ∈ C(B0,R), допускающая
непрерывное продолжение в точку 0, доопределена в нуле по непрерывности.

Нам потребуется классическая теорема о среднем для решений уравнения Гельмгольца:
если функция f непрерывна в области D ⊂ Rn и

∆f = −λ2f в D при некотором λ ∈ C, (2.1)

то ∫
Br(x)

f(y) dy =

(
2πr

λ

)n
2

Jn
2
(λr)f(x) (2.2)

для любого шара Br(x), такого, что Br(x) ⊂ D.
Пусть k ∈ Z+, Hn,k — пространство сферических гармоник степени k на S1, рас-

сматриваемое как подпространство L2(S1), d(n, k) — размерность Hn,k,
{
Y k
j

}d(n,k)
j=1

—
фиксированный ортонормированный базис в Hn,k (см. [22, гл. 4]). Положим

Y 0
1 =

1
√
ωn−1

, где ωn−1 =
2π

n
2

Γ
(
n
2

) — площадь сферы S1.

Продолжим Y k
j до гармонического многочлена на Rn равенством Y k

j (x) = ρkY k
j (σ), где ρ,

σ — полярные координаты точки x ∈ Rn ( ρ = |x|, а если x ∈ Rn\{0}, то σ = x/ρ ∈ S1 ).
Явный вид Y k

j может быть выписан в терминах многочленов Гегенбауэра (см. [23, гл. 11,
§§ 11.2–11.4]).

Обозначим через T n(τ) (τ ∈ O(n)) квазирегулярное представление ортогональной
группы O(n) в L2(S1). Тогда T n(τ) является прямой суммой попарно неэквивалентных
неприводимых унитарных представлений T n,k(τ), действующих на Hn,k (см. [24, гл. 9,
§ 2.1]). Пусть

{
tkl,j(τ)

}
— матрица представления T n,k(τ), т. е.

Y k
j (τ−1σ) =

d(n,k)∑
l=1

tkl,j(τ)Y k
l (σ), σ ∈ S1.

Всякой функции f ∈ C(Ba,b) соответствует ряд Фурье вида

f(x) ∼
∞∑
k=0

d(n,k)∑
j=1

fk,j(x), x ∈ Ba,b, (2.3)
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где

fk,j(x) = fk,j(ρ)Y k
j (σ), fk,j(ρ) =

∫
S1

f(ρσ)Y k
j (σ) dω(σ).

Для функций fk,j,l(x) = fk,j(ρ)Y k
l (σ) справедливо равенство

fk,j,l(x) = d(n, k)

∫
O(n)

f(τ−1x)tkl,j(τ) dτ, (2.4)

где dτ — мера Хаара на группе O(n) единичной массы. Если f ∈ C∞(Ba,b), то ряд
в правой части (2.3) сходится к f в стандартной топологии пространства C∞(Ba,b).

Компоненты Фурье функции f и ее лапласиана ∆f связаны соотношениями

(∆f)k,j = ∆(fk,j), (∆f)k,j(ρ) = ρ1−n−k
d

dρ

(
ρn+2k−1 d

dρ

(
ρ−kfk,j(ρ)

))
. (2.5)

В частности,
∆(Φk,n(ρ)Y k

j (σ)) = 0 на Rn\{0}, (2.6)

где

Φk,n(ρ) =

{
ln ρ, если n = 2, k = 0,

ρ2−n−k, если n+ 2k 6= 2.

Положим

γk,n =


0, если k ≥ 1,
√

2π, если n = 2, k = 0,

(2− n)
√
ωn−1, если n ≥ 3, k = 0.

(2.7)

Лемма 2.1. Пусть f(y) = Φk,n(|y|)Y k
j (y/|y|), y ∈ Rn\{0}. Тогда∫

Sr(x)

∂f

∂n
dω =

{
0, |x| > r,

γk,n, |x| < r.
(2.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Требуемое равенство следует из (2.6) и теоремы о вычетах
для гармонических функций (см. [21, теорема 10.8]).

Обозначим через Zν функцию Бесселя Jν или функцию Неймана Nν .

Лемма 2.2. При λ > 0 имеет место равенство∫
Sr(x)

∂

∂n

(Zn
2
+k−1(λ|y|)
|y|n2+k−1

Y k
j (y)

)
dω(y) = −(2πr)

n
2 λ2−

n
2 Jn

2
(λr)

Zn
2
+k−1(λ|x|)
|x|n2+k−1

Y k
j (x) , (2.9)

где x ∈ Rn и |x| > r для Jn
2
+k−1 и Nn

2
+k−1 соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Соотношения (2.5) и формулы дифференцирования

d

dt

(
tνZν(t)

)
= tνZν−1(t),

d

dt

(
t−νZν(t)

)
= −t−νZν+1(t) (2.10)

влекут равенство

∆

(
Zn

2
+k−1(λρ)

ρ
n
2
−1 Y k

j (σ)

)
= −λ2

Zn
2
+k−1(λρ)

ρ
n
2
−1 Y k

j (σ), x ∈ Rn\{0}. (2.11)
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При этом
Jn

2
+k−1(λρ)

ρ
n
2
−1 Y k

j (σ) =
λ

n
2
−1

ik(2π)
n
2

∫
S1

eiλ(ρσ,η)Y k
j (η) dω(η)

(см., например, [13, часть 1, формула (5.29)]). Поэтому в случае функции Бесселя соотно-
шение (2.11) справедливо всюду на Rn. Из (0.3), (2.11) и (2.2) получаем требуемое.

Для R > 0, r ∈ (0, R) положим

Hr(B0,R) =

{
f ∈ C∞(B0,R) :

∫
Sr(x)

∂f

∂n
dω = 0 ∀x ∈ BR−r\Sr

}
.

Лемма 2.3. Класс Hr(B0,R) инвариантен относительно дифференцирований, орто-
гональных преобразований и операторов f → fk,j,l ( k ∈ Z+, j, l ∈ {1, . . . , d(n, k)} ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈Hr(B0,R). По определению класса Hr(B0,R) имеем

0 =

∫
Sr(x)

∂f

∂n
dω =

1

r

∫
Sr(x)

(∇f(η), η − x)dω(η)

= −1

r

∫
Sr

(∇f(x− η), η)dω(η), x ∈ BR−r\Sr. (2.12)

Дифференцируя это равенство по x, приходим к инвариантности класса Hr(B0,R) отно-
сительно дифференцирований. Далее, нетрудно видеть, что

∇(f ◦ τ) = τ−1 ◦ ∇f ◦ τ для любого τ ∈ O(n). (2.13)

Используя (2.12), (2.13) и учитывая, что ортогональные преобразования сохраняют ска-
лярное произведение, получаем∫

Sr(x)

(
∇(f ◦ τ)(η), η − x

)
dω(η) =

∫
Sr(τx)

(
∇f(η), η − τx

)
dω(η) = 0.

Тогда (см. (2.4))∫
Sr(x)

∂

∂n
(fk,j,l) dω =

d(n, k)

r

∫
O(n)

∫
Sr(τ−1x)

(
∇f(η), η − τ−1x

)
dω(η) tkl,j(τ) dτ = 0.

Таким образом, f ◦τ и fk,j,l принадлежат классу Hr(B0,R), что завершает доказательство
леммы 2.3.

Лемма 2.4. Пусть Y ∈ Hn,k\{0} и h(ρ)Y (σ) ∈ Hr(B0,R). Тогда

ρk
d

dρ

(
ρ−kh(ρ)

)
Y k+1
j (σ) ∈ Hr(B0,R) при всех j ∈ {1, . . . , d(n, k + 1)}.

Кроме того, если k ≥ 1, то

ρ2−n−k
d

dρ

(
ρn+k−2h(ρ)

)
Y k−1
j (σ) ∈ Hr(B0,R) при всех j ∈ {1, . . . , d(n, k − 1)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя лемму 2.3 и повторяя рассуждение из [20, лем-
ма 2], получаем требуемое утверждение.
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Лемма 2.5. Пусть Y ∈ Hn,k \ {0}, f(x) = ρ4−n−kY (σ). Если R > 2r и n + 2k 6= 4,

то f 6∈ Hr(B0,R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя (2.5), находим

(∆f)(x) = 2(4− n− 2k)ρ2−n−kY (σ), ∆
(
ρ2−n−kY (σ)

)
= 0.

Из этих равенств, формулы (0.3) и теоремы о среднем для гармонических функций имеем∫
Sr(x)

∂f

∂n
dω = 4(4− n− 2k)

π
n
2 rn

nΓ
(
n
2

) |x|2−n−2kY (x), x ∈ Br,R−r.

Отсюда видно, что f 6∈ Hr(B0,R).

Лемма 2.6. Пусть λ > 0, x ∈ Br и f(y) = f0(|y|) = |y|1−n
2Nn

2
−1(λ|y|). Тогда∫

Sr(x)

∂f

∂n
dω = −(2πr)

n
2 λ2−

n
2Nn

2
(λr)|x|1−

n
2 Jn

2
−1(λ|x|). (2.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через F (x) интеграл в левой части равенства
(2.14). Используя (2.10), имеем

F (0) =

∫
Sr

f ′0(|y|) dω(y) = −λ
∫
Sr

|y|1−
n
2Nn

2
(λ|y|) dω(y) = −

2λ(πr)
n
2Nn

2
(λr)

Γ
(
n
2

) . (2.15)

Далее, из (2.12) и (2.13) следует, что F — радиальная гладкая функция в Br, удовлетво-
ряющая уравнению (2.1). Поэтому

F (x) = c |x|1−
n
2 Jn

2
−1(λ|x|), x ∈ Br,

для некоторой константы c (см. (2.11)). Учитывая (2.15) и равенство

lim
t→0

t1−
n
2 Jn

2
−1(t) =

1

2
n
2
−1Γ
(
n
2

) ,
получаем c = −(2πr)

n
2 λ2−

n
2Nn

2
(λr). Таким образом, F (x) совпадает с правой частью

в (2.14).

Для доказательства следующей леммы напомним известные асимптотики бесселевых
функций:

Jν(t) =

√
2

πt

(
cos
(
t− πν

2
− π

4

)
+O

(1

t

))
, t→ +∞, (2.16)

Nν(t) =

√
2

πt

(
sin
(
t− πν

2
− π

4

)
+O

(1

t

))
, t→ +∞ (2.17)

(см. [23, гл. 7, § 7.13]).

Лемма 2.7. Пусть 0 ≤ a < b, 0 < r < (b− a)/2, f ∈ C∞(Ba,b). Тогда∫
Sr(x)

∂f

∂n
dω = 0 на Ba+r,b−r (2.18)



О ГАРМОНИЧНОСТИ ФУНКЦИИ С УСЛОВИЕМ ТИПА БОХЕРА–КЁБЕ 133

в том и только том случае, когда при всех k ∈ Z+ и j ∈ {1, . . . , d(n, k)} имеет место
равенство

fk,j(ρ) = ak,jρ
k + bk,jΦk,n(ρ)

+ ρ1−
n
2

∞∑
m=1

cm,k,jJn
2
+k−1

(ζm
r
ρ
)

+ dm,k,jNn
2
+k−1

(ζm
r
ρ
)
, a < ρ < b, (2.19)

где ak,j, bk,j, cm,k,j, dm,k,j ∈ C и |cm,k,j|+ |dm,k,j| = O
(
ζ−sm
)
при m→∞ для любого s > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что функция f удовлетворяет условию (2.18).
Тогда в силу (0.3) ее лапласиан ∆f имеет нулевые интегралы по всем замкнутым шарам
радиуса r, лежащим в Ba,b. Поэтому при всех k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)}

(∆f)k,j(ρ) = ρ1−
n
2

∞∑
m=1

αm,k,jJn
2
+k−1

(ζm
r
ρ
)

+ βm,k,jNn
2
+k−1

(ζm
r
ρ
)
, a < ρ < b,

где αm,k,j, βm,k,j ∈ C и |αm,k,j|+ |βm,k,j| = O
(
ζ−sm
)
при m→∞ для любого s > 0 (см. [25,

теорема 3]). Используя это представление, равенство (2.5), первую формулу в (2.10) и (1.1),
(2.16), (2.17), приходим к разложению

ρn+2k−1 d

dρ

(
ρ−kfk,j(ρ)

)
= γk,j + rρ

n
2
+k

∞∑
m=1

αm,k,j
ζm

Jn
2
+k

(ζm
r
ρ
)

+
βm,k,j
ζm

Nn
2
+k

(ζm
r
ρ
)
, a < ρ < b,

где γk,j ∈ C. Отсюда и из второй формулы в (2.10) аналогично находим

fk,j(ρ) = ak,jρ
k + bk,jΦk,n(ρ)− ρ1−

n
2

∞∑
m=1

(
r

ζm

)2(
αm,k,jJn

2
+k−1

(ζm
r
ρ
)

+ βm,k,jNn
2
+k−1

(ζm
r
ρ
))

.

Тем самым разложение (2.19) доказано.
Обратно, если компоненты fk,j функции f имеют вид (2.19), то из (0.3), (1.1), (2.16),

(2.17), (2.9) и (2.8) заключаем, что при всех k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)}∫
Sr(x)

∂

∂n

(
fk,j
)
dω = 0, x ∈ Ba+r,b−r.

Следовательно, функция f удовлетворяет условию (2.18).

Лемма 2.8. Пусть R > 2r и f(x) = f0(ρ) ∈ Hr(B0,R). Тогда

f0(ρ) = a0 + ρ1−
n
2

∞∑
m=1

amJn
2
−1

(ζm
r
ρ
)
, 0 < ρ < R, (2.20)

где a0, am ∈ C и am = O
(
ζ−sm
)
при m→∞ для любого s > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 2.7 имеем

f0(ρ) = a0 + b0Φ0,n(ρ) + ρ1−
n
2

∞∑
m=1

amJn
2
−1

(ζm
r
ρ
)

+ bmNn
2
−1

(ζm
r
ρ
)
, 0 < ρ < R,
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где a0, b0, am, bm ∈ C и |am|+ |bm| = O
(
ζ−sm
)
при m→∞ для любого s > 0. Используем

теперь условие ∫
Sr(x)

∂f

∂n
dω = 0, x ∈ Br.

Учитывая (1.1), (2.16), (2.17), (2.9), (2.8) и (2.14), находим

(2πr)
n
2

∞∑
m=1

bmζ
2−n

2
m Nn

2
(ζm)t1−

n
2 Jn

2
−1(ζmt) = b0

√
ωn−1 γ0,n r, 0 < t < 1. (2.21)

Дифференцируя этот ряд по t (см. (1.1), (2.10), (2.16), (2.17)), получаем
∞∑
m=1

bmζ
3−n

2
m Nn

2
(ζm)Jn

2
(ζmt) = 0, 0 < t < 1.

Отсюда и из известных соотношений ортогональности∫ 1

0

tJn
2
(ζmt)Jn

2
(ζjt) dt =

{
0, m 6= j,

J2
n
2
+1(ζm)/2, m = j,

следуют равенства
bmζ

3−n
2

m Nn
2
(ζm) = 0, m ∈ N.

Комбинируя их с формулой Ломмеля–Ганкеля

Jν(t)Nν+1(t)− Jν+1(t)Nν(t) = − 2

πt
,

делаем вывод, что bm = 0 при всех m ∈ N. Тогда b0 = 0 (см. (2.21) и (2.7)). Тем самым
разложение (2.20) доказано.

Теорема 2.1. Пусть R > 2r, f ∈ C∞(B0,R). Тогда f ∈ Hr(B0,R) в том и только
том случае, когда при всех k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)} имеет место равенство

fk,j(ρ) = ak,jρ
k + bk,jρ

2−n−k + ρ1−
n
2

∞∑
m=1

cm,k,jJn
2
+k−1

(ζm
r
ρ
)
, 0 < ρ < R, (2.22)

где ak,j, bk,j, cm,k,j ∈ C, b0,1 = 0 и cm,k,j = O
(
ζ−sm
)
при m→∞ для любого s > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если f ∈C∞(B0,R) и выполнено разложение (2.22), то все fk,j

принадлежат классу Hr(B0,R) (см. (1.1), (2.10), (2.16), (2.9), (2.8)). Поэтому f ∈ Hr(B0,R).

Далее, докажем индукцией, что если некоторая функция h(ρ)Y k
1 (σ) принадлежит

классу Hr(B0,R), то h можно представить рядом вида (2.22) при j = 1. В случае k = 0

это утверждение следует из леммы 2.8. Предположим, что оно справедливо при некото-
ром k и установим его для k+1. Пусть h(ρ)Y k+1

1 (σ) ∈ Hr(B0,R). Тогда, в силу леммы 2.4,

ρ1−n−k
d

dρ

(
ρn+k−1h(ρ)

)
= ak,1ρ

k + bk,1ρ
2−n−k + ρ1−

n
2

∞∑
m=1

cm,k,1Jn
2
+k−1

(ζm
r
ρ
)
.

Отсюда находим (см. (2.10))

h(ρ) =
ak,1

n+ 2k
ρk+1 +

bk,1
2
ρ3−n−k + dkρ

1−n−k + rρ1−
n
2

∞∑
m=1

cm,k,1
ζm

Jn
2
+k

(ζm
r
ρ
)
,

где dk ∈ C. Это представление, соотношения (2.9), (2.8) и лемма 2.5 влекут равенство
bk,1 = 0, что и требовалось. Теперь из леммы 2.3 получаем (2.22) для f ∈ Hr(B0,R). Таким
образом, теорема 2.1 доказана.
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3. Доказательство теоремы 1.1

Предположим, что выполнены условия теоремы 1.1. По лемме 2.3 функция f 0,1 при-
надлежит классу (Hr1 ∩ Hr2)(B0,R). Так как R > 2r1, на основании леммы 2.8 имеем

f0,1(ρ) = a0 + ρ1−
n
2

∞∑
m=1

amJn
2
−1

(ζm
r1
ρ
)
, 0 < ρ < R,

где a0, am ∈ C и am = O
(
ζ−sm
)
при m→∞ для любого s > 0. Учитывая, что R ≥ r1 + r2

и f 0,1 ∈ Hr2(B0,R), с использованием (2.9) находим

∞∑
m=1

amζ
2−n

2
m Jn

2

(
r2ζm
r1

)
t1−

n
2 Jn

2
−1 (ζmt) = 0, 0 < t < 1.

Отсюда (см. доказательство леммы 2.8)

amζ
3−n

2
m Jn

2

(
r2ζm
r1

)
= 0, m ∈ N.

Из этих равенств и условия r1/r2 6∈ En видно, что am = 0 при всех m ∈ N и, значит,
f0,1(ρ) = a0. Теперь, повторяя рассуждения в доказательстве теоремы 2.1, получаем

fk,j(ρ) = ak,jρ
k + bk,jρ

2−n−k, 0 < ρ < R

при всех k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)}, где ak,j, bk,j ∈ C и b0,1 = 0. Поэтому функция f

гармонична в B0,R, что и требовалось.
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Введение

Пусть Σ — метрическое пространство с метрикой d и R = (−∞,+∞) — действитель-
ная ось. Рассмотрим отображение f : R× Σ→ Σ и положим

f(t, p) = gtp.

При этом будем считать, что:
(a) отображение f непрерывно по совокупности переменных t, p на множестве R×Σ;

(b) для всех p ∈ Σ

g0p = p;

(c) для всех t, s ∈ R
gt+s = gtgs.

Тогда будем говорить, что группа преобразований gt — динамическая система, а для
любого p ∈ Σ функция t→ f(t, p) — движение (см. [1, с. 347]).

Важнейшим из всех движений является рекуррентное, так как в полном пространстве
Σ замыкание K̄(p) траектории

K(p) = {f(t, p) : t ∈ R}

рекуррентного движения f(t, p) представляет собой компактное минимальное множество
(см. [1, с. 404]), а каждое движение, расположенное в компактном минимальном множестве
M, рекуррентно (см. [1, с. 402]); кроме того, любое компактное инвариантное множество
M1 содержит компактное минимальное множество M (см. [1, с. 401]).

Еще до недавнего времени считалось, что в связном пространстве Σ существуют ком-
пактные инвариантные множества

M1 ⊃M2 ⊃ . . . ⊃Mk ⊃ . . . ,

каждое из которых не является объединением компактных минимальных множеств
(см. [1, гл. V]). Однако, в работе [2] было доказано, что если M1 6= Σ, то в связном
компактном пространстве Σ

M1 = M2 = . . . = Mk = . . . = ∅.

Это, очевидно, означает, что в компактном пространстве Σ не существует ни устойчивых
по Пуассону нерекуррентных движений, ни притягивающих множеств типа гомоклиниче-
ского (или гетероклиноческого) аттрактора.

В продолжение результатов из [2] в работах [3,4] было установлено полное взаимоотно-
шение движений в Σ и на топологическом компактном многообразии. Здесь необходимо
отметить, что в [1, с. 365, с. 375] приведены три концептуальных примера построения
множеств типа Mk на торе и на действительной плоскости R2. К сожалению, данные
примеры оказались некорректными, что было показано в работе [5].

Целью настоящей работы является дальнейшее развитие результатов работ [2–4], за-
ключающееся в изучении свойств рекуррентных движений периодических процессов в
хаусдорфовом секвенциально компактном топологическом пространстве Γ. В частности,
будет установлено полное взаимоотношение движений автономных процессов в Γ.
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1. Процессы и движения

Пусть Γ — хаусдорфово секвенциально компактное топологическое пространство. Рас-
смотрим отображение f : R× R× Γ→ Γ и положим

f(τ, t, p) = G(τ, t)p.

При этом будем считать, что:
(a ′ ) отображение f непрерывно по совокупности переменных τ, t, p на R× R× Σ;

(b ′ ) для всех (τ, p) ∈ R× Γ

G(τ, 0)p = p;

(c ′ ) для всех (τ, t, s) ∈ R× R× R

G(τ, t+ s) = G(τ + s, t)G(τ, s).

Тогда будем говорить, что отображение f — процесс, а для любых (τ, p) ∈ R×Γ функция
t→ f(τ, t, p) — движение (см. [6, с. 98]).

Если оператор G(τ, t) не зависит от τ, то процесс f называется автономным. В этом
случае для всех (t, p) ∈ R× Γ

G(0, t)p = f(t, p)

и, следовательно, G(0, t) представляет собой полную однопараметрическую группу пре-
образований gt на Γ (см. [6, с. 99]).

Из всего множества процессов в дальнейшем будет рассматриваться только периоди-
ческий процесс, т. е. процесс, удовлетворяющий условию

G(τ + 1, t) ≡ G(τ, t).

Заметим, что автономный процесс по определению является периодическим.
Как обычно, в автономном случае множество A ⊂ Γ будем называть инвариантным,

если для всех t ∈ R
G(0, t)A = A.

В автономном случае мы можем также принять важнейшие определения общей теории
динамических систем, изначально введенные Дж. Биркгофом на замкнутом дифферен-
цируемом многообразии (см. [7, гл. VII]). Именно:

(d) если p ∈ Γ, то ω -предельным множеством Ω(p) движения f(t, p) называется
множество

Ω(p) =
⋂
t≥0

⋃
s≥t

f(s, p);

(e) если p ∈ Γ, то α -предельным множеством A(p) движения f(t, p) называется мно-
жество

A(p) =
⋂
t≤0

⋃
s≤t

f(s, p);

(f) множество M ⊂ Γ называется минимальным, если оно непусто, замкнуто, инвари-
антно и не содержит ни одного собственного подмножества, обладающего тремя указан-
ными выше свойствами;

(g) любое движение f(t, p), расположенное в компактном минимальном множестве M,

называется рекуррентным.
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Вообще говоря, в неавтономном случае траектория

K(τ, p) = {f(τ, t, p) : t ∈ R}

движения f(τ, t, p) зависит не только от p, но и от τ. Поэтому траектории движений
здесь начинают пересекаться. Значит, определения (f) и (g) на неавтономные процессы
прямо не переносятся. Это является основной проблемой при распространении свойств
автономных процессов на неавтономные (в том числе и периодические).

2. Рекуррентные движения

Прежде всего, заметим, что пространство Γ является полуметризуемым простран-
ством с отделимой структурой как хаусдорфово компактное пространство (см. [8, с. 458]).
Поэтому везде в дальнейшем мы будем считать Γ именно полуметрическим простран-
ством с отделимой структурой.

Напомним, что топологическое пространство Γ называется полуметрическим, если
топология в нем индуцирована направленным семейством полуметрик (di)i∈I , где множе-
ство индексов I может иметь произвольную мощность (см., например, [8, с. 456]).

Напомним также, что функция dγ : Γ × Γ → [0,+∞) называется полуметрикой, если
она удовлетворяет следующим условиям:

(A) для всех (p, q) ∈ Γ× Γ

dγ(p, q) = dγ(q, p);

(B) для всех p ∈ Γ

dγ(p, p) = 0,

а случай
dγ(p, q) = 0

не исключается при q 6= p;

(C) для всех p ∈ Γ, q ∈ Γ и r ∈ Γ выполнено неравенство треугольника

dγ(p, q) ≤ dγ(p, r) + dγ(r, q).

И, наконец, напомним, что семейство полуметрик (di)i∈I называется направленным,
если для любой конечной части J ⊂ I найдется такое k ∈ I, что dk ≥ dj для всех j ∈ J.
Если же для каждой пары p 6= q найдется такая полуметрика dγ, что

dγ(p, q) > 0,

то будем говорить, что пространство Γ снабжено отделимой структурой (см. [8, с. 456]).
Полуметрики на Γ мы определим следующим образом.
Зафиксируем некоторое непустое открытое множество Γ0 ⊂ Γ и зададим непрерывное

отображение γ : Γ → [0,+∞), такое, что γ(p) > 0, если p ∈ Γ0, и γ(p) = 0 в противном
случае. Тогда, очевидно, равенство

dγ(p, q) = |γ(p)− γ(q)|

дает полуметрику dγ на Γ (см. [8, с. 457]).
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Изменяя функцию γ, мы можем получать различные полуметрики dγ. Значит, всегда
можно построить семейство полуметрик (di)i∈I0 , которое будет направленным. При этом
всегда можно добиться того, что для двух любых точек p 6= q нашлась полуметрика dγ,

для которой dγ(p, q) > 0. Проделав эту процедуру на всех непустых открытых множествах
Γ0 ⊂ Γ, мы превратим Γ в полуметрическое пространство с отделимой структурой, где
топология вводится семейством полуметрик (di)i∈I .

П р и м е р 2.1. Важным примером секвенциально компактного полуметрического
пространства Γ с отделимой структурой может служить компактное топологическое мно-
гообразие V (см., например, [4, 9]).

Чтобы привести простейший пример периодического процесса на V, предположим,
что V — дифференцируемое многообразие размерности n в аффинном пространстве E

размерности ν над полем R, принадлежащее классу C2. Обозначим через
−→
E — век-

торное пространство, присоединенное к E. Пусть для всех x ∈ V и t ∈ R в векторном
пространстве

−→
T (x;V ) ⊂

−→
E , касательном к V в точке x, лежит вектор

−→
X (x, t), и пусть

отображение
−→
X : V × R →

−→
T (x;V ) непрерывно и локально удовлетворяет условию Лип-

шица по x. И, наконец, будем считать, что
−→
X (x, t+ 1) ≡

−→
X (x, t).

Рассмотрим дифференциальное уравнение

−→
dx

dt
=
−→
X (x, t). (2.1)

Если многообразие V компактно, то, действуя стандартным образом, несложно показать,
что любое непродолжаемое решение x = f(τ, t, p) уравнения (2.1) с начальными значе-
ниями (τ, p) ∈ R × V определено для всех t ∈ R (см., например, [8, с. 34]). Отсюда
непосредственно следует, что отображение f : R× R× V → V — периодический процесс.

О п р е д е л е н и е 2.1. Пусть f — периодический процесс, и пусть f(τ, t, p) — неко-
торое движение. Предположим, что для каждого ε > 0 существует такое Nε ∈ N, что
для всех t ∈ R

di(f(τ, t, p), f(τ, t+Nε, p)) < ε, i ∈ I. (2.2)

Тогда будем говорить, что f(τ, t, p) — рекуррентное движение.

В силу равенства (2.2) несложно заметить, что если f(τ, t, p) — рекуррентное движе-
ние, то найдется такая последовательность натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞, что

lim
k→+∞

sup
t∈R

di(f(τ, t, p), f(τ, t+Nk, p)) = 0, i ∈ I,

и обратно. Существование рекуррентных (в смысле определения 2.1) движений устанав-
ливает следующая

Теорема 2.1. Пусть f — периодический процесс, и пусть f(τ, t, p) — некоторое дви-
жение. Тогда из любой последовательности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞ можно
выбрать такую ее подпоследовательность (Nkl)l∈N ↑ +∞, что существуют рекуррент-
ные движения f(τ, t, q) и f(τ, t, r), удовлетворяющие следующим условиям:
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(i) равномерно на каждом отрезке [a, b] ⊂ R

lim
l→+∞

di(f(τ, t+Nkl , p), f(τ, t, q)) = 0, i ∈ I,

и
lim
l→+∞

di(f(τ, t−Nkl , p), f(τ, t, r)) = 0, i ∈ I;

(ii) равномерно на всей оси R

lim
l→+∞

di(f(τ, t+Nkl+1
−Nkl , q), f(τ, t, q)) = 0, i ∈ I,

и
lim
l→+∞

di(f(τ, t−Nkl+1
+Nkl , r), f(τ, t, r)) = 0, i ∈ I.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что для доказательства теоремы 2.1 достаточно
установить существование рекуррентного движения f(τ, t, q), удовлетворяющего услови-
ям (i) и (ii). Проделаем это.

Для всех N = 1, 2, . . . положим

pN = f(τ,N, p). (2.3)

Тогда в силу периодичности процесса f несложно заметить, что

pN+m = f(τ,m, pN), N = 1, 2, . . . , m = 0, 1, . . . (2.4)

Пусть (Nk)k∈N ↑ +∞ — произвольная последовательность натуральных чисел. В соот-
ветствии с (Nk)k∈N из (pN)N∈N выберем последовательность (pNk

)k∈N. В силу секвенци-
альной компактности пространства Γ из (pNk

)k∈N можно извлечь такую ее подпоследо-
вательность (pNkl

)l∈N, что для некоторой точки q ∈ Γ

lim
l→+∞

di(pNkl
, q) = 0, i ∈ I,

и f(τ, t, q) — движение, расположенное в Γ.

Поскольку отображение (τ, t, x)→ f(τ, t, x) непрерывно и пространство Γ компактно,
множество P функций

t→ f(τ, t, pN), N = 1, 2, . . . ,

определенных при t ∈ R, равностепенно непрерывно на произвольном отрезке [a, b] ⊂ R
(см. [9]). Поэтому согласно теореме Арцела – Асколи равномерно на каждом отрезке
[a, b] ⊂ R

lim
l→+∞

di(f(τ, t, pNkl
), f(τ, t, q)) = 0, i ∈ I, (2.5)

(см. [8, с. 489]). Аналогичным образом, множество Q функций

t→ f(τ, t±m, q), m = 0, 1, . . . ,

определенных на отрезке [0, 1], равностепенно непрерывно на [0, 1]. Следовательно, его
замыкание Q̄ компактно в топологии равномерной сходимости.

Для всех l = 1, 2, . . . обозначим через PNkl
— множество функций

t→ f(t+m, pNkl
), m = 0, 1, . . . ,
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определенных на отрезке [0, 1], а через Q0 ⊂ Q — множество функций

t→ f(t+m, q), m = 0, 1, . . . ,

также определенных на [0, 1]. Тогда в силу равенств (2.3) и (2.5)

Q̄0 ⊂
⋂
l≥1

P̄Nkl
, (2.6)

где P̄Nkl
и Q̄0 — замыкания множеств PNkl

и Q0 соответственно.
Пусть

∆Nkl
= Nkl+1

−Nkl , l = 1, 2, . . .

Принимая во внимание равенство (2.4), заметим, что

pNkl+1
= f(τ,∆Nkl

, pNkl
).

Следовательно, согласно равенству (2.5)

lim
l→+∞

di(τ, f(∆Nkl
, pNkl

), q) = 0, i ∈ I. (2.7)

Более того, так как пространство Γ секвенциально компактно, то без какой-либо потери
общности можем считать, что найдется такая точка q∗ ∈ Γ, что существует предел

lim
l→+∞

di(f(τ,∆Nkl
, q), q∗) = 0, i ∈ I. (2.8)

Заметим теперь, что в пространстве Γ введена отделимая полуметрическая структура.
Поэтому, если q 6= q∗, то существует такая полуметрика dγ, что

dγ(q, q
∗) > 0.

Тогда в силу равенств (2.7) и (2.8) найдется такое положительное число ε > 0, что при
всех l = 1, 2, . . .

dγ(f(τ,∆Nkl
, pNkl

), f(τ,∆Nkl
, q)) ≥ ε. (2.9)

В этом случае движение f(τ, t, q) не является периодическим движением с натуральным
периодом. Значит,

sup
l≥1

∆Nkl
= +∞ (2.10)

и
sup
l≥1

(∆Nkl+1
−∆Nkl

) = +∞. (2.11)

Для простоты обозначений положим

tkl = ∆Nkl
+ 1, l = 1, 2, . . .

Тогда согласно неравенству (2.9) для всех l = 1, 2, . . .

max
0≤t≤tkl

dγ(f(τ, t, pNkl
), f(τ, t, q)) ≥ ε.
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Поэтому в силу равенства (2.5) без какой-либо потери общности можем считать, что су-
ществует такая последовательность положительных чисел (εl)l∈N ↓ 0, что

max
0≤t≤tkl

dγ(f(τ, t, pNkl
), f(τ, t, q)) ≥ ε (2.12)

и
max

0≤t≤tkl
dγ(f(τ, t, pNkl+1

), f(τ, t, q)) < εl. (2.13)

Согласно (2.10) объединение ⋃
l≥1

[0, tkl ]

расширяющихся отрезков

[0, tk1 ] ⊂ [0, tk2 ] ⊂ . . . ⊂ [0, tkl ] ⊂ . . .

исчерпывает всю полуось [0,+∞), а на каждом отрезке [0, tkl ] выполнены неравенства
(2.12) и (2.13). Последнее, однако, в силу равенства (2.11) и включения (2.6) невозможно.

Полученное противоречие означает, что вне зависимости от периодичности движения
f(τ, t, q)

lim
l→+∞

di(f(τ,∆Nkl
, q), q) = 0, i ∈ I.

Следовательно, равномерно на каждом отрезке [a, b] ⊂ R

lim
l→+∞

di(f(τ, t+ ∆Nkl
, q), f(τ, t, q)) = 0, i ∈ I. (2.14)

Кроме того, поскольку множество Q̄ компактно, то согласно равенству (2.14)

Q̄ =
⋂
l≥1

g
∆Nkl Q̄ (2.15)

(см. [9]).
Предположим, что сходимость в (2.14) не равномерна на всей оси R. Тогда существуют

такие ε > 0 и j ∈ I, что для всех l = 1, 2, . . .

sup
t∈R

dj(f(τ, t+ ∆Nkl
, q), f(τ, t, q)) ≥ ε.

Поэтому найдутся такие последовательности (εl)l∈N ↑ ε положительных и (ml)l∈N ↑ +∞
натуральных чисел, что

δl = max
−ml≤t≤ml

dj(f(τ, t+ ∆Nkl
, q), f(τ, t, q)) ≥ εl.

Следовательно,
lim
l→+∞

sup δl ≥ ε.

Последнее, однако, противоречит равенству (2.15). Значит, сходимость в равенстве (2.14)
равномерна на всей оси R. Отсюда в силу определения 2.1 непосредственно следует, что
f(τ, t, q) — рекуррентное движение.

Очевидно, что теорема 2.1 фактически устанавливает взаимоотношение движений в
секвенциально компактном пространстве Γ. При этом необходимо отметить, что пред-
положение о секвенциальности пространства Γ выглядит вполне естественным и прямо
связано с определением 2.1.
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3. Автономный случай

Для полноты картины обратимся к рассмотрению автономного процесса и заметим,
что согласно теоремам 2.1 и 3.1 работы [9] справедлива следующая

Теорема 3.1. Пусть f — автономный процесс, и пусть f(t, p) — некоторое дви-
жение. Тогда из любой последовательности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞ можно
выбрать такую ее подпоследовательность (Nkl)l∈N ↑ +∞, что существуют рекуррент-
ные (в смысле определения (g)) движения f(t, q) и f(t, r), удовлетворяющие следующим
условиям:

(i ′ ) равномерно на каждом отрезке [a, b] ⊂ R

lim
l→+∞

di(f(t+Nkl , p), f(t, q)) = 0, i ∈ I,

и
lim
l→+∞

di(f(t−Nkl , p), f(t, r)) = 0, i ∈ I;

(ii ′ ) равномерно на всей оси R

lim
l→+∞

di(f(t+Nkl+1
−Nkl , q), f(t, q)) = 0, i ∈ I,

и
lim
l→+∞

di(f(t−Nkl+1
+Nkl , r), f(t, r)) = 0, i ∈ I.

Таким образом, в силу теорем 2.1 и 3.1 настоящей работы видим, что в секвенциально
компактном пространстве Γ для автономного процесса f определения 2.1 и (g) эквива-
лентны. При этом необходимо отметить, что в условиях теоремы 3.1 ω - и α -предельные
множества движения f(t, p) являются секвенциально компактными минимальными мно-
жествами (см. [9]). Следовательно, теорема 3.1 устанавливает полное взаимоотношение
движений автономных процессов в Γ.
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Аннотация. Рассматриваются варианты метода Ньютона для кусочно-гладких нелиней-
ных уравнений, а также метода Гаусса–Ньютона для случая наличия дополнительных
ограничений, снабженные процедурами одномерного поиска для невязки уравнения в це-
лях глобализации сходимости. Кусочно-гладкие нелинейные уравнения с ограничениями
естественным образом возникают как переформулировки систем уравнений и неравенств,
включающих в себя условия комплементарности. В случаях, когда направление метода
Ньютона не удается вычислить, или оно оказывается слишком длинным, алгоритм пе-
реключается на страховочные шаги градиентного метода для квадрата невязки уравне-
ния с гладким кусочным отображением, активным в текущем приближении. Для метода
Гаусса–Ньютона используются страховочные шаги метода проекции градиента. Получены
результаты, характеризующие свойства возможных предельных точек последовательно-
стей, генерируемых этими методами, а именно, стационарность всякой такой точки хотя
бы для одного активного в ней гладкого кусочного отображения, а также условия асимпто-
тической сверхлинейной скорости сходимости таких последовательностей. Особое внима-
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Abstract. We consider versions of the Newton method for piecewise smooth nonlinear equ-
ations, as well as of the Gauss–Newton method for the case when additional constraints are
imposed, supplied with linesearch procedures for the residual of the equation, aiming at globali-
zation of convergence. (Constrained) piecewise smooth nonlinear equations arise naturally as
reformulations of systems of equations and inequalities involving complementarity conditions.
In cases when the direction of the Newton method cannot be computed, or appears too long,
the algorithm switches to a safeguarding step of the gradient descent method for the squared
residual of of the equation with smooth selection mapping active at the current iterate. For the
Gauss–Newton method, safeguarding steps of the gradient projection method are employed. We
obtain results characterizing properties of possible accumulation points of sequences generated
by these methods, namely, stationarity of any such point for at least one smooth selection
mapping active at it, and conditions assuring asymptotic superlinear convergence rate of such
sequences. Special attention is paid to the majorization condition for the norm of the mapping by
the norms of smooth selection mappings, playing a crucial role in the analysis for the piecewise
smooth case. Examples are provided demonstrating that in cases of violation of this condition,
the algorithms in question may produce sequences converging to points that are not stationary
for any active smooth selection mapping.
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Введение

Рассматривается уравнение с ограничением

Φ(u) = 0, u ∈ P, (0.1)

где Φ : Rp → Rq — заданное отображение, а P ⊂ Rp — заданное непустое замкну-
тое множество. Целью данной работы является глобализация сходимости ньютоновских
методов для задачи (0.1) в пониженных требованиях гладкости. Основным объектом ин-
тереса является случай, когда отображение Φ в (0.1) является кусочно-гладким, т. е.
оно непрерывно, и существует конечный набор гладких (в том или ином смысле; точные
требования гладкости будут приводиться в каждом формулируемом ниже утверждении)
кусочных отображений Φ1, . . . , Φs : Rp → Rq таких, что

Φ(u) ∈ {Φ1(u), . . . , Φs(u)} ∀u ∈ Rp.

Случай s = 1 соответствует гладкому отображению Φ. Согласно [1, теорема 2.1], любое
кусочно-гладкое отображение с непрерывно дифференцируемыми кусочными отображе-
ниями является локально липшицевым.

Важнейшим источником кусочно-гладких уравнений являются комплементарные си-
стемы

a(u) = 0, b(u) > 0, c(u) > 0, d(u) > 0, 〈c(u), d(u)〉 = 0, (0.2)

с заданными непрерывно дифференцируемыми отображениями a : Rp → Rl, b : Rp →
Rm, c : Rp → Rr, d : Rp → Rr. Система (0.2) может быть эквивалентным образом
записана в виде (0.1) с кусочно-гладким Φ(u) = (a(u), min{c(u), d(u)}), где минимум
берется покомпонентно, и с P = {u ∈ Rp | b(u) > 0, c(u) > 0, d(u) > 0}, или просто
с P = {u ∈ Rp | b(u) > 0}. Ограничения, задающие P, можно заменить простыми, а
именно, условиями неотрицательности на дополнительные переменные («слэки»; детали
см., например, в [2]).

Для каждого u ∈ Rp определим множество

A(u) = {j ∈ {1, . . . , s} | Φ(u) = Φj(u)} (0.3)

индексов кусочных отображений активных в точке u. Пусть G : Rp → Rq×p — любое
отображение, удовлетворяющее

G(u) ∈ {(Φj)′(u) | j ∈ A(u)} ∀u ∈ Rp. (0.4)

Кусочные ньютоновские методы — это общее название для класса алгоритмов, каждая
итерация которого в текущем приближении uk состоит в осуществлении итерации соот-
ветствующего ньютоновского метода для гладкого уравнения с ограничением

Φj(u) = 0, u ∈ P, (0.5)

для некоторого j ∈ A(uk). Разумеется, индекс j на разных итерациях может быть раз-
ным. Иными словами, это ньютоновский метод, в котором (вообще говоря не существую-
щая) производная Φ′(uk) заменяется ее кусочным «суррогатом» G(uk).
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Ключевую роль в анализе глобальной сходимости ниже будет играть следующее пред-
положение, которое уже появлялось в [3, (4.8)], [4, (32)]:

‖Φ(u)‖ 6 ‖Φj(u)‖ ∀ j ∈ {1, . . . , s} ∀u ∈ P. (0.6)

Для определенности здесь и далее будем считать, что используется евклидова норма.
В этой связи заметим, что ограничения c(u) > 0 и d(u) > 0 в определении P для

переформулировки комплементарной системы (0.2) могут показаться излишними: если их
опустить, то множество решений соответствующей задачи (0.1) не изменится. Однако, как
легко видеть, именно наличие этих ограничений обеспечивает выполнение в данном случае
условия (0.6); см. примеры 1.1 и 1.2 ниже, а также обсуждения этого вопроса в [2–4].

1. Кусочный метод Ньютона

В этом разделе будем рассматривать случай, когда число уравнений равно числу пере-
менных, и ограничений нет: пусть p = q и P = Rp. Для текущего приближения uk ∈ Rp

итерация кусочного метода Ньютона генерирует следующее приближение как uk + vk,

где vk определяется как решение линейного уравнения

Φ(uk) +G(uk)v = 0, (1.1)

а G задается соотношениями (0.3) и (0.4). Иными словами, vk является решением линей-
ного уравнения

Φj(uk) + (Φj)′(uk)v = 0 (1.2)

с некоторым j ∈ A(uk), а такая итерация есть итерация базового метода Ньютона для
соответствующего гладкого уравнения в (0.5).

Для функции ϕj : Rp → R,

ϕj(u) =
1

2
‖Φj(u)‖2, (1.3)

имеет место
ϕ′j(u

k) = ((Φj)′(uk))>Φj(uk), (1.4)

и поэтому

〈ϕ′j(uk), vk〉 = 〈((Φj)′(uk))>Φj(uk), vk〉 = 〈Φj(uk), (Φj)′(uk)vk〉 = −‖Φj(uk)‖2, (1.5)

где последнее равенство следует из (1.2). Отсюда получаем, что vk является направлением
убывания для функции ϕj в точке uk, если только Φj(uk) = Φ(uk) 6= 0, т. е. если текущее
приближение uk не является решением уравнения в (0.1). Это соображение служит осно-
ванием для использования одномерного поиска по направлению vk с целью глобализации
сходимости кусочного метода Ньютона, реализованной в алгоритме 1 ниже.

Заметим, однако, что матрица G(uk) в (1.1) может оказываться вырожденной, и тогда
это уравнение может не иметь решений. Более того, даже если vk существует, его «каче-
ство» как направления убывания может быть недостаточным для обеспечения разумных
свойств глобальной сходимости такого алгоритма. В таких случаях (а именно, в тех случа-
ях, когда направление vk оказывается «слишком длинным») алгоритм использует стра-
ховочный градиентный шаг для функции ϕj. Для гладких уравнений данная стратегия
глобализации сходимости метода Ньютона обсуждалась в [5, разд. 5.1].
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Алгоритм 1. Фиксируем параметры C > 0, τ > 0, ε ∈ (0, 1) и κ ∈ (0, 1). Выбираем
u0 ∈ Rp и полагаем k = 0.

1. Если Φ(uk) = 0, стоп.

2. Вычисляем vk как решение линейного уравнения (1.1). Если vk не удается вычис-
лить, или vk нарушает неравенство

‖vk‖ 6 max{C, 1/‖Φ(uk)‖τ}, (1.6)

переходим к шагу 4.

3. Полагаем α = 1. Если выполняется неравенство

‖Φ(uk + αvk)‖ 6 (1− εα)‖Φ(uk)‖, (1.7)

полагаем αk = α и переходим к шагу 6. В противном случае заменяем α на κα и
проверяем снова неравенство (1.7) до тех пор, пока оно не выполнится, после чего
полагаем αk = α и переходим к шагу 6.

4. Для j ∈ A(uk) такого, что G(uk) = (Φj)′(uk) (см. (0.4)), полагаем vk = −ϕ′j(uk), где
функция ϕj определена в (1.3) (см. (1.4)). Если vk = 0, стоп.

5. Полагаем α = 1. Если выполняется неравенство Армихо

ϕj(u
k + αvk) 6 ϕj(u

k)− εα‖vk‖2, (1.8)

полагаем αk = α. В противном случае заменяем α на κα и проверяем снова нера-
венство (1.8) до тех пор, пока оно не выполнится, после чего полагаем αk = α.

6. Полагаем uk+1 = uk + αkv
k, увеличиваем k на 1 и переходим к шагу 1.

Если заменить Φ в (1.7) на Φj для j ∈ A(uk) такого, что G(uk) = (Φj)′(uk) (что при
выполнении (0.6) дает неравенство, из которого следует (1.7)), то, согласно (1.3) и (1.4),
получим

ϕj(u
k + αvk) 6 (1− εα)2ϕj(u

k) = ϕj(u
k)− εα‖Φj(uk)‖2 +

1

2
α2‖Φj(uk)‖2

= ϕj(u
k)− εα〈ϕ′j(uk), vk〉+

1

2
α2‖Φ(uk)‖2,

что автоматически выполняется в случае выполнения соответствующей формы неравен-
ства Армихо

ϕj(u
k + αvk) 6 ϕj(u

k) + εα〈ϕ′j(uk), vk〉. (1.9)

Иными словами, в п. 3 алгоритма 1 вместо (1.7) можно было бы, как и в п. 5, исполь-
зовать неравенство Армихо (1.9) для ϕj, но это приводило бы, вообще говоря, к более
ограничительному требованию на параметр длины шага αk.

Теорема 1.1. Пусть Φ : Rp → Rp — кусочно-гладкое отображение с непрерывно
дифференцируемыми кусочными отображениями Φ1, . . . , Φs. Пусть для P = Rp выпол-
няется предположение (0.6). Пусть G : Rp → Rp×p — любое отображение, удовлетво-
ряющее (0.4).
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Тогда алгоритм 1 либо останавливается в точке uk, удовлетворяющей

((Φj)′(uk))>Φ(uk) = 0 (1.10)

по крайней мере для одного j ∈ A(uk), либо генерирует бесконечную последовательность
{uk}, любая предельная точка ū которой удовлетворяет

((Φj)′(ū))>Φ(ū) = 0 (1.11)

по крайней мере для одного j ∈ A(ū).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (1.4), алгоритм может остановиться на некоторой
итерации k, только если либо uk удовлетворяет Φ(uk) = 0, либо выполняется (1.10) для
некоторого j ∈ A(uk), причем в первом случае, согласно (0.3), Φj(uk) = Φ(uk) = 0, и
равенство (1.10) тоже выполняется (для любого j ∈ A(uk) ).

Вместе с тем, если (1.10) не выполняется для j ∈ A(uk) такого, что G(uk) = (Φj)′(uk),

то при любом выборе vk в алгоритме 1, из (1.5) следует, что 〈ϕ′j(uk), vk〉 < 0. Но то-
гда, с учетом обсуждения перед формулировкой теоремы, стандартным образом получаем
(см., например, [6, лемма 3.1.2]), что подходящее значение αk > 0 в п. 3 или 5 алгоритма
будет найдено после конечного числа дроблений (умножений текущего α на κ ), а значит,
алгоритм успешно определит uk+1.

Пусть теперь (1.10) не выполняется для j ∈ A(uk) такого, что G(uk) = (Φj)′(uk), ни
для какого k, а значит, алгоритм генерирует бесконечную последовательность {uk}. Для
любой предельной точки ū этой последовательности, в силу включения A(u) ⊂ A(ū)

для всех u ∈ Rp достаточно близких к ū, и в силу конечности множества A(ū), a также
с учетом (0.4), найдется сходящаяся к ū подпоследовательность {uki} такая, что G(uki) =

(Φj)′(uki) для всех i, для некоторого фиксированного j ∈ A(ū).

Если бесконечную подпоследовательность {uki} выше можно выбрать так, что нью-
тоновское направление принимается на шаге 2 алгоритма для любого i, то дальнейшее
рассуждение повторяет доказательство в [7, теорема 3.1] применительно к Φj (вместо Φ ).

Остается рассмотреть случай, когда ньютоновское направление не принимается на ша-
ге 2 алгоритма в точках подпоследовательности {uki} ни для какого i. Заметим, что
в силу (0.6) и (1.7), (1.8), для всякого i выполняется

ϕj(u
ki) > ϕj(u

ki+1) >
1

2
‖Φ(uki+1)‖2 > 1

2
‖Φ(uki+2)‖2 > . . .

>
1

2
‖Φ(uki+1)‖2 = ϕj(u

ki+1) > ϕj(u
ki+1+1) > . . . , (1.12)

т. е. последовательность {. . . ϕj(uki), ϕj(uki+1), . . .} монотонно невозрастает. При этом
подпоследовательность {ϕj(uki+1)} этой последовательности сгенерирована градиентны-
ми шагами с использованием правила Армихо. Тогда, согласно [8, теорема 1.16], любая
предельная точка последовательности {uki}, т.е. ū, удовлетворяет ϕ′j(ū) = 0, что, со-
гласно (0.3) и (1.4), и есть (1.11).

Теорема 1.2. Пусть Φ : Rp → Rp — кусочно-гладкое отображение с дифференци-
руемыми вблизи точки ū ∈ Rp кусочными отображениями Φ1, . . . , Φs, причем произ-
водные Φj, j ∈ A(ū), непрерывны в этой точке. Пусть ū является решением уравне-
ния в (0.1), причем матрицы Якоби (Φj)′(ū) невырождены для всех j ∈ A(ū). Пусть
G : Rp → Rp×p — любое отображение, удовлетворяющее (0.4).
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Тогда, если алгоритм 1 генерирует приближение достаточно близкое к ū, то либо
он останавливается с uk = ū, либо генерирует бесконечную последовательность {uk},
которая сходится к ū сверхлинейно. Если производные Φj, j ∈ A(ū), удовлетворяют
условию Липшица относительно ū, то скорость сходимости квадратичная.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При достаточной близости uk к ū, с учетом включения
A(uk) ⊂ A(ū) и (0.4), и невырожденности (Φj)′(ū) для всех j ∈ A(ū) из стандартных
результатов о локальной сверхлинейной сходимости метода Ньютона (например [5, теоре-
ма 2.2]) для уравнения в (0.5), и из конечности множества A(ū), вытекает существование
и единственность vk, удовлетворяющего (1.1), причем

uk + vk − ū = o(‖uk − ū‖) (1.13)

при uk → ū. Очевидным последствием этого является то, что при достаточной близости
uk к ū направление vk принимается тестом (1.6) на шаге 2 алгоритма 1.

Далее, из [5, предложение 1.32] и (Φj)′(ū) для всех j ∈ A(ū) вытекает оценка

uk − ū = O(‖Φj(uk)‖)

при uk → ū, для всех таких j. Из этой оценки, из включения A(uk) ⊂ A(ū), и (0.3),
с учетом локальной липшицевости Φ и (1.13) вытекает, что при любом выборе j ∈ A(uk)

Φ(uk + vk) = Φ(uk + vk)− Φ(ū) = O(‖uk + vk − ū‖) = o(‖uk − ū‖)
= o(‖Φj(uk)‖) = o(‖Φ(uk)‖) (1.14)

при uk → ū. Отсюда следует, что при достаточной близости uk к ū имеет место

‖Φ(uk + vk)‖ 6 (1− ε)‖Φ(uk)‖,

т. е. α = 1 принимается тестом (1.7) на шаге 3 алгоритма 1.
Таким образом, итерация алгоритма 1 в этом случае принимает вид итерации базового

метода Ньютона для уравнения в (0.5) с соответствующим j ∈ A(uk) ⊂ A(ū), и утвержде-
ние о сверхлинейной сходимости {uk} к ū вытекает из (1.13). Детали см. в [5, теорема 2.2],
где также приводится доказательство квадратичной скорости сходимости в случае лип-
шицевости производных относительно ū, которое легко распространяется на рассматри-
ваемый здесь кусочно-гладкий случай, опять же с использованием конечности A(ū).

Роль предположения (0.6) в этом анализе демонстрируется следующим простым приме-
ром: в случаях, когда A(uk) не является одноточечным, при нарушении (0.6) направления
кусочного метода Ньютона могут не быть направлениями убывания для функции ‖Φ(·)‖
в точке uk.

П р и м е р 1.1. Рассмотрим нелинейную комплементарную задачу

u > 0, F (u) > 0, 〈u, F (u)〉 = 0, (1.15)

с отображением F : Rp → Rp. Эта задача является частным случаем (0.2) при l = m = 0,

r = p, c(u) = u, d(u) = F (u). Эквивалентной переформулировкой (1.15) является (0.1)
с кусочно-гладким Φ(u) = min{u, F (u)}, где можно взять P = Rp.
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Рис. 1. Пример 1.1

Пусть, например, p = 1, F (u) = −u − 2. Тогда естественные соответствующие ку-
сочные отображения имеют вид Φ1(u) = u и Φ2(u) = −u − 2 (см. графики на рис. 1a).
В точке uk = −1, которая не является решением (у задачи (1.15) с указанным F вооб-
ще нет решений), выполняется A(uk) = {1, 2}. Если удовлетворяющее (0.4) отображение
G : R → R выбрано так, что G(uk) = (Φ1)′(uk) = 1, то уравнение (1.1) принимает вид
−1 + v = 0, т. е. vk = 1. Тогда для любого α > 0

|Φ(uk + αvk)| = |min{−1 + α, 1− α− 2}| = |min{−1 + α, −1− α}|
= | − 1− α| = 1 + α > 1 = |Φ(uk)|.

Аналогично, если G(uk) = (Φ2)′(uk) = −1, то уравнение (1.1) принимает вид −1− v = 0,

т. е. vk = −1, и для любого α > 0

|Φ(uk + αvk)| = |min{−1− α, 1 + α− 2}| = |min{−1− α, −1 + α}|
= | − 1− α| = 1 + α > 1 = |Φ(uk)|.

Таким образом, при любом допустимом выборе G(uk) направление vk не является на-
правлением убывания для |Φ(·)| в точке uk, и, в частности, (1.7) не выполняется ни для
какого α > 0.

Объяснение этого эффекта состоит в нарушении (0.6): если, например, u > −1, то

|Φ1(u)| = |u| < u+ 2 = | − u− 2| = |Φ(u)|,

а для u < −1 аналогичное неравенство выполняется с Φ2 вместо Φ1.

Заметим, что здесь uk = F (uk) = −1 < 0 : в точках u > 0, в которых F (u) > 0,

неравенство из (0.6) для кусочно-гладкого Φ из указанной переформулировки задачи
(1.15) выполняется автоматически. См. обсуждение роли множества P для выполнения
(0.6) в конце введения.

Поскольку множество точек uk ∈ Rp, в которых A(uk) содержит более одного индек-
са, обычно является тощим, то может возникнуть впечатление, что даже при нарушении
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(0.6) указанный эффект не должен создавать практических проблем: алгоритм не может
сделать шаг только из таких точек uk, попадание в которые является нетипичным исхо-
дом. Однако, это не так: для задачи из примера 1.1 из любого начального приближения
алгоритм 1 сходится к точке ū = −1 (обычно попадает точно в нее за один или два шага),
выбраться из которой уже не может по причинам, указанным в этом примере. Несмотря
на то, что в этой точке ū (1.11) не выполняется ни для одного j ∈ A(ū) = {1, 2}, такой
исход можно рассматривать как благоприятный, поскольку −1 минимизирует невязку
задачи (см. рис. 1a). Как показывает следующий пример, из широких областей началь-
ных точек алгоритм 1 может генерировать бесконечные последовательности, сходящиеся
к таким проблемным тощим множествам все более короткими шагами, и в итоге «за-
стревающие» вблизи таких множеств, что в итоге приводит к неудачным запускам для
практических реализаций алгоритма, причем предельные точки могут не быть точками
минимума невязки.

П р и м е р 1.2. Рассмотрим нелинейную комплементарную задачу (1.15) из [9, при-
мер 6.1], с отображением F : R2 → R2, F (u) = ((u1 − 1)2, u1 + u2 + u22 − 1), и ее эквива-
лентную переформулировку (0.1) с Φ(u) = min{u, F (u)} и P = R2.

На рис. 2–4 синими точками показаны два решения (0, (
√

5 − 1)/2) и (1, 0) данной
задачи, а синие линии являются линиями уровня функции ‖Φ(·)‖. Красные линии соответ-
ствуют границам между областями активности разных гладких кусочных отображений,
и, в частности, состоят из точек u ∈ R2, в которых A(u) содержит более одного индекса.

(a) ε = 0.75 (b) ε = 0.5

Рис. 2. Пример 1.2: начальные точки, порождающие неудачные запуски

Запуск алгоритма 1 объявлялся неудачным в случаях, когда на шаге 3 алгоритма ре-
ализовывалось неравенство α‖vk‖ 6 10−12. Рис. 2, 3 демонстрируют начальные точки
(которые выбирались случайным образом в области, изображенной на этих рисунках), за-
пуски из которых были неудачыми в указанном смысле, для разных значений параметра
ε в тесте (1.7). Рис. 4 содержит некоторые примеры конкретных неудачных запусков.

Причиной такого поведения является существование точек u ∈ P = R2, в которых на-
рушаются какие-то из неравенств u1 > 0, u2 > 0, u1+u2+u22−1 > 0, что приводит к невы-
полнению (0.6). Например, для естественных кусочных отображений Φ1(u) = (u1, u2) и
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Φ2(u) = (u1, u1+u2+u
2
2−1) в точках u = (1−t−t2, t) при t < 0 имеем: Φ1(u) = (1−t−t2, t),

Φ2(u) = (1 − t − t2, 0), причем если t4 + 2t3 + 2t2 + t > 1, то Φ(u) = Φ1(u), и при этом
‖Φ2(u)‖ < ‖Φ(u)‖.
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Рис. 3. Пример 1.2: начальные точки, порождающие неудачные запуски
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Рис. 4. Пример 1.2: некоторые неудачные запуски

Ситуация в примере 1.2 не сохраняется, если заменить Φ в (1.7) на Φj, или заменить
(1.7) на (1.9), для j ∈ A(uk) такого, что G(uk) = (Φj)′(uk). Заметим, однако, что при
нарушении (0.6) эти модификации не гарантируют выполнение (1.7), и при этом на них
не распространяется приведенное в теореме 1.1 обоснование глобальной сходимости. Для
задачи из примера 1.1 последовательность алгоритма с заменой Φ в (1.7) на Φj «скачет»
между точками 0 и −2, где первая является нулем Φ1 и, соответственно, минимизирует
ϕ1, а вторая является нулем Φ2 и ϕ2, но Φ1 не является активным в точке 0, а Φ2 —
в точке −2 (см. рис. 1). Алгоритм с заменой (1.7) на (1.9) ведет себя аналогично, но также
периодически «посещает» и точку −1.
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2. Кусочный метод Гаусса–Ньютона

Возвращаясь к общей постановке задачи (0.1), для текущего приближения uk ∈ P

кусочный метод Гаусса–Ньютона (с ограничением) генерирует следующее приближение
как uk + vk, где vk минимизирует невязку (в квадрате) «линеаризованного» уравнения
из (0.1) на P − uk, а именно, vk определяется как решение задачи оптимизации

1

2
‖Φ(uk) +G(uk)v‖2 → min, uk + v ∈ P, (2.1)

где G задается соотношениями (0.3) и (0.4). Целевая функция в (2.1) является выпуклой
квадратичной функцией, и, согласно теореме Фрэнка–Вулфа [10], эта подзадача всегда
имеет решение в случае полиэдрального P, но решение может быть не единственным.
Учитывая определение G, подзадача (2.1) может быть записана в виде

1

2
‖Φj(uk) + (Φj)′(uk)v‖2 → min, uk + v ∈ P,

с некоторым j∈A(uk), т. е. итерация такого метода есть итерация метода Гаусса–Ньютона
для соответствующего гладкого уравнения с ограничением (0.5).

Следующий алгоритм реализует гибридную глобализацию сходимости кусочного ме-
тода Гаусса–Ньютона, основанную на объединении этого алгоритма в качестве локальной
фазы с методом проекции градиента в качестве глобальной фазы, в духе [11, алгоритм 2.12]
для метода Левенберга–Марквардта. Пусть P выпукло, и через πP (u) обозначается про-
екция точки u ∈ Rp на P.

Алгоритм 2. Фиксируем параметры ρ ∈ (0, 1), α̂ > 0, ε ∈ (0, 1) и κ ∈ (0, 1). Выбираем
u0 ∈ P и полагаем k = 0.

1. Если Φ(uk) = 0, стоп.

2. Вычисляем vk как некоторое решение задачи (2.1). Если vk не удается вычислить,
переходим к шагу 4.

3. Если
‖Φ(uk + vk)‖ 6 ρ‖Φ(uk)‖, (2.2)

полагаем uk+1 = uk + vk, увеличиваем k на 1 и переходим к шагу 1.

4. Для j ∈ A(uk) такого, что G(uk) = (Φj)′(uk) (см. (0.4)), полагаем vk = −ϕ′j(uk), где
функция ϕj определена в (1.3) (см. (1.4)). Если πP (uk − α̂vk) = uk, стоп.

5. Полагаем α = α̂. Если выполняется неравенство Армихо

ϕj(πP (uk − αvk)) 6 ϕj(u
k) + ε〈ϕ′j(uk), πP (uk − αvk)− uk〉, (2.3)

полагаем αk = α. В противном случае заменяем α на κα и проверяем снова нера-
венство (2.3) до тех пор, пока оно не выполнится, после чего полагаем αk = α.

6. Полагаем uk+1 = πP (uk − αkvk), увеличиваем k на 1 и переходим к шагу 1.

Следующий результат обобщает [8, теорема 1.16] (оно же [12, предложение 1.2.6] с гра-
диентных методов безусловной оптимизации на методы проекции градиента. Его обосно-
вание получается по сути повторением доказательства в [12, предложение 2.3.3 (b)] для
соответствующей подпоследовательности.
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П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть P ⊂ Rp — замкнутое выпуклое множество, а
ϕ : Rp → R — непрерывно дифференцируемая на P функция. Пусть последовательность
{uk} ⊂ Rp такова, что для некоторой ее бесконечной подпоследовательности {uki} ⊂ P

последовательность {. . . ϕ(uki), ϕ(uki+1), . . .} монотонно невозрастает. Пусть, кроме
того, α̂ > 0, ε ∈ (0, 1) и κ ∈ (0, 1) фиксированы, и для каждого i точка uki+1 по-
лучена шагом метода проекции градиента с выбором параметра длины шага по правилу
Армихо, а именно, uki+1 = πP (uki − αkiϕ′(uki)), где αki есть α = κrα̂ с минимальным
r ∈ {0, 1, . . .}, для которого выполняется

ϕ(πP (uki − αϕ′(uki))) 6 ϕ(uki) + ε〈ϕ′(uki), πP (uki − αϕ′(uki))− uki〉.

Тогда любая предельная точка ū подпоследовательности {uki} стационарна в задаче
оптимизации

ϕ(u)→ min, u ∈ P,

т. е. ū ∈ P и
〈ϕ′(ū), u− ū〉 > 0 ∀u ∈ P,

что равносильно выполнению равенства

πP (ū− tϕ′(ū)) = ū

для некоторого t > 0, а значит и для любого t > 0.

Теорема 2.1. Пусть Φ : Rp → Rp — кусочно-гладкое отображение с непрерывно
дифференцируемыми кусочными отображениями Φ1, . . . , Φs. Пусть для P ⊂ Rp —
выпуклое замкнутое множество, причем выполняется предположение (0.6). Пусть
G : Rp → Rq×p — любое отображение, удовлетворяющее (0.4).

Тогда алгоритм 2 либо останавливается в точке uk ∈ P, удовлетворяющей

〈((Φj)′(uk))>Φ(uk), u− uk〉 > 0 ∀u ∈ P (2.4)

по крайней мере для одного j ∈ A(uk), либо генерирует бесконечную последовательность
{uk}, любая предельная точка ū которой лежит в P и удовлетворяет

〈((Φj)′(ū))>Φ(ū), u− ū〉 > 0 ∀u ∈ P (2.5)

по крайней мере для одного j ∈ A(ū).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (1.4), алгоритм может остановиться на некоторой
итерации k только если либо uk ∈ P удовлетворяет Φ(uk) = 0, либо выполняется (2.4)
для некоторого j ∈ A(uk), причем в первом случае, согласно (0.3), Φj(uk) = Φ(uk) = 0, и
(2.4) тоже выполняется (как равенство, для любого j ∈ A(uk) ).

Вместе с тем, если (2.4) не выполняется для j ∈ A(uk) такого, что G(uk) = (Φj)′(uk),

то либо на шаге 3 алгоритма 1 принимается шаг метода Гаусса–Ньютона (т. е. для соот-
ветствующего vk выполняется (2.2)), либо, согласно [12, предложение 2.3.3 (a)], на шаге 5
алгоритма подходящее значение αk > 0 будет найдено после конечного числа дроблений,
а значит, алгоритм успешно определит uk+1 ∈ P.

Пусть теперь (2.4) не выполняется для j ∈ A(uk) такого, что G(uk) = (Φj)′(uk), ни
для какого k, а значит, алгоритм генерирует бесконечную последовательность {uk} ⊂ P.
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Из (0.3), (0.6) и из (2.2), (2.3) при этом вытекает монотонное невозрастание последователь-
ности {‖Φ(uk)‖}. Но тогда, если (2.2) выполняется для бесконечного количества номеров
k, то эта последовательность стремится к 0, и поэтому, с учетом замкнутости P, всякая
предельная точка ū последовательности {uk} ⊂ P является решением (0.1), а значит,
в частности, удовлетворяет (2.5) (как равенству, для любого j ∈ A(ū) ).

Остается рассмотреть случай, когда (2.2) не выполняется ни для какого достаточно
большого k, т. е. каждая итерация алгоритма 1, начиная с некоторой, является шагом
метода проекции градиента для задачи оптимизации

ϕj(u)→ min, u ∈ P,

с некоторым j ∈ A(uk) таким, что G(uk) = (Φj)′(uk). Для любой предельной точки ū

последовательности {uk}, в силу включения A(u) ⊂ A(ū) для всех u ∈ Rp достаточно
близких к ū, и в силу конечности множества A(ū), a также с учетом (0.4), найдется
сходящаяся к ū подпоследовательность {uki} такая, что G(uki) = (Φj)′(uki) для всех i,

для некоторого фиксированного j ∈ A(ū).

В силу (0.6) и (2.3), поскольку последовательность {‖Φ(uk)‖} монотонно невозрас-
тает, снова выводим цепочку неравенств (1.12), откуда следует, что последовательность
{. . . ϕj(uki), ϕj(uki+1), . . .} монотонно невозрастает. Остается воспользоваться предложе-
нием 2.1, согласно которому ū ∈ P и

〈ϕ′j(ū), u− ū〉 > 0 ∀u ∈ P,

что, согласно (0.3) и (1.4), и есть (2.5).

Следующая теорема устанавливает сверхлинейную скорость сходимости алгоритма 2
в случае p = q, P = Rp.

Теорема 2.2. Теорема 1.2 остается справедливой, если алгоритм 1 в ней заменить
на алгоритм 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из рассуждений в доказательстве теоремы 1.2 вытекает, что
в предположениях этой теоремы алгоритм 2 локально (для uk достаточно близкого к ū )
генерирует то же самое uk+1, что и алгоритм 1: в силу (1.14), тест (2.2) на шаге 3 алго-
ритма 2 при этом выполняется, а итерационная подзадача (2.1) кусочного метода Гаусса–
Ньютона эквивалентна итерационному уравнению (1.1) кусочного метода Ньютона. Это
дает требуемое.

Интересный вопрос состоит в возможности получения результатов о сверхлинейной
скорости сходимости для алгоритма 2 при p 6= q, или при P 6= Rp. Если решения могут
быть неизолированы (что естественным образом реализуется при p > q ), в предположении
о естественных предположениях о выполнении локальной липшицевой оценки расстояния
до множества решений с этим вопросом нет полной ясности даже в случае P = Rp и
гладкого Φ. Точнее, известные результаты о локальной квадратичной сходимости метода
Гаусса–Ньютона [13] (даже при выборе единственного решения подзадачи (2.1) минималь-
ной нормы) основаны на ограничительных формах оценок расстояния, и на требованиях
на поведение сингулярных чисел производной, необходимость которых в этом анализе да-
же при p = q и P = Rp демонстрируется в [13, пример 4.5]. Результаты такого рода
в случае P 6= Rp даже при p = q авторам не известны.
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ных Коши, требует применения методов регуляризации. Рассматриваемая задача сведена
к интегральному уравнению Фредгольма первого рода. На основе решения интегрального
уравнения, полученного в виде ряда Фурье по собственным функциям второй краевой за-
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Введение

Задача Коши для уравнения Лапласа — классический пример некорректно поставлен-
ной задачи. К этой задаче приводят разнообразные математические модели, используемые
в приложениях, и интерес к построению ее устойчивых решений не ослабевает даже для
задач Коши для областей с простыми границами [1,2].

В работе [3] М.М. Лаврентьевым для задачи Коши для уравнения Лапласа в трехмер-
ной области рассматривается обобщение «гасящей» функции Карлемана [4], которое, с од-
ной стороны, дает интегральное представление (приближенного) решения задачи Коши
для уравнения Лапласа, аналогично функции Грина для корректно поставленных краевых
задач, с другой — выполняет регуляризирующие функции.

В работе [5] предложен метод построения решения смешанной краевой задачи в цилин-
дрической области прямоугольного сечения с данными Коши на поверхности общего вида.
При этом на боковых гранях цилиндра заданы однородные условия первого рода. Решение
поставленной задачи, в том числе точное, построено в виде ряда Фурье по собственным
функциям первой краевой задачи в прямоугольнике. С использованием формул Грина
задача сведена к интегральному уравнению Фредгольма первого рода, устойчивое при-
ближенное решение которого строится на основе метода регуляризации Тихонова [6]. Как
следствие, из этого приближенного решения в явном виде выделена функция Карлемана–
Лаврентьева и доказано, что она является таковой и по определению [3].

Предложенный в [5] метод в настоящей работе с соответствующими модификациями
применен к некорректно поставленной смешанной задаче с условиями второго рода.

1. Постановка задачи

В цилиндре прямоугольного сечения

D∞ =
{

(x, y, z) : 0 < x < lx, 0 < y < ly, −∞ < z <∞
}

рассмотрим область D(F,H), т. е. часть цилиндра, ограниченную с одной стороны плос-
костью z = H, с другой — поверхностью

S =
{

(x, y, z) : 0 < x < lx, 0 < y < ly, z = F (x, y) < H
}
, F ∈ C2.

В области D(F,H) рассмотрим следующую смешанную краевую задачу

∆u(M) = 0, M ∈ D(F,H),

u|S = f,
∂u

∂n

∣∣∣
S

= g,

∂u

∂n

∣∣∣
x=0,lx

= 0,
∂u

∂n

∣∣∣
y=0,ly

= 0.

(1.1)

Будем считать, что функции f и g непрерывны на S и обеспечивают существование
решения u ∈ C2(D(F,H))

⋂
C1(D(F,H)) задачи (1.1).

Как задача Коши для уравнения Лапласа задача (1.1) имеет единственное решение [7].
Так как граница z = H свободна, смешанная задача (1.1) с условиями Коши некор-

ректно поставлена. Решение задачи неустойчиво по отношению к погрешности в данных
f и g. Получим явное выражение для точного решения задачи.
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2. Явное представление точного решения задачи

В бесконечном цилиндре D∞ рассмотрим функцию источника задачи Неймана для
уравнения Лапласа, то есть — решение задачи

∆w(P ) = −δMP , P ∈ D∞,
∂w

∂n

∣∣∣
x=0,lx

= 0,
∂w

∂n

∣∣∣
y=0,ly

= 0,

∂w

∂z
→ ± 1

2lxly
при z → ±∞,

(2.1)

для которой выполнено необходимое условие разрешимости∫
D∞

δMPdVP = 2lxly
1

2lxly
= 1.

Функция источника ϕ(M,P ) задачи (2.1) может быть представлена в виде

ϕ(M,P ) =
1

4πrMP

+W (M,P ), (2.2)

где rMP — расстояние между точками M и P, W (M,P ) — гармоническая функция
по P.

Функция источника может быть получена методом отражений в виде суммы функций
точечных источников с периодом 2lx по x и 2ly по y

ϕ(M,P ) =
1

4π

∞∑
n,m=−∞

( 1

r1,nm

+
1

r2,nm

+
1

r3,nm

+
1

r4,nm

)
,

где
r1,nm = [(xM − xP + 2lxn)2 + (yM − yP + 2lym)2 + (zM − zP )2]1/2,

r2,nm = [(xM + xP + 2lxn)2 + (yM − yP + 2lym)2 + (zM − zP )2]1/2,

r3,nm = [(xM − xP + 2lxn)2 + (yM + yP + 2lym)2 + (zM − zP )2]1/2,

r4,nm = [(xM + xP + 2lxn)2 + (yM + yP + 2lym)2 + (zM − zP )2]1/2,

так что r1,00 = rMP .

Функция источника может быть также получена в виде ряда Фурье

ϕ(M,P ) = − 1

2lxly
|zM − zP |+

2

lxly

∞∑
n,m=0, n2+m2 6=0

εnεm
e−knm|zM−zP |

knm

× cos
πnxM
lx

cos
πmyM
ly

cos
πnxP
lx

cos
πmyP
ly

, (2.3)

где

knm = π

√
n2

l2x
+
m2

l2y
, εn =

{
1, n > 0,

0.5, n = 0.

Наряду с функцией источника (2.3) будем рассматривать функцию вида

ϕ̃(M,P ) =
1

2lxly

(
zM − zP + C

)
+ ϕ(M,P ), C = const,
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которая при фиксированной точке M ∈ D∞ по переменной P есть решение задачи

∆w(P ) = −δMP , P ∈ D∞,
∂w

∂n

∣∣∣
x=0,lx

= 0,
∂w

∂n

∣∣∣
y=0,ly

= 0,

∂w

∂z
→ 1

lxly
при z → +∞, ∂w

∂z
→ 0 при z → −∞.

Заметим, что при условии zM < min
(x,y)

F (x, y) < zP функция ϕ̃ представляется в виде ряда

ϕ̃(M,P ) =
1

2lxly
C +

2

lxly

∞∑
n,m=0, n2+m2 6=0

εnεm
e−knm|zM−zP |

knm

× cos
πnxM
lx

cos
πmyM
ly

cos
πnxP
lx

cos
πmyP
ly

.

Пусть M ∈ D(F,H). Применяя формулы Грина в области D(F,H) к функции u(P ) —
решению задачи (1.1) и функциям 1

4πrMP
, zM−zP +C

4π
и W (M,P ) в (2.2), получим

u(M) =

∫
∂D(F,H)

[∂u
∂n

(P )
1

4πrMP

− u(P )
∂

∂nP

1

4πrMP

]
dσP , M ∈ D(F,H) (2.4)

0 =

∫
∂D(F,H)

[∂u
∂n

(P )
zM − zP + C

4π
− u(P )

∂

∂nP

zM − zP + C

4π

]
dσP , M ∈ D(F,H) (2.5)

и
0 =

∫
∂D(F,H)

[∂u
∂n

(P )W (M,P )− u(P )
∂W

∂nP
(M,P )

]
dσP , M ∈ D(F,H). (2.6)

Сумма (2.4), (2.5) и (2.6) с учетом (2.2) дает

u(M) =

∫
∂D(F,H)

[∂u
∂n

(P )ϕ̃(M,P )− u(P )
∂ϕ̃

∂nP
(M,P )

]
dσP , M ∈ D(F,H). (2.7)

Учитывая однородные граничные условия для ϕ̃ и u на боковых гранях цилиндрической
области D(F,H), получим

u(M) =

∫
S

[
g(P )ϕ̃(M,P )− f(P )

∂ϕ̃

∂nP
(M,P )

]
dσP

+

∫
Π(H)

[∂u
∂n

(P )ϕ̃(M,P )− u(P )
∂ϕ̃

∂nP
(M,P )

]
dσP ,

где
Π(H) =

{
(x, y, z) : 0 < x < lx, 0 < y < ly, z = H

}
. (2.8)

Вводя обозначения

Φ(M) = −
∫
S

[
g(P )ϕ̃(M,P )− f(P )

∂ϕ̃

∂nP
(M,P )

]
dσP , M ∈ D(−∞, H), (2.9)
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v(M) =

∫
Π(H)

[∂u
∂n

(P )ϕ̃(M,P )− u(P )
∂ϕ̃

∂nP
(M,P )

]
dσP , M ∈ D(−∞, H), (2.10)

решение задачи (1.1) получим в виде

u(M) = v(M)− Φ(M), M ∈ D(F,H), (2.11)

где функция Φ вычисляется по известным функциям f и g и может рассматриваться
как известная функция.

Гармоническую в области

D(−∞, H) =
{

(x, y, z) : 0 < x < lx, 0 < y < ly, −∞ < z < H
}

функцию v вида (2.10), в области D(F,H) ⊂ D(−∞, H) можно представить согласно
(2.11), при условии существования решения задачи (1.1), как v = u + Φ и доопределить
ее на границе Π(H) как непрерывную функцию

v|z=H = u|z=H + Φ|z=H = vH . (2.12)

Кроме того, так как функция ϕ̃(M,P ) и ее производные ограничены при zM → −∞,
функция v(M) также ограничена zM → −∞. Таким образом, функцию v можно рас-
сматривать как решение задачи

∆v(M) = 0, M ∈ D(−∞, H),

v|z=H = vH ,
∂v

∂n

∣∣∣
x=0,lx

= 0,
∂v

∂n

∣∣∣
y=0,ly

= 0,

v ограничена при z → −∞.

(2.13)

Очевидно, задача (2.13) может быть решена методом Фурье, и функция v может быть
выражена через vH

v(M) =
∞∑

n,m=0

(ṽH)nme
knm(zM−H) cos

πnxM
lx

cos
πmyM
ly

, (2.14)

(ṽH)nm =
4εnεm
lxly

lx∫
0

ly∫
0

vH(x, y) cos
πnx

lx
cos

πmy

ly
dxdy. (2.15)

Отсюда следует, что если решение задачи (1.1) существует, то функция v может быть
представлена в виде ряда Фурье (2.14), причем ряд (2.14) сходится равномерно области
D(−∞, H − ε) при любом ε > 0, так как∣∣(ṽH)nme

knm(zM−H) cos
πnxM
lx

cos
πmyM
ly

∣∣ 6 ∣∣(ṽH)nm
∣∣e−εknm .

Таким образом, из представления (2.11) решения задачи (1.1) и (2.14) следует, что
для получения явного выражения для точного решения задачи (1.1) достаточно выразить
функцию vH (2.12) через заданные функции f и g.

Покажем, что функция vH удовлетворяет интегральному уравнению Фредгольма пер-
вого рода. Пусть M ∈ D(−∞, F ), где

D(−∞, F ) =
{

(x, y, z) : 0 < x < lx, 0 < y < ly, −∞ < z < F (x, y)
}
.
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Применяя формулу Грина в области D(F,H) к функции u(P ) — решению задачи (1.1)
и к функции ϕ̃(M,P ) вида (2.2), аналогично (2.4), (2.5) и (2.7) получим

0 =

∫
∂D(F,H)

[∂u
∂n

(P )ϕ̃(M,P )− u(P )
∂ϕ̃

∂nP
(M,P )

]
dσP , M ∈ D(−∞, F ).

Отсюда с учетом однородных граничных условий для ϕ̃ и u и обозначений (2.9) и (2.10)
получим

v(M) = Φ(M), M ∈ D(−∞, F ). (2.16)

Пусть a < min
(x,y)

F (x, y) и M ∈ Π(a), где Π(a) — область вида (2.8) при z = a, то-

гда из (2.16) и (2.14) получим систему уравнений относительно коэффициентов Фурье
функции vH

∞∑
n,m=0

(ṽH)nme
knm(a−H) cos

πnxM
lx

cos
πmyM
ly

= −Φ(M). (2.17)

Используя (2.15), уравнение (2.17) можно также записать как интегральное уравнение
первого рода ∫

Π(H)

G(M,P )vH(P )dxPdyP = Φ(M), M ∈ Π(a), (2.18)

где ядро интегрального оператора имеет вид

G(M,P ) =
4

lxly

∞∑
n,m=0

εnεme
−knm(H−a) cos

πnxM
lx

cos
πmyM
ly

cos
πnxP
lx

cos
πmyP
ly

. (2.19)

Уравнение (2.18) будем также записывать в виде

GvH = Φ(a). (2.20)

Из уравнения (2.18) с учетом разложения (2.19) при zM = a получаем соотношение между
коэффициентами Фурье единственного решения vH и коэффициентами Фурье правой
части

(ṽH)nme
−knm(H−a) = Φ̃nm(a), (2.21)

где Φ̃nm(a) — коэффициенты Фурье функции Φ(M)|M∈Π(a) :

Φ̃nm(a) =
4εnεm
lxly

∫
Π(a)

Φ(x, y, a) cos
πnx

lx
cos

πmy

ly
dxdy.

Отметим, что формула (2.21) характеризует убывание коэффициентов Фурье Φ̃nm(a)

с ростом n и m, если функции f и g таковы, что обеспечивают существование реше-
ния задачи (1.1) и, следовательно, — функции vH вида (2.12). Подставляя коэффициенты
Фурье (ṽH)nm из (2.21) в ряд (2.14), получим функцию v в области D(−∞, H)

v(M) =
∞∑

n,m=0

Φ̃nm(a)eknm(zM−a) cos
πnxM
lx

cos
πmyM
ly

. (2.22)

Ряд (2.22), как и ряд (2.14), сходится равномерно в D(−∞, H− ε) при любом ε > 0, если
решение задачи (1.1) существует при данных f и g.

Формула (2.11), где функции v и Φ вида (2.22) и (2.9) соответственно, дает явное
выражение для решения задачи (1.1).
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3. Устойчивое решение задачи при неточных данных Коши

Пусть функции f и g в задаче (1.1) заданы с погрешностью, т. е. вместо f и g заданы
функции f δ и gδ, такие что

‖f δ − f‖L2(S) 6 δ, ‖gδ − g‖L2(S) 6 δ.

Построим приближенное решение задачи (1.1), сходящееся к точному решению при
δ → 0. Функция Φ вида (2.9) в этом случае может быть получена приближенно:

Φδ(M) = −
∫
S

[
gδ(P )ϕ̃(M,P )− f δ(P )

∂ϕ̃

∂nP
(M,P )

]
dσP . (3.1)

Применяя неравенство Коши–Буняковского к разности функций (3.1) и (2.9) при
M ∈ Π(a), a < min

(x,y)
F (x, y), получим оценку правой части интегрального уравнения (2.18)

|Φδ(M)− Φ(M)| 6 max
M∈Π(a)

(∫
S

ϕ̃2(M,P )dσP

)1/2

‖gδ − g‖L2(S)

+ max
M∈Π(a)

(∫
S

[ ∂ϕ̃
∂nP

(M,P )
]2
dσP

)1/2

‖f δ − f‖L2(S) 6 Cδ. (3.2)

В качестве приближенного решения уравнения (2.18) будем рассматривать экстремаль
функционала Тихонова [6, с. 68] с условным стабилизатором [8, с. 35] нулевого порядка

Mα[w] =
∥∥Gw − Φδ(a)

∥∥2

L2(Π(a))
+ α‖w‖2

L2(Π(H)), α > 0, (3.3)

где G — интегральный оператор в (2.20). Экстремаль может быть получена как решение
уравнения Эйлера для функционала (3.3), которое в операторной форме имеет вид

G∗Gw + αw = G∗Φδ(a),

а в коэффициентах Фурье функции w

e−2knm(H−a)w̃nm + αw̃nm = e−knm(H−a)Φ̃δ
nm(a),

где

Φ̃δ
nm(a) =

4εnεm
lxly

∫
Π(a)

Φδ(x, y, a) cos
πnx

lx
cos

πmy

ly
dxdy (3.4)

— коэффициенты Фурье функции Φδ(M)|M∈Π(a). Решая уравнение относительно коэф-
фициентов Фурье экстремали и подставляя экстремаль wδα вместо vH в (2.14), найдем
приближение vδα к функции v в области D(−∞, H) :

vδα(M) =
∞∑

n,m=0

Φ̃δ
nm(a)eknm(zM−a)

1 + αe2knm(H − a)
cos

πnxM
lx

cos
πmyM
ly

. (3.5)

Отметим, что функция (3.5) отличается от точной функции (2.22) множителем
(1 + αe2knm(H−a))−1, обеспечивающим сходимость ряда.
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В соответствии с (2.11) приближенное решение задачи (1.1) получим в виде

uδα(M) = vδα(M)− Φδ(M), M ∈ D(F,H), (3.6)

где vδα и Φδ — функции вида (3.5) и (3.1).
Для приближенного решения (3.6) имеет место следующее утверждение.

Теорема 3.1. Пусть решение задачи (1.1) существует. Тогда для любого α = α(δ)

такого, что
α(δ)→ 0 и δ/

√
α(δ)→ 0 при δ → 0,

функция uα(δ) вида (3.6) равномерно сходится при δ → 0 к точному решению в области
D(F + ε,H − ε), 0 < ε < 0, 5(H −max

(x,y)
F (x, y)) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В области D(F + ε,H − ε) в соответствии с (3.6) и (2.11)
оценим разность

|uδα − u| 6 |vδα − v|+ |Φδ − Φ|. (3.7)

Для разности vδα − v получаем

|vδα − v| 6 |vδα − vα|+ |vα − v|, (3.8)

где vα — функция вида (3.5) при точных f и g,

vα(M) = −
∞∑

n,m=0

Φ̃nm(a)eknm(zM−a)

1 + αe2knm(H−a)
cos

πnxM
lx

cos
πmyM
ly

.

Оценим разность vδα − vα в (3.8) при zM < H − ε, используя (3.2),

|vδα(M)− vα(M)| 6
∣∣∣∣ ∞∑
n,m=0

eknm(zM−a)

1 + αe2knm(H−a)

∣∣∣∣ · 4 max
P∈Π(a)

∣∣Φδ(P )− Φ(P )
∣∣

6 C1δ

∞∑
n,m=0

eknm(H−ε−a)

1 + αe2knm(H−a)
6 C1δmax

x

[ ex

1 + αe2x

] ∞∑
n,m=0

e−knmε 6 C2
δ√
α
. (3.9)

Для разности vα − v в (3.8) при zM < H − ε имеем оценку

|vα − v| 6
∞∑

n,m=0

αe2knm(H−a)eknm(H−ε−a)

1 + αe2knm(H−a)

∣∣Φ̃nm(a)
∣∣.

Используя (2.21) и применяя неравенство Коши–Буняковского, получаем

|vα − v| =
∞∑

n,m=0

αe2knm(H−a)e−knmε

1 + αe2knm(H−a)

∣∣ ˜(vH)nm
∣∣

6

[
∞∑

n,m=0

( αe2knm(H−a)

1 + αe2knm(H−a)

)2

e−2knmε

]1/2

· 2√
lxly
‖vH‖L2 .
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Так как ряд, зависящий от параметра α, мажорируется сходящимся числовым рядом∑
e−2εknm , то возможен предельный переход по α и, таким образом,

|vα − v| → 0 при α→ 0. (3.10)

Из (3.8), (3.9) и (3.10) и условий теоремы следует, что

|vδα(δ) − v| → 0 при δ → 0. (3.11)

Вторая разность в правой части (3.7) оценивается аналогично (3.2), т. е., применяя
к этой разности неравенство Коши–Буняковского при M ∈ D(F + ε,H − ε), получаем

|Φδ(M)− Φ(M)| ≤ max
M∈D(F+ε,H−ε)

(∫
S

ϕ̃2(M,P )dσP

)1/2

‖gδ − g‖L2(S)

+ max
M∈D(F+ε,H−ε)

(∫
S

[ ∂ϕ̃
∂nP

(M,P )
]2
dσP

)1/2

‖f δ − f‖L2(S) 6 C3δ.

Отсюда, а также из (3.7) и (3.11) следует утверждение теоремы.

4. Заключение

Доказанная в предыдущем разделе теорема является обоснованием для использова-
ния формул (3.6), (3.1), (3.5), (3.4) для построения приближенного решения задачи (1.1).
Аналогично [5] из приближенного решения может быть выделена функция Карлемана.
Другие методы построения функции Карлемана предложены в [9,10].

Формулы (3.6), (3.1), (3.5), (3.4) могут быть использованы для построения эффектив-
ных вычислительных алгоритмов численного решения задачи. При этом при вычислении
коэффициентов Фурье по формулам (3.4) может быть использован метод [11], причем при
построении приближенного решения используются дискретные ряды Фурье, суммировать
которые можно, используя модифицированный метод Хемминга [12].

Построенное решение задачи (1.1) может быть использовано для решения обратной
задачи термографии (см. [13]) в приложении к задачам математической обработки термо-
грамм в тепловизионных исследованиях в медицине.

Аналогичный метод может быть применен к задаче продолжения потенциального поля
в геофизике (см. [14]).
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Аннотация. В настоящей работе изучаются различные разновидности показателей блуж-
даемости решений линейной однородной и нелинейной двумерных дифференциальных си-
стем с непрерывными на положительной полуоси коэффициентами. При этом все непро-
должаемые решения рассматриваемой нелинейной системы определены на всей положи-
тельной полуоси времени.

В 2010 году И.Н. Сергеевым были определены скорость блуждания и показатели блуж-
даемости (верхние и нижние, сильные и слабые) ненулевого решения x линейной системы.
Скорость блуждания решения — это средняя по времени скорость, с которой движется цен-
тральная проекция решения на единичную сферу. А сильные и слабые показатели блуж-
даемости — это скорость блуждания решения, но минимизированная по всем системам
координат, причем в случае слабого показателя блуждаемости минимизация производится
в каждый момент времени. Следовательно, сильные и слабые показатели блуждаемости
учитывают только ту информацию о решении, которая не гасится линейными преобра-
зованиями: так, они учитывают обороты вектора x вокруг нуля, но не учитывают его
локальное вращение вокруг какого-либо другого вектора.

В данной работе проведено исследование по первому приближению сильных и слабых
показателей блуждаемости. Установлено отсутствие непосредственной взаимосвязи меж-
ду мощностями спектров (т. е. множеств различных значений на ненулевых решениях)
сильных и слабых показателей блуждаемости нелинейной системы и системы ее перво-
го приближения. А именно, построена двумерная нелинейная система, спектры сильных
и слабых показателей блуждаемости сужения которой на любую открытую окрестность
нуля фазовой плоскости состоят из всех рациональных чисел отрезка [0, 1], а спектры
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Abstract. In this paper, we study various varieties of wandering exponents for solutions of linear
homogeneous and nonlinear two-dimensional differential systems with coefficients continuous
on the positive semiaxis. Moreover, all non-extendable solutions of the nonlinear system under
consideration are defined on the entire positive time semi-axis.

In 2010, I. N. Sergeev determined the wandering speed and wandering exponents (upper and
lower, strong and weak) of a nonzero solution x of a linear system. The wandering speed of
the solution is the time-average velocity at which the central projection of the solution moves
onto the unit sphere. Strong and weak exponents of wandering are the wandering speed of
the solution, but minimized over all coordinate systems, and in the case of a weak exponent
of wandering, minimization is performed at each moment of time. Therefore, strong and weak
exponents of wandering take into account only the information about the solution that is not
is suppressed by linear transformations: for example, they take into account the revolutions of
the vector x around zero, but do not take into account its local rotation around some other
vector.

In this work, a first approximation study of strong and weak wandering exponents was carried
out. It is established that there is no dependence between the spectra (i. e., a set of different
values on non-zero solutions) of strong and weak wandering exponents of a nonlinear system and
the system of its first approximation. Namely, a two-dimensional nonlinear system is constructed
such that the spectra of wandering exponents of its restriction to any open neighborhood of
zero on the phase plane consist of all rational numbers in the interval [0, 1], and the spectra of
the linear system of its first approximation consist of only one element.
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Введение

В работах [1–6] И.Н. Сергеева вводились и исследовались различные характеристи-
ки ляпуновского типа ненулевых решений линейных дифференциальных уравнений и си-
стем, отвечающие за колеблемость, вращаемость и блуждаемость решений на полупрямой.
В 2015 году в статье [3] (см. также [4, 5]) все введенные к тому моменту характеристики
ляпуновского типа были систематизированы, что привело к изменению названий некото-
рых из них: полные и векторные частоты переименованы, соответственно, в сильные и
слабые показатели колеблемости, показатели блуждаемости и блуждания — в сильные и
слабые показатели блуждаемости, а показатели вращаемости и вращения — в сильные
и слабые показатели ориентированной вращаемости. Спектры показателей колеблемости,
блуждаемости и ориентированной вращаемости автономных дифференциальных систем
были полностью описаны в работах [2, 7–9], а спектры этих показателей треугольных си-
стем изучены в [11,17], существование дифференциальных систем с континуальными спек-
трами доказано в [10,13,16,18], возможность управления суслинскими спектрами реализо-
вана в [12], существенные значения спектров были рассмотрены в [14,15,19]. Подвижность
асимптотических характеристик линейной дифференциальной системы (и уравнения) при
равномерно малых и бесконечно малых возмущениях изучалась в [1, 2, 15,20,21].

Все перечисленные показатели, как и линейные показатели, оказались применимыми
лишь к решениям, гарантированно определенным на всей положительной полуоси вре-
мени (см. [22]). Это затрудняет их вычисление для нелинейных систем, где такой гаран-
тии дать нельзя. В работе [22] предпринята первая попытка распространить определения
этих показателей на случай несуществования решений системы на всей полуоси, а имен-
но, определены и изучены сферические, радиальные и шаровые функционалы и показате-
ли. В работе [23] проведены исследования этих показателей по первому приближению, а
в [24] установлено существование нелинейной системы со счетными спектрами линейных
показателей колеблемости, в то время как спектры соответствующей линейной системы
ее первого приближения состоят ровно из одного неотрицательного числа. В настоящей
работе последнее свойство перенесено и на линейные показатели блуждаемости.

1. Показатели блуждаемости решений дифференциальных систем

Для заданной открытой окрестности G точки 0 в евклидовой (векторной) фазовой
плоскости R2 рассмотрим дифференциальную, вообще говоря нелинейную, систему вида

ẋ = f(t, x), x ∈ G, f(t, 0) = 0, t ∈ R+ ≡ [0,+∞), f, f ′x ∈ C(R+ ×G), (1.1)

обеспечивающую наличие нулевого решения, а также существование и единственность
решений задач Коши

ẋ = f(t, x), x(0) = x0, x0 ∈ G. (1.2)

С системой (1.1) свяжем линейную систему ее первого приближения

ẋ = A(t)x ≡ f′(t, x), A(t) = f ′x(t, 0), t ∈ R+, x ∈ R2, (1.3)

при условии
sup
t∈R+

|f(t, x)− f′(t, x)| = o(x), x→ 0.
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Через S∗(f) будем обозначать множество всех непродолжаемых ненулевых решений
системы (1.1), а через xf (·, x0) — решение задачи (1.2). Зададим множества

G∗ ≡ {x0 ∈ G | x0 6= 0}, Gδ ≡ {x0 ∈ G | |x0| = δ}, Gδ,γ ≡ {x0 ∈ G | δ < |x0| < γ},

где γ > δ ≥ 0. В дальнейшем звездочкой снизу будем помечать любое линейное простран-
ство, в котором выколот нуль.

Сначала дадим основные определения.

О п р е д е л е н и е 1.1 (см. [1]). Для функции u ∈ C1(R+,R2
∗) и числа t > 0 введем

вариацию следа

P(u, t) ≡
∫ t

0

∣∣∣∣ ∂∂τ e(u, τ)

∣∣∣∣ dτ, e(u, τ) ≡ u(τ)

|u(τ)|
,

функции u за время от 0 до t, причем ситуацию, когда функция u имеет на отрезке [0; t]

хотя бы один нуль, считаем вырожденной и полагаем по определению P(u, t) = +∞.
З а м е ч а н и е 1.1. Геометрический смысл вариации следа функции u — это полная

длина пути на единичной окружности конца единичного вектора e(u, τ) при τ ∈ [0; t].

Отсутствие у функции u нулей гарантирует, что вариация ее следа принимает только
конечные значения (как интеграл P(u, t) от непрерывной функции на отрезке).

О п р е д е л е н и е 1.2 (см. [1,2]). Линейные нижние слабый и сильный показатели
блуждаемости решения x ∈ S∗(f), заданного на всей полуоси R+, определим формулами

ρ̌◦(x) ≡ lim
t→+∞

inf
L∈AutR2

1

t
P(Lx, t), ρ̌•(x) ≡ inf

L∈AutR2
lim
t→+∞

1

t
P(Lx, t),

где AutR2 — множество всех невырожденных линейных операторов L : R2 → R2. Ли-
нейные верхние слабый ρ̂◦(x) и сильный ρ̂•(x) показатели блуждаемости зададим теми
же формулами, но с заменой в них нижних пределов при t→ +∞ верхними.

О п р е д е л е н и е 1.3 (см. [3,4]). Для функции x ∈ S∗(f) условимся о следующем:
1) если значение верхнего (с крышечкой) показателя блуждаемости совпадает со зна-

чением нижнего (с галочкой) показателя, то будем называть это значение точным, запи-
сывая его без галочки и без крышечки;

2) если значение слабого (с пустым кружочком) показателя блуждаемости совпадает
со значением сильного (с полным кружочком) показателя, то будем называть это значение
абсолютным, записывая его без кружочков вообще.

О п р е д е л е н и е 1.4. Для каждого показателя блуждаемости κ = ρ̂•, ρ̌•, ρ̂◦, ρ̌◦ и
подмножества M ⊂ R2 определим множество κ(f,M) ≡ {κ(f, x0) | x0 ∈M}.

Для произвольной вектор-функции z ∈ C1 (E,R2
∗) (E — либо отрезок [0, T ], либо

полуось R+ ) однозначно определим функцию φz : E → R соотношениями

φz(0) ∈ [0, 2π), |z(t)|
(

cosφz(t), sinφz(t)
)>

= z(t), t ∈ E, φz ∈ C1(E).

З а м е ч а н и е 1.2. Вариацию следа функции z за время от 0 до t можно вычислять
по формуле

P(z, t) =

∫ t

0

∣∣∣φ̇z(τ)
∣∣∣ dτ,

так как∣∣∣∣ ∂∂τ e(z, τ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ddτ ( cosφz(t), sinφz(t)
)>∣∣∣∣ = |

(
− sinφz(t), cosφz(t)

)>
φ̇z(τ)| = |φ̇z(τ)|.
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2. Основной результат

Теорема 2.1. При G = R2 существуют две системы, первая из которых — линей-
ная вида (1.3) и служащая системой первого приближения для другой, удовлетворяет
соотношениям ρ(f′, G∗) = {1}, а вторая система вида (1.1) при любом ε > 0 — соотно-
шениям

ρ(f,G0,ε) = ρ(f,G∗) = [0, 1] ∩Q. (2.1)

Сначала сформулируем и докажем вспомогательное утверждение.

Лемма 2.1. При G = R2 для некоторой линейной системы вида (1.3) со спектром
показателей блуждаемости ρ(f′, G∗) = {1} при любых q ∈ [0, 1] ∩ Q и 0 < α < β ≤ 1

найдется возмущенная система

ẋ = A(t)x+B(x, t) ≡ f(t, x), |B(x, t)| ≤ |x|2, x ∈ R2, t ∈ R+,

обладающая свойствами

ρ(f,Gα) = ρ(f,Gβ) = {1}, ρ(f,Gα,β) = {q}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Рассмотрим линейную периодическую систему (1.3), за-
писываемую в фиксированном базисе в R2 ≡ G в виде

ẋ = ζ(t)Ix ≡ f′(t, x), ζ(t) ≡ π

2
cos t, I ≡

(
0 −1

1 0

)
. (2.2)

Она задает вращение фазовой плоскости вокруг точки x = 0 с мгновенной скоростью
ζ(t) в каждый момент t ∈ R+, в результате чего ориентированный угол поворота любого
начального вектора x0 ∈ G∗ за время t равен

ϕ
(
t, xf′(·, x0)

)
=
π

2
sin t ∈

[
−π

2
,
π

2

]
, xf′(tk, x0) = (−1)k−1xf′(t1, x0), tk ≡ πk − π

2
, k ∈ N.

На каждом промежутке [tk, tk+1), k ∈ N, решение xf′ = xf′(t, x0) совершает поворот
на угол π, и это свойство не меняется под действием любого преобразования L ∈ AutR2,

поэтому
P(Lxf′ , tk+1)− P(Lxf′ , tk)

tk+1 − tk
=

P(xf′ , tk+1)− P(xf′ , tk)

tk+1 − tk
= 1, k ∈ N.

Отсюда получаем

ρ◦(xf′) = lim
t→+∞

1

t
inf

L∈AutR2
P(Lxf′ , t) = lim

k→+∞

1

tk+1

inf
L∈AutR2

P(Lxf′ , tk+1)

= lim
k→+∞

1

tk+1

inf
L∈AutR2

k∑
i=1

(P(Lxf′ , ti+1)− P(Lxf′ , ti))

= lim
k→+∞

1

tk+1

k∑
i=1

(P(xf′ , ti+1)− P(xf′ , ti))

= lim
k→+∞

1

tk+1

k∑
i=1

(ti+1 − ti) = lim
k→+∞

tk+1 − t1
tk+1

= 1,
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ρ•(xf′) = inf
L∈AutR2

lim
k→+∞

1

tk+1

P(Lxf′ , tk+1)

= inf
L∈AutR2

lim
k→+∞

1

tk+1

k∑
i=1

(P(Lxf′ , ti+1)− P(Lxf′ , ti))

= lim
k→+∞

1

tk+1

k∑
i=1

(P(xf′ , ti+1)− P(xf′ , ti)) = 1.

Следовательно, все показатели блуждаемости совпадают между собой, а их спектр
состоит из одного элемента ρ(f′, G∗) = {1}.

2. На отрезке r ∈ [0, 1] для выбранных 0 < α < β ≤ 1 зададим функции

ψ±(r) ≡ 1± r2(r − α)2(r − β)2

(r2 + 2)2
∈ (0, 2).

Для нелинейной периодической системы вида (1.1) с правой частью

g(t, x) = ψ−(|x|) · f′(t, x), t ∈ R+

при любом t ∈ R+ имеем

ϕ(t, xg(·, x0)) = ψ−(|x0|)
π

2
sin t ∈

[
−ψ−(|x0|)

π

2
, ψ−(|x0|)

π

2

]
⊂
(
−π

2
,
π

2

)
, α < |x0| < β.

В силу последнего включения для любого x0, удовлетворяющего условию α < |x0| < β,

решение xg = xg(t, x0) не покидает сектор, центральный угол которого меньше чем π,

причем зазор между этим сектором и целым полукругом равен δ = π − ψ−(|x0|)π.
Убедимся в том, что можно указать такой поворот L ∈ AutR2, что вектор Lxg лежит

на фазовой плоскости R2 строго в одной полуплоскости относительно заданной прямой
l ⊂ R2. Более того, если оператор L задавать как композицию указанного поворота и
неограниченного удлинения вектора e ⊥ l, то при любом t > 1 можно делать сколь
угодно малым величину t−1P(Lxg, t). Положим

Ln = SnR, n ∈ N,
(
xg(t), yg(t)

)>
= Rxg,

(
x̃g(t), ỹg(t)

)>
= Lnxg,

где

Sn =

(
1 0

0 n

)
, R =

(
cosψ sinψ

− sinψ cosψ

)
, ψ = φxg(0)− δ/2.

Покажем, что искомым оператором является композиция Ln при достаточно больших
n поворота R по часовой стрелке на угол ψ и растяжения Sn вдоль вертикальной оси.
В самом деле, имеем

φxg(0) = φxg(0)− ψ = δ/2,

φxg(π/2) = φxg(π/2)− φxg(0) + δ/2 = ψ−(|x0|)π/2 + δ/2 = π/2,

φxg(3π/2) = φxg(3π/2)− φxg(0) + δ/2 = −ψ−(|x0|)π/2 + δ/2 = δ − π/2,

φx̃g(0) ∈ (0, π/2), φx̃g(π/2) ∈ (0, π/2), φx̃g(3π/2) ∈ (−π/2, 0).

Из нестрогого убывания функции φxg на отрезке [π/2, 3π/2] и геометрических свойств
операторов R и Sn следуют соотношения

φ̇x̃g(t) ≤ 0, t ∈ [π/2, 3π/2],
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φx̃g(π/2 + t) = φx̃g(π/2− t), φx̃g(3π/2 + t) = φx̃g(3π/2− t), t ∈ [0, π/2],

на основании которых получим

P(Lnxg, 2π) =

∫ 2π

0

∣∣∣φ̇x̃g(τ)
∣∣∣ dτ = 2|φx̃g(3π/2)− φx̃g(π/2)|

≤ 8 arctg
x̃g(0)

ỹg(0)
= 8 arctg

xg(0)

nyg(0)
= 8 arctg(ctg(δ/2)/n) ≡ an.

Для любого достаточно малого γ > 0 в силу условия an → 0 при n→ +∞ найдется
такой номер n0 ∈ N, что P(Ln0xg, 2π) ≤ γ, а значит, выполнится цепочка соотношений

ρ̂•(xg) = inf
L∈AutR2

lim
t→+∞

1

t
P(Lxg, t) ≤ lim

t→+∞

1

t
P(Ln0xg, t)

= lim
p→+∞

1

2πp
P(Ln0xg, 2πp) = lim

p→+∞

p

2πp
P(Ln0xg, 2π) ≤ γ

2π
.

Следовательно, учитывая произвольность γ > 0 и соотношения

ρ̌◦(x) ≤ ρ̌•(x) ≤ ρ̂•(x), ρ̌◦(x) ≤ ρ̂◦(x) ≤ ρ̂•(x), x ∈ C1(R+,R2
∗), (2.3)

вытекающие из определений показателей блуждаемости, для значения q = 0 выберем
нелинейную систему

f(t, x) ≡
{
f′(t, x), 0 < |x| ≤ α ∨ |x| ≥ β, t ∈ R+,

ψ−(|x|) · f′(t, x), α < |x| < β, t ∈ R+.

3. Для нелинейной периодической системы вида (1.1) с правой частью

h(t, x) = ψ+(|x|) · f′(t, x), t ∈ R+,

будем иметь

{ϕ(t, xh(·, x0)) | t ∈ R+} ⊃
(
−ψ+(|x0|)

π

2
, ψ+(|x0|)

π

2

)
⊃
[
−π

2
,
π

2

]
, α < |x0| < β. (2.4)

В силу последнего включения каждое решение xh(t, x0), α < |x0| < β, не покидает
сектор, центральный угол которого больше чем π, причем зазор между этим сектором и
целым полукругом равен δ = ψ+(|x0|)π − π.

а) Для произвольного фиксированного решения xh = xh(t, x0) положим

Ln = SnR, n ∈ N,
(
xh(t), yh(t)

)>
= Rxh,

(
x̃h(t), ỹh(t)

)>
= Lnxh,

где

Sn =

(
1 0

0 n

)
, R =

(
cosψ sinψ

− sinψ cosψ

)
, ψ = φxh(0)− δ/2.

Сначала для выбранного решения xh и достаточно малого γ > 0 найдем такой номер
n0, при котором справедливы оценки

P(Ln0xh, 2π) ≤ 2π + γ. (2.5)
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Для этого вычислим
φxh(0) = φxh(0)− ψ = δ/2,

φxh(π/2) = φxh(π/2)− φxh(0) + δ/2 = ψ+(|x0|)π/2 + δ/2 = π/2 + δ,

φxh(3π/2) = φxh(3π/2)− φxh(0) + δ/2 = −ψ+(|x0|)π/2 + δ/2 = −π/2,

φx̃h(0) ∈ (0, π/2), φx̃h(π/2) ∈ (π/2, π), φx̃h(3π/2) ∈ (−π/2, 0),

φx̃h

(π
2

)
=
π

2
− arctg

x̃h(π/2)

ỹh(π/2)
=
π

2
− arctg

xh(π/2)

nyh(π/2)

=
π

2
− arctg

|Rxh(t, x0)| cosφxh(π/2)

n|Rxh(t, x0)| cosφxh(π/2)
=
π

2
− arctg(ctg(φxh(π/2))/n)

≤ π/2− arctg(ctg(π/2 + π/4)/n) = π/2− arctg(−1/n) = π/2 + arctg(1/n),

φx̃h

(
3π

2

)
= −π

2
− arctg

x̃h(3π/2)

ỹh(3π/2)

= −π
2
− arctg

xh(3π/2)

nyh(3π/2)
= −π/2− arctg(ctg(−π/2)/n) = −π/2,

P(Lnxh, 2π) =

∫ 2π

0

∣∣∣φ̇x̃h(τ)
∣∣∣ dτ = 2(φx̃h(π/2)− φx̃h(3π/2)) = 2(π + arctg(1/n)) ≡ bn.

Очевидное свойство bn → 2π при n→ +∞ последовательности (bn) завершает дока-
зательство оценки (2.5).

б) Теперь покажем, что для решения xh и любого оператора L ∈ AutR2 выполнена
оценка P(Lxh, 2π) ≥ 2π. Действительно, принимая во внимание непрерывность функции
φxh и учитывая условие (2.4), установим существованию такой точки τ0 ∈ (π, 3π/2), что
φxh(τ0) = π+φxh(π/2). Поэтому при некотором r > 0 имеем равенство xh(τ0) = −rxh(π/2),

из которого для функции zh = Lxh вытекает

zh(τ0) = Lxh(τ0) = L
(
− rxh(π/2)

)
= −rL

(
xh(π/2)

)
= −rzh(π/2),

а значит, при некотором m ∈ Z верно и следующее равенство

φzh(τ0) = φzh(π/2) + π + 2mπ.

Используя последнее равенство и условие

φzh(π/2 + t) = φzh(π/2− t), φzh(3π/2 + t) = φzh(3π/2− t), t ∈ [0, π/2],

выведем требуемое утверждение

P(Lxh, 2π) =

∫ π/2

0

∣∣∣φ̇zh(τ)
∣∣∣ dτ +

∫ τ0

π/2

∣∣∣φ̇zh(τ)
∣∣∣ dτ +

∫ 2π

τ0

∣∣∣φ̇zh(τ)
∣∣∣ dτ

≥ 2

∣∣∣∣∫ τ0

π/2

φ̇zh(τ) dτ

∣∣∣∣ = 2|π + 2mπ| ≥ 2π.
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в) Для верхнего сильного показателя блуждаемости решения xh с учетом оценки (2.5)
будем иметь

ρ̂•(xh) = inf
L∈AutR2

lim
t→+∞

1

t
P(Lxh, t) ≤ lim

t→+∞

1

t
P(Ln0xh, t)

= lim
p→+∞

1

2πp
P(Ln0xh, 2πp) = lim

p→+∞

p

2πp
P(Ln0xh, 2π) ≤ 2π + γ

2π
.

Для нижнего слабого показателя блуждаемости решения xh на основании результата
п. б) получим оценку снизу

ρ̌◦(xh) = lim
t→+∞

1

t
inf

L∈AutR2
P(Lxh, t) = lim

p→+∞

1

2πp
inf

L∈AutR2
P(Lxh, 2πp)

= lim
p→+∞

p

2πp
inf

L∈AutR2
P(Lxh, 2π) ≥ lim

p→+∞

2πp

2πp
= 1.

Далее, вспоминая свойства (2.3) показателей блуждаемости, придем к равенствам

ρ̌◦(xh) = ρ̌•(xh) = ρ̂◦(xh) = ρ̂•(xh) = 1.

Следовательно, для значения q = 1 выберем систему

f(t, x) ≡
{
f′(t, x), 0 < |x| ≤ α ∨ |x| ≥ β, t ∈ R+,

ψ+(|x|) · f′(t, x), α < |x| < β, t ∈ R+.

4. Наконец, для произвольного значения q = l1/(l1 + l2), l1, l2 ∈ N возьмем систему

f(t, x) ≡


f′(t, x), 0 < |x| ≤ α ∨ |x| ≥ β, t ∈ R+,

ψ+(|x|) · f′(t, x), α < |x| < β, t ∈ [0, 2πl1],

ψ−(|x|) · f′(t, x), α < |x| < β, t ∈ [2πl1, 2π(l1 + l2)],

где в кольце α < |x| < β функция f(t, x) периодически (с периодом T = 2π(l1 + l2) )
продолжается на всю полуось R+.

Действительно, для любого решения xf = xf (t, x0), α < |x0| < β, найдется (см. пп.
2 и 3.а) такое преобразование Ln0 ∈ AutR2, что показатели блуждаемости обладают
свойством

ρ◦(xf ) = lim
t→+∞

1

t
inf

L∈AutR2
P(Lxf , t) = lim

t→+∞

1

t
P(Ln0xf , t) = lim

p→+∞

1

Tp
P(Ln0xf , Tp)

= lim
p→+∞

p

Tp
P(Ln0xf , T ) =

1

2π(l1 + l2)

l1+l2∑
i=1

P(Ln0xf , 2πi) =
2πl1

2π(l1 + l2)
=

l1
l1 + l2

,

ρ◦(xf ) ≤ ρ•(xf ) = inf
L∈AutR2

lim
t→+∞

1

t
P(Lxf , t) =

l1
l1 + l2

.

Последние два соотношения полностью завершают доказательство леммы.

Теперь перейдем к доказательству основного результата.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Занумеровав все рациональные числа из отрезка [0, 1] нату-
ральными числами, определим последовательность (sp)p∈N. По этой последовательности
образуем следующую

s1; s1, s2; s1, s2, s3; . . . ; s1, s2, s3, . . . , sk; . . . ,

которую обозначим через (qp)p∈N.

Единичный круг |x| ≤ 1 разобьем на счетное число колец вида

αk+1 < |x| < αk, αk = 21−k, k ∈ N. (2.6)

Далее, выбираем линейную систему (2.2) и, на основании леммы 2.1, достраиваем ее в
каждом кольце (2.6) так, чтобы при любом k ∈ N выполнялось ρ(f,Gαk+1,αk

) = {qk}.
В кольце 1 ≤ |x| < +∞ и на каждой окружности |x| = αk, k ∈ N линейную систему

(2.2) оставляем без изменения, поэтому

ρ(f,Gαk
) = ρ(f,G1,+∞) = {1}.

Таким образом, из условия αk → 0 при k → +∞ для любого ε > 0 следует справед-
ливость (2.1).

Автор выражает глубокую благодарность доценту А.Х. Сташу за постановку задачи
и внимание к работе.
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Аннотация. Рассматривается достаточно часто встречающаяся в промышленной сфере
сплошная среда, состоящая из совокупности слоев (фаз) — слоистой однонаправленной
композиционной среды (композитов), и физические процессы в слоях — процессы пере-
носа, волновые процессы и изменение напряженно-деформированного состояния этой сре-
ды. Осуществляется математическое описание структуры композиционной среды в тер-
минах слоистой области, формируется соболевское пространство функций с носителем в
слоистой области (вместе со вспомогательными пространствами) для описания количе-
ственных характеристик слоев и устанавливается слабая разрешимость соответствующих
краевых задач. При этом в местах взаимного примыкания слоев определены условия, опи-
сывающие закономерности процесса переноса и волнового процесса, а также изменения
напряженно-деформированного состояния и перемещения точек слоев. Работа состоит из
трех частей. Первая часть содержит описание структуры композиционной среды, основные
понятия и описание классических пространств функций с носителем в слоистой области.
Вторая часть посвящена построению вспомогательных пространств для математического
описания краевых задач процессов переноса и волнового процесса, получению достаточных
условий их разрешимости. Третья часть содержит описание упругих свойств композици-
онной среды, формируется задача о напряженно-деформированном состоянии среды, для
которой строится пространство допустимых решений, удовлетворяющих соотношениям,
описывающим законы перемещения точек в местах примыкания слоев, устанавливаются
условия слабой разрешимости указанной задачи. Результаты работы используются при
анализе задач оптимизации физических процессов и явлений в композиционных материа-
лах.
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Abstract. A continuous medium, which is quite common in the industrial sphere, consisting of a
set of layers (phases), i.e. a layered unidirectional composite medium (composites), and physical
processes in the layers, i.e. transfer processes, wave processes, and changes in the stress-strain
state of this this medium, is considered. A mathematical description of the structure of the
compositional medium in terms of the layered domain is realized, a Sobolev space of functions
with a carrier in the layered domain (together with auxiliary spaces) is constructed to describe
the quantitative characteristics of the layers, and the weak solvability of the corresponding
boundary value problems is established. At the same time, in the places of mutual adjacency of
the layers, the conditions describing the regularities of the transfer process and the wave process,
as well as changes in the stress-strain state and the displacement of layer points were determined.
The work consists of three parts. The first part contains a description of the structure of the
compositional medium, the basic concepts, and a description of the classical spaces of functions
with a carrier in the layered domain. The second part is devoted to the construction of auxiliary
spaces for the mathematical description of boundary problems of the processes of transfer and
wave process, and to obtaining sufficient conditions for their solvability. The third part contains
a description of the elastic properties of the composite medium, the problem of stress-strain
is formulated for which the space of admissible solutions satisfying the relations describing
the laws of displacement of points at the junctions of layers is constructed, the conditions of
weak solvability of the specified problem are established. The results of the work are used in
the analysis of problems of optimization of physical processes and phenomena in composite
materials.
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Введение

На практике достаточно часто используются слоистые композиционные материалы
(композиты), представляющие собой набор слоев из однонаправленных композитов. Каж-
дый слой содержит длинные волокна (армирующие элементы), расположенные парал-
лельно друг другу, и является однонаправленным волокнистым композитом. Матема-
тическое описание однонаправленных волокнистых композитов представлено в моногра-
фии [1, с. 320] с помощью формализмов периодической среды, использующих в некотором
смысле предельный специальный оператор. В данном исследовании представлен анализ
напряженно-деформированного состояния материала с обладающими различными свой-
ствами слоями. Рассматривается иной подход, не связанный с периодичностью композици-
онной среды, при этом определены условия, описывающие законы перемещения элементов
композиционной среды. Вводимая слоистая область определяет модель слоистой упругой
композиционной среды в пространстве R3.

Работа состоит из трех частей. Первая часть посвящена математическому описанию
структуры композиционной среды, в ней представлены основные понятия и даны опреде-
ления пространств функций с носителем в слоистой области. Вторая часть содержит под-
ход к построению вспомогательных пространств для математического описания краевых
задач процессов переноса и волнового процесса, при этом получены достаточные условия
разрешимости этих задач. Третья часть содержит описание упругих свойств композици-
онной среды, формируется задача о напряженно-деформированном состоянии компози-
ционной среды, для этой задачи строится пространство допустимых решений, удовлетво-
ряющих соотношениям, описывающим законы перемещения точек в местах примыкания
слоев, устанавливаются условия слабой разрешимости указанной задачи.

1. Основные понятия и определения

1.1. Описание структуры композиционной среды

Сложносочлененные структуры областей (например, сетеподобные области [2]) доста-
точно удобны для математического описания носителей различного типа сетевых процес-
сов [3]. Слоистая область = ⊂ R3 ( ∂= — граница = ), являясь частным случаем сетеподоб-
ной области, имеет аналогичное описание и состоит из двух совокупностей: совокупность
подобластей =j, j = 0, N — слоев области = ( ∂=j — граница =j ) и совокупность по-
верхностей Sj, j = 1, N. Последние являются общими границами попарных подобластей
— слоев =j. Поверхности Sj называют поверхностями примыкания слоев =j, j = 0, N.

Таким образом, слоистая область = и ее граница ∂= определяются соотношениями

= =
( N⋃
j=0

=j
)⋃( N⋃

j=1

Sj

)
, ∂= =

( N⋃
j=0

∂=j
)
\
( N⋃
j=1

Sj

)
.

Рассмотрения в статье проводятся в предположениях липшицевости подобластей =j,
j = 0, N, и гладкости поверхностей Sj, j = 1, N. Также предполагается, что =j — звезд-
ная относительно шара из =j, j = 0, N. Допустимо различие характеристик и свойств
изучаемых тепловых или волновых процессов на =j, описание физических явлений изу-
чаемого процесса на Sj подчинено определенным соотношениям, представленным ниже.
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1.2. Пространства функций с носителем в слоистой области

Используются классические пространства действительных измеримых по Лебегу функ-
ций u(x), x = (x1, x2, x3) ∈ Ω, Ω ⊂ R3 :

L2(Ω) — пространство функций u(x), суммируемые с квадратом в Ω, скалярное про-
изведение и норма определены соотношениями

(u, v)Ω =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ‖u‖Ω =
√

(u, u)Ω; (1.1)

W 1
2 (Ω) — пространство функций u(x) ∈ L2(Ω) с обобщенными производными ∂u(x)

∂xι
∈

L2(Ω), ι = 1, 2, 3, скалярное произведение и норма определены соотношениями

(u, v)1
Ω =

∫
Ω

(
u(x)v(x) +

3∑
ι=1

∂u(x)

∂xι

∂v(x)

∂xι

)
dx, ‖u‖1

Ω =
√

(u, u)1
Ω; (1.2)

W 1
2,0(Ω) ⊂ W 1

2 (Ω) — ядро W 1
2 (Ω) : W 1

2,0(Ω) = {u : u ∈ W 1
2 (Ω), u|x∈∂Ω = 0}.

Для слоистой области = :
∫
=
u(x)dx =

N∑
j=0

∫
=j
u(x)dx, пространства L2(=) и W 1

2 (=) ана-

логичны указанным выше, скалярные произведения и нормы определяются формулами

(u, v)= =
N∑
j=1

∫
=j

u(x)v(x)dx, ‖u‖= =
√

(u, u)=, (1.3)

(u, v)1
= =

N∑
j=0

∫
=j

(
u(x)v(x) +

3∑
ι=1

∂u(x)

∂xι

∂v(x)

∂xι

)
dx, (1.4)

‖u‖1
= =

( N∑
j=0

∫
=j

(
u2(x) +

3∑
ι=1

(∂u(x)

∂xι

)2
)
dx
)1/2

=
√

(u, u)1
=, (1.5)

вытекающими из соотношений (1.1) и (1.2): (1.3) для L2(=) и (1.4), (1.5) для W 1
2 (=),

W 1
2,0(=).

2. Процессы переноса и волновые процессы в композиционной среде

В соответствии с подходом анализа начально-краевых задач, описывающих математи-
ческие модели физических процессов в композиционных средах [3], определим простран-
ство допустимых решений таких задач со свойствами, характеризующими закономерности
физических явлений на поверхностях Sj, j = 1, N, примыкания слоев =j, j = 0, N. При
описании таких пространств используются два подхода: классическое описание физиче-
ской сути процесса, в основе которого лежат априорные соображения [4], и математическое
описание при использовании обобщенной постановки краевой задачи — слабая постановка
задачи [3].

Приведем первый подход, основанный на классическом описании физической сути теп-
ловых и волновых явлений на границах компонентов (фаз) композиционной среды. Пред-

ставим условия продолжения функций u(x) с области = на = =
N⋃
j=0

=j. Пусть C(Ω) —
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множество непрерывных функций в Ω. Для функции u(x) ∈ C(Ω) существуют ∂u(x)
∂xι

,

ι = 1, 2, 3, в Ω как продолжение по непрерывности с Ω на Ω. Отсюда следует, что вве-
дено множество C1(Ω) с элементами u(x), для которых определены непрерывные ∂u(x)

∂xι
,

ι = 1, 2, 3, в Ω, при этом соотношениями (1.1) и (1.2) определяются скалярное произве-
дение и норма, соответственно. Таким образом, можно считать, что на = имеют место
множества: C(=) — множество непрерывных функций u(x) со скалярным произведением
и нормой (1.3), C1(=j) j = 0, N — совокупность N + 1 множеств функций u(x) ∈ C(=),

для которых существуют ∂u(x)
∂xι

, ι = 1, 2, 3, в =j при любом j = 0, N, C1(=) — множество
функций u(x) ∈ C1(=j) j = 0, N, допускающих скачок производных ∂u(x)

∂xι
, ι = 1, 2, 3, на

поверхностях Sj примыкания слоев и для которых соотношения (1.4) и (1.5) определяют
скалярное произведение и норму.

Рассмотрим дифференциальное выражение

Au := −
3∑

κ,ι=1

∂

∂xκ

(
aκι(x)

∂u

∂xι

)
,

которое определяет эллиптическую часть краевых задач математических моделей теп-
ловых и волновых процессов; aκι(x) — принадлежащие L2(=) ограниченные функции
(подробные описания приведены ниже в соотношении (2.3)). Пусть C̃1(=) — множество
функций u(x) ∈ C1(=), для которых на Sj, j = 1, N, выполнены соотношения

u(x)|S+
j

= u(x)|S−j ,
∫
S+
j

∂u(x)

∂νΛ

dS +

∫
S−j

∂u(x)

∂νΛ

dS = 0, (2.1)

здесь ∂u(x)
∂νΛ

=
3∑

κ,ι=1

aκι(x)∂u(x)
∂xι

cos(n̄, xκ), S+
j , S

−
j — односторонние поверхности для Sj,

cos(n̄, xκ) — κ -й направляющий косинус внешней нормали к S+
j и S−j . Отметим, что

условия (2.1) по сути своей являются условиями примыкания смежных слоев компози-
ционной среды, разделенных поверхностью Sj : если осуществляется тепловой поток в
композиционной среде, то первое соотношение определяет равенство температур на S+

j и
S−j , второе — баланс тепловых потоков через Sj.

З а м е ч а н и е 2.1. Условия (2.1) могут принимать иной вид в соответствии с изме-
нениями закономерностей явлений на поверхностях Sj, а именно,

u(x)|S+
j

= u(x)|S−j ,
∫
S+
j

∂u(x)

∂νΛ

dS +

∫
S−j

∂u(x)

∂νΛ

dS +

∫
S−j

g(x)dS = 0, j = 1, N.

Слагаемое
∫
S−j

g(x)dS означает влияние сил внешнего воздействия со стороны поверхно-

сти S−j , g(x) — плотность распределения этих сил (влияние сил внешнего воздействия
возможно и со стороны S+

j ).

О п р е д е л е н и е 2.1. Пространство W̃ 1(=) — замыкание C̃1(=) в W 1
2 (=).
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Из определения 2.1 для u(x) ∈ W̃ 1(=) следует, что u(x)=j ∈ W 1(=j), j = 0, N (здесь
u(x)=j — сужение функции u(x) на =j ). При этом из существования обобщенных произ-
водных ∂u(x)

∂xι
, ι = 1, 2, 3, в = следует существование ∂u(x)

∂xι
в =j, а значит, u(x) ∈ W̃ 1(=)

и имеет место (2.1).
Пусть C̃1

0(=) — подмножество множества C̃1(=), для элементов u(x) которого имеет
место равенство u(x)|∂= = 0.

О п р е д е л е н и е 2.2. Пространство W̃ 1
0 (=) — замыкание C̃1

0(=) в W 1
2 (=), W̃ 1

0 (=)

является подпространством пространства W̃ 1(=).

З а м е ч а н и е 2.2. Пространства W̃ 1(=), W̃ 1
0 (=) определяют допустимые состоя-

ния краевой задачи для оператора A : для краевой задачи Дирихле используется W̃ 1
0 (=),

для задачи с общими краевыми условиями — W̃ 1(=).

Другой подход формирования аналогичных пространств W̃ 1(=), W̃ 1
0 (=) основан на

использовании класса функций W 1
2 (=) при описании тепловых и волновых явлений в

местах примыкания слоев — соответствующие краевые задачи определяются в слабой
постановке [3].

Определим для u(x), η(x) ∈ W 1
2 (=)×W 1

2 (=) билинейную непрерывную, симметричную
форму

ρ(u, η) =

∫
=

3∑
κ,ι=1

aκι(x)
∂u(x)

∂xι

∂η(x)

∂xκ
dx, (2.2)

порожденную дифференциальным выражением Au. При этом для (2.2) считаем выпол-
ненными условия

aκι(x) = aικ(x),

a∗ξ
2 ≤

3∑
κ,ι=1

aκι(x)ξκξι ≤ a∗ξ2,

0 < β∗ ≤ b(x) ≤ β∗, x ∈ =,

(2.3)

с положительными постоянными a∗, a
∗, β и ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3, ξ2 =

3∑
κ=1

ξ2
κ, aκι(x), b(x) ∈

L2(=); соотношения (2.3) имеют место почти всюду на =.
Пусть f(x) ∈ L2(=) и L — линейный непрерывный функционал в W 1

2 (=), заданный
линейной формой

L(η) =

∫
=

f(x)η(x)dx, η(x) ∈ W 1
2 (=). (2.4)

Имеет место следующее утверждение (лемма Лакса–Мильграма [5] и [1, с. 32]): если
ρ(u, u) ≥ a∗‖u‖2

W 1
2 (=)

при любом u ∈ W 1
2 (=), то существует единственный элемент u ∈

W 1
2 (=), для которого

ρ(u, η) = L(η) ∀η ∈ W 1
2 (=). (2.5)

Используя формулу Грина (полное обоснование формулы Грина для слоистой об-
ласти = аналогично приведенному в работе [3]), представим соотношение (2.5) терми-
нами дифференциальных уравнений в слабой постановке. Для этого введем функции
ηj(x) ∈ W 1

2,0(=) :

ηj(x) = η(x), x ∈ =j, ηj(x) = 0, x ∈ =\=j, j = 0, N.
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Заменяя η(x) в (2.4), (2.5) на ηj(x) и используя формулу Грина на всех подобластях =j,
j = 0, N, получаем равенства∫

=j

(Au)(x)ηj(x)dx = −
∫
∂=j

∂u

∂νA
η(x)dx+ ρ(u, ηj) =

∫
=j

f(x)ηj(x)dx, (2.6)

где, как и (2.1), при описании условий примыкания

∂u

∂νA
=

3∑
κ,ι=1

aκι(x)
∂u

∂xι
cos(nj, xκ), (2.7)

cos(nj, xκ) — κ -й направляющий косинус внешней нормали nj к сторонам поверхности
Sj для каждого фиксированного j = 1, N. Отсюда следует, что u(x) удовлетворяет урав-
нениям

Au = f(x), x ∈ =j, (2.8)

в слабой постановке для каждого j = 0, N, а значит, u(x) в силу (2.8) удовлетворяет
интегральным тождествам

ρ(u, ηj) =

∫
=j

f(x)ηj(x)dx ∀ηj(x) ∈ W 1
2,0(=j)

при j = 0, N.

Пусть функция η(x) ∈ W 1
2 (=j), отлична от нуля на поверхностях Sj, j = 1,m, где

1 ≤ m ≤ N, и равна нулю на всех оставшихся Sj. Из уравнений (2.8) вытекает

m∑
j=1

∫
=j

Au(x)η(x)dx =
m∑
j=1

∫
=j

f(x)η(x)dx.

Пользуясь формулой Грина в левой части этого равенства (см. соотношения (2.6)), а также
учитывая представление (2.5) формы L(η), получаем

−
m∑
j=1

∫
S+
j

∂u

∂νA
η(x)dx−

m∑
j=1

∫
S−j

∂u

∂νA
η(x)dx+ ρ(u, ηj) =

∫
=

f(x)η(x)dx,

или

−
m∑
j=1

(∫
S+
j

∂u

∂νA
η(x)dx+

∫
S−j

∂u

∂νA
η(x)dx

)
+ ρ(u, η) =

∫
=

f(x)η(x)dx, (2.9)

пояснения для S+
j , S−j и ∂u

∂νA
установлены соотношениями (2.1) и (2.7), соответственно.

Фиксируя в (2.9) поочередно m = 1, m = 2, . . . , m = N и учитывая (2.4), приходим к
соотношениям∫

S+
j

∂u(x)

∂νA
η(x)dx+

∫
S−j

∂u(x)

∂νA
η(x)dx = 0, j = 1,m, 1 ≤ m ≤ N. (2.10)
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Добавление условий непрерывности функций u(x) на поверхностях Sj

u(x)|S+
j

= u(x)|S−j , j = 1, N, (2.11)

характерных для границ слоев композиционных сред при анализе процессов переноса и
волновых процессов, приводит к условиям (2.1).

Следуя результатам работы [3], для описания тепловых и волновых процессов в компо-
зиционной среде вводятся пространства состояний W̃ 1,0

0 (=T ) и W̃ 1
0 (=T ), =T = =× (0, T ),

T <∞ :

1) пространство W̃ 1,0
0 (=T ) — замыкание в норме

‖u‖1,0
=T =

( N∑
k=1

∫
=k×(0,T )

(
u2 +

n∑
ι=1

u2
xl

)
dxdt

)1/2

,

функций u(x, t) ∈ L2(=), следы которых u(x, t0) ∈ W̃ 1
0 (=), t0 ∈ (0, T ), непрерывно зави-

сят от t0 в норме W 1
2 (=) ;

2) если норму ‖u‖1,0
=T заменить на

‖u‖1
=T =

( N∑
k=1

∫
=k×(0,T )

(
u2 + y2

t +
n∑
ι=1

u2
xl

)
dxdt

)1/2

,

получим пространство W̃ 1
0 (=T ), W̃ 1

0 (=T ) ⊂ W̃ 1,0
0 (=T ).

Математическое описание тепловых и волновых процессов в композиционных матери-
алах осуществляется с использованием дифференциальных систем

∂u

∂t
− ∂

∂xκ

(
aκι(x)

∂u

∂xι

)
= f(x, t), u|t=0 = ϑ(x), x ∈ =,

∂2u

∂t2
− ∂

∂xκ

(
aκι(x)

∂u

∂xι

)
= f(x, t), u|t=0 = ϑ(x),

∂u

∂t
|t=0 = ϑ1(x),

где f(x, t) ∈ L2,1(=T ) ( ‖u‖L2,1(=T ) =
T∫
0

(
∫
=
u2(x, t)dx)1/2dt ), ϑ(x), ϑ1(x) ∈ L2(=). Устанав-

ливается слабая разрешимость в пространствах W̃ 1,0
0 (=T ) и W̃ 1

0 (=T ), соответственно [3].
При этом используется метод Галеркина со специальным базисом, каковым является мно-
жество обобщенных собственных функций оператора A в пространстве W̃ 1

0 (=).

3. Основные результаты

3.1. Описание упругих свойств композиционной среды

Далее изучается задача о напряженно-деформированном состоянии композиционных
сред. При ее анализе используются полученные выше результаты, при этом учитываются
особенности, порождаемые размерностью пространств функций, описывающие количе-
ственные характеристики композиционных сред.

З а м е ч а н и е 3.1. В монографии [1, с. 321] рассматривается сплошная компози-
ционная среда с периодической структурой. В данном исследовании представлен анализ
напряженно-деформированного состояния среды со слоями, обладающими различными
свойствами.
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Введем векторную функцию u = {u1, u2, u3} ∈
(
W 1

2 (=)
)3 перемещений точек компо-

зиционной среды и через σ := {σil}, i, l = 1, 2, 3, обозначим тензорную функцию на-
пряжений [4, с. 103]. Тензорная функция напряжений σ и функция перемещения u в
композиционной среде связаны между собой законом Гука

σil(u) =
3∑

k,m=1

ailkmεkm(u), (3.1)

здесь εkm(u), k,m = 1, 2, 3, — компоненты тензорной функции деформаций

εkm(u) :=
1

2

( ∂uk
∂xm

+
∂um
∂xk

)
, k,m = 1, 2, 3. (3.2)

Везде ниже считаем выполненными следующие условия:

ailkm(x) ∈ L∞(=), (3.3)

ailkm(x) = alikm(x) = ailmk(x) = amkil(x), (3.4)
3∑

i,l,k,m=1

ailkm(x)ξilξkm ≥ C0

3∑
i,j=1

ξ2
i,l ∀ξi,l = ξl,i, (3.5)

где C0 — положительная постоянная; соотношения (3.4), (3.5) имеют место почти всю-
ду в =.

3.2. Задача о напряженно-деформированном состоянии
композиционной среды в слабой постановке

Для вектор-функций u = {u1, u2, u3} из
(
W 1

2 (=)
)3 введем необходимые пространства,

аналогичные пространствам W̃ 1(=) и W̃ 1
0 (=) раздела 2. Построение таких пространств

для формального описания в слабой постановке дифференциальной системы напряженно-
деформированного состояния сплошной среды вместе с необходимыми соотношениями на
поверхностях примыкания несколько отличается от приведенного выше, где использова-
лись скалярные функции для описания тепловых и волновых процессов, наблюдаемых в
композиционных средах.

Относительно u = {u1, u2, u3} и υ = {υ1, υ2, υ3} из
(
W 1

2 (=)
)3 рассмотрим аналогич-

ную (2.2) билинейную форму

a(u, υ) =

∫
=

3∑
i,l,k,m=1

ailkm(x)εkm(u)εil(υ)dx. (3.6)

Введем вектор-функции

f(x) := (f1(x), f2(x), f3(x)) ∈ (L2(=))3,

Fj(x) := (F j
1 (x), F j

2 (x), F j
3 (x)) ∈ (L2(Sj))

3, j = 1, N

и обозначим через L линейный функционал в
(
W 1

2,0(=)
)3 :

(L, υ) =

∫
=

3∑
i=1

fi(x)υidx+
N∑
j=1

∫
Sj

3∑
i=1

F j
i (x)υidx. (3.7)



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 197

Рассмотрим задачу о напряженно-деформированном состоянии композиционной среды в
слабой постановке: необходимо определить функцию u(x) такую, что

a(u, υ) = (L, υ) (3.8)

для любых функций υ из некоторого подпространства пространства
(
W 1

2 (=)
)3
.

Подставим представления (3.6), (3.7) для a(u, υ) и (L, υ) в соотношение (3.8). Рассуж-
дения, аналогичные второй части раздела 2., приводят (см. (2.10), (2.11)) к соотношениям
на поверхностях примыкания слоев

uS+
J

= uS−J
,

∫
S+
J

3∑
i,l=1

ailkm(x)εkm(u)ds+

∫
S−J

3∑
i,l=1

ailkm(x)εkm(u)ds+

∫
S−J

3∑
i=1

F j
i ds = 0, j = 1, N,

которые определяют элементы подпространства
(
Ṽ 1(=)

)3 пространства
(
W 1

2 (=)
)3
. Ес-

ли при этом к соотношениям на поверхностях примыкания слоев добавить еще условие
u
∣∣
∂= = 0, получим пространство

(
Ṽ 1

0 (=)
)3 ⊂

(
Ṽ 1(=)

)3
; нормы в пространствах

(
Ṽ 1(=)

)3

и
(
Ṽ 1

0 (=)
)3 определены нормой

(
W 1

2 (=)
)3
.

Ниже рассматривается задача (3.8) в пространстве
(
Ṽ 1

0 (=)
)3 (пространство

(
Ṽ 1(=)

)3

используется для анализа задач с более общими краевыми условиями). Задача (3.8) по-
рождает систему линейных непрерывных операторов Ni, i = 1, 2, . . . , 6, которые для
υ = {υ1, υ2, υ3} ∈

(
Ṽ 1

0 (=)
)3 определим следующим образом:

N1(υ) = ∂υ1

∂x1
, N2(υ) =

√
2
(
∂υ1

∂x2
+ ∂υ2

∂x1

)
, N3(υ) =

√
2
(
∂υ1

∂x3
+ ∂υ3

∂x1

)
,

N4(υ) =
√

2
(
∂υ2

∂x3
+ ∂υ3

∂x2

)
, N5(υ) = ∂υ2

∂x2
, N6(υ) = ∂υ3

∂x3
.

(3.9)

С точки зрения теории напряженно-деформированных состояний сплошных сред вы-
ражения Niυ, i = 1, 2, . . . , 6, определяемые соотношениями (3.9), задают с точностью до
постоянных коэффициентов компоненты деформации среды (3.2), формируемые вектор-
функцией перемещений υ = {υ1, υ2, υ3}. Операторы Ni задают матрицу {Ni r(x, ξ)} с
элементами Ni r(x, ξ) =

∑
|k|=1

girk(x)ξ1ξ2ξ3, i = 1, 2, . . . , 6, r = 1, 2, 3, определяемые посред-

ством соотношений

N1(ξ) = 2ξ1, N2(ξ) =
√

2
(
ξ2 + ξ1

)
, N3(ξ) =

√
2
(
ξ3 + ξ1

)
,

N4(ξ) =
√

2
(
ξ3 + ξ2

)
, N5(ξ) = 2ξ2, N6(ξ) = 2ξ3,

(3.10)

для любых комплексных чисел ξ = {ξ1, ξ2, ξn} 6= 0.

Для анализа слабой разрешимости задачи (3.8), следуя идеям работы [1, с. 59], пред-
варительно введем понятие коэрцитивной системы операторов, установим свойства этой
системы и приведем утверждения, базирующиеся на оценках норм ее операторов. Исполь-
зуем определения и основные утверждения для «классических» областей Ω ⊂ Rn.

Пусть W =
(
W 1

2 (Ω)
)m
, ‖υ‖2

W =
m∑
r=1

‖υr‖2
W 1

2 (Ω). Рассмотрим систему линейных непре-

рывных операторов Ni : W → L2(Ω), i = 1, ν, определяемых выражениями

Niυ =
m∑
r=1

∑
|k|≤1

girkD
kυr, i = 1, ν, Dkυr =

∂kυr

∂xk1
1 ∂x

k2
2 ∂x

k3
3

,

здесь girk ∈ L∞(Ω).
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О п р е д е л е н и е 3.1. Система операторов Ni, i = 1, ν, называется W -коэрцитив-
ной относительно (L2(Ω))m, если существует положительная постоянная C, для которой
выполнено неравенство

ν∑
i=1

‖Niυ‖2
L2(Ω) +

m∑
r=1

‖υr‖2
L2(Ω) ≥ C‖υ‖2

W ∀υ ∈ W.

Пусть W ′ — замкнутое подпространство W, W ′ ⊆ W.

О п р е д е л е н и е 3.2. Система операторов Ni, i = 1, ν, называется коэрцитивной
в W ′, если существует положительная постоянная C, для которой выполнено неравенство

ν∑
i=1

‖Niυ‖2
L2(Ω) ≥ C‖υ‖2

W ∀υ ∈ W ′.

О п р е д е л е н и е 3.3. Открытое множество Ω ⊂ Rn удовлетворяет условию кону-
са, если x + U(ε(x), h) ∈ Ω для произвольного x ∈ Ω, где U(ε(x), h) — прямой круговой
конус с вершиной в начале координат, фиксированным раствором, высотой h < ∞ и
вектором направления оси e(x).

Для дальнейшего потребуются следующие утверждения.

Теорема 3.1 ([5, 6]). Для ограниченной области Ω ⊂ Rn, удовлетворяющей условию
конуса, система дифференциальных операторов Ni, i = 1, ν, W -коэрцитивна относи-
тельно (L2(Ω))n, если ранг матрицы с элементами

Ni r(x, ξ) =
∑
|k|=1

girk(x)ξk1
1 · · · ξknn , i = 1, ν, r = 1,m,

определенной операторами Ni, i = 1, ν, равен m любого x ∈ Ω и для любых комплексных
ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξn} 6= 0.

Теорема 3.2 ( [1], с. 60, теорема). Пусть система операторов Ni, i = 1, ν является
W -коэрцитивной относительно (L2(Ω))3, пусть a(u, υ) — билинейная симметричная,
непрерывная форма на W ×W, причем a(υ, υ) ≥ 0 для произвольных υ ∈ W, и пусть из
соотношений

ω ∈ W,
ν∑
i=1

‖Niω‖2
L2(Ω) + a(ω, ω) = 0 (3.11)

следует ω = 0. Тогда существует постоянная c > 0 такая, что

ν∑
i=1

‖Niυ‖2
L2(Ω) + a(υ, υ) ≥ c‖υ‖2

W ∀υ ∈ W.

Далее для слоистой области = рассмотрим задачу (3.8) в пространстве
(
Ṽ 1

0 (=)
)3
. Для

удобства представления результатов также используем обозначение V =
(
Ṽ 1

0 (=)
)3
.

З а м е ч а н и е 3.2. Так как области =j, j = 0, N, липшицевы, то они удовлетво-
ряют условию конуса, следовательно, = также удовлетворяет условию конуса.
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Следствие 3.1. Из теоремы 3.1 при n = m = 3, ν = 6, непосредственно выте-
кает V -коэрцитивность относительно (L2(=))3 операторов Ni, i = 1, 2, . . . , 6, пред-
ставленных соотношениями (3.9) и матрицей {Ni r(x, ξ)}, определенных посредством
соотношений (3.10).

Используя неравенства (3.3)–(3.5), нетрудно получить неравенства, связывающие
нормы ‖Niυ‖L2(=) и ‖υ‖V для операторов Ni, i = 1, 2, . . . , 6, как следствие из теоремы
3.2, а именно, справедлива

Теорема 3.3. Пусть a(u, υ) — билинейная симметричная, непрерывная форма на
V × V, причем a(υ, υ) ≥ 0 для произвольных υ ∈ V и пусть из аналогичных (3.11)
соотношений

ω ∈ V,
6∑
i=1

‖Niω‖2
L2(=) + a(ω, ω) = 0

следует ω = 0. Тогда существует постоянная C > 0 такая, что

6∑
i=1

‖Niυ‖2
L2(=) + a(υ, υ) ≥ C‖υ‖2

V ∀υ ∈ V. (3.12)

Следствие 3.2. Обозначим через V ′ = {u : u ∈ V, a(u, u) = 0} замкнутое подпро-

странство пространства V. Тогда в силу (3.12) приходим к неравенству
6∑
i=1

‖Niυ‖2
L2(=) ≥

C‖υ‖2
V при любых υ ∈ V ′, т. е. система операторов Ni, i = 1, 2, . . . , 6 является коэр-

цитивной в V ′.

Следствие 3.3. Пусть V ′ — замкнутое подпространство в V такое, что из усло-

вия
6∑
i=1

‖Niω‖2
L2(=) = 0 ∀ω ∈ V ′ следует ω = 0. Тогда существует постоянная C0 > 0,

при которой
6∑
i=1

‖Niυ‖2
L2(=) ≥ C0‖υ‖2

V ∀υ ∈ V, (3.13)

т. е. система операторов Ni, i = 1, 2, . . . , 6 является коэрцитивной в V ′.

Действительно, из V ′ ⊂ V вытекает V ′ -коэрцитивность относительно (L2(=))3 систе-
мы Ni ( i = 1, 2, . . . , 6 ). В качестве билинейной симметричной непрерывной формы a(u, υ)

на V × V возьмем нулевую форму ((см. следствие 3.2). Используя утверждение теоремы
3.2 для V = V ′, получим неравенство (3.13).

Учитывая представления (3.9) операторов Ni, i = 1, 2, . . . , 6, утверждения теоремы
3.1 и следствие 3.1, в силу определения 2.1 получим∫

=

3∑
i,l=1

(∂ui
∂xl

+
∂ul
∂xi

)2

dx+
3∑
i=1

‖ui‖2
L2(=) ≥ C‖u‖2

V ∀u ∈ V, (3.14)

здесь ‖u‖2
V =

3∑
i=1

‖ui‖2
W 1

2 (=), C — положительная постоянная.

Для слоистых композиционных областей = неравенство (3.14) является аналогом из-
вестного неравенства Корна [1, с. 62] (см. также, [4, с. 110]), где при анализе напряженно-
деформированных состояний композитов используются «классические» области Ω.
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Пусть функции Fj(x) := (F j
1 (x), F j

2 (x), F j
3 (x)), j = 0, N, описывающие внешние воз-

действия на композиционную среду в поверхностях примыкания, равны нулю. Определим
подпространство Q ⊂ V соотношением

Q =
{
u ∈ V :

∂ui
∂xl

+
∂ul
∂xi

= 0, i, l = 1, 2, 3
}
. (3.15)

Элементами этого пространства являются функции, с физической точки зрения опреде-
ляющие так называемые жесткие смещения среды в малом (см. соотношения (3.1), (3.2)).
Элементы u = (u1, u2, u2) ∈ Q, как следует из (3.15), на каждой подобласти =j, j = 0, N,

имеют вид (см. [5])

uj1 = aj1 − b
j
3x2 + bj2x3, uj2 = aj2 − b

j
1x3 + bj3x1, uj3 = aj3 − b

j
2x1 + bj1x3, (3.16)

где aji , b
j
i — постоянные, i = 1, 2, 3, j = 0, N. Выражением a(u, υ) =

∫
Υ

uυdx, где Υ —

открытое подмножество ∂=, определим билинейную симметричную форму на V × V.

В силу неравенств (3.3)–(3.5) имеем ‖a(u, υ)‖ ≤ C‖u‖V ‖υ‖V , а значит, форма a(u, υ)

непрерывна на V × V.
Пусть u = (u1, u2, u3) ∈ Q и∫

Υ

(
u1(x)2 + u2(x)2 + u3(x)2

)
ds = 0. (3.17)

Исходя из соотношений (3.16), функция u(x) на каждой подобласти =j, j = 0, N,

имеет представление
uj(x) = aj + Ajx (j = 0, N), (3.18)

где x = (x1, x2, x3), uj(x) = col
(
uj1(x), uj2(x), uj3(x)

)
, aj = col

(
aj1, a

j
2, a

j
3

)
, элементы матриц

Aj в (3.18) определяются постоянными bji , i = 1, 2, 3, j = 0, N, из соотношений (3.16).
Нетрудно убедиться, что в силу (3.15) и выполнения условий примыкания, выполнено
aj = a = (a1, a2, a3) и uj(x) = u (x) = a, j = 0, N. А значит, учитывая соотношения
εi l(u) = ∂ui

∂xl
+ ∂ul

∂xi
= 0, i, l = 1, 2, 3, и (3.17), приходим к соотношению a = 0, т. е. u(x) = 0.

Таким образом, показано, что при u ∈ Q из соотношения (3.17) (напомним, что u
∣∣
Υ⊂∂= = 0

и Q ⊂ V =
(
Ṽ 1

0 (=)
)3 ) следует u(x) = 0. Поэтому из неравенства (3.14) согласно теореме

3.2 вытекает неравенство∫
=

3∑
i,l=1

(∂ui
∂xl

+
∂ul
∂xi

)2

dx+

∫
Υ

(u1(x)2 + u2(x)2 + u3(x)2)ds ≥ C‖u‖2
V ∀u ∈ V, (3.19)

где C = const > 0.

В соответствии со сказанным, введем пространство

V ′ =
{
u :

∫
Υ

(
u1(x)2 + u2(x)2 + u3(x)2

)
ds = 0

}
,

которое замкнуто в V, так как отображение u 7→
∫
Υ

(u1(x)2 + u2(x)2 + u3(x)2)ds является

непрерывным из V в {0} ⊂ R1. Тогда из неравенства (3.19) и представления пространства
V вытекает неравенство∫

=

3∑
i,l=1

(∂ui
∂xl

+
∂ul
∂xi

)2

dx ≥ C‖u‖2
V ∀u ∈ V.
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3.3. Достаточные условия слабой разрешимости задачи (3.8)
Сохраняя обозначения пунктов 3.1. и 3.2., рассмотрим в

(
Ṽ 1

0 (=)
)3 задачу (3.8) о на-

пряженно-деформированном состоянии композиционной среды в слабой постановке.

Теорема 3.4. Пусть для коэффициентов aij km(x) функций σij(u)(x) выполнены усло-
вия (3.3)–(3.5), билинейная a(u, υ) и линейная L формы заданы соотношениями (3.6) и
(3.7), соответственно. Тогда существует единственное слабое решение u задачи (3.8),
и для него справедлива оценка

‖u‖2
V ≤ c, c > 0− const. (3.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из представления (3.6) билинейной формы a(u, υ), учиты-
вая соотношение (3.5), получаем

a(u, u) =

∫
=

3∑
i,j,k,m=1

aijkm(x)εkm(u)εij(u)dx ≥ c0‖u‖2
H , c0 > 0− const,

для произвольного элемента u ∈
(
Ṽ 1

0 (=)
)3
, где через ‖u‖2

H обозначено

‖u‖2
H =

∫
=

3∑
i,j=1

ε2
ij(u)dx. (3.21)

Исходя из неравенства (3.14) и в силу следствия 3.2 теоремы 3.2, можно показать,
что выражение (3.21) задает норму ‖ · ‖H в пространстве V =

(
Ṽ 1

0 (=)
)3
, эквивалентную

введенной в пункте 3.2. Это вытекает из неравенства∫
=

3∑
i,j=1

(
εi,j(u)

)2

dx+
3∑
i=1

‖ui‖2
L2(=) ≤ α‖u‖V

(здесь используется очевидное соотношение (θ + ϑ)2 ≤ 2(θ2 + ϑ2) ) и, учитывая неравен-
ство (3.14), ∫

=

3∑
i,j=1

(
εi,j(u)

)2

dx+
3∑
i=1

‖ui‖2
L2(=) ≥ β‖u‖2

V ∀u ∈ V,

с положительными постоянными α, β. Доказательство завершает использование теоремы
Лакса–Мильграма [7]: из существования на V × V билинейной формы a(u, υ) со свой-
ствами непрерывности и коэрцитивности вытекает существование единственного слабого
решения задачи (3.8) и справедливость оценки (3.20).

Заключение

Представлены описание структуры композиционной среды, основные свойства и опи-
сание пространств функций с носителем в слоистой области для математического описа-
ния и анализа краевых задач процессов переноса и волнового процесса. Работа содержит
описание упругих свойств композиционной среды, формируется задача о напряженно-
деформированном состоянии среды, для которой строится пространство допустимых ре-
шений, удовлетворяющих соотношениям, описывающим законы перемещения точек в ме-
стах примыкания слоев, и устанавливаются условия слабой разрешимости этой задачи.
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Результаты пункта 3.1. можно эффективно использовать при решении задач оптималь-
ного управления, представленных в работах [8–10]. Результаты пунктов 3.2. и 3.3. рас-
пространяются на более общие чем (3.2) представления компонентов тензорной функции
деформаций, являющиеся основополагающими в анализе различного типа задач оптими-
зации деформируемых композиционных материалов.
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Введение

Сфера приложений выпуклых множеств обширна и многообразна. Между тем в прило-
жениях, в частности, в теории математического управления зачастую приходится иметь
дело с невыпуклыми множествами. В ряде случаев такие множества могут рассматри-
ваться в качестве обобщений выпуклых множеств. Среди обобщений понятия выпуклого
множества выделим понятие альфа-множества (α -множества) [1]. Следует различать это
понятие с понятием α -выпуклого множества, которое введено в работе [2]. Возникно-
вение понятия альфа-множества связано с изучением свойств множеств достижимости
управляемых динамических систем. Присущая множествам достижимости невыпуклость
имеет разную степень выраженности. Для конкретного множества в качестве числовой
характеристики его степени невыпуклости в [1] предложена неотрицательная констан-
та α, являющаяся супремальным значением характеристической функции, определенной
на дополнении множества до всего пространства. Значения функции имеют смысл угло-
вых величин, вычисляемых между векторами, порожденными ближайшими точками на
множестве. Нарушение единственности метрической проекции точки из дополнения мно-
жества на само множество указывает на его принадлежность семейству нечебышевских
множеств [3].

Обзор обобщений понятия выпуклого множества приведен в монографии [4]. Свой-
ства оператора метрической проекции рассмотрены для класса слабо выпуклых по Виалю
множеств и класса сильно выпуклых множеств в [5, 6]. В частности, показано, что такие
множества обладают чебышевскими слоями, в которых оператор непрерывен и для него
в рамках каждого класса множеств найдена константа Липшица. Оператор метрической
проекции также используется при описании свойств классического (дифференцируемого)
решения уравнения эйконала для случая, когда краевое множество является солнцем [7].
В упомянутых здесь работах существенным условием является единственность значений
оператора метрической проекции.

Конструкции теории альфа-множеств позволяют исследовать ситуации множественно-
сти значений оператора метрической проекции. К настоящему времени выявлены и опи-
саны характерные признаки и особенности замкнутых множеств евклидова пространства
в терминах характеристической функции, введены в рассмотрение основные структурные
элементы развиваемой теории (биссектриса множества, псевдовершина множества, край-
няя точка биссектрисы) [8]. Осуществлена классификация невыпуклых множеств по при-
знакам регулярности и мажорируемости (в силу введенных определений), а для некоторых
классов невыпуклых множеств сформулированы и доказаны утверждения, аналогичные
теоремам из выпуклого анализа о существовании опорной гиперплоскости выпуклого мно-
жества и об отделимости выпуклых множеств в евклидовом пространстве [9].

Конструкции теории альфа-множеств приложены к построению негладких решений
задач управления по быстродействию и задач геометрической оптики (см., например,
[10,11]), применены при исследовании свойств множеств достижимости нелинейных управ-
ляемых динамических систем (см. [12]).

В настоящей работе для плоских замкнутых и в классическом смысле невыпуклых
множеств получены аналитические соотношения, позволяющие в ряде случаев находить
точно меру невыпуклости α. Также выявлены аналитические взаимосвязи между плос-
кими альфа-множествами и их оболочками в силу определений [2].
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1. Основные определения, понятия и предварительные результаты

Ключевым в настоящей работе является понятие α -множества, введенное в статье [1].
Пусть M — замкнутое множество в евклидовом пространстве Rn и z ∈ Rn \M. Под

проекцией π(z) точки z на M понимается ближайшая к z точка из M в евклидовой
метрике.

Полагаем
ΩM(z) = {π(z)} — множество всех проекций π(z) точки z на M ;

co ΩM(z) — выпуклая оболочка множества ΩM(z);

con(co ΩM(z) − z) =
{
h = λ(s − z) : λ > 0, s ∈ co ΩM(z)

}
— конус в Rn, натянутый на

coΩM(z)− z;

HM(z) — множество всевозможных пар (h∗, h
∗) ненулевых векторов h∗, h

∗ из конуса
con(co ΩM(z)− z);

(h∗ ∧ h∗) = arccos 〈h∗,h∗〉
‖h∗‖·‖h∗‖ ∈ [0, π] — угол между векторами h∗ и h∗, (h∗, h

∗) ∈ HM(z∗);

〈h∗, h∗〉 — скалярное произведение векторов h∗ и h∗ в Rn, ‖h∗‖ = 〈h∗, h∗〉
1
2 ;

α(z) = max
(h∗,h∗)∈HM (z)

(h∗ ∧ h∗) ∈ [0, π].

О п р е д е л е н и е 1.1. Множество M называется α -множеством в Rn. Величина

α = sup
z∈Rn\M

α(z) ∈ [0, π]

называется мерой невыпуклости множества M.

Приведем определения ряда конструктивных элементов теории α -множеств, сконцен-
трировавшись на плоском случае, когда M ⊂ R2. В дальнейшем предполагается, что
граница Γ = ∂M замкнутого множества M ⊂ R2 задается непрерывным отображением
γ : T → R2 числового отрезка T =

[
ť, t̂
]
, −∞ < ť < t̂ < +∞, γ

(
ť
)

= γ
(
t̂
)
, или же

числовой прямой T = R, на плоскость, которое, вообще говоря, может иметь конечное
число точек разрыва производных начальных порядков (до третьего порядка включитель-
но) от координатных функций. Следует подчеркнуть, что дифференциальные свойства Γ

существенным образом влияют на структуру носителя suppα = {z ∈ R2 \M : α(z) 6= 0}
функции α(·) и, как следствие, определяют сложность вычисления меры невыпуклости
множества M. Здесь A — замыкание A.

Задача отыскания меры невыпуклости множества решается с помощью уравнения,
связывающего носитель функции suppα с границей множества:

Q(t1, t2) = 0. (1.1)

Структура уравнения конкретизирована ниже. Предварительно укажем на то, что Q =

Q(t1, t2) — симметрическая функция двух переменных в плоскости параметров (t1, t2) ∈
R2. Важная роль в теории отводится решениям (1.1) со специальными свойствами. За-
фиксируем t0 ∈ T, параметры малости δ1 > 0, δ2 > 0. Под решениями этого уравне-
ния понимаются локальные диффеоморфизмы [13, §1], определенные с одной стороны от
точки рассмотрения. Будем говорить, что локальный диффеоморфизм t2 = t2(t1), опре-
деленный уравнением (1.1), полунепрерывен слева в точке t1 = t0 и отображает левую
полуокрестность точки t1 = t0 в ее правую полуокрестность, если выполняются условия:
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(A1) t2 ((t0 − δ1, t0)) = (t0, t0 + δ2), δ1 > 0, δ2 > 0,

(A2) lim
t1→t0−0

t2(t1) = t0.

Наряду с полунепрерывностью функции t2 = t2(t1) условия (A1), (A2) выделяют
неподвижные точки в пространстве параметров. Существование таких точек и их опреде-
ляющих локальных диффеоморфизмов показано на примерах множеств с разным поряд-
ком гладкости их границ [14].

О п р е д е л е н и е 1.2. Псевдовершиной кривой Γ называется точка

x(0) = (γ1(t0), γ2(t0)) , lim
t1→t0−0

(x∗1, x
∗
2),

где (x∗1, x
∗
2) = (x∗1(t1, t2(t1)), x∗2(t1, t2(t1))) — однопараметрическое подмножество решений

(x∗1, x
∗
2) = (x∗1(t1, t2), x∗2(t1, t2)) системы уравнений{ (

x∗1 − γ1(t1)
)
γ′2(t1) =

(
x∗2 − γ2(t1)

)
γ′1(t1),(

x∗1 − γ1(t2)
)
γ′2(t2) =

(
x∗2 − γ2(t2)

)
γ′1(t2),

(1.2)

определяемое локальным диффеоморфизмом t2 = t2 (t1) , который задается уравнением

Q(t1, t2)
∆
= ρ2 (γ(t1), (x∗1, x

∗
2))− ρ2 (γ(t2), (x∗1, x

∗
2)) = 0 (1.3)

и удовлетворяет условиям (A1), (A2). Здесь, ρ (x, y) = ‖x− y‖, x ∈ R2, y ∈ R2.

Уравнение (1.3) конкретизирует (1.1).
Определение псевдовершины допускает естественную переформулировку в терминах

обратного к t2 = t2(t1) локального диффеоморфизма t1 = t1(t2), удовлетворяющего усло-
виям (A1), (A2). Поэтому будем называть t2 = t2(t1) и t1 = t1(t2) локальными диффео-
морфизмами, порождающими псевдовершину x(0) ∈ Γ.

Рассмотрим оператор метрической проекции PM(z) точек z ∈ R2 \M на M. Обозна-
чим cardPM(z) мощность множества проекций точки z ∈ R2 \M на M.

О п р е д е л е н и е 1.3. Биссектрисой множества M ⊂ R2 называется

L =
{
z ∈ R2 \M : cardPM(z) > 1

}
.

Биссектриса L множества M ⊂ R2 состоит из точек, в которых нарушается гладкость
евклидова расстояния до множества. Биссектриса относится к множествам симметрии,
топологические свойства которых изучаются в теории особенностей гладких отображений
(см., например, [15]).

О п р е д е л е н и е 1.4. Ветвью L(x(0)) биссектрисы L кривой Γ, где x(0) — псев-
довершина Γ, называется множество точек (x1, x2) ∈ R2, удовлетворяющих системе урав-
нений { (

x1 − γ1(t1)
)
γ′1(t1) +

(
x2 − γ2(t1)

)
γ′2(t1) = 0,(

x1 − γ1(t2)
)
γ′1(t2) +

(
x2 − γ2(t2)

)
γ′2(t2) = 0,

(1.4)

где t2 = t2 (t1) — локальный диффеоморфизм, порождающий псевдовершину x(0).

Система уравнений (1.4) является сопряженной к системе (1.2). Ее решениями явля-
ются точки x ∈ R2 \ Γ, имеющие две различные ближайшие точки на Γ = ∂M. В силу
определения носителя характеристической функции выполнено L

(
x(0)
)
⊂ suppα.



АЛЬФА-МНОЖЕСТВА И ИХ ОБОЛОЧКИ 209

2. Вычисление значений характеристической функции на биссектрисе

Задача вычисления меры невыпуклости множества M по существу требует построе-
ния носителя характеристической функции suppα, т. е. замыкания множества из ее об-
ласти определения, на котором функция отлична от нуля. Функция αM(z), z ∈ Rn \M,

полунепрерывна сверху [1], в общем случае она является разрывной. Ниже обоснована
формула ее вычисления для ряда случаев. Результат сформулирован в локальных тер-
минах, он справедлив в некоторой окрестности особой точки границы множества. При
этом стоит отметить, что результат приобретает нелокальный характер в случае, когда
эта точка является единственной особой точкой границы множества. Этот тезис будет
проиллюстрирован далее в примере. Содержательно приводимая ниже теорема позволяет
находить значения характеристической функции на гладких участках биссектрисы.

Примем ряд обозначений: det (a, b) =

∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ — определитель второго порядка, по-

строенный на векторах a = (a1, a2), b = (b1, b2), 〈a, b〉 — скалярное произведение этих
векторов, O0 (t0,∆) = (t0 −∆, t0 + ∆) \ {t0} — выколотая окрестность точки t0 ∈ T ради-
уса ∆ > 0. Пусть K = {1, 2, 3} .

Ограничимся рассмотрением кривых, для которых выполняются следующие условия:
(Γ1) γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) имеет непрерывную производную k -го порядка, где k ∈ K,

всюду на T ⊆ R, при этом допускается существование конечных совокупностей Tk ⊂ T

точек t0 ∈ Tk, в которых односторонние производные k -го порядка (левая γ(k) (t0 − 0) и
правая γ(k) (t0 + 0)) конечны и при этом γ(k) (t0 − 0) 6= γ(k) (t0 + 0) ;

(Γ2) γ′(t) 6= 0, t ∈ T \ T1.

Совокупности кривых Γ без точек самопересечения с указанными дифференциаль-
ными свойствами (Γ1), (Γ2) обозначим {Γ}T . Условие (Γ1) фиксирует наличие точек
с разрывами производных координатных функций — особых точек, которые порождают
непустые подмножества из suppα, а (Γ2) — это условие регулярности кривой в точках
дифференцируемости (подробнее см. в [11,14]).

Теорема 2.1. Пусть L(x(0)) — ветвь биссектрисы L множества M ⊂ R2 с грани-
цей Γ = ∂M ∈ {Γ}T , определяемой вектор-функцией γ(t) =

(
γ1(t), γ2(t)

)
, где x(0) — псев-

довершина Γ, порожденная локальным диффеоморфизмом t2 = t2 (t1) , t1 ∈ (t0 − δ1, t0),

и выполняется условие

det(γ′(t), γ′(τ)) 6= 0, t ∈ O0 (t0,∆) , τ ∈ O0 (t0,∆) , ∆ > 0, t 6= τ. (2.1)

Тогда для точек z (t1) = (x1, x2) ∈ L
(
x(0)
)

имеет место формула вычисления угловой
величины

α (z (t1)) = 2 arctg

∣∣∣∣det (γ′(t2(t1)), γ(t2(t1))− γ (t1))

〈γ′(t2(t1)), γ(t2(t1))− γ (t1)〉

∣∣∣∣ . (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем значение параметра t1 ∈ (t0 − δ1, t0), δ1 > 0,

и отвечающее ему в силу диффеоморфизма значение t2 = t2 (t1) , t2 ∈ (t0, t0 + δ2) , δ2 > 0.

По построению t1 < t0 < t2 (t1) . Найдем точку (x∗1, x
∗
2) =

(
x∗1(t1, t2(t1)), x∗2(t1, t2(t1))

)
пере-

сечения касательных, равноудаленную от точек касания γ (t1) и γ (t2) . Для этого решим
соответствующую систему линейных уравнений (1.2), здесь для краткости аргумент в
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t2 (t1) опущен:

x∗1 = −

∣∣∣∣∣∣ γ1(t1)γ′2(t1) γ′1(t1)

γ1(t2)γ′2(t2) γ′1(t2)

∣∣∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

+

∣∣∣∣∣∣ γ2(t1)γ′1(t1) γ′1(t1)

γ2(t2)γ′1(t2) γ′1(t2)

∣∣∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

,

x∗2 =

∣∣∣∣∣∣ γ
′
2(t1) γ1(t1)γ′2(t1)

γ′2(t2) γ1(t2)γ′2(t2)

∣∣∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

−

∣∣∣∣∣∣ γ
′
2(t1) γ2(t1)γ′1(t1)

γ′2(t2) γ2(t2)γ′1(t2)

∣∣∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

.

(2.3)

Перейдем к сопряженной системе (1.4) и найдем ее решение:

x1 =

∣∣∣∣∣∣ γ1(t1)γ′1(t1) γ′2(t1)

γ1(t2)γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

+

∣∣∣∣∣∣ γ2(t1)γ′2(t1) γ′2(t1)

γ2(t2)γ′2(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

,

x2 =

∣∣∣∣∣∣ γ
′
1(t1) γ1(t1)γ′1(t1)

γ′1(t2) γ1(t2)γ′1(t2)

∣∣∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

+

∣∣∣∣∣∣ γ
′
1(t1) γ2(t1)γ′2(t1)

γ′1(t2) γ2(t2)γ′2(t2)

∣∣∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

.

(2.4)

Формулы (2.3) и (2.4) корректны в силу условия (1.2).
Вычислим значение угловой величины на ветви L(x(0)) биссектрисы, принимая во вни-

мание ортогональность отрезков прямых, задаваемых системами (1.2) и (1.4), и равнове-
ликость тех из них, что являются высотами, и тех, что являются отрезками касательных
(поясняющий детали рисунок в [14]). Имеем tg α(z(t1))

2
= ρ(x∗,γ(t1))

ρ(x,γ(t1))
. Далее последовательно

найдем числитель и знаменатель квадрата тангенса

tg 2α (z (t1))

2
=
ρ2 (x∗, γ (t1))

ρ2 (x, γ (t1))
. (2.5)

В процессе выкладок опустим часть вычислений, которые громоздки, не представляют
математического интереса и при необходимости могут быть легко восстановимы. Числи-
тель дроби

ρ2 (x∗, γ (t1)) = (x∗1 − γ1 (t1))2 + (x∗2 − γ2 (t1))2

=

(
−

∣∣∣∣ γ1(t1)γ′2(t1) γ′1(t1)

γ1(t2)γ′2(t2) γ′1(t2)

∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

+

∣∣∣∣ γ2(t1)γ′1(t1) γ′1(t1)

γ2(t2)γ′1(t2) γ′1(t2)

∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

− γ1 (t1)

)2

+

( ∣∣∣∣ γ′2(t1) γ1(t1)γ′2(t1)

γ′2(t2) γ1(t2)γ′2(t2)

∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

−

∣∣∣∣ γ′2(t1) γ2(t1)γ′1(t1)

γ′2(t2) γ2(t2)γ′1(t2)

∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

− γ2 (t1)

)2

= det −2 (γ′(t1), γ′(t2))
(

(γ′2(t1))
2

(γ′2(t2))
2

(γ1(t2)− γ1(t1))2 + (γ′1(t1))
2

(γ′1(t2))
2

× (γ2(t2)− γ2(t1))2 +
(
γ2

1 (t1) + γ2
2 (t1)

) ∣∣∣∣ γ′1(t1) γ′2(t1)

γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ γ′2(t1) γ2(t1)γ′1(t1)

γ′2(t2) γ2(t2)γ′1(t2)

∣∣∣∣2
+2γ2 (t1)

∣∣∣∣ γ′2(t1) γ2(t1)γ′1(t1)

γ′2(t2) γ2(t2)γ′1(t2)

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ γ′1(t1) γ′2(t1)

γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ γ1(t1)γ′2(t1) γ′1(t1)

γ1(t2)γ′2(t2) γ′1(t2)

∣∣∣∣2
+2γ1 (t1)

∣∣∣∣ γ1(t1)γ′2(t1) γ′1(t1)

γ1(t2)γ′2(t2) γ′1(t2)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ γ′1(t1) γ′2(t1)

γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣−
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−2 ‖γ′(t1)‖2
γ′2(t2)γ′1(t2) (γ1(t2)− γ1(t1)) (γ2(t2)− γ2 (t1))

)
= det −2 (γ′(t1), γ′(t2))

(
(γ′2(t1))

2
(γ′2(t2))

2
(γ1(t2)− γ1(t1))2 + (γ′1(t1))

2

× (γ′1(t2))
2

(γ2(t2)− γ2(t1))2 + (γ′2(t1)γ′1(t2) (γ2(t2)− γ2 (t1)))
2

+
(
γ′1(t1)γ′2(t2)

×(γ1(t1)− γ1(t2))
)2 − 2 ‖γ′ (t1)‖2

γ′2(t2)γ′1(t2) (γ1(t2)− γ1(t1)) (γ2(t2)− γ2 (t1))
)

= det −2 (γ′(t1), γ′(t2)) ‖γ′ (t1)‖2
[γ′2(t2) (γ1(t2)− γ1(t1))− γ′1(t2) (γ2(t2)− γ2 (t1))]

2

= det −2 (γ′(t1), γ′(t2)) ‖γ′ (t1)‖2
det 2 (γ′(t2), γ(t2)− γ (t1)) . (2.6)

Знаменатель дроби

ρ2 (x, γ (t1)) =


∣∣∣∣ γ1(t1)γ′1(t1) γ′2(t1)

γ1(t2)γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

+

∣∣∣∣ γ2(t1)γ′2(t1) γ′2(t1)

γ2(t2)γ′2(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

− γ1 (t1)


2

+


∣∣∣∣ γ′1(t1) γ1(t1)γ′1(t1)

γ′1(t2) γ1(t2)γ′1(t2)

∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

+

∣∣∣∣ γ′1(t1) γ2(t1)γ′2(t1)

γ′1(t2) γ2(t2)γ′2(t2)

∣∣∣∣
det (γ′(t1), γ′(t2))

− γ2 (t1)


2

= det −2 (γ′(t1), γ′(t2))
(

(γ′2(t1))
2

(γ′2(t2))
2

(γ1(t2)− γ1(t1))2 + (γ′1(t1))
2

(γ′1(t2))
2

× (γ2(t2)− γ2(t1))2 +

(
γ2 (t1)

∣∣∣∣ γ′1(t1) γ′2(t1)

γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ γ′2(t1) γ2(t1)γ′1(t1)

γ′2(t2) γ2(t2)γ′1(t2)

∣∣∣∣)2

+

(
γ1 (t1)

∣∣∣∣ γ′1(t1) γ′2(t1)

γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ γ1(t1)γ′2(t1) γ′1(t1)

γ1(t2)γ′2(t2) γ′1(t2)

∣∣∣∣)2

−2 ‖γ′ (t1)‖2
γ′2(t2)γ′1(t2) (γ1(t2)− γ1(t1)) (γ2(t2)− γ2 (t1))

)
= det −2 (γ′(t1), γ′(t2))((γ′1(t1)γ′1(t2))2 (γ1(t2)− γ1(t1))2 + (γ′2(t1)γ′2(t2))

2

× (γ2(t1)− γ2(t2))2 +

(∣∣∣∣ γ1(t1)γ′1(t1) γ′2(t1)

γ1(t2)γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣− γ1 (t1)

∣∣∣∣ γ′1(t1) γ′2(t1)

γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣)2

+

(∣∣∣∣ γ′1(t1) γ2(t1)γ′2(t1)

γ′1(t2) γ2(t2)γ′2(t2)

∣∣∣∣− γ2 (t1)

∣∣∣∣ γ′1(t1) γ′2(t1)

γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣)2

+2γ′2(t1)γ′2(t2) (γ2(t1)− γ2(t2))

(∣∣∣∣ γ1(t1)γ′1(t1) γ′2(t1)

γ1(t2)γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣− γ1 (t1)

∣∣∣∣ γ′1(t1) γ′2(t1)

γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣)
+2γ′1(t1)γ′1(t2) (γ1(t2)− γ1(t1))

(∣∣∣∣ γ′1(t1) γ2(t1)γ′2(t1)

γ′1(t2) γ2(t2)γ′2(t2)

∣∣∣∣− γ2 (t1)

∣∣∣∣ γ′1(t1) γ′2(t1)

γ′1(t2) γ′2(t2)

∣∣∣∣)
= det −2(γ′(t1), γ′(t2))(γ′1(t1)γ′1(t2))2(γ1(t2)− γ1(t1))2 + (γ′2(t1)γ′2(t2))2(γ2(t1)− γ2(t2))2

+ (γ′1(t2)γ′2(t1))
2

(γ1 (t1)− γ1(t2))2 + (γ′1(t1)γ′2(t2))
2

(γ2(t2)− γ2 (t1))2

+2 (γ′2(t1))
2
γ′2(t2)γ′1(t2) (γ2(t1)− γ2(t2)) (γ1 (t1)− γ1(t2)) +
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+ 2 (γ′1(t1))
2
γ′1(t2)γ′2(t2) (γ1(t2)− γ1(t1)) (γ2(t2)− γ2 (t1))

)
= det −2 (γ′(t1), γ′(t2))

(
‖γ′ (t1)‖2

(γ′1(t2))
2

(γ1(t2)− γ1(t1))2 + (s(t1))2 (γ′2(t2))
2

× (γ2(t2)− γ2 (t1))2 + 2 ‖γ′ (t1)‖2
γ′2(t2)γ′1(t2) (γ2(t1)− γ2(t2)) (γ1 (t1)− γ1(t2))

)
= det −2 (γ′(t1), γ′(t2)) ‖γ′ (t1)‖2

(γ′1(t2) (γ1(t2)− γ1(t1)) + γ′2(t2) (γ2(t2)− γ2 (t1)))
2

= det −2 (γ′(t1), γ′(t2)) ‖γ′ (t1)‖2 〈γ′(t2), γ(t2)− γ (t1)〉2 . (2.7)

Подставим выражения (2.6) и (2.7) в (2.5), памятуя о том, что здесь t2 = t2(t1) :

tg 2α (z (t1))

2
=

det (γ′(t1), γ′(t2(t1))) ‖γ′ (t1)‖2 det 2 (γ′(t2(t1)), γ(t2(t1))− γ (t1))

det (γ′(t1), γ′(t2(t1))) ‖γ′ (t1)‖2 〈γ′(t2(t1)), γ(t2(t1))− γ (t1)〉2
.

Сократим числитель и знаменатель на произведение общих отличных от нуля в силу усло-
вий (Γ2) и (2.1) сомножителей det (γ′(t1), γ′(t2)) , ‖γ′ (t1)‖2 , затем извлечем квадратный
корень:

tg
α (z (t1))

2
=

∣∣∣∣det (γ′(t2(t1)), γ(t2(t1))− γ (t1))

〈γ′(t2(t1)), γ(t2(t1))− γ (t1)〉

∣∣∣∣ . (2.8)

Из равенства (2.8) получаем требуемую формулу (2.2).

3. Аналитические взаимосвязи альфа-множества и его r -оболочки в
плоском случае

В работе [2], посвященной изучению свойств чебышевских множеств, введено в рас-
смотрение понятие r -оболочки множества банахового пространства и изучены опорные
свойства таких оболочек, здесь число r > 0. Вообще говоря, в упомянутой статье авто-
рами используется термин «альфа-оболочка», который в настоящей работе вынужденно
скорректирован в его буквенной части, поскольку буква альфа уже использована выше
в ином контексте. Заметим также, что в монографии [4] оболочку из [2] предложено на-
зывать «множеством, слабо выпуклым по Ефимову–Стечкину с константой альфа».

О п р е д е л е н и е 3.1. Пересечение дополнений всех открытых шаров Er (z) ,
{z∗ ∈ Rn : ‖z − z∗‖ < r} , r > 0, не пересекающихся с M, называется r -оболочкой мно-
жества M ⊂ Rn и обозначается (M)r . Множества M называется r -выпуклым, если
M = (M)r .

О п р е д е л е н и е 3.2. Замкнутый шар Er (z) , {z∗ ∈ Rn : ‖z − z∗‖ 6 r} называет-
ся опорным к множеству M ⊂ Rn в точке z(0) ∈M, если внутри шара Er (z) нет точек
M и z(0) лежит на границе Er (z) .

В этом разделе класс рассмотрения множеств тот же, что и в предыдущем разделе.
Изучаются плоские альфа-множества M ⊂ R2, границы Γ = ∂M которых принадлежат
семейству кривых {Γ}T . Доказанная выше теорема позволяет в частном случае устано-
вить количественную связь числовых характеристик альфа-множества с его оболочкой.

Утверждение 3.1. Если в условиях теоремы 2.1 x(0) — псевдовершина множества
M, порожденная локальным диффеоморфизмом t2 = t2 (t1) , t1 ∈ (t0 − δ1, t0), граница
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Γ = ∂M ∈ {Γ}T определяется вектор-функцией γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) и L(x(0)) — от-
вечающая псевдовершине ветвь биссектрисы, то радиус опорного шара к M в точке
z (t1) = (x1, x2) ∈ L

(
x(0)
)
вычисляется по формуле

r (z (t1)) = ‖γ′(t1)‖
∣∣∣∣ 〈γ′(t2(t1)), γ(t2(t1))− γ (t1)〉
det (γ′(t2(t1)), γ(t2(t1))− γ (t1))

∣∣∣∣ . (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отправной точкой в обосновании формулы (3.1) является
равенство (2.5). В знаменателе правой части этого равенства стоит квадрат расстояния от
точки z (t1) = (x1, x2) ∈ L

(
x(0)
)
до точки γ (t1) — одной из двух проекций z (t1) = (x1, x2)

на множество M, т. е. ρ2 (x∗, γ (t1)) — это квадрат радиуса опорного шара (здесь опорного
круга) Er (z (t1)) к M в точке γ (t1) . Примем обозначение r = r (z (t1)) , подчеркивая
тем самым зависимость радиуса опорного шара от выбора точки на биссектрисе. Тогда

r2 (z (t1)) =
ρ2 (x∗, γ (t1))

tg2 α(z(t1))
2

.

Воспользуемся представлением (2.6) для числителя и формулой (2.8) для знаменателя
этой дроби, сократим на общие отличные от нуля сомножители:

r2 (z (t1)) =
‖γ′ (t1)‖2 det2 (γ′(t2(t1)), γ(t2(t1))− γ (t1)) 〈γ′(t2(t1)), γ(t2(t1))− γ (t1)〉2

det2 (γ′(t1), γ′(t2(t1))) det2 (γ′(t2(t1)), γ(t2(t1))− γ (t1))

=
‖γ′ (t1)‖2 〈γ′(t2(t1)), γ(t2(t1))− γ (t1)〉2

det2 (γ′(t1), γ′(t2(t1)))
.

После извлечения квадратного корня получим (3.1).

4. Пример вычисления меры невыпуклости, радиуса опорного шара
и радиуса чебышевского слоя для невыпуклого множества

с разрывной кривизной границы

П р и м е р 4.1. В качестве множества M рассмотрим подграфик гладкой склейки
двух скалярных функций

f(t) =

{
t2, t < 0,

0, t > 0.

Граница Γ = ∂M множества M задается вектор-функцией γ(t) = (t, f(t)) , t ∈ T = R.
Касательный вектор γ′(t) = (1, f ′(t)) всюду отличен от нуля. При значении параметра
t0 = 0 имеет место разрыв производной второго порядка вектор-функции, f ′′(t0 − 0) = 2,

f ′′(t0 + 0) = 0, т. е. здесь T2 = {0} ⊂ T. Точка x(0) , (t0, f(t0)) = (0, 0) — псевдовершина
графика Γ = gr f. Локальный диффеоморфизм, отображающий левую полуокрестность
точки t0 = 0 в ее правую полуокрестность, определяемый уравнением (1.3), найден в [14]:

t2 (t1) =
t1
2

(
1−

√
1 + 4t21

)
, t1 < 0. (4.1)

Важно подчеркнуть, что диффеоморфизм (4.1) в этом примере параметризует всю область
определения функции, т. е. он имеет нелокальную область рассмотрения, «охватывая»
окрестность точки t0 = 0 максимально большого (бесконечного) радиуса. Биссектриса L

содержит единственную ветвь L(x(0)), ее параметрическое представление (см. [14])

L(x(0)) =
{

(x1, x2) ∈ R2 : x1 = t1
1−

√
1 + 4t21
2

, x2 =
1

4
+ t21 +

√
1 + 4t21

4
, t1 < 0

}
. (4.2)
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Для отыскания меры невыпуклости множества воспользуемся формулой (2.8), которая
применительно к графикам скалярных функций принимает вид:

tg
α (z (t1))

2
=

∣∣∣∣ f(t2(t1))− f(t1)− (t2(t1)− t1) f ′(t2(t1))

t2(t1)− t1 + f ′(t2(t1)) (f(t2(t1))− f (t1))

∣∣∣∣ .
Учитывая, что в данном примере вдоль диффеоморфизма выполняются тождества

f(t2(t1)) ≡ 0, f ′(t2(t1)) ≡ 0, (4.3)

получим

tg
α (z (t1))

2
=

∣∣∣∣ −f(t1)

t2(t1)− t1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ −t21
t1
2

(
−1−

√
1 + 4t21

)
∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 2t1

1 +
√

1 + 4t21

∣∣∣∣∣ =
−2t1

1 +
√

1 + 4t21
.

Тангенс монотонно растет, когда параметр t1 → −∞, причем

lim
t1→−∞

tg
α (z (t1))

2
= lim

t1→−∞

−2t1

1 +
√

1 + 4t21
= 1.

Отсюда мера невыпуклости подграфика рассматриваемой функции

α = 2 arctg 1 =
π

2
.

Далее найдем радиус опорного шара в фиксированной точке биссектрисы, например,
при значении параметра t1 = −

√
2. В силу (4.1) отвечающее ему значение параметра

t2 = t2 (t1) =
√

2. Согласно (4.2) центром опорного шара является точка z(t1) =
(√

2, 3
)
.

Формула (3.1) для радиуса опорного шара на графиках скалярных функций принимает
вид:

r (z (t1)) =

√
1 + (f ′ (t1))2

∣∣∣∣t2 (t1)− t1 + f ′ (t2 (t1)) (f (t2 (t1))− f (t1))

f ′ (t2 (t1))− f ′ (t1)

∣∣∣∣ .
Поскольку выполняются тождества (4.3), то после подстановки (4.1) получим

r (z (t1)) =

√
1 + (f ′ (t1))2

∣∣∣∣t2 (t1)− t1
−f ′ (t1)

∣∣∣∣ =
√

1 + 4t21

∣∣∣∣∣−
t1
2

(
1 +

√
1 + 4t21

)
−2t1

∣∣∣∣∣
=
√

1 + 4t21

∣∣∣∣∣1 +
√

1 + 4t21
4

∣∣∣∣∣ =
√

1 + 4t21
1 +

√
1 + 4t21
4

. (4.4)

Таким образом, z(t1) =
(√

2, 3
)
— центр опороного шара радиуса r (z(t1)) = 3.

Интерес представляет задача поиска чебышевских слоев для невыпуклых множеств.
В рассматриваемом примере, опираясь на формулу (4.4), можно найти величину (радиус)
максимального чебышевского слоя [16]. Множество псевдовершин содержит единственную
точку x(0) = (0, 0) ∈ Γ, вследствие чего биссектриса L множества M исчерпывается
одним одномерным многообразием L(x(0)), здесь L = L(x(0)) . Крайняя его точка x

принадлежит замыканию
x ∈ L(x(0)) = suppϕ,
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и может быть найдена предельным переходом в (4.2) при t1 → t0 − 0 (см. [14]). Соответ-
ственно, переходя к пределу в (4.4), находим радиус r0 = r (z(t0)) , t0 = 0, максимального
чебышевского слоя:

r0 = lim
t1→t0−0

√
1 + 4t21

1 +
√

1 + 4t21
4

=
1

2
.

Тем самым найден диапазон изменения параметра r -оболочки, в котором множество оста-
ется r -выпуклым. Здесь M = (M)r , когда 0 < r 6 r0 = 1

2
.

Иллюстрация описанной ситуации приведена на рис. 1. На нем изображены невыпук-
лое множество M, его псевдовершина x(0) ∈ ∂M, биссектриса L(x(0)) с крайней точкой
x ∈ L(x(0)), центр опорного шара в некоторой точке x ∈ L(x(0)) и ее метрические проекции
γ(t1) и γ(t2) на M, а также максимальный чебышевский слой величины r0 = 1

2
.

Говоря о приложениях, заметим, что развиваемые алгоритмы и процедуры отыска-
ния меры невыпуклости замкнутого множества имеют практическое значение в задачах
оптимального управления. Так, например, если рассматривать M в качестве целевого
множества в плоской задаче управления по быстродействию для случая, когда динами-
ка управляемого процесса определяется кругом единичного радиуса с центром в начале
координат (см. [10]), то представленная на рисунке биссектриса L является сингуляр-
ным множеством функции оптимального результата. В точках этой кривой нарушается
единственность оптимальных траекторий. В данном случае из каждой точки кривой L

в направлении метрических проекций на целевом множестве сходят ровно две оптималь-
ные траектории. При этом чебышевский слой величины r, 0 < r 6 r0, является полосой,
примыкающей к целевому множеству M, в котором функция оптимального результата
сохраняет гладкость.

2.5

2

1.5

1

0.5

0

−2 −1 0 1 2

M

x2

x1

γ(t1)

r0

x(0)

x

γ(t2)

L(x(0))

x = z(t1)

Рис. 1. Множество M, его биссектриса и максимальный чебышевский слой
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Введение

В работе рассматривается вопрос о построении кубатурных формул вида

I[f ] =
1

4π2r

∫
T

f(x, y, z)dS '
N∑
i=1

cif(xi, yi, zi) (0.1)

для поверхности тора T в R3, определяемой уравнением

(x2 + y2 + z2 − r2 − 1)2 + 4r2z2 − 4r2 = 0, r ≥ 1, (0.2)

инвариантных относительно группы G, порожденной отражениями тора T в себя. Урав-
нение (0.2), являющееся нормированным уравнением тора(

X2 + Y 2 + Z2 −R2 − a2
)2

+ 4R2Z2 − 4R2a2 = 0,

получено с помощью замены переменных X = ax, Y = ay, Z = az, где r = R/a.

Для исследования построения кубатурных формул для поверхности тора в R3 есть
веские причины. Во-первых, эта поверхность имеет различную кривизну в точках с фик-
сированным значением. Эта кривизна зависит от соотношения радиусов R, a, т. е. от
r = R/a. В этом заключается главное различие построения кубатурных формул для по-
верхности тора и для поверхности с постоянной кривизной, например, сферы. Величина
коэффициентов и значения координат узлов для тора тоже будет зависеть от соотноше-
ния радиусов R, a. Для некоторых соотношений формулы существуют, для некоторых
нет. Во-вторых, на данный момент полностью описаны только минимальные кубатурные
формулы для тора степени 3, построены отдельные минимальные формулы степени 2,
а известные инвариантные формулы степеней больше 3 имеют число узлов гораздо боль-
ше минимального.

1. Основные понятия

Приведем некоторые сведения из теории инвариантных кубатурных формул.

О п р е д е л е н и е 1.1. Множество Ω ⊂ Rn называется инвариантным множеством
относительно преобразований группы G, если g(Ω) = Ω для любого g ∈ G.

О п р е д е л е н и е 1.2. Формула∫
Ω

p(x)f(x)dx '
N∑
j=1

cjf(x(j)), Ω ∈ Rn, (1.1)

называется инвариантной кубатурной формулой относительно G, если область интегри-
рования Ω и весовая функция p(x) инвариантны относительно G, и совокупность узлов
данной формулы представляет собой объединение G -орбит, при этом узлам одной и той
же орбиты сопоставляются одинаковые коэффициенты.

Понятие инвариантной кубатурной формулы было введено С.Л. Соболевым [1], им же
была доказана приведенная ниже теорема и даны ее применения к построению инвари-
антных кубатурных формул для сферы.

Мы будем использовать теорему С.Л. Соболева об инвариантных кубатурных форму-
лах в формулировке из [2].
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Теорема 1.1. Для того, чтобы кубатурная формула (1.1), инвариантная относи-
тельно преобразований группы G, была точна для всех функций конечномерного век-
торного пространства Ψ, инвариантного относительно G, необходимо и достаточно,
чтобы она была точна для тех функций из Ψ, которые инвариантны относительно G.

В работе будут строиться инвариантные кубатурные формулы, имеющие точность d.

О п р е д е л е н и е 1.3. Говорят, что кубатурная формула (1.1) имеет точность d,

если она точно интегрирует (превращается в точное равенство) многочлены из Rn степени
не выше d и существует хотя бы один многочлен степени d + 1, для которого формула
(1.1) не точна.

В качестве группы G мы будем рассматривать группу отображений тора T в себя.
Она представима в виде декартового произведения G = G1 × G2 группы G1, порож-
денной отражением от плоскости xOy, и группой G2, порожденной группой симметрий
плоскости xOy.

Заметим, что полученные в статье формулы не являются минимальными в том смысле,
что число узлов не совпадает с нижней границей [3]. Вообще, минимальные формулы для
тора известны только для d = 2 и d = 3 (см. [4–6]). Однако методы их получения, такие
как метод воспроизводящего ядра и метод общих корней ортогональных многочленов, не
удается пока использовать при d > 3. Отметим также, что на построение и существо-
вание кубатурных формул (0.1) существенное влияние оказывает значение параметра r

(впервые это было отмечено в [4]), так что наличие кубатурной формулы точности d при
одном значении r не гарантирует существование таких формул при других r.

В качестве группы G2 будем рассматривать группу D2 (группа симметрий прямо-
угольника) [7]. Она включает в себя: отражения относительно осей, тождественное преоб-
разование и поворот на угол 180◦. Используя данную группу, удается уменьшить число
узлов и приблизиться к их минимальному количеству.

Построим кубатурные формулы для тора пятой и седьмой степени точности, инвари-
антные относительно группы G = G1×D2, в этом случае G -орбита точки M(x, y, z) ∈ T
может содержать самое большее 8 точек.

2. Построение инвариантной кубатурной формулы 5-й степени точности

Инвариантными для G многочленами не выше пятой степени являются

1, x2 + y2, x2 − y2, z2, x4 + y4, x4 − y4, x2y2 z4, z2(x2 + y2), z2(x2 − y2).

Из (0.2) видно, что z4 линейно выражается через многочлены

x2 + y2, z2, x4 + y4, z2(x2 + y2), x2y2

и постоянные. Учитывая это, получаем, что базисными инвариантными формами относи-
тельно G для T будут многочлены

u1 = 1, u2 = x2 + y2, u3 = x2 − y2, u3 = z2, u4 = x4 + y4,

u5 = x4 − y4, u6 = z2(x2 + y2), u7 = z2(x2 − y2), u8 = x2y2.

В уравнение тора (0.2) входит параметр r, поэтому узлы и коэффициенты кубатурной
формулы будут зависеть от r. Выберем узлы кубатурной формулы так, чтобы их число N
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было наименьшим возможным. Это число N определяется разрешимостью системы

I[uj] =
N∑
i=1

ci uj(xi, yi, zi), j = 1, . . . , 8,

относительно неизвестных коэффициентов ci и координат узлов формулы.
Взяв в качестве узлов орбиты точек

(0; r + 1; 0), (x2; y2; 0) , (x3; 0; z3), (0; y4; z4), (0; y5; z5),

с учетом x2
2 + y2

2 = (r + 1)2 получаем N = 18 (нижняя граница числа узлов 14). Ранее
в [8] была построена формула с 24 узлами. Приходим к следующей системе

2c1 + 4c2 + 4c3 + 4c4 + 4c5 = 1,

2c1 (r + 1)2 + 4c2

(
x2

2 + y2
2

)
+ 4c3x

2
3 + 4c4y

2
4 + 4c5y

2
5 = r2 +

3

2
,

−2c1 (r + 1)2 + 4c2

(
x2

2 − y2
2

)
+ 4c3x

2
3 − 4c4y

2
4 − 4c5y

2
5 = 0,

4c3z
2
3 + 4c4z

2
4 + 4c5z

2
5 =

1

2
, (2.1)

2c1(r + 1)4 + 4c2(x4
2 + y4

2) + 4c3x
4
3 + 4c4y

4
4 + 4c5y

4
5 =

3

4
r4 +

15

4
r2 +

45

32
,

−2c1(r + 1)4 + 4c2

(
x4

2 − y4
2

)
+ 4c3x

4
3 − 4c4y

4
4 − 4c5y

4
5 = 0,

4c3z
2
3x

2
3 + 4c4z

2
4y

2
4 + 4c5z

2
5y

2
5 =

1

2
r2 +

3

8
,

4c3z
2
3x

2
3 − 4c4z

2
4y

2
4 − c5z

2
5y

2
5 = 0,

4c2x
2
2y

2
2 =

1

8
r4 +

5

8
r2 +

15

64
.

Складывая второе и третье, пятое и шестое, седьмое и восьмое уравнения и принимая во
внимание, что узлы лежат на поверхности тора и, следовательно, z2

i = 1 − (xi − r)2 для
i = 4, 5, и z2

6 = 1− (y6 − r)2, получаем

8c2x
2
2 + 8c3x

2
3 = r2 +

3

2
, 4c2x

4
2 + 8c3x

4
3 =

3

4
r4 +

15

4
r2 +

45

32
,

8c3

(
1− (x3 − r)2

)
x2

3 =
r2

2
+

3

8
, 4c2x

2
2

(
(r + 1)2 − x2

2

)
=

1

8
r4 +

5

8
r2 +

15

64
.

Отсюда можно найти x2, c2, x3, c3 :

x2 =
2
√

32r6 − 24r4 + 36r2 − 9

128r6 − 96r4 + 144r2 − 36

×
√

32r8 + 448r7 − 972r4 − 616r6 + 816r5 + 18r + 888r3 − 207r2 − 36,

c2 =
1

48

(32r6 − 24r4 + 36r2 − 9)2

r(2r − 1)(2r2 − 3r + 2)

×
1

(32r8 + 448r7 − 972r4 − 616r6 + 816r5 + 18r + 888r3 − 207r2 − 36)
,

x3 =
8r4 − 12r − 16r3 + 3 + 24r2

8r3 − 12r2 + 12r − 3
,

c3 =
1

192

(8r3 − 12r2 + 12r − 3)4

(4r3 − 8r2 + 7r − 2)r(8r4 − 12r − 16r3 + 3 + 24r2)2
.
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Подставляя найденные значения x2, c2, x3, c3 в систему (2.1) и преобразовывая ее, по-
лучим систему из пяти уравнений для нахождения c1, y4, c4, y5, c5. Так как для произволь-
ного r система выглядит очень громоздко, приведем пример ее решения для r = 1 :

2c1 + 4c4 + 4c5 = 19077/41552,

8c1 + 8c4y4 + 8c5y5 = 3429/2968,

8c1 + 4c4y
2
4 + 4c5y

2
5 = 745/848, (2.2)

32c1 + 8c4y
3
4 + 8c5y

3
5 = 1225/424,

32c1 + 4c4y
4
4 + 4c5y

4
5 = 2079/848.

Выразим c1, c4, c5 из первых трех уравнений (2.2) и подставим в два последних. Теперь
получим, что левые части последних уравнений есть симметрические многочлены относи-
тельно y4 и y5. Для того, чтобы решить полученную нелинейную систему двух уравнений,
произведем подстановку

y4 + y5 = a1, y4y5 = a2.

Решая преобразованную систему, получим a1 = 392/187, a2 = 147/187. И так как реше-
нием исходной системы являются корни квадратного уравнения y2 − a1y + a2 = 0, имеем
y4, 5 =

(
196± 7

√
223
)
/187. Далее находим значения c1, c4, c5 :

c1 =
2261

94128
, c4 =

35773

696192
+

117925

155250816

√
223, c5 =

35773

696192
− 117925

155250816

√
223.

Исследуем решение системы (2.1) в зависимости от произвольного параметра r. Ко-
эффициенты c2, c3, c4, c5 положительны для любого r, а коэффициент c1 меняет знак

c1 > 0 при 1 ≤ r < 1,4981;

c1 = 0 при r = 1,4981;

c1 < 0 при r > 1,4981.

Таким образом, при r = 1,4981 значение c1 равно нулю и кубатурная формула содер-
жит 16 узлов. Примеры построенных инвариантных формул пятой степени точности для
разных радиусов приведены в табл. 1–3.

Таблица 1

Узлы и коэффициенты кубатурной формулы 5-й степени точности при r = 1
Узлы Число точек в орбите Коэффициенты

(0; 2; 0) 2
2261

94128(√265

10
;
3
√

15

10
; 0
)

4
175

2544(7

5
; 0;

√
21

5

)
4

625

9408(
0;

196 + 7
√

223

187
;

√
23961− 126

√
223

187

)
4

35773

696192
+

117925
√

223

155250816(
0;

196− 7
√

223

187
;

√
23961 + 126

√
223

187

)
4

35773

696192
−

117925
√

223

155250816
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Таблица 2

Узлы и коэффициенты кубатурной формулы 5-й степени точности при r = 2
Узлы Число точек в орбите Коэффициенты

(0; 3; 0) 2 −0,0420

(2,443; 1,7412; 0) 4 0,0654

(2,0270; 0; 0,9996) 4 0,0723

(0; 2,7395; 0,6731) 4 0,0808

(0; 1,1677; 0,5544) 4 0,0525

Таблица 3

Узлы и коэффициенты кубатурной формулы 5-й степени точности при r = 100
Узлы Число точек в орбите Коэффициенты

(0; 101; 0) 2 −0,2154

(53,3428; 85,7644; 0) 4 0,1494

(99,5076; 0; 0,8704) 4 0,0833

(0; 100,5075; 0,8616) 4 0,0833

(0; 99,0000; 0,0112) 4 0,0416

3. Построение инвариантной кубатурной формулы 7-й степени точности

В этом случае базисными инвариантными формами относительно G для T будут
многочлены:

u1 = 1, u2 = x2 + y2, u3 = x2− y2, u4 = z2, u5 = (x2 + y2)2, u6 = (x2− y2)2, u7 = x4− y4,

u8 = z2(x2+y2), u9 = z2(x2−y2), u10 = (x2−y2)3, u11 = (x2+y2)3, u12 = (x2−y2)2(x2+y2),

u13 = (x2 + y2)2(x2 − y2), u14 = z2(x2 + y2)2, u15 = z2(x2 − y2)2, u16 = z2(x4 − y4).

В качестве узлов возьмем орбиты точек

(r + 1; 0; 0), (0; r + 1; 0),
(r + 1√

2
;
r + 1√

2
; 0
)
, (x4;x4; z4), (x5; 0; z5),

(x6; 0; z6), (0; y7; z7), (0; y8; z8), (0; y9; z9).

Получаемое число узлов равно N = 36 (нижняя граница числа узлов 26). Ранее в [8] была
построена формула с 40 узлами. Приходим к следующей системе

2c1 + 2c2 + 4c3 + 8c4 + 4c5 + 4c6 + 4c7 + 4c8 + 4c9 = 1,

2c1(r + 1)2 + 2c2(r + 1)2 + 4c3(r + 1)2 + 16c4x
2
4 + 4c5x

2
5 + 4c6x

2
6 + 4c7y

2
7 + 4c8y

2
8 + 4c9y

2
9

= r2 +
3

2
,

2c1(r + 1)2 − 2c2(r + 1)2 + 4c5x
2
5 + 4c6x

2
6 − 4c7y

2
7 − 4c8y

2
8 − 4c9y

2
9 = 0,
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8c4z
2
4 + 4c5z

2
5 + 4c6z

2
6 + 4c7z

2
7 + 4c8z

2
8 + 4c9z

2
9 =

1

2
,

2c1(r + 1)4 + 2c2(r + 1)4 + 4c3(r + 1)4 + 32c4x
4
4 + 4c5x

4
5 + 4c6x

4
6 + 4c7y

4
7 + 4c8y

4
8 + 4c9y

4
9

= r4 + 5r2 +
15

8
,

2c1(r + 1)4 + 2c2(r + 1)4 + 4c5x
4
5 + 4c6x

4
6 + 4c7y

4
7 + 4c8y

4
8 + 4c9y

4
9 =

1

2
r4 +

5

2
r2 +

15

16
,

2c1(r + 1)4 − 2c2(r + 1)4 + 4c5x
4
5 + 4c6x

4
6 − 4c7y

4
7 − 4c8y

4
8 − 4c9y

4
9 = 0,

16c4z
2
4x

2
4 + 4c5z

2
5x

2
5 + 4c6z

2
6x

2
6 + 4c7z

2
7y

2
7 + 4c8z

2
8y

2
8 + 4c9z

2
9y

2
9 =

1

2
r2 +

3

8
,

4c5z
2
5x

2
5 + 4c6z

2
6x

2
6 − 4c7z

2
7y

2
7 − 4c8z

2
8y

2
8 − 4c9z

2
9y

2
9 = 0,

2c1(r + 1)6 − 2c2(r + 1)6 + 4c5x
6
5 + 4c6x

6
6 − 4c7y

6
7 − 4c8y

6
8 − 4c9y

6
9 = 0,

2c1(r + 1)6 + 2c2(r + 1)6 + 4c3(r + 1)6 + 64c4x
6
4 + 4c5x

6
5 + 4c6x

6
6 + 4c7y

6
7 + 4c8y

6
8 + 4c9y

6
9

= r6 +
21

2
r4 +

105

8
r2 +

35

16
,

2c1(r + 1)6 + 2c2(r + 1)6 + 4c5x
6
5 + 4c6x

6
6 + 4c7y

6
7 + 4c8y

6
8 + 4c9y

6
9

=
1

2
r6 +

21

4
r4 +

105

16
r2 +

35

32
,

2c1(r + 1)6 − 2c2(r + 1)6 + 4c5x
6
5 + 4c6x

6
6 − 4c7y

6
7 − 4c8y

6
8 − 4c9y

6
9 = 0,

32c4z
2
4x

4
4 + 4c5z

2
5x

4
5 + 4c6z

2
6x

4
6 + 4c7z

2
7y

4
7 + 4c8z

2
8y

4
8 + 4c9z

2
9y

4
9 =

1

2
r4 +

5

4
r2 +

5

16
,

4c5z
2
5x

4
5 + 4c6z

2
6x

4
6 + 4c7z

2
7y

4
7 + 4c8z

2
8y

4
8 + 4c9z

2
9y

4
9 =

1

4
r4 +

5

8
r2 +

5

32
,

4c5z
2
5x

4
5 + 4c6z

2
6x

4
6 − 4c7z

2
7y

4
7 − 4c8z

2
8y

4
8 − 4c9z

2
9y

4
9 = 0.

Орбиты точек специально подобраны так, чтобы 10-е и 13-е уравнения системы совпали.
Так как узлы лежат на поверхности тора, то z2

4 = 1− (x4

√
2− r)2, z2

i = 1− (xi − r)2 при
i = 5, 6, и z2

j = 1− (yj − r)2 при j = 7, 8, 9.

В итоге рассматриваемая система состоит из 15 уравнений с 15 неизвестными. Разо-
бьем эту систему на две подсистемы из восьми и семи уравнений. Из первой подсистемы,
имеющей вид

4c1(r + 1)2 + 4c3(r + 1)2 + 16c4x
2
4 + 8c5x

2
5 + 8c6x

2
6 = r2 +

3

2
,

4c3(r + 1)4 + 32c4x
4
4 =

1

2
r4 +

5

2
r2 +

15

16
,

16c4z
2
4x

2
4 + 8c5z

2
5x

2
5 + 8c6z

2
6x

2
6+ =

1

2
r2 +

3

8
,

4c1(r + 1)6 + 4c3(r + 1)6 + 64c4x
6
4 + 8c5x

6
5 + 8c6x

6
6 = r6 +

21

2
r4 +

105

8
r2 +

35

16
,

4c3(r + 1)6 + 64c4x
6
4 =

1

2
r6 +

21

4
r4 +

105

16
r2 +

35

32
,

4c1(r + 1)6 + 8c5x
6
5 + 8c6x

6
6 =

1

2
r6 +

21

4
r4 +

105

16
r2 +

35

32
,

32c4z
2
4x

4
4 =

1

4
r4 +

5

8
r2 +

5

32
,

8c5z
2
5x

4
5 + 8c6z

2
6x

4
6 =

1

4
r4 +

5

8
r2 +

5

32
,

найдем c1, c3, c4, x4, c5, x5, c6, x6.
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Вторая подсистема имеет вид

2c1 + 2c2 + 4c3 + 8c4 + 4c5 + 4c6 + 4c7 + 4c8 + 4c9 = 1,

4c2(r + 1)2 + 4c3(r + 1)2 + 16c4x
2
4 + 8c7y

2
7 + 8c8y

2
8 + 8c9y

2
9 = r2 +

3

2
,

8c4z
2
4 + 4c5z

2
5 + 4c6z

2
6 + 4c7z

2
7 + 4c8z

2
8 + 4c9z

2
9 =

1

2
,

4c2(r + 1)4 + 4c3(r + 1)4 + 8c7y
4
7 + 8c8y

4
8 + 8c9y

4
9 =

1

2
r4 +

5

2
r2 +

15

16
,

16c4z
2
4x

2
4 + 8c7z

2
7y

2
7 + 8c8z

2
8y

2
8 + 8c9z

2
9y

2
9 =

1

2
r2 +

3

8
,

4c2(r + 1)6 + 4c3(r + 1)6 + 64c4x
6
4 + +4c7y

6
7 + 4c8y

6
8 + 4c9y

6
9 = r6 +

21

2
r4 +

105

8
r2 +

35

16
,

8c7z
2
7y

4
7 + 8c8z

2
8y

4
8 + 8c9z

2
9y

4
9 =

1

4
r4 +

5

8
r2 +

5

32
.

Из этих соотношений получаем значения c2, c7, y7, c8, y8, c9, y9.

При решении данных подсистем применяем замену переменных, подобную той, которая
приведена в предыдущем пункте 2. Примеры построенных инвариантных формул седьмой
степени точности для разных радиусов приведены в табл. 4–5.

Таблица 4

Узлы и коэффициенты кубатурной формулы 7-й степени точности при r = 1
Узлы Число точек в орбите Коэффициенты

(2; 0; 0) 2 0,02344

(0; 2; 0) 2 −0,00166

(
√

2/2;
√

2/2; 0) 4 77/2048(
11
√

2/14; 11
√

2/14;
√

22/49
)

8 117649/3748096(
2178+11

√
4659

1645
; 0;

√
1858197−11726

√
4659

1645

)
4 0,02866(

2178−11
√

4659
1645

; 0;

√
1858197+11726

√
4659

1645

)
4 0,02927

(0; 0,2714; 0,6849) 4 0,01614

(0; 1,0314; 0,9995) 4 0,02756

(0; 1,8910; 0,4538) 4 0,03708

Таблица 5

Узлы и коэффициенты кубатурной формулы 7-й степени точности при r = 2
Узлы Число точек в орбите Коэффициенты

(3; 0; 0) 2 0,01428

(0; 3; 0) 2 −0,14690

(3
√

2/2; 3
√

2/2; 0) 4 18823/525312(
251
√

2
218

; 251
√

2
218

; 2
√

2698
109

)
8 5031300332523/154446630950912

(2,7366; 0; 0,6762) 4 0,02974

(1,3464; 0; 0,7568) 4 0,03668

(0; 1,0050; 0,1003) 4 0,01902

(0; 1,7255; 0,9615) 4 0,02467

(0; 2,9602; 0,2791) 4 0,10520
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Заключение

В работе построены инвариантные кубатурные формулы пятой и седьмой степени точ-
ности для интегралов по поверхности тора в R3. Число узлов в данных формулах меньше,
чем в построенных ранее, и приближено к минимальному. Показано, что существование
и свойства инвариантных кубатурных формул для тора зависят от r.
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