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Linear integral operators in spaces of continuous
and essentially bounded vector functions

Manuel J. ALVES1 , Elena V. ALVES2 , João S.P. MUNEMBE1 ,
Yury V. NEPOMNYASHCHIKH1

1 Eduardo Mondlane University
Main Campus, PO. Box 257, Maputo, Republic of Mozambique
2 Higher Institute of Sciences and Technology of Mozambique

Street 1.194 no 332, Central C, Municipal District KaMpfumu, Maputo, Republic of Mozambique

Abstract. The well-established criterion for the action and boundedness of a linear integral
operator K from the space L∞ of essentially bounded functions to the space C of functions
continuous on a compact set is extended to the case of functions taking values in Banach spaces.

The study further shows that if the operator K is active and bounded in the space C,

it is also active and bounded in the space L∞, with the norms of K in C and L∞ being
identical. A precise expression for the general value of the norm of the operator K in these
spaces, expressed in terms of its operator kernel, is provided. Addicionally, an example of an
integral operator (for scalar functions) is given, active and bounded in each of the spaces C

and L∞, but not acting from L∞ into C.

Convenient conditions for checking the boundedness of the operator K in C and L∞
are discussed. In the case of the Banach space Y of the image function values of K being
finite-dimensional, these conditions are both necessary and sufficient. In the case of infinite-
dimensionality of Y, they are sufficient but not necessary (as proven).

For dimY < ∞, unimprovable estimates for the norm of the operator K are provided in
terms of a 1 -absolutely summing constant π1(Y ), determined by the geometric properties of
the norm in Y. Specifically, it is defined as the supremum over finite sets of nonzero elements
of Y of the ratio of the sum of the norms of these elements to the supremum (over functionals
with unit norm) of the sums of absolute values of the functional on these elements.

Keywords: Banach space, linear integral operator, norm of linear operator, 1 -absolutely
summing constant
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Линейные интегральные операторы в пространствах
непрерывных и существенно ограниченных вектор-функций

Мануэль Жоаким АЛВЕC1 , Елена Владимировна АЛВЕC2 ,
Жоао Себастьян Паулу МУНЕМБЕ1 , Юрий Витальевич НЕПОМНЯЩИХ1

1 «Университет Эдуардо Мондлане»
1100, Республика Мозамбик, г. Мапуто, Главный кампус, П.Я. 257

2 «Высший институт наук и технологий Мозамбика»
1100, Республика Мозамбик, г. Мапуто, улица 1.194 No 332,

центральный C, Муниципальный район КаМпфуму

Аннотация. Известный критерий действия и ограниченности линейного интегрального
оператора K из пространства L∞ существенно ограниченных функций в пространство
C непрерывных на компакте функций обобщается на случай функций со значениями в
банаховых пространствах.

В работе также доказано, что из действия и ограниченности оператора K в простран-
стве C вытекает его действие и ограниченность в пространстве L∞, причем нормы опера-
тора K, рассматриваемого в C и L∞, совпадают. Приводится точное выражение общего
значения нормы оператора K в этих пространствах в терминах ядра оператора. В допол-
нение к этому, приводится пример интегрального оператора (для скалярных функций),
который действует и ограничен в каждом из пространств C и L∞, но не действует из
L∞ в C.

Также обсуждаются удобные для проверки условия ограниченности оператора K в C

и L∞. В случае конечномерности банахова пространства Y значений функций образа
оператора K эти условия являются одновременно необходимыми и достаточными. В слу-
чае бесконечномерности Y они являются достаточными, но не являются необходимыми
(это доказывается).

В случае dimY < ∞ приводятся неулучшаемые оценки для нормы оператора K в
терминах 1 -абсолютно суммирующей константы π1(Y ), определяемой геометрическими
свойствами нормы в Y, более точно, как супремум по конечным наборам ненулевых эле-
ментов Y отношения суммы норм этих элементов и супремума (по функционалам с еди-
ничной нормой) сумм абсолютных значений функционала на этих элементах.

Ключевые слова: банахово пространство, линейный интегральный оператор, норма ли-
нейного оператора, 1 -абсолютно суммирующая константа
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LINEAR INTEGRAL OPERATORS IN THE SPACE OF CONTINUOUS FUNCTIONS 7

Introduction

The criteria governing the action, continuity, and compactness of the Fredholm linear
integral operator K within function spaces underwent comprehensive and thorough examina-
tion during the 20th century. These considerations are extensively documented in classical
monographs on functional analysis, as exemplified by references such as [1, 2]. The monograph
[3, p. 100] formulates necessary and sufficient conditions for the action and boundedness of
K from the space of essentially bounded functions to the space of continuous functions on a
compact set. This work also provides expressions for the norm of the operator K in terms of
its kernel.

In this paper, we extend and partially generalize these findings, building upon the characte-
ristics of the integral functional derived in the study [4]. We outline the principal directions of
advancement in our work concerning the well-established classical aspects of the operator K

within the space of continuous functions.

• We establish necessary and sufficient conditions for the action and boundedness of the
operator K from spaces of continuous functions, as well as from the space of essentially
bounded functions to the space of bounded functions, when the functions from these
spaces take values in Banach spaces.

• We demonstrate that the action and boundedness of the operator K in the space of
continuous functions imply the action and boundedness in the space of essentially bounded
functions, with the norms of both operators being equal.

• We provide an expression for the norm of the operator K in terms of its kernel.

• In the scenario of finite-dimensionality of the function value space, we establish an optimal
estimate for the norm of the operator K in terms of a convenient expression through the
kernel of the operator using 1 -absolutely summing constant.

1. Key notations and concepts

We will use the following notations:
Ω is closed bounded set in Rn with the classical Lebesgue measure µ in σ -algebra Σ

Lebesgue measurable subsets of Ω.

χE is characteristic function of a set E ⊂ Ω (χE(s) = 1 if s ∈ E and χE(s) = 0 if
s 6∈ E ).

X and Y are real separable Banach spaces with norms ‖ · ‖X and ‖ · ‖Y , accordingly,
moreover Y contains no copy of c0 (Y 6⊃ c0 ), in particular, Y reflexively.

X∗ is the dual space of X with a norm ‖ · ‖X∗ ; value of a functional f ∈ X∗ in the point
x ∈ X we will denote by f [x] or 〈x, f〉.

B(X, Y )— the space of linear bounded operators from X to Y with the natural norm.
By B1(Z), we denote the closed unit ball centered at zero in the Banach space Z, that is

B1(Z) = {x ∈ Z : ‖x‖Z ≤ 1}.
T (X) is Banach space consisting of bounded functions u : Ω→ X, with the sup-norm

‖u‖∞ = sup
t∈Ω
‖u(t)‖X .
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A function u : Ω → X is called measurable if the preimage of any Borel set in X is
Lebesgue measurable. The set of all measurable functions u : Ω→ X is denoted by L0(X).

By L∞(X), Lc∞(X), C(X) and P (X) we will denote the linear subspaces of the space
T (X), consisting of measurable bounded functions, measurable compact-valued functions, con-
tinuous functions, and measurable finite-valued functions, respectively, equipped with the sup -
norm. It is clear that the first three of these linear subspaces are closed, hence they are Banach
spaces. Let’s note that P (X) ∪ C(X) ⊂ Lc∞(X) ⊂ L∞(X) ⊂ T (X) and in the case of finite-
dimensionality of X we have Lc∞(X) = L∞(X). In particular X = R in the notations
of the introduced functional spaces, we will omit the notation of the function value space:
L∞ = L∞(R), C = C(R) and etc.

By L∞(X) we will denote the factor space of space L∞(X), consisting of classes µ -
equivalent to essentially bounded functions with the essential supremum norm

‖u‖∞ = ess sup
t∈Ω

‖u(t)‖X .

The closed subspace Lc∞(X) of the Banach space L∞(X) is defined similarly.
If the function v : Ω→ Y is such, that ∀g ∈ Y ∗ (which is equivalent to, ∀g ∈ B1(Y ∗) ) the

real function 〈v(·), g〉 is Lebesgue integrable on Ω, then there exists a unique element I ∈ Y
such that

〈I, g〉 =

∫
Ω

〈v(s), g〉 ds (∀g ∈ Y ∗) (1.1)

(see, for example, [5, p. 54]). In this case, the function v is called Pettis integrable on Ω, and
I is called the Pettis integral of the function v on Ω, denoted by

I = (P )

∫
Ω

v(s) ds.

From the separability of Y it follows that any Pettis integrable function is measurable (see
[5, p. 42, 53]).

Note that in the case when Y contains a subspace isomorphic to c0, from Lebesgue
integrability on Ω the functions 〈v(·), g〉 for each ∀g ∈ Y ∗, in general, it does not follow
that there exists I ∈ Y satisfying (1.1). For an arbitrary Banach space Y, the concept of the
Danford integral (which is an element of the second dual space Y ∗∗ ) is known, which generalizes
the concept of the Pettis integral [5, p. 52]. To avoid complicating the results in the direction
related to different definitions of integrals, we assume in the paper that Y 6⊃ c0.

If the function v : Ω→ Y is measurable and the real-valued function ‖v(·)‖Y is Lebesgue
integrable on Ω, then the function v is called Bochner integrable on Ω. The definition of the
Bochner integral is analogous to the definition of the Lebesgue integral for real-valued functions
(see [5, p. 44]). For the Bochner integral we will use the notation (B)

∫
Ω
v(s) ds.

If the function v : Ω → Y is Bochner integrable, then it is Pettis integrable and the
values of the integrals coincide. The reciprocal statement holds true if and only if Y is finite-
dimensional [5]. For the Lebesgue integral of real functions, instead of (P )

∫
and (B)

∫
, we

will write
∫
.
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2. Some auxiliary results

Lemma 2.1. The set P (X) is dense in Lc∞(X).

P r o o f. Let’s now fix arbitrary u ∈ Lc∞(X) and ε > 0. Let’s choose for the relatively
compact set u(Ω) a finite ε -net z1, z2, . . . , zm ⊂ u(Ω) and let’s define

Ai = {s ∈ Ω: ‖u(s)− zi‖X ≤ ε} (i = 1, 2, . . . ,m),

E1 = A1, Ei = Ai \
k−1
∪
j=1

Aj (i = 2, 3, . . . ,m).

Then uε =
∑m

i=1 χEi
zi ∈ P (X) and ‖u− uε‖∞ ≤ ε.

The next two lemmas follow directly from [4, Lemma 2.1 and Assertion 2.1].

Lemma 2.2. Let D ⊂ X be a convex and closed set, and let u : Ω→ Y be some measurable
function with values in D. Then there exists a sequence of functions un ∈ C(X) with values
in D that converges in measure to u.

Lemma 2.3. Let the function f : Ω×X → R satisfy the Carathéodory conditions, which
means that the function f(·, x) is measurable for each x ∈ X, and the function f(s, ·) is
continuous for each s ∈ Ω. Then the function ψ : Ω→ [0,∞] defined by ψ(s) = sup

x∈B1(X)

|f(s, x)|
is measurable, and

sup
u∈B1(L∞(X))

∫
Ω

|f(s, u(s))| ds =

∫
Ω

sup
x∈B1(X)

|f(s, x)| ds.

To prove the main results about the linear integral operator, we will need the criterion for
the action and boundedness of the linear integral functional, as well as one of its properties
established in the work [4], which we will present here without proofs.

Let a : Ω→ X∗. The functional H will be formally defined by the equation

H[u] =

∫
Ω

a(s)[u(s)] ds. (2.1)

If the finite integral (2.1) exists for all functions u : Ω→ X from a certain linear subspace V

of the space L0(X), then expression (2.1) defines a linear functional H : V → R.
Function a(·) : Ω → X∗ is said weak ∗ -measurable (see [5, p. 41]), if ∀x ∈ X the real

function a(·)[x] is measurable.

Assertion 2.1. (see [4, Theorem 4.1]) The following conditions a), b), and c) are equivalent
to each other:

a) H ∈ (C(X))∗, in other words, the functional H acts from C(X) to R and is bounded;
b) H ∈ (L∞(X))∗;

c) Function a(·) weak ∗ -measurable and ‖a‖1
def.
=
∫

Ω
‖a(s)‖X∗ ds <∞.

When any of these conditions is satisfied

‖H‖(C(X))∗ = ‖H‖(L∞(X))∗ = ‖a‖1.

Assertion 2.2. (see [4, Corollary 4.2]) If H ∈ (C(X))∗, then for any bounded sequence
un ⊂ L∞(X) converging in measure to some u ∈ L∞(X), it holds that H[un]→ H[u].
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3. Definition of an integral operator and conditions on its kernel

Let k : Ω2 → B(X, Y ). Let’s consider the linear Fredholm integral operator K with the
kernel k, defined by equality

(Ku)(t) = (P )

∫
Ω

k(t, s)u(s) ds, t ∈ Ω.

Under certain conditions on the kernel k, the operator K transforms functions u : Ω → X

into functions Ku : Ω→ Y.

For fixed (t, s) ∈ Ω2, let k∗(t, s) denote the adjoint operator of k(t, s), so that k∗ : Ω2 →
B(Y ∗, X∗) (the asterisk notation as a subscript is used to avoid confusion with the adjoint
kernel k∗(t, s) = k(s, t) ).

Let’s introduce certain constants expressed in terms of the kernel k of the operator K and
consider certain conditions on the kernel k that will be used in the following sections.

Let’s define, for now formally, the quantities ‖k‖u and ‖k‖w by:

‖k‖u
def.
= sup

t∈Ω

∫
Ω

‖k(t, s)‖B(X,Y ) ds, ‖k‖w
def.
= sup

t∈Ω; g∈B1(Y ∗)

∫
Ω

‖k∗(t, s)g‖X∗ ds.

and the conditions:
(a0) For all t ∈ Ω and x ∈ X function k(t, ·)x is measurable;

(ac) For all A ∈ Σ and x ∈ X holds
∫
A

k(·, s)x ds ∈ C(Y );

(bu) Exists and is finite the quantity ‖k‖u;
(bw) Exists and is finite the quantity ‖k‖w.
Let’s emphasize that we have introduced notations for a series of conditions but do not

assume them to be a priori satisfied.

Assertion 3.1. Under the condition (a0), the following properties hold:
1) For any t ∈ Ω and u ∈ L0(X), the function k(t, ·)u(·) : Ω→ Y is measurable;
2) For any t ∈ Ω, the function ‖k(t, ·)‖B(X,Y ) : Ω→ [0,+∞] is measurable;
3) For any t ∈ Ω, u ∈ L0(X), and g ∈ Y ∗, the function 〈k(t, ·)u(·), g〉 : Ω → R is

measurable;
4) For any t ∈ Ω and g ∈ Y ∗, the function ‖k∗(t, ·)g‖X∗ : Ω→ [0,+∞] is measurable.

P r o o f. Properties 3) and 4) follow from Lemma 2.3, applied at fixed t ∈ Ω to the function
f : Ω×X → R defined as f(s, x) = 〈k(t, s)x, g〉. In particular, for 4), we use the equality

‖k∗(t, s)g‖X∗ = sup
x∈B1(X)

|〈x, k∗(t, s)g〉| = sup
x∈B1(X)

|〈k(t, s)x, g〉| = sup
x∈B1(X)

|f(s, x)|. (3.1)

Property 1) follows from theorems 2 and 3 of the paper [6].
Finally, property 2) follows from Lemma 2.3 applied at fixed t ∈ Ω to the function f̃ :

Ω×X → R defined by f̃(s, x) = ‖k(t, s)x‖Y , taking into account the equality ‖k(t, s)‖B(X,Y ) =

supx∈B1(X) |f̃(s, x)|.

From Assertion 3.1, in particular, it follows that under condition (a0), the quantities ‖k‖u
and ‖k‖w are well-defined, which can take finite non-negative values or the value +∞.
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4. The criterion for the action and boundedness of the operator K from C(X)

and from L∞(X) to T (Y )

Theorem 4.1. The following conditions A) to D) are equivalent to each other:
A) K ∈ B(C(X), T (Y )) (the operator K acts from C(X) to T (Y ) and is bounded);
B) K ∈ B(Lc∞(X), T (Y )) ;
C) K ∈ B(L∞(X), T (Y )) ;
D) The conditions (a0) and (bw) are satisfied.
Moreover, if K ∈ B(C(X), T (Y )), then

‖K‖C(X)→T (Y ) = ‖K‖Lc
∞(X)→T (Y ) = ‖K‖L∞(X)→T (Y ) = ‖k‖w. (4.1)

P r o o f. 10 step. Let it be fair D). We will prove that K ∈ B(L∞(X), T (Y )) and

‖K‖L∞(X)→T (Y ) ≤ ‖k‖w. (4.2)

Let’s fix arbitrary u ∈ L∞(X) and t ∈ Ω. Due to condition (bw), taking into account
Assertion 3.1, for any g ∈ Y ∗ with a norm ‖g‖Y ∗ ≤ 1, we have∫

Ω

|〈k(t, s)u(s), g〉| ds =

∫
Ω

|〈u(s), k∗(t, s)g〉| ds ≤ ‖u‖∞‖k‖w <∞, (4.3)

therefore, there exists an integral (P )
∫

Ω
k(t, s)u(s) ds ∈ Y.

Furthermore, for any u ∈ L∞(X) and t ∈ Ω, we have, due to (bw), taking into account
(4.3):

‖Ku(t)‖Y = sup
g∈B1(Y ∗)

|〈Ku(t), g〉|= sup
g∈B1(Y ∗)

∣∣∣∣∫
Ω

〈u(s), k∗(t, s)g〉 ds
∣∣∣∣≤‖k‖w ‖u‖∞.

Therefore, the operator K acts from L∞(X) to T (Y ), is bounded and holds (4.2).
20step. Let K ∈ B(C(X), T (Y )). We will prove that property D) holds and the equality

‖K‖C(X)→T (Y ) = ‖k‖w. (4.4)

From the condition K : C(X)→ T (Y ) and the fact that constant functions are continuous,
condition (a0) follows.

Let us fix arbitrary t ∈ Ω and g ∈ Y ∗. We define the function a : Ω→ X∗ as follows by

a(s)[x] = 〈k(t, s)x, g〉, s ∈ Ω, x ∈ X (4.5)

and let us consider the functional H, defined by equation (2.1). From the condition K ∈
B(C(X), T (Y )), it follows that H ∈ (C(X))∗. According to Assertion 3.1, taking into account
equation (3.1), we have, using the notation C1 = B1(C(X)),∫

Ω

‖k∗(t, s)g‖X∗ds =

∫
Ω

‖a(s)‖X∗ ds = ‖F‖(C(X))∗ = sup
u∈C1

∣∣∣∣∫
Ω

a(s)[u(s)] ds

∣∣∣∣ . (4.6)

By the definition of the Pettis integral

sup
u∈C1

∣∣∣∣∫
Ω

a(s)u(s) ds

∣∣∣∣ = sup
u∈C1

∣∣∣∣∫
Ω

〈k(t, s)u(s), g〉 ds
∣∣∣∣ = sup

u∈C1

∣∣∣∣〈∫
Ω

k(t, s)u(s) ds, g

〉∣∣∣∣ . (4.7)
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From equations (4.6) and (4.7), it follows that

sup
u∈C1

∣∣∣∣〈∫
Ω

k(t, s)u(s) ds, g

〉∣∣∣∣ =

∫
Ω

‖k∗(t, s)g‖X∗ds.

Taking the supremum over all t ∈ Ω and g ∈ B1(Y ∗) in this equality, we obtain equation
(4.4). From this equation and the inequality ‖K‖C(X)→T (Y ) <∞, condition (bw) follows.

From the properties established in steps 10 and 20, the statement of the theorem follows.

5. Integral operator with values in the space of continuous functions

The following theorem provides necessary and sufficient conditions for the action and boun-
dedness of the operator K from Lc∞(X) to C(Y ) in terms of the norm expression of K

using the kernel k. It also establishes the equality of norms of the operator considered from
Lc∞(X) to C(Y ) and from C(X) to C(Y ). This theorem partially generalizes Theorem 1.1
in [3, p. 100], for the case of p =∞.

Theorem 5.1. K ∈ B(Lc∞(X), C(Y )) if and only if the conditions (ac) and (bw) hold.
Moreover, if K ∈ B(Lc∞(X), C(Y )), then

‖K‖C(X)→C(Y ) = ‖K‖Lc
∞(X)→C(Y ) = ‖k‖w. (5.1)

P r o o f. 1) Let the conditions (ac) and (bw) be satisfied.
Its clear that condition (a0) is fair, and by virtue of Theorem 4.1 K ∈ B(Lc∞(X), T (Y )).

Each function v ∈ P (X) has a representation v(s) =
∑n

i=1 χAi
(s)xk for some positive

integer n, some xi ∈ X, and pairwise disjoint sets Ai ∈ Σ. The linearity and additivity
properties of the Pettis integral [5] and the condition (ac) imply

(P )

∫
Ω

k(t, s)u(s) ds =
n∑
i=1

(P )

∫
Ai

k(t, s)xi ds

moreover, each of the integrals in the right-hand side exists and is a continuous function of t.
Therefore, the integral on the left-hand side and the equality itself will be valid. Thus, it is
proven that K(P (X)) ⊂ C(Y ).

From the continuity of the operator K : Lc∞(X)→ T (Y ), the inclusion K(P (X)) ⊂ C(Y ),

and Lemma 2.1, it follows straightforwardly that K ∈ B(Lc∞(X), C(Y )).

2) Let K ∈ B(Lc∞(X), C(Y )). For any A ∈ Σ and x ∈ X, we have v = χAx ∈ Lc∞(X),

thus (Kv)(·) = (P )
∫
A
k(·, s)x, ds ∈ C(Y ). Thus, condition (ac) is satisfied. Condition (bw)

and equality (5.1) follow from Theorem 4.1.

The following theorem provides necessary and sufficient conditions for the boundedness of
the operator K when it operates from C(X) to C(Y ), expressing its norm in terms of the
kernel k. This theorem generalizes the equality for the norm when p = ∞ in Theorem 1.2
from [3, p. 100].

Theorem 5.2. Let the operator K acts from C(X) to C(Y ). In order for K to be
bounded, it is necessary and sufficient to satisfy condition (bw).

Moreover, if K ∈ B(C(X), C(Y )), then we have ‖K‖C(X)→C(Y ) = ‖k‖w.
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P r o o f. From the condition K : C(X) → C(Y ), condition (a0) of Theorem 4.1 follows.
Taking this into account, the statement of the theorem straightforwardly follows from Theo-
rem 4.1.

As noted in [3, p. 101], a linear integral operator acting from C to C can also be considered
as acting from L∞ to L∞. The following theorem asserts this fact in the case of function spaces
with values in Banach spaces.

Theorem 5.3. If K ∈ B(C(X), C(Y )), then K ∈ B(L∞(X), L∞(Y )) and

‖K‖C(X)→C(Y ) = ‖K‖L∞(X)→L∞(Y ) = ‖k‖w.

P r o o f. According to Theorem 4.1, from the condition K ∈ B(C(X), C(Y )), it follows
that K ∈ B(L∞(X), T (Y )) and equality (4.1) holds. Thus, it sufficient to prove that for every
u ∈ L∞(X), the function Ku is measurable.

Let u ∈ L∞(X). We choose a closed ball D ⊃ u(Ω), and according to Lemma 2.2, we find
a sequence of functions un ∈ C(X) with values in D that converges to u in measure. Fix
arbitrary t ∈ Ω and g ∈ Y ∗, and define the function a : Ω → X∗ by (4.5). We consider the
functional H defined by equality (2.1). From the condition K ∈ B(C(X), C(Y )), it follows that
H ∈ (C(X))∗. By Assertion 2.2, H[un]→ H[u], which means that 〈Kun(t), g〉 → 〈Ku(t), g〉.

Since K : C(X) → C(Y ) and C(Y ) ⊂ L0(Y ), the real-valued functions 〈Kun(·), g〉
are measurable. Then, the function 〈Ku(·), g〉 is also measurable as the pointwise limit of
measurable functions. Thus, we have shown that for any g ∈ Y ∗, the function 〈Ku(·), g〉 is
measurable (this property is commonly referred to as weak µ -measurability of the function Ku,

see, for example, [5, p. 41]). Then, by Theorem 2 in [5, p. 42], combined with the separability
of Y, it follows that the function Ku is measurable.

R e m a r k 5.1. Among the theorems in this section, there are no simultaneously necessary
and sufficient conditions in terms of the kernel for the action and continuity of the operator K
from C(X) to C(Y ) (Theorem 5.1 provides a close result by replacing C(X) with Lc∞(X),

and Theorem 5.2 gives a close result about the boundedness of K under the prior assumption of
its action). Currently, we are unaware of a corresponding result even for the case X = Y = R.

As for Theorem 5.3, it can be accurately stated that the condition K ∈ B(C(X), C(Y ))

implies K ∈ B(L∞(X), L∞(Y )) (with equality of norms). However, it does not generally imply
either the action of the operator K from Lc∞(X) to C(Y ) or the validity of condition (ac)

from Theorem 5.1, even in the case of X = Y = R. We provide a corresponding counterexample
obtained in the works [7, 8].

E x a m p l e 5.1. Let X = Y = R and Ω = [0; 1]. We define the sets

E(t) =
∞
∪
n=1

[
1− (1− t)n−1 − t2(1− t)n−1; 1− (1− t)n−1

]
(0 < t < 1)

and let’s consider a linear integral operator K with a kernel k : [0; 1]2 → R defined by

k(t, s) =

{
t−1χE(t)(s) if 0 < t < 1

1 if t ∈ {0; 1}.

Then, we have K ∈ B(C,C) and K ∈ B(L∞,L∞). Furthermore, for any u ∈ L∞, the function
Ku is continuous on the interval (0; 1]. However, the operator K does not act from L∞ to
C, and there exists a Lebesgue measurable set A ⊂ [0; 1] such that

∫
A
k(·, s) ds 6∈ C.
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6. A convenient sufficient condition for the boundedness of an integral operator

The main results of the work (Theorems 4.1 and 5.1–5.3) utilize a constant ‖k‖w expressed
in terms of the kernel k and represents the exact value of the norm of the operator K in a series
of pairs of functional spaces. However, the constant ‖k‖w the constant uses the supremum over
all functionals in the unit sphere of the space Y ∗, which is not very convenient for application. In
this regard, it makes sense to analyze the possibility of replacing the constant in the main results
‖k‖w with a more convenient constant ‖k‖u, whose expression is a direct formal generalization
of a well-known expression supt∈Ω

∫
Ω
|k(t, s)| ds for the norm of a linear integral operator in

the space C (see, for example, [2, p. 183] and [3, p. 100]).

Theorem 6.1. The following statements are true:
1) If the conditions are satisfied (a0) and (bu), then K ∈ B(L∞(X), T (Y )).

2) If the conditions are satisfied (ac) and (bu), then K ∈ B(Lc∞(X), C(Y )).

3) If K : C(X) → C(Y ) and if the condition (bu) is satisfied, then K ∈ B(C(X), C(Y ))

and K ∈ B(L∞(X), L∞(Y )).

4) The norms of the operator K in all pairs of spaces considered in statements 1)–3) are
equal ‖k‖w, and the estimation is valid

‖K‖ = ‖k‖w ≤ ‖k‖u.

P r o o f. In the conditions of any of statements 1)–3), for any t ∈ Ω and g ∈ Y ∗, we
obtain, taking into account Assertion 3.1, the estimation∫

Ω

‖k∗(t, s)g‖X∗ ds ≤
∫

Ω

‖k∗(t, s)‖B(Y ∗,X∗) ‖g‖Y ∗ds = ‖g‖Y ∗
∫

Ω

‖k(t, s)‖B(X,Y ) ds.

From this, it follows that
‖k‖w ≤ ‖k‖u. (6.1)

From this inequality and Theorems 4.1, 5.1–5.3, all statements of the proven theorem follow in
an obvious manner.

R e m a r k 6.1. For any infinite-dimensional space Y, the reciprocal propositions of 1)–3)
in Theorem 6.1 do not hold. Specifically, the condition (bu), unlike (bw), is not necessary for
the action and boundedness of the operator K in pairs of functional spaces as stated in the
theorem. Let’s demonstrate this.

It is known (see, for example, [9, p. 91]) that in every infinite-dimensional Banach space Y
there exists a weakly summable sequence that is not strongly summable. In other words, there
exists a sequence (yn)n of elements in Y such that for every g ∈ Y ∗, the series

∑∞
n=1 |〈yn, g〉|

converges, while simultaneously
∑∞

n=1 ‖yn‖Y =∞.
Assuming dimY = ∞, let us fix some sequence (yn)n satisfying the aforementioned

property. Take an arbitrary countable measurable partition {En : n = 1, 2, . . .} of the set
Ω into sets En of positive measure, and define v(s) =

∑∞
n=1

1
µEn

χEn(s)yn. The constructed
function v : Ω→ Y is clearly measurable. Moreover, it satisfies the following conditions:∫

Ω

|〈v(s), g〉| ds =
∞∑
n=1

|〈yn, g〉| <∞ (∀g ∈ Y ∗),
∫

Ω

‖v(s)‖Y ds =
∞∑
n=1

‖yn‖Y =∞.
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Thus, the function v is integrable in the sense of Pettis, but not integrable in the sense of
Bochner. Moreover, this follows from [5, p. 224],

M
def.
= sup

g∈B1(Y ∗)

∫
Ω

|〈v(s), g〉| ds <∞.

Let’s now consider X = R and define a function k : Ω2 → B(R, Y ) by the equation
k(t, s)[x] = xv(s) (x ∈ R). We then examine the linear operator K with this kernel k. It is
evident that condition (a0) is satisfied, and

‖k‖w = sup
g∈B1(Y ∗)

∫
Ω

|〈k(t, s), g〉| ds = M <∞.

So, condition (bw) holds. According to Theorem 4.1, we have K ∈ B(L∞, T (Y )). Moreover,
it is evident that for any u ∈ L∞, the function Ku(·) is constant. Hence, K ∈ B(L∞, C(Y )).

By Theorem 4.1, we obtain ‖K‖L∞→C(Y ) = ‖K‖C→C(Y ) = ‖k‖w = M. On the other hand,

‖k‖u =

∫
Ω

‖v(s)‖Y ds =
∞∑
n=1

‖yn‖Y =∞.

Therefore, condition (bu) is not satisfied.

R e m a r k 6.2. In contrast to the property established in Remark 6.1 for any infinite-
dimensional Y, we note that in the case of dimY <∞, on the contrary, conditions (bu) and
(bw) are equivalent. Therefore, all the necessary and sufficient conditions from Theorems 4.1
and 5.1–5.3 will remain valid if we replace the condition (bw) with the condition (bu) (but
without replacing the constant ‖k‖u in these theorems!).

In the case of dimY < ∞, not only does the estimate (6.1) hold, but there is also a two-
sided estimate that can be expressed using a special constant of the finite-dimensional space
Y, which depends on the choice of norm in Y.

Dedicating the following section of the work to establishing these properties of the operator
K in the case of finite dimension Y.

7. Action and boundedness criteria of the integral operator and norm estimation
in the case of dimY <∞

D e f i n i t i o n 7.1. (see [10–12]) The quantity

π1(Y )
def.
= sup

{ n∑
k=1

‖yk‖Y
/

sup
g∈B1(Y ∗)

n∑
k=1

|〈yk, g〉| : n ∈ {1, 2, . . .}, y1, . . . , yn ∈ Y \ {0}
}

(7.1)

is called the 1 -absolutely summing constant of the norm space Y of nonzero dimension.

R e m a r k 7.1. 1) Equality (7.1) correctly defines the constant π1(Y ) (taking a finite
positive value or the value +∞ ) for any norm space Y of nonzero dimension. Moreover,
π1(Y ) < ∞ if and only dimY < ∞. Note that π1(Y ) = ∞ in every infinite-dimensional
Banach space Y, a consequence of the existence of a weakly summable sequence that is not
strongly summable (see Remark 6.1).

2) In finite-dimensional spaces of the same dimension equipped with different norms (which,
as known, are equivalent), the values of 1 -absolutely summing constants, in general, are
different and are related to the “geometric properties” of the space that depend on the norm.

3) In [10–12], the p -absolutely summing constant πp(Y ) was introduced any p ∈ [1;∞),

but in our work, it will be needed only for the case p = 1.
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Throughout this section we assume that the 0 < dimY <∞.

We will denote the linear space Rn equipped with the norm ‖ · ‖p defined by

‖x‖p =
( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

(1 ≤ p <∞), ‖x‖∞ = max
i=1,2,...,n

|xi|

as Rn
p (for any p ∈ [1;∞] ).

We will present, without proof, some properties of the constant π1(Y ) established in [11],
[12]. Additionally, we will provide values of π1(Y ) for certain specific spaces in the table.

Assertion 7.1. [properties of the constant π1(Y ) ]
1. [ dimY = n ] ⇒ [

√
n ≤ π(Y ) ≤ n ] ;

2. π(Rn
1 ) =

2nn∑n
k=0C

n
k |n− 2k|

, π(Rn
2 ) =

√
π Γ

(
n+1

2

)
Γ
(
n
2

) , π(Rn
∞) = n, in particular,

π(R2n−1
1 ) = π(R2n−1

2 ) (n = 1, 2, . . .) and

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

π1(Rn
1 ) 1 2 2 8

3
8
3

16
5

16
5

128
35

128
35

256
63

π1(Rn
2 ) 1 π

2
2 3π

4
8
3

15π
16

16
5

35π
32

128
35

315π
256

For any measurable function v : Ω→ Y, let us define

‖v‖1 =

∫
Ω

‖v(s)‖Y ds, ‖v‖∗ = sup
g∈B1(Y ∗)

∫
Ω

|〈v(s), g〉| ds.

In this case, if the function v is non-integrable (recall that integrability in terms of Bochner
and Pettis are equivalent due to the finite-dimensionality of Y ), then ‖v‖1 = ‖v‖∗ =∞, and
if it is integrable, both quantities are finite. Moreover (see, for example, [5, p. 50, 224]), on
the linear space L1(Y ) consisting of integrable functions u : Ω → Y (or more precisely, their
classes of µ -equivalence), the quantities ‖ · ‖1 and ‖ · ‖∗ are norms.

Assertion 7.2. The following inequality fulfilled:

‖v‖∗ ≤ ‖v‖1 ≤ π1(Y )‖v‖∗, v ∈ L1(Y ), (7.2)

in particular, in L1(Y ) the norms ‖ · ‖1 and ‖ · ‖∗ are equivalent.
Moreover, the inequality (7.2) is unimprovable, that is

inf
v∈L1(Y ), ‖v‖∗ 6=0

‖v‖1

‖v‖∗
= 1, sup

v∈L1(Y ), ‖v‖∗ 6=0

‖v‖1

‖v‖∗
= π1(Y ).

P r o o f. Clearly, ‖v‖∗ ≤ ‖v‖1, and this bound is unimprovable, as for any constant
function v we have ‖v‖∗ = ‖v‖1.

Let v ∈ L1(Y ) and ε > 0 be arbitrary. Let us find, by definition of the Bochner integral
[5, p. 44], a function vε(·) =

∑m
k=1 χk

(·)yk ∈ P (Y ) (where sets Ek ∈ Σ are pairwise disjoint
and yk ∈ Y ), such that ‖v− vε‖1 ≤ ε. Then, by the definition of the constant π1(Y ), we have

‖v‖1 ≤ ‖vε‖1 + ε =
m∑
k=1

‖yk‖Y · µ(Ek) + ε ≤ π1(Y ) sup
g∈B1(Y ∗)

m∑
k=1

|〈yk, g〉|µ(Ek) + ε

= π1(Y )‖vε‖∗ + ε ≤ π1(Y )(‖v‖∗ + ε) + ε.
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Due to the arbitrariness of ε > 0 and v ∈ L1(Y ), this inequality implies the estimation

‖v‖1 ≤ π1(Y )‖v‖∗, v ∈ L1(Y ). (7.3)

Let’s prove the unimprovability of the estimation (7.3). Fix an arbitrary δ > 0 and find,
according to the definition of π1(Y ), such n ∈ N and elements z1, z2, . . . , zn ∈ Y, that

n∑
k=1

‖zk‖Y
/

sup
g∈B1(Y ∗)

n∑
k=1

|〈zk, g〉| > π1(Y )− δ.

Let’s take arbitrary measurable sets A1, A2, . . . , An ∈ Σ with positive measure that are pairwise
disjoint, and consider the function w(s) =

∑n
k=1

1
µ(Ak)

χAk
(s)zk. By construction,

‖w‖1 =
n∑
k=1

‖zk‖Y > (π1(Y )− δ) sup
g∈B1(Y ∗)

n∑
k=1

|〈zk, g〉| = (π1(Y )− δ)‖w‖∗.

The unimprovability of the estimation (7.3) is proven.

Note that inequality (7.2) is known and follows, for example, from Proposition 2.4 in
[9, p. 96], formulated in terms of a random element and the p -absolutely summing operator
induced by it. However, we preferred a direct proof.

Assertion 7.3. If condition (a0) is satisfied, then

π(Y )−1‖k‖u ≤ ‖k‖w ≤ ‖k‖u, (7.4)

in particular, conditions (bu) and (bw) are equivalent.
The inequality (7.4) is unimprovable (in both directions) for X = R in the class of all

functions k : Ω2 → B(R, Y ) satisfying condition (a0).

P r o o f. The inequality ‖k‖w ≤ ‖k‖u follows from Theorem 6.1. To prove its unimprova-
bility, it is sufficient to consider the case X = R and take an arbitrary nonzero element y0 ∈ Y
and define the kernel k : Ω2 → B(R, Y ) by the equation k(t, s)[x] = xy0. In this case, it is
obvious that ‖k‖w = ‖k‖u = ‖y0‖µΩ.

Proof of the inequality
π(Y )−1‖k‖u ≤ ‖k‖w (7.5)

we proceed separately for two cases.
10 step. Let ‖k‖u <∞. Fix arbitrary t ∈ Ω, ε > 0, and according to Lemma 2.3, let’s find

a function u ∈ L∞(X) with values in B1(X) such that∫
Ω

‖k(t, s)‖B(X,Y ) ds ≤
∫

Ω

‖k(t, s)u(s)‖Y ds+ ε = ‖v‖1 + ε (7.6)

where v : Ω→ Y defined by v(s) = k(t, s)u(s). According to Assertion 7.2,

π(Y )−1‖v‖1 ≤ ‖v‖∗ = sup
g∈B1(Y ∗)

∫
Ω

|〈k(t, s)u(s), g〉| ds

≤ sup
g∈B1(Y ∗)

∫
Ω

sup
x∈B1(X)

|〈k(t, s)x, g〉| ds = sup
g∈B1(Y ∗)

∫
Ω

‖k∗(t, s)g‖Y ∗ ds ≤ ‖k‖w.
(7.7)

From (7.6) and (7.7) follows

π1(Y )−1

∫
Ω

‖k(t, s)‖B(X,Y ) ds ≤ ‖k‖w + π1(Y )−1ε.
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By taking the supremum over t ∈ Ω and the infimum over ε > 0 in this inequality, we obtain
the estimate (7.5).

20 step. Let ‖k‖u =∞. Fix arbitrary R > 0 and according to Lemma 2.3, let’s find t ∈ Ω

and a function u ∈ L∞(X) with values in B1(X) such that
∫

Ω
‖k(t, s)u(s)‖Y ds > R. By

Assertion 7.2, we obtain similarly (7.7):

R <

∫
Ω

‖k(t, s)u(s)‖Y ds ≤ π1(Y ) sup
g∈B1(Y ∗)

∫
Ω

|〈k(t, s)u(s), g〉| ds ≤ π1(Y )‖k‖w.

By taking the supremum over all t ∈ Ω and R > 0 in this inequality, we obtain ‖k‖w = ∞.
Thus, inequality (7.5) is proven.

To prove the unimprovability of the estimate (7.5), it sufficient to consider the case when
‖k‖u < ∞. Fix an arbitrary δ > 0 and according to Assertion 7.2, let’s find a function
v ∈ L1(Y ) such that ‖v‖1 > (π1(Y )− δ)‖v‖∗. We define the kernel k : Ω2 → B(R, Y ) by the
equation k(t, s)[x] = xv(s). In this case, it is obvious that

‖k‖u = ‖v‖1 > (π1(Y )− δ)‖v‖∗ = (π1(Y )− δ)‖k‖w.

Thus, the assertion is proven.

The main result concerning a linear integral operator in the case of a finite-dimensional Y
follows directly from Theorems 4.1, 5.1–5.3 and Assertion 7.3.

Theorem 7.1. Let 0 < dimY <∞. The following statements are true:
1) (a0) ∧ (bu) ⇔ (a0) ∧ (bw) ⇔ K ∈ B(C(X), T (Y )) ⇔ K ∈ B(L∞(X), T (Y )).

2) (ac) ∧ (bu) ⇔ (ac) ∧ (bw) ⇔ K ∈ B(Lc∞(X), C(Y )).

3) If K acts from C(X) to C(Y ), then
(bu) ⇔ (bw) ⇔ K ∈ B(C(X), C(Y )) ⇒ K ∈ B(L∞(X), L∞(Y )).

4) The norms of the operator K in all the pairs of spaces considered in statements 1)–3)
are equal to ‖k‖w, and additionally, the following estimate holds

π1(Y )−1‖k‖u ≤ ‖K‖ = ‖k‖w ≤ ‖k‖u,

which is unimprovable in the class of bounded operators acting from C(X) to T (Y ).
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Аннотация. Системы булевых уравнений широко используются в математике, компью-
терных и прикладных науках. В связи с этим, с одной стороны, для таких систем раз-
рабатываются новые методы и алгоритмы исследования, а с другой — совершенствуются
существующие методы и алгоритмы решения таких систем. Один из методов заключается
в том, что, во-первых, система булевых уравнений, заданная над кольцом булевых поли-
номов, трансформируется в систему уравнений над полем действительных чисел, а во-
вторых, трансформированная система сводится либо к задаче численной минимизации со-
ответствующей целевой функции, либо к задаче MILP или QUBO, либо к системе полино-
миальных уравнений, решаемой на множестве целых чисел, либо к эквивалентной системе
полиномиальных уравнений, решаемой символьными методами. Имеется много способов,
позволяющих трансформировать систему булевых уравнений в задачу непрерывной мини-
мизации, поскольку принципиальное отличие таких методов от «переборных» алгоритмов
локального поиска — на каждой итерации алгоритма сдвиг по антиградиенту производится
по всем переменным одновременно. Но одна из основных проблем, возникающая при при-
менении этих способов, состоит в том, что минимизируемая целевая функция в искомой
области может иметь множество локальных минимумов, что значительно усложняет их
практическое использование. В работе строится неотрицательное выпуклое и непрерывно
дифференцируемое продолжение произвольной булевой функции, которое применяется к
решению произвольной системы булевых уравнений. Утверждается, что задача решения
произвольной системы булевых уравнений может быть конструктивно сведена к задаче
минимизации функции, любой локальный минимум которой в искомой области является
глобальным минимумом.
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Введение

На протяжении многих десятилетий в истории цифровой науки булевы переменные
были основными переменными, используемыми в большинстве компьютерных операций.
Встречается много основных задач, связанных с булевыми переменными, а некоторые
задачи, несмотря на зрелость области, не имеют удовлетворительных методов решения.
Среди них проблема решения булевых и систем булевых уравнений [1]. Эта задача име-
ет множество приложений, таких как синтез, моделирование и тестирование цифровых
сетей и систем СБИС, кодирование выходных данных и назначение состояний конечных
автоматов, временной анализ и генерация тестов с задержкой-сбоем для комбинационных
схем, автоматическая генерация тестовых шаблонов, определение начального состояния
в схемах, содержащих петли обратной связи. В области криптографии булевы уравнения
находят применение при анализе и взломе блочных шифров, поскольку их можно свести
к проблеме решения крупномасштабной системы булевых уравнений [1–3]. И в настоя-
щем времени теория булевых функций — увлекательная область исследований в области
дискретной математики с приложениями к криптографии и теории кодирования [4]. Буле-
вы функции с высокой нелинейностью могут быть использованы для внесения путаницы
в алгоритмы блочного шифрования [4, 5]. В связи с этим развивается множество новых
направлений исследования и алгоритмов решения систем булевых уравнений. Одно из на-
правлений заключается в том, что, во-первых, система булевых уравнений, заданная над
кольцом булевых полиномов, преобразуется в систему уравнений над полем действитель-
ных чисел, а во-вторых, преобразованная система сводится либо к задаче численной мини-
мизации соответствующей целевой функции [6–8], либо к задаче MILP или QUBO [9], либо
к системе полиномиальных уравнений, решаемой на множестве целых чисел [1], либо к эк-
вивалентной системе полиномиальных уравнений, решаемой символьными методами [10].

Имеется много способов, позволяющих преобразовать систему булевых уравнений в
задачу непрерывной минимизации, поскольку принципиальное отличие таких методов от
«переборных» алгоритмов локального поиска — на каждой итерации алгоритма сдвиг по
антиградиенту производится по всем переменным одновременно [2,3,6–8,11–14]. Но одна из
основных проблем, возникающая при применении этих способов, заключается в том, что
минимизируемая целевая функция в искомой области может иметь множество локальных
минимумов, что значительно усложняет их практическое использование [2, 3, 6–8, 11, 12].
По теореме Д.Н. Баротова, полилинейное продолжение булевой функции играет важ-
ную роль в том числе и для уменьшения числа локальных минимумов целевой функции
[3,11]. Недавно в работе [11] были найдены явные формы полилинейных продолжений для
произвольных функций, определенных на множестве вершин n -мерного единичного ку-
ба, произвольного куба и параллелепипеда, и в каждом конкретном случае была доказана
единственность соответствующего полилинейного продолжения.

В данной работе конструируется неотрицательное выпуклое и непрерывно дифферен-
цируемое продолжение любой булевой функции и вследствие утверждается, что задача
решения произвольной системы булевых уравнений может быть конструктивно сведена
к задаче минимизации функции, любой локальный минимум которой в искомой области
является глобальным минимумом.
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1. Основные понятия

Пусть Bn =
{
(b1, b2, . . . , bn) : b1, b2, . . . , bn ∈ {0, 1}

}
— множество всевозможных дво-

ичных слов (булевых векторов) длины n, Kn =
{
(x1, x2, . . . , xn) : x1, x2, . . . , xn ∈ [0, 1]

}
— n -мерный куб, натянутый на булевые векторы длины n, int(Kn) =

{
(x1, x2, . . . , xn) :

x1, x2, . . . , xn ∈ (0, 1)
}

— внутренность куба Kn, FKn
(b1,b2,...,bn)

= {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn :

(2b1 − 1)x1 + (2b2 − 1)x2 + . . .+ (2bn − 1)xn ≤ b1 + b2 + . . .+ bn − 1} — фрагмент куба Kn,

противолежащий вершине (b1, b2, . . . , bn) ∈ Bn.

О п р е д е л е н и е 1.1. Функцию f : Kn → R назовем неотрицательной выпуклой
функцией на Kn, если для любых x, y ∈ Kn и любого α ∈ [0, 1] выполняется

0 ≤ f(α · x+ (1− α) · y) ≤ α · f(x) + (1− α) · f(y).

О п р е д е л е н и е 1.2. Функцию pC : Kn → R назовем неотрицательным выпук-
лым продолжением на Kn булевой функции p : Bn → {0, 1}, если выполнены два следу-
ющих условия:

a) функция pC является выпуклой и неотрицательной на Kn,

b) pC(b1, b2, . . . , bn) = p(b1, b2, . . . , bn) ∀(b1, b2, . . . , bn) ∈ Bn.

2. Основные результаты

Лемма 2.1. Для булевой функции K(b1,b2,...,bn), заданной формулой

K(b1,b2,...,bn)(x1, x2, . . . , xn) = xb11 ∧ xb22 ∧ . . . ∧ xbnn ,

существует выпуклое неотрицательное продолжение f(b1,b2,...,bn) на Kn.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для конструирования искомого продолжения заданной буле-
вой функции сначала покажем, что если f(b1,b2,...,bn) — неотрицательное выпуклое продол-
жение на Kn функции K(b1,b2,...,bn), то для любого вектора (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) ∈ FKn

(b1,b2,...,bn)

выполнено f(b1,b2,...,bn)(x
∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) = 0.

Включение (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) ∈ FKn

(b1,b2,...,bn)
означает, что

(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) =

∑
(a1,a2,...,an)∈Bn\{(b1,b2,...,bn)}

λ∗(a1,a2,...,an) · (a1, a2, . . . , an),

где λ∗(a1,a2,...,an) ≥ 0 и
∑

(a1,a2,...,an)∈Bn\{(b1,b2,...,bn)}
λ∗(a1,a2,...,an) = 1. Теперь, с одной стороны,

(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) ∈ Kn и функция f(b1,b2,...,bn)(x1, x2, . . . , xn) неотрицательна на Kn и, следо-

вательно, 0 ≤ f(b1,b2,...,bn)(x
∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
n), с другой стороны, в силу неравенства Йенсена [15]

f(b1,b2,...,bn)(x
∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) = f(b1,b2,...,bn)

( ∑
(a1,a2,...,an)∈Bn\{(b1,b2,...,bn)}

λ∗(a1,a2,...,an) · (a1, a2, . . . , an)
)

≤
∑

(a1,a2,...,an)∈Bn\{(b1,b2,...,bn)}

λ∗(a1,a2,...,an) · f(b1,b2,...,bn)(a1, a2, . . . , an)

=
∑

(a1,a2,...,an)∈Bn\{(b1,b2,...,bn)}

λ∗(a1,a2,...,an) · 0 = 0.
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Из двух полученных неравенств 0 ≤ f(b1,b2,...,bn)(x
∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) ≤ 0 следует, что

f(b1,b2,...,bn)(x
∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) = 0 ∀(x∗1, x∗2, . . . , x∗n) ∈ FKn

(b1,b2,...,bn)
. (2.1)

Теперь, пусть (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) ∈ Kn \ FKn

(b1,b2,...,bn)
. В этой точке значение функции

f(b1,b2,...,bn) определим формулой

f(b1,b2,...,bn)(x
∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) =

(
1 +

n∑
k=1

(
(2bk − 1)x∗k − bk

))2
. (2.2)

Заметим, что

f(b1,b2,...,bn)(b1, b2, . . . , bn) =
(
1 +

n∑
k=1

(
(2bk − 1)bk − bk

))2
=
(
1−

n∑
k=1

2bk(1− bk)
)2

= 1. (2.3)

Таким образом, из равенств (2.1)–(2.3) следует, что сконструированная выше функция
f(b1,b2,...,bn) неотрицательна и

f(b1,b2,...,bn)(a1, a2, . . . , an) =

{
0, если (a1, a2, . . . , an) ∈ Bn \ {(b1, b2, . . . , bn)},
1, если (a1, a2, . . . , an) = (b1, b2, . . . , bn),

= K(b1,b2,...,bn)(a1, a2, . . . , an).

Чтобы завершить доказательство, остается показать, что функция f(b1,b2,...,bn) является
выпуклой на Kn. Объединив (2.1), (2.2), получим

f(b1,b2,...,bn)(x1, x2, . . . , xn) =


0, если 1 +

n∑
k=1

(
(2bk− 1)xk− bk

)
≤ 0,(

1 +
n∑

k=1

(
(2bk− 1)xk− bk

))2
, если 1 +

n∑
k=1

(
(2bk− 1)xk− bk

)
≥ 0.

Правая часть этого равенства может быть записана в следующем виде

1

4

[(
1 +

n∑
k=1

(
(2bk − 1)xk − bk

))
+
∣∣∣1 + n∑

k=1

(
(2bk − 1)xk − bk

)∣∣∣]2. (2.4)

Используя (2.4), для любых x, y ∈ Kn и α ∈ [0, 1] получаем

f(b1,b2,...,bn)(αx+ (1− α)y) = 1

4

[ n∑
k=1

(
(2bk − 1)(αxk + (1− α)yk)− bk

)
+ 1

+
∣∣∣ n∑
k=1

((2bk − 1)(αxk + (1− α)yk)− bk) + 1
∣∣∣]2

=
1

4

[
α
( n∑

k=1

((2bk − 1)xk − bk) + 1
)
+ (1− α)

( n∑
k=1

((2bk − 1)yk − bk) + 1
)

+
∣∣∣α( n∑

k=1

((2bk − 1)xk − bk) + 1
)
+ (1− α)

( n∑
k=1

((2bk − 1) · yk − bk) + 1
)∣∣∣]2
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≤ 1

4

[
α
( n∑

k=1

(
(2bk − 1)xk − bk

)
+ 1
)
+ (1− α)

( n∑
k=1

((2bk − 1)yk − bk) + 1
)

+ α
∣∣∣ n∑
k=1

(
(2bk − 1)xk − bk

)
+ 1
∣∣∣+ (1− α)

∣∣∣ n∑
k=1

(
(2bk − 1)yk − bk

)
+ 1
∣∣∣]2

=
1

4

[
α
{ n∑

k=1

(
(2bk − 1)xk − bk

)
+ 1 +

∣∣∣ n∑
k=1

(
(2bk − 1)xk − bk

)
+ 1
∣∣∣}

+ (1− α)
{ n∑

k=1

(
(2bk − 1)yk − bk

)
+ 1 +

∣∣∣ n∑
k=1

(
(2bk − 1)yk − bk

)
+ 1
∣∣∣}]2

≤ 1

4

[
α
{ n∑

k=1

(
(2bk − 1)xk − bk

)
+ 1 +

∣∣∣ n∑
k=1

(
(2bk − 1)xk − bk

)
+ 1
∣∣∣}2

+ (1− α)
{ n∑

k=1

(
(2bk − 1)yk − bk

)
+ 1 +

∣∣∣ n∑
k=1

(
(2bk − 1)yk − bk

)
+ 1
∣∣∣}2
]

= αf(b1,b2,...,bn)(x) + (1− α)f(b1,b2,...,bn)(y).

Таким образом, функция f(b1,b2,...,bn) является выпуклой на Kn.

З а м е ч а н и е 2.1. Неотрицательное выпуклое продолжение на Kn булевой функ-
ции K(b1,b2,...,bn) является не единственным. Например, если f(b1,b2,...,bn) является таким
продолжением, то и функция, имеющая значения

(
f(b1,b2,...,bn)(x1, x2, . . . , xn)

)2
, также бу-

дет неотрицательным выпуклым продолжением на Kn функции K(b1,b2,...,bn).

Теорема 2.1. Для произвольной булевой функции p : Bn → {0, 1} существует вы-
пуклое неотрицательное продолжение pC на Kn.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть задана булева функция p : Bn → {0, 1}. Используя
подходы, предложенные в [11, теорема 2], зададим функцию pC : Kn → R формулой

pC(x1, x2, . . . , xn) =
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

p(b1, b2, . . . , bn) · f(b1,b2,...,bn)(x1, x2, . . . , xn), (2.5)

где функция f(b1,b2,...,bn), являющаяся выпуклым неотрицательным продолжением буле-
вой функции K(b1,b2,...,bn), определена в лемме 2.1. Докажем, что функция (2.5) является
требуемым продолжением булевой функции p.

Сначала заметим, что в силу определения функция pC выпукла на множестве Kn,

так как является суммой выпуклых функций.
Остается проверить, что для любого (a1, a2, . . . , an)∈Bn выполнено pC(a1, a2, . . . , an)=

p(a1, a2, . . . , an). Действительно, в силу леммы 2.1 имеем:

pC(a1, a2, . . . , an) =
∑

(b1,b2,...,bn)=(a1,a2,...,an)

p(b1, b2, . . . , bn) · f(b1,b2,...,bn)(a1, a2, . . . , an)

+
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn\(a1,a2,...,an)

p(b1, b2, . . . , bn) · f(b1,b2,...,bn)(a1, a2, . . . , an)

= p(a1, a2, . . . , an) · f(a1,a2,...,an)(a1, a2, . . . , an)

+
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn\(a1,a2,...,an)

p(b1, b2, . . . , bn) · 0 = p(a1, a2, . . . , an).
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Итак, доказано, что функция (2.5) является выпуклым неотрицательным продолже-
нием на Kn булевой функции p.

З а м е ч а н и е 2.2. Если для булевой функции p выполнено p(x1, x2, . . . , xn) ≡ 0,

то ее неотрицательное выпуклое продолжение pC на Kn определяется единственным об-
разом, причем в этом случае pC(x1, x2, . . . , xn) = 0 ∀(x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn. Действительно,
для (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn выполнено

0 ≤ pC(x1, x2, . . . , xn) = pC((1− x1) · 0 + x1 · 1, x2, . . . , xn)
= pC((1− x1) · 0 + x1 · 1, (1− x1) · x2 + x1 · x2, . . . , (1− x1) · xn + x1 · xn)

≤ (1− x1) · pC(0, x2, . . . , xn) + x1 · pC(1, x2, . . . , xn)

≤ . . . ≤
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

pC(b1, b2, . . . , bn) ·
n∏

k=1

((2bk − 1)xk + 1− bk)

=
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

p(b1, b2, . . . , bn)·
n∏

k=1

((2bk−1)xk+1−bk) =
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

0·
n∏

k=1

((2bk−1)xk+1−bk) = 0.

З а м е ч а н и е 2.3. Если для булевой функции p выполнено p(x1, x2, . . . , xn) 6≡ 0,

то ее неотрицательное выпуклое продолжение pC на Kn не является единственным. Это
прямо следует из неединственности функции f(b1,b2,...,bn), через которую формулой (2.5)
определяется функция pC (см. замечание 2.1).

3. Применение выпуклого продолжения булевой функции
к решению системы булевых уравнений

Рассмотрим систему булевых уравнений

p1(x1, x2, . . . , xn) = 0, · · · , pm(x1, x2, . . . , xn) = 0. (3.1)

Трансформируем эту систему в соответствующую систему выпуклых уравнений

pC1(x1, x2, . . . , xn) = 0, · · · , pCm(x1, x2, . . . , xn) = 0, (3.2)

где функция pCi — выпуклое продолжение булевой функции pi, i = 1,m, т. е., как
показано при доказательстве теоремы 2.1, может быть определена формулой

pCi(x1, x2, . . . , xn) =
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

pi(b1, b2, . . . , bn) · f(b1,b2,...,bn)(x1, x2, . . . , xn).

Задача решения системы (3.2), очевидно, сводится к задаче минимизации функции pC ,

определяемой соотношением

pC(x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i=1

pCi(x1, x2, . . . , xn).

Перечислим некоторые свойства функции pC , полезные при решении задачи миними-
зации (в частности, с точки зрения уменьшения количества локальных минимумов).

С в о й с т в о 3.1. На множестве Kn функция pC выпуклая и непрерывно диффе-
ренцируемая.
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С в о й с т в о 3.2. На множестве Kn любой локальный минимум функции pC явля-
ется также и глобальным минимумом.

С в о й с т в о 3.3. Если вектор (s1, s2, . . . , sn) ∈ Bn является решением системы (3.1),
то он будет являться решением системы (3.2) и pC(s1, s2, . . . , sn) = 0.

С в о й с т в о 3.4. Вектор (r1, r2, . . . , rn) ∈ Kn будет решением системы (3.2) в том
и только в том случае, когда pC(r1, r2, . . . , rn) = 0.

Справедливость свойств 3.1–3.4 следует из определения функции pC .

Авторы выражают искреннюю благодарность рецензенту за полезные замечания и на-
хождение ряда недостатков, исправление которых помогло улучшить содержание статьи.
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Введение

Все большую популярность получают беспилотные летательные аппараты в виде мно-
говинтовых устройств, а чаще — квадрокоптеров. Квадрокоптеры обладают рядом пре-
имуществ, таких как надежность и простота конструкции, большая стабильность, ком-
пактность и маневренность, малая взлетная масса. Область применения квадрокоптеров
достаточно широка и не ограничена военной отраслью (см. [1–3]). Например, квадроко-
птеры могут быть использованы как недорогое и эффективное средство для получения
фото- и видеоизображений с воздуха. Квадрокоптер хорошо подходит для наблюдения и
контроля объектов, территорий и зон, доступ к которым затруднен, или в условиях, непри-
годных для человека (см. [2–4]). Исследованиям различных задач, связанных с полетом
(эксплуатацией) квадрокоптеров, посвящены, в частности, работы [5–7]. В [8] предложен
способ управления квадрокоптером, оснащенным манипулятором. В [9–11] изложены ос-
новы моделирования и алгоритмы управления квадрокоптером.

В прикладных задачах при моделировании и проектировании движений различных
механических систем, в частности, движения квадрокоптеров, возникают задачи управле-
ния движением с многоточечными промежуточными условиями (см. [12–14]). В подобных
задачах управления наряду с классическими краевыми (начальное и конечное) условиями
необходимо также учитывать многоточечные промежуточные условия (см. [15–17]). Эти
задачи управления имеют важное прикладное и теоретическое значение.

В работе рассматривается пространственное движение квадрокоптера. Он имеет шесть
степеней свободы и четыре управляющих воздействия. Управляющие силы и моменты
формируются с помощью четырех двигателей, вращающих установленные на их рото-
рах воздушные винты. Перемещение квадрокоптера в пространстве без вращения вокруг
одной из осей, т. е. без наклона квадрокоптера невозможно. Для выполнения требуемо-
го наклона квадрокоптера необходимо изменить крутящий момент относительно одной из
осей. Математическая модель квадрокоптера с четырьмя двигателями незаменима при по-
следующем моделировании алгоритма управления и движения. В математической модели
полета в форме дифференциальных уравнений Ньютона–Эйлера учитываются особенно-
сти динамики системы. Для линеаризованной математической модели движения квадро-
коптера рассмотрена задача построения законов управления с заданными начальными,
конечными значениями фазового вектора и промежуточными значениями части коорди-
нат в некоторые моменты времени. Построены функции управления и соответствующие
фазовые траектории движения, учитывающие промежуточные значения части коорди-
нат в заданные моменты времени. В качестве приложения предложенного подхода для
конкретных численных значений определены явные выражения функции управления, со-
ответствующие фазовые траектории и построены графики полученных функций.

1. Математическая модель динамики квадракоптера и постановка задачи

В качестве динамического объекта управления рассматривается модель геометриче-
ского симметричного беспилотного летательного аппарата (БПЛА) — квадрокоптера, по-
строенного по классической четырехвинтовой схеме, структура которого представлена на
рис. 1.

Положение квадрокоптера с массой m в пространстве характеризуется координатами
x, y, z центра масс аппарата в неподвижной декартовой системе координат и тремя уг-
лами (углы Эйлера) ϕ, ϑ, ψ поворота вокруг осей системы координат, жестко связанной
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Рис. 1. Структурная схема БПЛА

с аппаратом, причем начало координат совпадает с центром масс аппарата. Здесь ϕ —
угол тангажа (т. е. угол наклона квадрокоптера относительно оси Ox ), ϑ — угол крена
(т. е. угол наклона БПЛА относительно оси Oy ), ψ — угол рыскания (т. е. угол накло-
на квадрокоптера относительно оси Oz ). Движение квадрокоптера в задачах динамики
управления полетом рассматривается как сложное — движение центра масс и движение
вокруг центра масс [9–11]. Для составления математической модели квадрокоптера при-
няты следующие допущения [1–3]:

• квадрокоптер симметричен относительно осей x и y;

• рама квадрокоптера и его винты абсолютно жесткие;

• каждый двигатель располагается на конце стержня;

• тяга, создаваемая каждым винтом, перпендикулярна плоскости xy.

Движение квадрокоптера осуществляется благодаря четырем винтам. Каждый из вин-
тов имеет свой привод (электродвигатель), придающий ему вращение вокруг вертикальной
оси. Таким образом, каждый из двигателей создает тягу и момент вращения. Движение
управляемого квадрокоптера основано на создании изменяемых по величине и направле-
нию сил и моментов, влияющих на квадрокоптер.

Описанная динамическая система имеет четыре управляющих воздействия, соответ-
ствующих угловым скоростям четырех винтов.

Угловые скорости винтов обозначим через ω1, ω2, ω3, ω4, силы тяги, создаваемые вра-
щением винтов — через f1, f2, f3, f4, а моменты, которые образуются в результате вра-
щения винтов — через M1,M2,M3,M4. Для получения математической модели динамики
квадрокоптера введем неподвижную систему координат Oxyz, а в центре масс OB квад-
рокоптера закрепим неподвижную систему координат OBxByBzB. Обозначим через x, y, z
координаты центра масс квадрокоптера относительно системы координат Oxyz. Опишем
вращательное движение квадрокоптера в инерциальной системе координат Oxyz, исполь-
зуя углы Эйлера ϕ, ϑ, ψ. Тогда пространственное положение квадрокоптера описывается
двумя векторами

ξ = (x, y, z)T , η = (ϕ, ϑ, ψ)T .
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Здесь и далее буква «T » в верхнем индексе означает операцию транспонирования. В си-
стеме координат OBxByBzB запишем векторы линейной скорости VB и угловой скоро-
сти v

VB = (VBx, VBy, VBz)
T , v = (p, q, r)T .

А матрица поворота системы координат OBxByBzB относительно неподвижной инерци-
альной системы координат Oxyz будет:

R =

 CψCϑ CψSϑSϕ − SψCϕ CψSϑCϕ + SψSϕ
SψCϑ SψSϑSϕ + CψCϕ SψSϑCϕ − CψSϕ
−Sϑ CϑSϕ CϑCϕ

 ,

где Cα = cosα, Sα = sinα, α = ϕ, ϑ, ψ.

Легко проверить, что матрица R ортогональна, следовательно, R−1 = RT , и является
матрицей перехода из инерциальной системы координат Oxyz в систему OBxByBzB.

Матрицы R и R−1 используются для получения проекций вектора VB в инерциальной
системе координат.

Матрица W преобразования из инерциальной системы координат Oxyz в систему
OBxByBzB и матрица W−1 обратного преобразования для вектора угловой скорости v в
данном случае имеют вид

W =

 1 0 −Sϑ
0 Cϕ CϑSϕ
0 −Sϕ CϑCϕ


и

W−1 =

 1 SϕTϑ CϕTϑ
0 Cϕ −Sϕ
0 Sϕ

Cϑ

Cϕ
Cϑ

 .

Здесь Tα = tgα, α = ϕ, ϑ, ψ. Заметим, что матрица W обратима тогда и только
тогда, когда ϑ 6= (2k − 1) π

2
, k ∈ Z. Теперь, используя матрицу преобразования W и ее

обратную W−1, получаем

η̇ = W−1v, или

 ϕ̇

ϑ̇

ψ̇

 =

 1 SϕTϑ CϕTϑ
0 Cϕ −Sϕ
0 Sϕ

Cϑ

Cϕ
Cϑ

 p

q

r

 (1.1)

и

v = Wηη̇, или

 p

q

r

 =

 1 0 −Sϑ
0 Cϕ CϑSϕ
0 −Sϕ CϑCϕ

 ϕ̇

ϑ̇

ψ̇

 .

Благодаря указанному на рис. 1 выбору системы координат OBxByBzB, квадрокоптер
расположен симметрично относительно осей OBxB и OByB. Следовательно, инерционная
матрица I будет диагональной

I =

 Ixx 0 0

0 Iyy 0

0 0 Izz

 ,

где Ixx, Iyy и Izz — моменты инерции квадрокоптера относительно осей Ox, Oy и Oz,

соответственно, и Ixx = Iyy.
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Угловая скорость ωi винта i
(
i = 1, 4

)
создает силу тяги fi

(
i = 1, 4

)
, направленную

по оси винта. Угловая скорость ωi,
(
i = 1, 4

)
и угловое ускорение ω̇i,

(
i = 1, 4

)
винта i(

i = 1, 4
)
также создают крутящий момент Mi

(
i = 1, 4

)
вокруг оси винта. Сила тяги и

крутящий момент определяются по формулам

fi = kω2
i , Mi = bω2

i + IM ω̇i, i = 1, 4,

где k — постоянная подъемной силы, b — постоянная сопротивления (т. е. k и b — коэф-
фициенты пропорциональности, характеризующие особенности роторов), IM — момент
инерции винта (одинаковый для всех винтов). Влияние углового ускорения ω̇i

(
i = 1, 4

)
настолько мало, что им можно пренебречь. Суммарная сила тяги f сил f1, f2, f3, f4 на-
правлена вдоль оси OBzB. Обозначим τB — вектор крутящего момента, который вклю-
чает крутящие моменты τϕ, τϑ, τψ, соответствующие углам Эйлера ϕ, ϑ, ψ. Сила тяги и
крутящий момент определяются по формулам

f =
4∑
i=1

fi = k
4∑
i=1

ω2
i , FB =

 0

0

f

 , τB =

 τϕ
τϑ
τψ

 =

 lk (−ω2
2 + ω2

4)

lk (−ω2
1 + ω2

2)∑4
i=1 Mi

 , (1.2)

где l — расстояние от осей винта (т. е. центра роторов) до центра масс квадрокоптера.
Физический смысл формул (1.2) очевиден. Можно изменить угловые скорости чет-

вертого и второго винтов, тем самым изменить угол крена. Таким же образом можно
изменить угол наклона (тангажа), изменяя скорости вращения первого и третьего винтов.
Для изменения угла рыскания можно уменьшить скорости вращения двух диагональных
винтов (второго и четвертого) и увеличить скорости вращения двух других (первого и тре-
тьего) или наоборот, увеличить скорости вращения двух диагональных винтов (второго и
четвертого) и уменьшить скорости вращения двух других (первого и третьего).

Для получения дифференциальных уравнений движения квадрокоптера воспользу-
емся вторым законом Ньютона и динамическими уравнениями Эйлера. Таким образом,
относительно системы координат OBxByBzB получим (подробнее см. [9–11]) уравнения

mV̇B + v ×mVB = RTG+ FB,

где G = (0, 0,−g)T , g — ускорение свободного падения. А относительно системы коорди-
нат Oxyz будем иметь

mξ̈ = G+RFB,

или  ẍ

ÿ

z̈

 =

 0

0

−g

+
f

m

 CψSϑCϕ + SψSϕ
SψSϑCϕ − CψSϕ

CϑCϕ

 . (1.3)

В системе координат OBxByBzB сумма углового ускорения инерции Iv̇, центростре-
мительных сил v × Iv и гироскопических сил Γ равна внешнему крутящему моменту

Iv̇ + v × (Iv) + Γ = τB, (1.4)

где

Γ = Ir

 p

q

r

×
 0

0

1

ωΓ, ωΓ = ω1 − ω2 + ω3 − ω4.
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Здесь Ir — момент инерции квадрокоптера относительно его мгновенной оси вращения.
Таким образом, из (1.4) получаем

v̇ = I−1
(
−

 p

q

r

×
 Ixxp

Iyyq

Izzr

− Ir
 p

q

r

×
 0

0

1

ωΓ + τB

)
,

 ṗ

q̇

ṙ

 =


(Iyy−Izz)qr

Ixx
(Izz−Ixx)pr

Iyy
(Ixx−Iyy)pq

Izz

− Ir


q
Ixx
−p
Iyy

0

ωΓ +


τϕ
Ixx
τϑ
Iyy
τψ
Izz

 . (1.5)

Имея угловые ускорения в системе координат OBxByBzB, можно получить угловые
ускорения в системе координат Oxyz, используя матрицу преобразования W−1 и ее про-
изводную по времени.

η̈ =
d

dt

(
W−1v

)
=

d

dt

(
W−1

)
v +W−1v̇

=

 0 ϕ̇CϕTϑ + ϑ̇Sϕ
C2
ϑ
−ϕ̇SϕCϑ + ϑ̇Cϕ

C2
ϑ

0 −ϕ̇Sϕ −ϕ̇Cϕ
0 ϕ̇Cϕ

Cϑ
+ ϕ̇SϕTϑ

Cϑ
− ϕ̇Sϕ

Cϑ
+ ϑ̇CϕTϑ

Cϑ

 v +W−1v̇.

Из (1.1), (1.3), (1.5) получим следующую систему уравнений относительно компонент
векторов:

ẍ =
f

m
CψSϑCϕ +

f

m
SψSϕ, ÿ =

f

m
SψSϑCϕ −

f

m
CψSϕ, z̈ = −g +

f

m
CϑCϕ,

ϕ̇ = p+
SϕSϑ
Cϑ

q +
CϕSϑ
Cϑ

r, ϑ̇ = Cϕq − Sϕr, ψ̇ =
Sϕ
Cϑ
q +

Cϕ
Cϑ

r,

ṗ =
(Iyy − Izz) qr

Ixx
− Ir

q

Ixx
ωΓ +

τϕ
Ixx

, q̇ =
(Izz − Ixx) pr

Iyy
− Ir

p

Iyy
ωΓ +

τϑ
Iyy

,

ṙ =
(Ixx − Iyy) pq

Izz
− Ir

q

Izz
ωΓ +

τψ
Izz

.

(1.6)

Линеаризуем математическую модель квадрокоптера (1.6). Линеаризацию произведем
в окрестности начала координат, считая, что углы ϕ, ϑ, ψ — малы, соответствующие си-
нусы равны нулю и косинусы равны единице. Далее введя обозначения

x1 = x, x2 = ẋ, x3 = y, x4 = ẏ, x5 = z, x6 = ż,

x7 = ϕ, x8 = ϑ, x9 = ψ, x10 = p, x11 = q, x12 = r,

окончательно получим систему линеаризованных уравнений, описывающих динамику ли-
нейной модели квадрокоптера:

ẋ1 = x2, ẋ2 = gx8, ẋ3 = x4, ẋ4 = −gx7, ẋ5 = x6, ẋ6 = u1,

ẋ7 = x10, ẋ8 = x11, ẋ9 = x12, ẋ10 =
u2

Ixx
, ẋ11 =

u3

Iyy
, ẋ12 =

u4

Izz
,

(1.7)

где u1 = f
m
− g, u2 = τϕ, u3 = τϑ, u4 = τψ — управляющие воздействия. Далее будем

обозначать U(t) = (u1(t), u2(t), u3(t), u4(t), )T .
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Непосредственной проверкой можно убедиться, что система (1.7) является вполне уп-
равляемой (см. [18, гл. 6]).

Пусть заданы начальное (при t = t0 ) и конечное (при t = T ) состояния системы (1.7)

x(t0) = (x1(t0), . . . , x12(t0))T , x(T ) = (x1(T ), . . . , x12(T ))T , (1.8)

а также значения
x5 (t1) , x1 (t2) , x3 (t2) (1.9)

части координат фазового вектора в заданные промежуточные моменты времени t = t1
и t = t2 ( t0 < t1 < t2 < T ).

Рассмотрим следующую задачу: требуется найти условия, при которых существует
программное управляющее воздействие U(t), t ∈ [t0, T ] и программное движение x (t) ,

удовлетворяющие системе (1.7) и условиям (1.8) и (1.9), а также построить их.

2. Решение задачи

Решение уравнения (1.7) с помощью формулы Коши запишем следующим образом
(см. [18, § 5], [19, с. 13]):

x [t] = X [t, t0]x (t0) +

∫ t

t0

H [t, τ ]U (τ) dτ, (2.1)

где X [t, τ ] — нормированная фундаментальная матрица решения однородной части урав-
нения (1.7), a H [t, τ ] — импульсно-переходная матрица, которая имеет вид:

H[t, τ ] =


0 0 0 0 t− τ 1 0 0 0 0 0 0

0 0 −g(t−τ)3

6Ixx
−g(t−τ)2

2Ixx
0 0 t−τ

Ixx
0 0 1

Ixx
0 0

g(t−τ)3

6Iyy

g(t−τ)2

2Iyy
0 0 0 0 0 t−τ

Iyy
0 0 1

Iyy
0

0 0 0 0 0 0 0 0 t−τ
Izz

0 0 1
Izz


T

.

Применяя подходы, приведенные в работах [15], [16, гл. 3], [17], для определения зако-
нов управления с учетом условий (1.8) и (1.9) получим следующие интегральные соотно-
шения∫ T

t0

g (T − t)3

6Iyy
u3 (t) dt = C1,

∫ T

t0

g (T − t)2

2Iyy
u3 (t) dt = C2,

∫ T

t0

−g (T − t)3

6Ixx
u2 (t) dt = C3,

∫ T

t0

−g (T − t)2

2Ixx
u2 (t) dt = C4,

∫ T

t0

(T − t)u1 (t) dt = C5,

∫ T

t0

u1 (t) dt = C6,∫ T

t0

T − t
Ixx

u2 (t) dt = C7,

∫ T

t0

T − t
Iyy

u3 (t) dt = C8,

∫ T

t0

T − t
Izz

u4 (t) dt = C9,∫ T

t0

1

Ixx
u2 (t) dt = C10,

∫ T

t0

1

Iyy
u3 (t) dt = C11,

∫ T

t0

1

Izz
u4 (t) dt = C12,

∫ t2

t0

g (t2 − t)3

6Iyy
u3 (t) dt = C13,

∫ t2

t0

−g (t2 − t)3

6Ixx
u2 (t) dt = C14,

∫ t1

t0

(t1 − t)u1 (t) dt = C15,
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где

C1 = x1 (T )− x1 (t0)− x2 (t0) (T − t0)− g

2
(T − t0)2 x8 (t0)− g

6
(T − t0)3 x11 (t0) ,

C2 = x2 (T )− x2 (t0)− x8 (t0) g (T − t0)− g

2
(T − t0)2 x11 (t0) ,

C3 = x3 (T )− x3 (t0)− x4 (t0) (T − t0) +
g

2
(T − t0)2 x7 (t0) +

g

6
(T − t0)3 x10 (t0) ,

C4 = x4 (T )− x4 (t0) + x7 (t0) g (T − t0) +
g

2
(T − t0)2 x10 (t0) ,

C5 = x5 (T )− x5 (t0)− x6 (t0) (T − t0) ,

Cj = xj (T )− xj (t0) , j = 6, 10, 11, 12,

C7 = x7 (T )− x7 (t0)− x10 (t0) (T − t0) , C8 = x8 (T )− x8 (t0)− x11 (t0) (T − t0) ,

C9 = x9 (T )− x9 (t0)− x12 (t0) (T − t0) ,

C13 = x1 (t2)− x1 (t0)− x2 (t0) (t2 − t0)− g

2
(t2 − t0)2 x8 (t0)− g

6
(t2 − t0)3 x11 (t0) ,

C14 = x3 (t2)− x3 (t0)− x4 (t0) (t2 − t0) +
g

2
(t2 − t0)2 x7 (t0) +

g

6
(t2 − t0)3 x10 (t0) ,

C15 = x5 (t1)− x5 (t0)− (t1 − t0)x6 (t0) .

В векторно-матричной форме полученные интегральные соотношения будут иметь вид∫ T

t0

H (t)U (t) dt = σ (t0, t1, t2, T ) , (2.2)

где σ (t0, t1, t2, T ) = (C1, . . . , C15)T ; элементы 15×4 матрицы H(t) = H[T, t] определяются
формулами

h
(3)
1 [T, t] =

g (T − t)3

6Iyy
, h

(3)
2 [T, t] =

g (T − t)2

2Iyy
, h

(2)
3 [T, t] = −g (T − t)3

6Ixx
,

h
(2)
4 [T, t] = −g (T − t)2

2Ixx
, h

(1)
5 [T, t] = (T − t) , h

(1)
6 [T, t] = 1, h

(2)
7 [T, t] =

T − t
Ixx

,

h
(3)
8 [T, t] =

T − t
Iyy

, h
(4)
9 [T, t] =

T − t
Izz

, h
(2)
10 [T, t] =

1

Ixx
, h

(3)
11 [T, t] =

1

Iyy
,

h
(4)
12 [T, t] =

1

Izz
, h

(1)
13 [t1, t] =

{
t1 − t при t0 ≤ t ≤ t1
0 при t1 < t ≤ T

,

h
(3)
14 [t2, t] =

{
−g(t2−t)3

6Iyy
при t0 ≤ t ≤ t2

0 при t2 < t ≤ T
, h

(2)
15 [t2, t] =

{
−g(t2−t)3

6Ixx
при t0 ≤ t ≤ t2

0 при t2 < t ≤ T

(нижний индекс j функции h
(i)
j обозначает номер строки, а верхний индекс i — номер

столбца матрицы), все остальные не приведенные элементы матрицы H (t) равны нулю.
Из (2.2) следует справедливость следующего утверждения.

Утверждение 2.1. Система (1.7) с условиями (1.8) и (1.9) вполне управляема тогда
и только тогда, когда для любого вектора σ (t0, t1, t2, T ) можно найти управление U(t),

t ∈ [t0, T ] , удовлетворяющее условию (2.2).
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Управляющее воздействие U(t), удовлетворяющее интегральному соотношению (2.2),
представим в виде (см. [16, c. 116–118], [19, § 2])

U(t) = HT (t)Q−1σ (t0, t1, t2, T ) + e(t), (2.3)

где

Q =

∫ T

t0

H (t)HT (t)dt, (2.4)

а вектор-функция e(t) удовлетворяет соотношению
∫ T
t0
H(t)e(t)dt = 0.

Таким образом, решение задачи можно сформулировать в виде следующей теоремы,
аналогичной теореме, доказанной в [19, гл. I].

Теорема 2.1. Для того чтобы существовало программное управление (2.3) и соот-
ветствующее ему решение системы (1.7), удовлетворяющее условиям (2.1) (или (2.2)),
необходимо и достаточно, чтобы определяемая соотношением (2.4) матрица Q была не
особой или чтобы ранги матрицы Q и расширенной матрицы {Q, σ} совпадали.

Здесь матрица Q имеет размерность (15× 15) и

detQ =
g12T 23 (T − t1)3 t31 (T − t2)14 t14

2

20808145575327301632000000I10
xxI

10
yyI

4
zz

.

Отсюда видно, что матрица Q не особая.
Подставляя выражение для функции управления U(t) в формулу Коши (2.1), полу-

чим соответствующее программное движение. Затем, если найденные выражения функции
управления U(t) подставить в (1.7) и проинтегрировать эти уравнения при заданных на-
чальном и промежуточных значениях фазового вектора на каждом промежутке времени,
получим законы движения.

Иллюстрацией вышеизложенного служит следующий пример.

П р и м е р 2.1. Пусть t0 = 0, t1 = 2, t2 = 6, T = 12,

x (0) = (0, 2, 0, 5, 0, 4, 6, 2, 1, 1, 3, 1, 0, 0, 0)T ,

x(T ) = (0, 5, 0, 5, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 4, 50, 80, 100)T ,

x5(t1) = 50, x1 (t2) = 80, x3 (t2) = 100.

По вышеприведенным формулам вычислим значения элементов матриц HT (t), Q−1

и вектора σ и подставим их значения в формулы (2.3). Для простоты предполагая, что
e (t) = 0, получим явные выражения для управляющих воздействий в следующем виде:

u1(t) =

{
116
3
− 53t

2
при 0 ≤ t ≤ 2

−284
15

+ 23t
10

при 2 < t ≤ 12
,

u2(t) =

{
−22021

1512
+ 2935t

168
− 172535t2

36288
+ 33445t3

93312
при 0 ≤ t ≤ 6

8719
72
− 76145t

1512
+ 79235t2

12096
− 176125t3

653184
при 6 < t ≤ 12

,

u3(t) =

{
−149225

10584
+ 41539t

3528
− 646183t2

254016
+ 15107t3

93312
при 0 ≤ t ≤ 6

29327
1176
− 81967t

10584
+ 20017t2

28224
− 1757t3

93312
при 6 < t ≤ 12

,

u4(t) = −25

8
+

31t

48
.
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Графики управляющих воздействий приведены ниже (см. рис. 2–5).

Рис. 2. График функции управления u1(t) Рис. 3. График функции управления u2(t)

Рис. 4. График функции управления u3(t) Рис. 5. График функции управления u4(t)

Если подставить найденные выражения функции управления U(t) в уравнения (1.7)
и проинтегрировать эти уравнения при заданных начальном и промежуточных значениях
фазового вектора на каждом промежутке времени, получим законы фазового вектора.
Считаем целесообразным привести только законы движения для геометрических коорди-
нат, которые имеют следующие явные виды:

x1(t) =


2t+ 49t2

5
+ 49t3

10
− 29845t4

10368
+ 41539t5

86400
− 646183t6

18662400
+ 105749t7

111974400
при 0 ≤ t ≤ 6

7378
25
− 25673t

75
+ 27293t2

150
− 23177t3

540
+ 29327t4

5760
− 81967t5

259200
+

+ 20017t6

2073600
− 12299t7

111974400
при 6 < t ≤ 12

,

x3(t) =


5t− 147t2

5
− 49t3

30
+ 154147t4

25920
− 4109t5

2880
+ 241549t6

1866240
− 46823t7

11197440
при 0 ≤ t ≤ 6

−10256
5

+ 35971t
15
− 18389t2

15
+ 89299t3

270
− 427231t4

8640
+

+106603t5

25920
− 110929t6

622080
+ 7045t7

2239488
при 6 < t ≤ 12

,

x5(t) =

{
1
12

(48t+ 232t2 − 53t3) при 0 ≤ t ≤ 2

1
60

(−2304 + 3696t− 568t2 + 23t3) при 2 < t ≤ 12
.
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Графики фазовой вектор-функции x(t) по геометрическим координатам x1(t), x3(t)

и x5(t) при t ∈ [0, 12] представлены на рис. 6–8. Траектория движения изображена на
рис. 9.

Рис. 6. График функции x1(t) Рис. 7. График функции x3(t)

Рис. 8. График функции x5(t) Рис. 9. Траектория движения
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Введение

Зрительная кора является одной из наиболее изученных нейрофизиологами структур
головного мозга. «Зрительный путь» начинается от светочувствительных и ганглинарных
клеток сетчатки и, продолжаясь в коленчатые ядра зрительных бугров, заканчивается в
первичной зрительной коре.

Функциональная микроструктура первичной зрительной коры была открыта Д. Хью-
белом и Т. Визелем [1], получившими за это в 1981 году Нобелевскую премию. Несмотря
на существенную по времени историю вопроса, до сих пор продолжаются исследования
структуры и функций зрительной коры. Открытие Хьюбелом и Визелем ориентационных
колонок, отвечающих за избирательное восприятие направленных линий, расположенных
параллельно корковой поверхности, позже было дополнено идентификацией объединя-
ющих их гиперколонок. Если активность нейронов ориентационных колонок возможно
регистрировать внутриклеточными электродами, то гиперколонки можно идентифициро-
вать только при оптическом картировании [2].

Наряду с визуализацией гиперколонок, оптическое картирование выявило синхронную
работу больших популяций нейронов в виде электрической активации, распространяющей-
ся вдоль поверхности коры [3]. Подобная активация обладает богатой пространственно-
временной динамикой, включающей сложные и разнообразные волновые паттерны, такие
как бегущие и спиральные волны [4]. Ввиду обусловленности данной активности синхро-
низацией нейронов на значительных площадях коры, она может быть зарегистрирована
макроэлектродами (ЭЭГ) или магнитными датчиками (МЭГ). Таким образом, имеется
возможность судить о работе функциональной микроструктуры зрительной коры, напри-
мер, на основании взаимодействия с ней двумерных волн электрических потенциалов,
регистрируемых МЭГ и ЭЭГ [5].

Целью данной работы является построение математической модели динамики элек-
трических потенциалов в первичной зрительной коре испытуемых при предъявлении им
визуальных стимулов (в том числе задействующих ориентационные колонки простран-
ственно ориентированных стимулов).

Основой используемого математического аппарата является следующая модель двух-
слойного нейронного поля, формализующая электрическую активность первичной зри-
тельной коры головного мозга, предложенная в работе [6] и изученная с математической
точки зрения в [7]:

∂tud(t, x)=−τdud(t, x) +

∫
Ω

ωd(x, y)fd(ud(t, y))dy + νd

π
2∫

−π
2

fs(us(t, x, ψ))dψ,

∂tus(t, x, ϕ) = −τsus(t, x, ϕ) +

∫
Ω

π
2∫

−π
2

ωs(x, ϕ, y, ψ)fs(us(t, y, ψ))dψdy + νsfd(ud(t, x)).

(0.1)

Здесь ud(t, x) и us(t, x, ϕ) — уровни активности, соответственно, ориентационно-незави-
симого глубокого слоя и ориентационно-зависимого поверхностного слоя зрительной ко-
ры. Скорости процессов активации в слоях определяются временными константами τd и
τs, связи нейронов внутри каждого из слоев формализуются при помощи функций ωd

и ωs. Степень воздействия активности глубокого слоя на активность поверхностного слоя
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представлена коэффициентом νd, степень обратно направленного воздействия — коэф-
фициентом νs. Функции fd, fs — вероятностные функции активации в глубоком и по-
верхностном слоях модели, соответственно. В математической нейробиологии стандартно
предполагается, что функции связи ωi являются экспоненциально убывающими функ-
циями расстояния в нейронном поле (или линейными комбинациями таких функций),
функции активации fi представлены непрерывными функциями сигмоидальной формы
(i = d, s).

Рассмотрим формализацию воздействия на активность функциональной микрострук-
туры зрительной коры в виде следующей задачи импульсного управления в задаче Коши
для системы (0.1) с начальным условием (ud(0, x), us(0, x, ϕ)) = (ûd(x), ûs(x, ϕ)) :

ud(t, x) = ûd(x) +

t∫
0

∫
Ω

e−τd(t−s)ωd(x, y)fd(ud(t, y))dyds

+

t∫
0

π
2∫

−π
2

e−τd(t−s)νdfs(us(t, x, ψ))dψds,

(0.2)

us(t, x, ϕ) = ûs(x, ϕ) +

t∫
0

∫
Ω

π
2∫

−π
2

e−τs(t−s)ωs(x, ϕ, y, ψ)fs(us(t, y, ψ))dψdyds

+

t∫
0

e−τs(t−s)νsfd(ud(t, x))ds+ U(t, x, ϕ).

Здесь U = U(t, x, ϕ) — импульсное управление, которое может иметь разрывы по пере-
менной времени t.

В данной работе получены результаты об однозначной разрешимости системы (0.2) и
непрерывной зависимости решения от управления U .

1. Основной результат

Обозначим через N множество натуральных чисел, через Rn — n -мерное веществен-
ное векторное пространство с нормой | · |. Для компакта Ω ⊂ R2 обозначим через
C(Ω× (−π

2
, π

2
],R2) пространство непрерывных функций v : Ω× (−π

2
, π

2
]→ R2, удовлетво-

ряющих условию lim
ϕ→−π

2
+0

v(·, ϕ) ≡ v(·, π
2
), с нормой ‖v‖C(Ω×(−π

2
,π
2

],R2) = max
x∈Ω,ϕ∈(−π

2
,π
2

]
|v(x, ϕ)|.

Относительно системы (0.2) будем предполагать, что

(Aω) Функции связи ωd : Ω × Ω → R, ωs : Ω × (−π
2
, π

2
] × Ω × (−π

2
, π

2
] → R непрерывны,

функция ωs интегрируема (по Лебегу) по четвертому аргументу и удовлетворяет
условию lim

ϕ→−π
2

+0
ωs(·, ϕ, ·, ·) ≡ ωs(·, π2 , ·, ·).

(Af ) Функции активации fd, fs : R→ [0, 1] липшицевы.

(AU) Управление U имеет вид: U(t, x, ϕ) =
∑
∀k

χAk(t)ϑk(x, ϕ), Ak ⊂ [0,∞) – полуинтер-

валы вида Ak = [ak, bk), такие что bk ≤ ak+1 для любого k ∈ N ; χAk – характе-
ристическая функция множеста Ak ; функции ϑk ∈ C(Ω × (−π

2
, π

2
],R), ϑk(·, ·) 6≡ 0,
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k ∈ N, формализуют импульсные воздействия (естественным образом предполагаем,
что если для некоторого k ∈ N имеет место bk = ak+1, то ϑk 6= ϑk+1 ); при этом для
любого T > 0 существует такое kT ∈ N, что max{k : Ak ∩ [0, T ] 6= ∅} ≤ kT .

Определим множество M∞ =M∞([0,∞), C(Ω× (−π
2
, π

2
],R2)) функций, имеющих вид

u = (ξ, ζ + η)T , где функции ξ : [0,∞)×Ω→ R, ζ : [0,∞)×Ω× (−π
2
, π

2
]→ R непрерывны,

функция η : [0,∞) × Ω × (−π
2
, π

2
] → R, η(t, x, ϕ) =

∑
∀k

χAk(t)ϑk(x, ϕ), удовлетворяет

условию (AU).

Для произвольного T > 0 обозначим через MT =MT ([0, T ], C(Ω× (−π
2
, π

2
],R2)) мно-

жество сужений на [0, T ] функций из M∞. Покажем, что множество MT образует пол-
ное метрическое пространство относительно метрики

ρM([0,T ])(u
1, u2) = ‖ξ1 − ξ2‖C([0,T ]×Ω,R) + ‖ζ1 − ζ2‖C([0,T ]×Ω×(−π

2
,π
2

],R)

+

T∫
0

∥∥∥ ∑
k:A1

k∩[0,T ] 6=∅

χA1
k
(t)ϑ1

k(·, ·)−
∑

k:A2
k∩[0,T ] 6=∅

χA2
k
(t)ϑ2

k(·, ·)
∥∥∥
C(Ω×(−π

2
,π
2

],R)
dt. (1.1)

Будем говорить, что κ ∈ C(Ω× (−π
2
, π

2
],R) является существенным значением отобра-

жения U : [0, T ] → C(Ω × (−π
2
, π

2
],R), если найдется такое t0 ∈ [0, T ], что κ = U(t0), и

существует такое δ > 0, что U(t) = U(t0) для всех t ∈ (t0 − δ, t0 + δ) ∩ [0, T ].

По определению, каждое управление задается совокупностью полуинтервалов Ak (от-
вечающих временным интервалам предъявления стимулов) и соответствующих им нену-
левых существенных значений ϑk отображения U : [0, T ]→ C(Ω×(−π

2
, π

2
],R) (характери-

зующих предъявляемые стимулы). Пусть отображение U(K+1) : [0, T ]→ C(Ω× (−π
2
, π

2
],R)

имеет K + 1 ненулевых существенных значений на отрезке [0, T ]. Покажем, что оно не
может быть пределом последовательности управлений, имеющих не более K ненулевых
существенных значений на отрезке [0, T ]. Выберем ε < dM, где

d = min
{

min
i=1,...,K

(
‖ϑi − ϑi+1‖C(Ω×(−π

2
,π
2

],R)

)
, min
i=1,...,K+1

(‖ϑi‖)
}
,

M = min
{

min
k=1,...,K+1

(
µ(Ak)

)
,min
∀i

(
µ(Di)

)}
,

где Di ⊂ [0, T ] \
K+1⋃
k=1

Ak. Мы получаем, что для любого отображения U≤K : [0, T ] →

C(Ω × (−π
2
, π

2
],R), имеющего не более K ненулевых существенных значений на отрезке

[0, T ], выполнено неравенство
T∫
0

‖U(K+1)(t)− U(≤K)(t)‖C(Ω×(−π
2
,π
2

],R)dt > ε.

Следовательно, отображение, имеющее на [0, T ] ровно K + 1 ненулевых существен-
ных значений, не может быть пределом последовательности отображений, имеющих не
более K ненулевых существенных значений на [0, T ], и множество MT образует полное
метрическое пространство относительно метрики (1.1).

Последнее означает, что множество M∞ можно снабдить топологией сходимости по
метрике (1.1) на каждом из его подмножеств MT , T > 0.

Будем считать глобальным решением системы (0.2) вектор-функцию u ∈M∞, компо-
ненты которой удовлетворяют уравнениям (0.2). Для всякого T > 0 назовем T -локаль-
ным решением (0.2) функцию uT ∈ MT , удовлетворяющую уравнениям (0.2) на множе-
стве [0, T ]× Ω× (−π

2
, π

2
].
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Теорема 1.1. Пусть выполнены условия Af и Aω. Тогда для любого управления U ,
удовлетворяющего условию AU , существует единственное глобальное решение систе-
мы (0.2), и всякое T -локальное решение (0.2) является его частью. Пусть также при
всех T > 0 выполнено условие

T∫
0

max
x∈Ω,ϕ∈(−π

2
,π
2

]

∣∣U i(t, x, ϕ)− U0(t, x, ϕ)
∣∣dt→ 0 при i→∞.

Тогда последовательность решений ui, соответствующих управлениям U i, сходит-
ся в топологии пространства M∞ к решению u0, соответствующему управлению U0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перепишем систему (0.2) в виде:

u(t, x, ϕ) = û(x, ϕ) +

t∫
0

∫
Ω

π
2∫

−π
2

W (t, s, x, y, ϕ, ψ)F (u(s, y, ψ))dψdyds+ λ(t, x, ϕ),

где

u(t, x, ϕ) =

(
ud(t, x)

us(t, x, ϕ)

)
, û(x, ϕ) =

(
ûd(x)

ûs(x, ϕ)

)
,

λ(t, x, ϕ) =

 0∑
k:Ak∩[0,T ] 6=∅

χAk(t)ϑk(x, ϕ)

 , F (u) =

(
fd(ud)

fs(us)

)
,

W (t, s, x, y, ϕ, ψ) =

(
e−τd(t−s) 0

0 e−τs(t−s)

)(
ωd(x, y)/π νsδ(x− y)

νdδ(x− y) ωs(x, ϕ, y, ψ)/π

)
,

где символом δ(·) обозначена дельта-функция Дирака.
Зафиксируем произвольное T > 0. Определим оператор F :MT ×MT →MT ,

(
F(u, λ)

)
(t, x, ϕ) = û(x, ϕ)+

T∫
0

∫
Ω

π
2∫

−π
2

W (t, s, x, y, ϕ, ψ)F (u(s, y, ψ))dψdyds+ λ(t, x, ϕ)

и при произвольном λ ∈MT рассмотрим операторное уравнение (относительно неизвест-
ного u ∈MT )

u = F(u, λ). (1.2)

Покажем справедливость следующих утверждений.
1. Существуют такие q < 1, σ > 0, что для любого t̂ ∈ [0, T ] и всех u1, u2 ∈ MT ,

u1(t̂, ·, ·) ≡ u2(t̂, ·, ·) имеет место

max
t∈[t̂,t̂+σ], x∈R, ϕ∈(−π

2
,π
2

]

∣∣∣ t̂+σ∫
t̂

∫
Ω

π
2∫

−π
2

W (t, s, x, y, ϕ, ψ)F (u1(s, y, ψ))dψdyds

−
t̂+σ∫
t̂

∫
Ω

π
2∫

−π
2

W (t, s, x, y, ϕ, ψ)F (u2(s, y, ψ))dψdyds
∣∣∣

≤ q max
t∈[t̂,t̂+σ],x∈R,ϕ∈(−π

2
,π
2

]
|u1(t, x, ϕ)− u2(t, x, ϕ)|.
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2. Для произвольного u ∈ MT отображение F : MT ×MT → MT непрерывно в
точке (u, λ0).

Покажем, что первое утверждение справедливо. Имеем

max
t∈[t̂,t̂+σ],x∈R,ϕ∈(−π

2
,π
2

]

∣∣∣ t̂+σ∫
t̂

∫
Ω

π
2∫

−π
2

W (t, s, x, y, ϕ, ψ)F (u1(s, y, ψ))dψdyds

−
t̂+σ∫
t̂

∫
Ω

π
2∫

−π
2

W (t, s, x, y, ϕ, ψ)F (u2(s, y, ψ))dψdyds
∣∣∣

≤
t̂+σ∫
t̂

∫
Ω

π
2∫

−π
2

max
t∈[0,T ],x∈R,ϕ∈(−π

2
,π
2

]
(W (t, s, x, y, ϕ, ψ))

× max
t∈[t̂,t̂+σ],x∈R,ϕ∈(−π

2
,π
2

]

∣∣∣F (u1(s, y, ψ))− F (u2(s, y, ψ))
∣∣∣dψdyds

≤ σG` max
t∈[t̂,t̂+σ],x∈R,ϕ∈(−π

2
,π
2

]
|u1(t, x, ϕ)− u2(t, x, ϕ)|,

где ` — константа Липшица отображения F : R2 → R2.

За счет выбора σ > 0 для q = σG` можно достичь неравенства q < 1, следовательно,
утверждение 1 доказано.

В силу задания метрики пространства MT равенством (1.1) для любого u ∈ MT

имеет место ρMT
(F(u, λi),F(u, λ0)) → 0 при λ → λ0. То есть, утверждение 2 также

справедливо.
Определим семейство v отношений эквивалентности v(γ), γ ∈ [0, 1], на множестве

MT как равенство функций u : [0, T ] → C(Ω × (−π
2
, π

2
]),R2) на отрезках [0, γT ]. С уче-

том этого определения, утверждения 1 и 2 позволяют применить к операторному уравне-
нию (1.2) теорему 2.2 работы [8], гарантирующую существование единственного решения
этого операторного уравнения и, соответственно, системы (0.2), а также сходимость по-
следовательности решений ui к решению u0 при сходимости соответствующих функций
управления U i к функции U0.
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Методы с суженной матрицей Гессе
как возмущенный метод Ньютона–Лагранжа
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Аннотация. Для задачи оптимизации с ограничениями-равенствами обсуждается воз-
можность интерпретации методов последовательного квадратичного программирования,
использующих суженную на ядро матрицы Якоби ограничений матрицу Гессе функции
Лагранжа, как возмущенного метода Ньютона–Лагранжа. Показано, что такая интерпре-
тация с нужными оценками на возмущения возможна для определенных последователь-
ностей, генерируемых вариантами метода с поправками второго порядка. Это позволяет
с общих позиций установить сверхлинейную скорость сходимости таких последовательно-
стей, вообще говоря отсутствующую для основных последовательностей рассматриваемых
методов.
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Введение

Методы последовательного квадратичного программирования, использующие вместо
настоящей (полной) матрицы Гессе функции Лагранжа ее суженную на ядро матрицы
Якоби ограничений версию, направлены на снижения стоимости итерации таких мето-
дов, и являются важным инструментом практической условной оптимизации. В данной
работе обсуждается возможность интерпретации таких методов как возмущенного метода
Ньютона для системы уравнений Лагранжа. Будет показано, что такая интерпретация
с нужными оценками на возмущения возможна для определенных последовательностей,
генерируемых вариантами метода с поправками второго порядка. Это позволяет с об-
щих позиций установить сверхлинейную скорость сходимости таких последовательностей,
вообще говоря отсутствующую для основных последовательностей рассматриваемых ме-
тодов.

Рассматривается задача оптимизации с ограничениями-равенствами

f(x)→ min, h(x) = 0, (0.1)

где f : Rn → R и h : Rn → Rl дважды дифференцируемы вблизи x̄ ∈ Rn. Метод
последовательного квадратичного программирования для задачи (0.1) состоит в следу-
ющем [1, разд. 18.1], [2, разд. 4.3.1, 4.4.1], [3, разд. 4.1.1]: для текущего приближения
(xk, λk) ∈ Rn × Rl следующее приближение определяется как (xk+1, λk+1), где xk+1 =

xk + ξk, ξk является стационарной точкой квадратичной задачи

〈f ′(xk), ξ〉+
1

2

〈
∂2L

∂x2
(xk, λk)ξ, ξ

〉
→ min, h(xk) + h′(xk)ξ = 0, (0.2)

а λk+1 — отвечающим этой стационарной точке множителем Лагранжа. Здесь L : Rn ×
Rl → R — функция Лагранжа задачи (0.1):

L(x, λ) = f(x) + 〈λ, h(x)〉.

Система уравнений Лагранжа задачи (0.2), характеризующая ее стационарные точки
и отвечающие им множители, имеет вид

f ′(xk) +
∂2L

∂x2
(xk, λk)ξ + (h′(xk))>λ = 0, h(xk) + h′(xk)ξ = 0. (0.3)

Отсюда следует, что итерация метода последовательного квадратичного программирова-
ния есть ни что иное, как итерация метода Ньютона–Лагранжа, т. е. метода Ньютона,
применяемого к системе уравнений Лагранжа

∂L

∂x
(x, λ) = 0, h(x) = 0 (0.4)

исходной задачи (0.1): уравнения в (0.3) получаются линеаризацией в текущем приближе-
нии (xk, λk) уравнений из (0.4).

Методы последовательного квадратичного программирования обладают характерной
для ньютоновских методов сверхлинейной локальной сходимостью в естественных пред-
положениях, и относятся к числу наиболее эффективных вычислительных технологий
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для задач условной оптимизации, и являются основой многих успешных оптимизацион-
ных солверов общего назначения. Однако, в своей базовой форме, итерация этих методов
может быть весьма затратной, в частности, в связи с необходимостью вычисления пол-
ной матрицы Гессе функции Лагранжа, либо ее все более точных (по мере роста номера
итерации) аппроксимаций.

Точнее, согласно [3, предложение 4.4], для сохранения сверхлинейной скорости схо-
димости генерируемой прямой последовательности {xk} к стационарной точке x̄ ∈ Rn

задачи (0.1) (при наличии сходимости прямодвойственной последовательности {(xk, λk)}
к (x̄, λ̄), где λ̄ ∈ Rl — некоторый отвечающий x̄ множитель Лагранжа) должны удовле-
творять итерационной системе

f ′(xk) +
∂2L

∂x2
(xk, λk)(x− xk) + (h′(xk))>λ+ ωk

1 = 0, h(xk) + h′(xk)(x− xk) + ωk
2 = 0, (0.5)

возмущенного метода Ньютона–Лагранжа, получаемой добавлением к уравнениям в (0.3)
параметров возмущения ωk

1 ∈ Rn и ωk
2 ∈ Rl, которые должны удовлетворять оценкам

Pωk
1 = o(‖xk+1 − xk‖+ ‖xk − x̄‖), (0.6)

ωk
2 = o(‖xk+1 − xk‖+ ‖xk − x̄‖) (0.7)

при k →∞; см. [3, (4.12), (4.13)]. Здесь P — оператор ортогонального проектирования на
kerh′(x̄). Более того, при выполнении в стационарной точке x̄ с множителем λ̄ достаточ-
ного условия второго порядка оптимальности оценки (0.6), (0.7) являются и достаточными
для сверхлинейной сходимости.

Методы с суженной матрицей Гессе, рассматриваемые в данной работе, позволяют из-
бежать необходимости вычисления полной матрицы Гессе функции Лагранжа, поскольку
на их итерациях используется только вводимая в разд. 1. так называемая суженная мат-
рица Гессе, размерность которой определяется размерностью kerh′(xk), что может быть
(и обычно является) гораздо меньшим числом, чем n. Интерпретация этих методов как
возмущенного метода Ньютона–Лагранжа не позволяет получить оценки (0.6), (0.7), и
действительно, как демонстрирует пример, предложенный в [4] (см. пример 2.1 ниже),
эти методы, вообще говоря, обладают лишь двухшаговой сверхлинейной скоростью сходи-
мости, что является более слабым свойством, чем обычная (одношаговая) сверхлинейная
скорость сходимости. (Отметим также аналогичный пример, построенный в [5]. Однако,
корректность его конструкции и приведенные численные результаты вызывают опреде-
ленные сомнения, главным образом в связи с очевидной ошибочностью выражений для
производных по первой переменной в (2.14).)

Вместе с тем, как будет показано в разд. 2., если снабдить метод так называемыми
поправками второго порядка, предназначенными для того, чтобы генерируемые прямые
приближения были ближе к допустимому множеству задачи (0.1), то получаемый про-
цесс можно интерпретировать как возмущенный метод Ньютона–Лагранжа с требуемыми
оценками (0.6), (0.7), но не для основной последовательности метода, а для некоторой
последовательности вспомогательных приближений, также генерируемых методом. Это
позволяет получить новое общее понимание результата о сверхлинейной скорости сходи-
мости последовательности таких вспомогательных приближений, доказанного в [6].
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1. Методы с суженной матрицей Гессе

Обозначим через Pk оператор ортогонального проектирования на kerh′(xk), и для
всякого ξ ∈ Rn будем использовать разложение ξ = ξ1 + ξ2, ξ1 = (I − Pk)ξ, ξ2 = Pkξ.

Тогда ограничение в (0.2) принимает вид

h(xk) + h′(xk)ξ1 = 0, (1.1)

и если rankh′(xk) = l (условие, которое всюду далее предполагается выполненным), то
это уравнение однозначно определяет

ξk1 = −(h′(xk))>(h′(xk)(h′(xk))>)−1h(xk) (1.2)

как единственное нормальное решение уравнения в ограничении задачи (0.2). Фиксируя
это ξk1 , из (0.2) получаем задачу для определения ξk2 :〈

f ′(xk) +
∂2L

∂x2
(xk, λk)ξk1 , ξ2

〉
+

1

2

〈∂2L
∂x2

(xk, λk)ξ2, ξ2

〉
→ min, ξ2 ∈ kerh′(xk). (1.3)

Ключевой момент в конструкции методов с суженной матрицей Гессе состоит в том,
что слагаемое в (1.3), содержащее ξk1 и ξ2, опускается. Используя равенство ξ2 = Pkξ,

так модифицированная задача (1.3) вместе с уравнением (1.1) сводится к задаче

〈
f ′(xk), ξ

〉
+

1

2

〈
P
∂2L

∂x2
(xk, λk)Pξ, ξ

〉
→ min, h(xk) + h′(xk)ξ = 0, (1.4)

записанной снова относительно исходной переменной ξ задачи (0.2).
Чтобы привести задачу (1.4) к более «практической» форме, потребуется конкретное

представление проектора Pk. Пусть столбцы матрицы Zk размеров n× (n− l) образуют
некоторый базис линейного подпространства kerh′(xk). (Напомним, что предполагается
выполненным условие rankh′(xk) = l, и значит, dim kerh′(xk) = n−l. ) Тогда, как нетрудно
видеть, Pk = Zk(Z>k Zk)−1Z>k , и задача (1.4) принимает вид〈

f ′(xk), ξ
〉

+
1

2

〈
Zk(Z>k Zk)−1Hk(Z>k Zk)−1Z>k ξ, ξ

〉
→ min, h(xk) + h′(xk)ξ = 0, (1.5)

где симметричная (n− l)× (n− l) матрица

Hk = Z>k
∂2L

∂x2
(xk, λk)Zk (1.6)

и есть суженная матрица Гессе функции Лагранжа.
Если столбцы матрицы Zk образуют ортонормированную систему, то Z>k Zk = I, Pk =

ZkZ
>
k , и задача (1.5) принимает вид

〈f ′(xk), ξ〉+
1

2
〈ZkHkZ

>
k ξ, ξ〉 → min, h(xk) + h′(xk)ξ = 0. (1.7)

Это в точности соответствует подзадаче, использованной в [7, (1.2)]. Заметим, что указан-
ное свойство столбцов матрицы Zk всегда выполняется, если матрица (Yk Zk) с некоторой
n× l матрицей Yk получена QR-факторизацией (h′(xk))>, что дает практический способ
вычисления Zk [1, разд. 15.3]. При этом столбцы Yk образуют ортонормированный базис
в (kerh′(xk))⊥, и I − Pk = YkY

>
k .
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Из сказанного выше ясно, что подзадача (1.4), а значит, и ее «практические» версии
(1.5) и (1.7), отличаются от подзадачи (0.2) базового метода последовательного квадратич-
ного программирования по существу только отсутствием в целевой функции слагаемого,
содержащего оба ξ1 и ξ2. В частности, эти методы совпадают, если для каждого k〈∂2L

∂x2
(xk, λk)ξ1, ξ2

〉
= 0 ∀ ξ ∈ Rn

(факт, отмеченный в [7, с. 286]). Если же〈∂2L
∂x2

(x̄, λ̄)ξ1, ξ2

〉
= 0 ∀ ξ ∈ Rn (1.8)

для предельной пары (x̄, λ̄), то методы, вообще говоря, не совпадают, но методы с сужен-
ной матрицей Гессе могут быть интерпретированы как возмущенный метод Ньютона–
Лагранжа с требуемыми оценками (0.6), (0.7) (см. разд. 2.), а значит, имеют в соответ-
ствующих предположениях сверхлинейную скорость сходимости (что соответствует ска-
занному в [5, с. 231]).

Обращаясь к работам, предшествовавшим [7, (1.2)], в [4] обсуждался вариант метода
последовательного квадратичного программирования с подзадачей

〈f ′(xk), ξ〉+
1

2
〈Hkξ, ξ〉 → min, h(xk) + h′(xk)ξ = 0, (1.9)

в которой используется матрица Hk, задаваемая равенством

(Zk Yk)>Hk(Zk Yk) =
( Hk 0

0 I

)
,

где Hk введено в (1.6). Если столбцы Zk и Yk ортонормированы, то

(Zk Yk)(Zk Yk)> = ZkZ
>
k + YkY

>
k = I,

и поэтому

〈Hkξ, ξ〉 = 〈Hk(Zk Yk)(Zk Yk)>ξ, (Zk Yk)(Zk Yk)>ξ〉
= 〈(Zk Yk)>Hk(Zk Yk)(Zk Yk)>ξ, (Zk Yk)>ξ〉 = 〈(HkZ

>
k ξ, Y

>
k ξ), (Z>k ξ, Y

>
k ξ)〉

= 〈ZkHkZ
>
k ξ, ξ〉+ 〈Y >k ξ, Y >k ξ〉,

(1.10)

причем

〈Y >k ξ, Y >k ξ〉 = 〈Y >k YkY >k ξ, Y >k ξ〉 = 〈YkY >k ξ, YkY >k ξ〉 = ‖(I − Pk)ξ‖2 = ‖ξ1‖2.

Вспоминая, что, как обсуждалось выше, ξk1 однозначно определяется ограничением в
(1.7), а значит и идентичным ему в (1.9), отсюда получаем, что второе слагаемое в правой
части (1.10) не играет в целевой функции подзадачи (1.9) никакой роли, и эта подзадача
сводится к (1.7).

Далее, умножением обеих частей первого уравнения в системе Лагранжа

f ′(xk) + ZkHkZ
>
k ξ + (h′(xk))>λ = 0, h(xk) + h′(xk)ξ = 0 (1.11)
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задачи (1.7) на Z>k , необходимые условия первого порядка оптимальности для этой задачи
могут быть записаны в следующей «прямой» форме, не использующей λ :

Z>k f
′(xk) +HkZ

>
k ξ = 0, h(xk) + h′(xk)ξ = 0, (1.12)

откуда следует выполнение равенства (1.2), а в дополнительном предположении о невы-
рожденности Hk и равенства

Z>k ξ
k
2 = −H−1k Z>k f

′(xk).

Последнее также можно записать в виде явного выражения

ξk2 = Pkξ
k
2 = ZkZ

>
k ξ2 = −ZkH

−1
k Z>k f

′(xk). (1.13)

Вместе с тем, умножая обе части первого уравнения в (1.11) на Y >k , получаем

Y >k f
′(xk) + Y >k (h′(xk))>λ = 0, (1.14)

Дальнейшее умножение на Yk приводит это уравнение к «инвариантому» виду

(I − Pk)f ′(xk) + (h′(xk))>λ = 0

(поскольку (I − Pk)(h′(xk))> = (h′(xk)(I − Pk))> = (h′(xk))> ), не зависящему от выбора
Yk. Если взять, например, Yk = (h′(xk))>, что обеспечивается требуемую здесь базисность
столбцов этой матрицы в kerh′(xk) (но, разумеется, не их ортонормированность), то из
(1.14) получаем уравнение

h′(xk)>f ′(xk) + h′(xk)(h′(xk))>λ = 0. (1.15)

Отсюда следует явное выражение

λk+1 = −(h′(xk)(h′(xk))>)−1h′(xk)f ′(xk). (1.16)

Это соответствует [7, (2.13)], где, правда, xk заменяется на xk+1 : λk+1 (и xk+1 ) исполь-
зуются для определения Hk+1, и это возможно, поскольку здесь, в отличие от обычного
метода Ньютона–Лагранжа, итерация естественным образом разделяется на прямую и
двойственную фазы. Использование (1.16) также соответствует выбору λk+1 как решения
задачи квадратичной задачи безусловной оптимизации

‖f ′(xk) + (h′(xk))>λ‖2 → min

относительно λ ∈ Rl. Существуют и другие способы задания λk+1, например [7, (2.14)],
где, впрочем, этот способ приводится без объяснения его происхождения.

Уравнения (1.12) и (1.15), порождающие явные выражения (1.2), (1.13) и (1.16), харак-
теризуют класс методов последовательного квадратичного программирования, в форме
методов Ньютона–Лагранжа, с суженной матрицей Гессе. В частности, (1.12) соответству-
ет методу в [5, (1.5), (1.6)], который, в свою очередь, был взят из [8, алгоритм 4.1], где,
собственно, и была установлена двухшаговая сверхлинейная сходимость методов такого
типа. См. также [9, (14.41), теорема 14.7]. Следует также упомянуть так называемый
«горизонтально-вертикальный» алгоритм из [10], который также рассматривался в [4]
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(cм. также [9, (14.40)]): в нем используются выражения (1.2), (1.13), но только сначала
вычисляется ξk2 согласно (1.13), и затем ξk1 согласно (1.2), где вместо h(xk) используется
h(xk + ξk2 ).

Разные варианты методов указанного класса могут отличаться способами выбора Zk.

Кроме того, важнейшее значение имеют методы, использующие не саму суженную мат-
рицу Гессе из (1.6), а ее аппроксимации, и прежде всего квазиньютоновские. Эти вопросы
обсуждаются [8] и в последующих цитированных публикациях, но здесь они не рассмат-
риваются.

В некоторых изложениях (см., например, [1, разд. 18.3]) методов с суженной матрицей
Гессе используют представления ξ1 = Ykη и ξ2 = Zkζ, где η ∈ Rl и ζ ∈ Rn−l однознач-
но определяются. Если столбцы Zk ортонормированы, то, подставляя эти выражения в
(1.12), получаем уравнения

Z>k f
′(xk) +Hkζ = 0, h(xk) + h′(xk)Ykη = 0,

для определения η и ζ.

2. Методы с поправками второго порядка

Помимо метода из [10], обсуждавшегося в [4], в [6] рассматривается вариант метода
последовательного квадратичного программирования с суженной матрицей Гессе, снаб-
женный так называемыми поправками второго порядка [1, разд. 15.6], [2, разд. 5.4.2],
[3, разд. 4.3.6, 6.2.2]. А именно, следующее приближение определяется равенством xk+1 =

xk + ξk + ξ̄k, где ξk — стационарная точка подзадачи (1.7), т. е. решение системы (1.12),
а ξ̄k — нормальное решение уравнения

h(xk + ξk) + h′(xk)ξ = 0, (2.1)

т. е.
ξ̄k = −(h′(xk))>(h′(xk)(h′(xk))>)−1h(xk + ξk). (2.2)

Заметим, что при этом ξ̄k ∈ im(h′(xk))> = (kerh′(xk))⊥, т. е. ξ̄k2 = 0. Новое двойственное
приближение λk+1 по-прежнему определяется уравнением (1.15).

Лемма 2.1. Пусть функция f : Rn → R и отображение h : Rn → Rl дважды
непрерывно дифференцируемы вблизи точки x̄ ∈ Rn. Пусть x̄ является стационарной
точкой задачи (0.1), а λ̄ ∈ Rl — отвечающим ей множителем Лагранжа, причем вы-
полнено условие регулярности ограничений rankh′(x̄) = l и достаточное условие второго
порядка оптимальности〈

∂2L

∂x2
(x̄, λ̄)ξ, ξ

〉
> 0 ∀ ξ ∈ kerh′(x̄) \ {0}. (2.3)

Пусть последовательность {(xk, λk)}, сгенерированная описанной выше процедурой, схо-
дится к (x̄, λ̄).

Тогда
ξk = O(‖xk − x̄‖), (2.4)

h(xk + ξk) = O(‖xk − x̄‖2), (2.5)

ξ̄k = O(‖xk − x̄‖2), (2.6)

при k →∞.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценка (2.4) следует из (1.2) и (1.13), поскольку в сделан-
ных предположениях матрицы h′(xk)(h′(xk))> и Hk равномерно обратимы для (xk, λk)

достаточно близких к (x̄, λ̄).

Кроме того, в силу второго уравнения в (1.12),

h(xk + ξk) = h(xk) + h′(xk)ξk +O(‖ξk‖2) = O(‖ξk‖2),

и поэтому, согласно (2.2),

ξ̄k = O(‖h(xk + ξk)‖) = O(‖ξk‖2).

Из последних двух оценок и из (2.4) следуют оценки (2.5), (2.6).

Согласно первому равенству в (0.5), используя представление Pk = ZkZ
>
k и оценку

(2.6), выводим

Pkω
k
1 = −Pk

(
f ′(xk) +

∂2L

∂x2
(xk, λk)(ξk + ξ̄k) + (h′(xk))>λk+1

)
= Zk

(
Z>k f

′(xk) + Z>k
∂2L

∂x2
(xk, λk)ZkZ

>
k ξ

k + Z>k
∂2L

∂x2
(xk, λk)ξk1

)
+O(‖xk − x̄‖2)

= Pk
∂2L

∂x2
(xk, λk)ξk1 +O(‖xk − x̄‖2),

(2.7)

где в последнем равенстве использовано определение Hk в (1.6) и первое уравнение в
(1.12). Заметим, что в обеих частях этой оценки Pk можно заменить на P, поскольку

Pk − P = O(‖xk − x̄‖) (2.8)

при k →∞. Это следует, например, из явного представления

Pk = (I − (h′(xk))>(h′(xk)(h′(xk))>)−1h′(xk) (2.9)

и равномерной обратимости матриц (h′(xk)(h′(xk))> для xk близких к x̄.

Далее, согласно второму равенству в (0.5), используя второе уравнение в (1.12), (2.1),
и оценку (2.5), выводим

ωk
2 = −h(xk)− h′(xk)(ξk + ξ̄k) = −h′(xk)ξ̄k = −h(xk + ξk) = O(‖xk − x̄‖2).

Таким образом, оценка (0.7) имеет место, а вот (0.6) можно гарантировать лишь при
выполнении (1.8), причем эти рассуждения тем более проходят и при использовании
ξ̄k = 0, т. е. сделанные выводы верны как для метода без поправок второго порядка,
так и с такими поправками. В частности, гарантировать сверхлинейную скорость сходи-
мости последовательности {xk} по-прежнему нельзя и для метода с поправками второго
порядка.

Теперь обратимся к поведению последовательности {x̃k}, генерируемой по правилу

x̃k+1 = xk + ξk = xk−1 + ξk−1 + ξ̄k−1 + ξk = x̃k + ξ̄k−1 + ξk.
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Иными словами, будем рассматривать следующий двухшаговый процесс:

xk−1

↓

x̃k = xk−1 + ξk−1

↓

xk = x̃k + ξ̄k−1 = xk−1 + ξk−1 + ξ̄k−1

↓

x̃k+1 = xk + ξk = x̃k + ξ̄k−1 + ξk.

Из оценок в лемме 2.1 вытекает, что последовательности {x̃k} сходится к тому же пределу
x̄, что и последовательность {xk}.

Помимо оценок из леммы 2.1, приведем некоторые дополнительные оценки на ингре-
диенты рассматриваемого итерационного процесса, следующие из [6, леммы 3.1, 3.3].

Лемма 2.2. В предположениях леммы 2.1

ξ̄k−1 = O(‖x̃k − x̄‖), (2.10)

h′(xk)ξk = o(‖x̃k − x̄‖) (2.11)

при k →∞.

Теорема 2.1. В предположениях леммы 2.1 для

ω̃k
1 = −f ′(xk)− ∂2L

∂x2
(x̃k, λk)(x̃k+1 − x̃k)− (h′(x̃k))>λk+1 (2.12)

и
ω̃k
2 = −h(x̃k)− h′(x̃k)(x̃k+1 − x̃k) (2.13)

выполняются оценки
Pω̃k

1 = o(‖x̃k − x̄‖), (2.14)

ω̃k
2 = o(‖x̃k − x̄‖) (2.15)

при k →∞, и, в частности, последовательность {x̃k} сходится к x̄ со сверхлинейной
скоростью.

Последнее утверждение теоремы согласуется с [6, теорема 3.5].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (2.12), привлекая теорему о среднем, выводим

Pkω̃
k
1 = −Pk

(
f ′(xk−1 + ξk−1) +

∂2L

∂x2
(xk−1 + ξk−1, λk)(ξ̄k−1 + ξk) + (h′(xk−1 + ξk−1))>λk+1

)
= −Pk

(∂L
∂x

(xk−1 + ξk−1, λk) +
∂2L

∂x2
(xk, λk)(ξ̄k−1 + ξk) + (h′(xk))>(λk+1 − λk)

)
+O(‖ξk‖‖ξ̄k−1‖) +O(‖λk+1 − λk‖‖ξ̄k−1‖) +O(‖ξ̄k−1‖2)

= Pk

(∂L
∂x

(xk−1 + ξk−1 + ξ̄k−1, λk)− ∂L

∂x
(xk−1 + ξk−1, λk)− ∂2L

∂x2
(xk, λk)ξ̄k−1

)
−Pk

(∂L
∂x

(xk−1 + ξk−1 + ξ̄k−1, λk) +
∂2L

∂x2
(xk, λk)ξk

)
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+O(‖ξk‖‖ξ̄k−1‖) +O(‖λk+1 − λk‖‖ξ̄k−1‖) +O(‖ξ̄k−1‖2)

= −Pk

(∂L
∂x

(xk, λk) +
∂2L

∂x2
(xk, λk)ξk

)
+O(‖ξk‖‖ξ̄k−1‖) +O(‖λk+1 − λk‖‖ξ̄k−1‖) +O(‖ξ̄k−1‖2)

= −Pk

(
f ′(xk) +

∂2L

∂x2
(xk, λk)ξk + (h′(xk))>λk

)
+O(‖ξk‖‖ξ̄k−1‖) +O(‖λk+1 − λk‖‖ξ̄k−1‖) +O(‖ξ̄k−1‖2)

= −Pk
∂2L

∂x2
(xk, λk)ξk1 +O(‖ξk‖‖ξ̄k−1‖) +O(‖λk+1 − λk‖‖ξ̄k−1‖) +O(‖ξ̄k−1‖2),

где последнее равенство выводится по аналогии с (2.7). Замечая, что согласно (2.9),

ξk1 = (I − Pk)ξk = (h′(xk))>(h′(xk)(h′(xk))>)−1h′(xk)ξk,

отсюда и из оценок (2.10), (2.11) следует оценка

Pkω̃
k
1 = o(‖x̃k − x̄‖). (2.16)

Принимая во внимание (2.8) и вытекающую из (2.10) оценку,

xk − x̄ = x̃k − x̄+ ξ̄k−1 = O(‖x̃k − x̄‖),

имеем
Pk − P = O(‖x̃k − x̄‖),

откуда и из (2.16) следует оценка (2.14).
Далее, согласно (2.13), используя (2.1), выводим

ω̃k
2 = −h(xk−1 + ξk−1)− h′(xk−1 + ξk−1)(ξ̄k−1 + ξk)

= −h(xk−1 + ξk−1)− h′(xk−1)ξ̄k−1 − (h′(xk−1 + ξk−1)− h′(xk−1))ξ̄k−1 − h′(xk−1 + ξk−1)ξk

= −(h′(xk−1 + ξk−1)− h′(xk))ξk − h′(xk)ξk +O(‖ξk−1‖‖ξ̄k−1‖)
= −h′(xk)ξk +O(‖ξk−1‖‖ξ̄k−1‖) +O(‖ξk‖‖ξ̄k−1‖),

откуда и из оценок (2.10), (2.11) следует оценка (2.15).
Последнее утверждение теоремы вытекает из полученных оценок (2.14), (2.15) и из

[3, предложение 4.4].

Следующий пример был предложен в [4, пример 2].

П р и м е р 2.1. Рассмотрим задачу (0.1), в которой n = 2, l = 1,

f(x) =
1

2
x21 − αx1x2 +

1

2
x22 +

1

3α
(x1 − α)3,

h(x) =
1

(x2 − 2)2
− 1,

где α — вещественный параметр. Вблизи локального решения x̄ = (α, 1) такие f и h

бесконечно дифференцируемы, причем в этом решении выполняется условие регулярности
rankh′(x̄) = l (поскольку h′(x̄) 6= 0 ) и достаточное условие второго порядка оптимально-
сти (2.3) с единственным отвечающим x̄ множителем Лагранжа λ̄ = α2 − 1.
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В таблицах 1, 2 для каждой итерации k и полученного на ней приближения (xk, λk)

(и x̃k для метода с поправками второго порядка) приводятся следующие сведения:

– “Pert” есть величина ‖Pkω
k−1
1 ‖/(‖xk − xk−1‖ + ‖xk−1 − x̄‖) (см. (0.6); нормы везде

евклидовы);

– “Res” есть невязка системы Лагранжа (0.4);

– “Dist” есть расстояние ‖xk − x̄‖ до прямого решения;

– “PR” (от “primal ratio”) есть величина ‖xk − x̄‖/‖xk−1 − x̄‖;
– “PDR” (от “primal-dual ratio”) есть величина ‖(xk− x̄, λk− λ̄)‖/‖(xk−1− x̄, λk−1− λ̄)‖;
– “PR-SOC” есть величина ‖x̃k − x̄‖/‖x̃k−1 − x̄‖ (для метода с поправками второго

порядка).

Таблица 1

Численные результаты для примера 2.1: метод без поправок второго порядка

k Pert Res Dist PR PDR
0 – 5.8e+0 1.0e-1 – –
1 7.4e-1 6.7e+0 5.0e-1 5.0e+0 4.7e+1
2 4.9e-2 2.0e+0 1.0e-4 2.0e-4 4.2e-1
3 8.2e-1 7.4e-3 5.0e-4 5.0e+0 2.5e-3
4 5.0e-5 2.5e-3 9.2e-16 1.8e-12 5.1e-1
5 9.7e-1 1.1e-14 8.9e-16 9.7e-1 2.9e-12
6 0 3.6e-15 0.0e+0 0.0e+0 5.0e-1

Таблица 2

Численные результаты для примера 2.1: метод с поправками второго порядка

k Pert Res Dist PR PDR PR-SOC
0 – 5.8e+0 1.0e-1 – – –
1 7.4e-1 7.1e+0 5.0e-1 5.0e+0 4.7e+1 –
2 8.6e-3 2.7e+0 5.1e-2 1.0e-1 5.1e-1 5.1e-2
3 5.9e-7 2.5e-1 5.1e-4 1.0e-2 1.0e-1 8.5e-4
4 0.0e+0 2.5e-3 5.3e-8 1.0e-4 1.0e-2 1.0e-6
5 0.0e+0 2.6e-7 8.9e-16 1.7e-8 1.0e-4 1.7e-12
6 0.0e+0 3.6e-15 0.0e+0 0.0e+0 1.4e-8 0.0e+0

Результаты в таблицах 1, 2 получены с использованием α = 5 и начального прибли-
жения x0 = x̄+ (0, 0.1), λ0 = λ̄.

Таблица 1 демонстрирует наличие у метода последовательного квадратичного про-
граммирования с суженной матрицей Гессе двухшаговой сверхлинейной сходимости, но
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отсутствие настоящей сверхлинейной сходимости: на каждой второй итерации расстояние
до прямого решения (см. столбцы “Dist” и “PR”) возрастает, по крайней мере пока при-
ближения не попадают в достаточно малую окрестность решения, где существенную роль
начинают играть ошибки округления. Это согласуется с поведением величин в столбце
“Pert”.

Согласно таблице 2, для варианта метода с поправками второго порядка очевидно
имеет место сверхлинейная (квадратичная) сходимость последовательности {x̃k} (стол-
бец “PR-SOC”). Основная последовательность {xk} здесь тоже асимптотически сходится
сверхлинейно (и даже квадратично; столбцы “Dist” и “PR”). Вместе с тем, шаг из точки
x0 в точку x1 увеличивает расстояние до решения (примерно в 5 раз; столбцы “Dist”
и “PR”), и эта ситуация сохраняется, каким бы близким x0 не было к x̄. Это является
свидетельством принципиальных трудностей доказательства сверхлинейной сходимости
основной последовательности метода последовательного квадратичного программирова-
ния с суженной матрицей Гессе, снабженного поправками второго порядка. Вместе с тем,
примеры, демонстрирующие отсутствие сверхлинейной сходимости таких последователь-
ностей, авторам не известны.
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Введение

Теория приближения функций является одной из наиболее интенсивно развивающихся
областей математического анализа. Особое место в этой теории занимают экстремальные
задачи наилучшего приближения аналитических в круге функций комплексными поли-
номами в различных банаховых пространствах аналитических функций. Первые точные
результаты по наилучшим полиномиальным приближениям аналитических в круге функ-
ций и вычисления колмогоровских n -поперечников (определенных в [1]) получены в [2–4].
В дальнейшем эта тематика нашла свое отражение в работах [5–7] и многих других. В про-
странстве Бергмана указанная задача впервые была рассмотрена в [8,9], результаты были
развиты в ряде работ, в частности, в [10–12]. В работе [13] было введено в рассмотрение ве-
совое пространство Бергмана Bp(γ|z|, D), 1 ≤ p <∞, аналитических в единичном круге
D функций f(z), где γ|z| — положительная в области D функция. В этом простран-
стве для наилучших приближений аналитических в круге функций алгебраическими ком-
плексными полиномами получены точные неравенства через усредненные модули непре-
рывности высшего порядка производных функций в пространстве B2,γ. В дальнейшем
вопросы нахождения точных оценок для наилучших приближений аналитических функ-
ций через усредненные значения разных характеристик в весовом пространстве Бергмана
Bp(γ|z|, D), 1 ≤ p <∞, рассматривались в работах [14–16] (также см. приведенную в них
библиографию). В частности, в работе [16] получено обобщение результатов [13], а также
вычислены значения n -поперечников классов аналитических функций.

В настоящей работе для наилучших приближений аналитических в единичном кру-
ге функций алгебраическими комплексными полиномами получены точные неравенства
через усредненные значения обобщенного модуля непрерывности высших порядков про-
изводных функций в весовом пространстве Бергмана B2,µ.

1. Основные понятия

Пусть C — комплексная плоскость, D =
{
z ∈ C : |z| < 1

}
— единичный круг в этой

плоскости и U(D) — множество функций аналитических в D.
Через B2,µ, µ > −1, обозначим банахово пространство Бергмана, которое состоит из

всех функций f ∈ U(D), для которых норма

‖f‖2,µ
def
= ‖f‖B2,µ =

(∫
D

|f(z)|2dAµ(z)

)1/2

, (1.1)

конечна, где
dAµ(z) = (µ+ 1)(1− |z|2)µdA(z),

dA(z) =
1

π
dxdy — элемент площади и интеграл понимается в смысле Лебега.

Введем обозначение z = x + iy = ρeit, 0 < ρ ≤ 1, 0 < t ≤ 2π, норму (1.1) запишем в
виде

‖f‖2,µ =

( 1∫
0

(µ+ 1)(1− ρ2)µL 2
2 (ρ, f)ρdρ

)1/2

,

где

L2(ρ, f) =

(
1

π

2π∫
0

|f(ρeit)|2dt
)1/2

.
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Отметим, что если µ = 0, то пространство B2,0
def
= B2 является известным простран-

ством Бергмана.
Через Pn−1 обозначим множество всех комплексных алгебраических полиномов сте-

пени ≤ n− 1

Pn−1 =

{
pn(z) : pn(z) =

n−1∑
k=0

ak(f)zk, ak(f) ∈ C
}
.

Величина

En−1(f)2,µ = inf{‖f − pn−1‖2,µ : pn−1 ∈Pn−1} (1.2)

называется наилучшим приближением функции f ∈ B2,µ множеством Pn−1. Равен-
ством

Ωm(f, t)2,µ =

{
1

tm

t∫
0

· · ·
∫ t

0

‖∆m
h̄ f(ρeiθ)‖2

2,µdh1 . . . dhm

}1/2

, t > 0, (1.3)

где

h̄ = (h1, h2, . . . , hm), ∆m
h̄ = ∆1

h1
◦ · · · ◦∆1

hm ,

∆1
hj
f(ρeiθ) = f(ρei(θ+hj))− f(ρeiθ), j = 1,m, (1.4)

будем определять обобщенный модуль непрерывности m -го порядка функции f ∈ B2,µ

(см., например, [17,18]).
Для любых r ∈ Z+ обычную производную r -го порядка функции f(z) обозначим

через f (r)(z) = drf/dzr.

Так как функция f ∈ B2,µ аналитична в D, то из разложения f в ряд Маклорена

f(z) =
∞∑
k=0

ck(f)zk

следует, что

f (r)(z) =
∞∑
k=r

αk,rck(f)zk−r,

где

αk,r = k(k − 1)(k − 2) · · · (k − r + 1) = k!{(k − r)!}−1, k ≥ r, k ∈ N, r ∈ Z+,

ck(f) — коэффициенты Маклорена функции f.

Через B
(r)
2,µ, r ∈ Z+ обозначим множество функций f ∈ U(D) таких, что zrf (r) ∈ B2,µ.

Символ

(u)n = u(u+ 1)(u+ 2) · · · (u+ n− 1) (1.5)

называется символом Похгаммера [19].
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2. Наилучшее приближение функций в пространстве B2,µ

Лемма 2.1. Среди произвольных полиномов pn−1 ∈ Pn−1 наименьшее значение ве-
личине (1.2) в пространстве B2,µ доставляет частная сумма Тейлора Tn−1(f ; z) =
n−1∑
k=0

ck(f)zk — разложения функции f(z) в круге |z| < 1. При этом

En−1(f)2,µ =

{ ∞∑
k=n

|ck(f)|2 k!

(µ+ 2)k

}1/2

. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полагая pn−1(z) =
n−1∑
k=0

akz
k, получим

L 2
2 (ρ, f − pn−1) =

1

π

2π∫
0

∣∣f(ρeit)− pn−1(ρeit)
∣∣2 dt

=
n−1∑
k=0

|ck(f)− ak(f)|2 · ρ2k +
∞∑
k=n

|ck(f)|2 · ρ2k.

Поскольку

inf
{
L 2

2 (ρ, f − pn−1) : pn−1(z) ∈Pn−1

}
= L 2

2 (ρ, f − Tn−1(f, z)) =
∞∑
k=n

|ck(f)|2ρ2k,

то из равенства (1.2), с учетом (1.5) будем иметь

En(f)B2,µ = inf {‖f − pn−1‖2,µ : pn−1 ∈Pn−1}

=

{ 1∫
0

(µ+ 1)(1− ρ2)µL 2
2 (ρ, f − Tn−1(f ; z)) dρ

}1/2

=

{ 1∫
0

(µ+ 1)(1− ρ2)µ
( ∞∑
k=n

|ck(f)|2 · ρ2k
)
dρ

}1/2

=

{ ∞∑
k=n

|ck(f)|2 k!

(µ+ 2)k

}1/2

.

Таким образом, установлено равенство (2.1) и лемма доказана.

Теорема 2.1. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, n > r, 0 < h ≤ π/n, ϕ(t) — весовая на
(0, h) функция. Тогда для любого 0 < p ≤ ∞ справедливо неравенство

En−1(f)2,µ ≤

{ h∫
0

Ωp
m(zrf (r), t)2,µϕ(t)dt

}1/p

2m/2αn,r

{ h∫
0

(
1− sinnt

nt

)mp/2
ϕ(t)dt

}1/p
. (2.2)

Неравенство (2.2) является точным в том смысле, что существует функция f0(z) ∈
B

(r)
2,µ, для которой оно обращается в равенство.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя равенство Парсеваля к разности (1.4), получим

‖∆m
h̄ f(ρeiθ)‖2

B2,µ
= 2m

∞∑
k=0

|ck(f)|2
m∏
j=1

(1− cos khj)
k!

(µ+ 2)k
. (2.3)

Подставим соотношение (2.3) в правую часть равенства (1.3) и запишем его в виде

Ω2
m(f, t)2,µ ≥ 2m

∞∑
k=1

|ck(f)|2 k!

(µ+ 2)k

(
1− sin kt

kt

)m
. (2.4)

Легко показать, что для произвольной функции f(z) ∈ B2,µ такой, что zrf (r) ∈ B2,µ,

имеет место неравенство
En−1(zrf (r))2,µ ≥ αn,rEn−1(f)2,µ. (2.5)

Заменим в соотношении (2.4) f(z) на zrf (r)(z). Используя неравенство (2.5), равенство
(2.1), и учитывая тот факт, что (см. [20])

max {| sinu|/u : u ≥ nt} = sin(nt)/(nt), 0 < nt ≤ π/2,

получаем

Ω2
m(zrf (r), t)2,µ ≥ 2mα2

n,r

(
1− sinnt

nt

)m
E2
n(f)2,µ. (2.6)

В неравенстве (2.2) для параметра p, удовлетворяющего условию 0 < p ≤ ∞, функ-
ционал ‖Ωmϕ

1/p‖p определен соотношением

‖Ωmϕ
1/p‖p =


{ h∫

0

Ωp
m(zrf (r), t)2,µϕ(t)dt

}1/p

, 0 < p <∞,

max
{

Ωm(zrf (r), t)2,µ, t ∈ (0, h]
}
, p =∞,

и оно лишь при 1 ≤ p ≤ ∞ является нормой. Возведем обе части неравенства (2.6) в
степень p/2, результат умножим на ϕ(t) и проинтегрируем по переменной t от 0 до h,

и таким образом получим

h∫
0

Ωp
m

(
zrf (r), t

)
2,µ
ϕ(t)dt ≥ 2mp/2αpn,rE

p
n−1(f)2,µ

h∫
0

(
1− sinnt

nt

)mp/2
ϕ(t)dt.

Отсюда следует неравенство (2.2).
Чтобы доказать точность неравенства (2.2), рассмотрим функцию f0(z) = zn ∈ B

(r)
2,µ,

n ∈ N, r ∈ Z+, r < n. Для этой функции из соотношений (1.2) и (1.3) имеем

En−1(f0)2,µ =

{
n!

(µ+ 2)n

}1/2

, (2.7)

Ωm

(
zrf

(r)
0 , t

)
2,µ

= 2m/2αn,r

{
n!

(µ+ 2)n

(
1− sinnt

nt

)m}1/2

. (2.8)
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С учетом равенств (2.7) и (2.8) запишем

En−1(f0)2,µ ≤

{ h∫
0

Ωp
m(zrf

(r)
0 , t)2,µϕ(t)dt

}1/p

2m/2αn,r

{ h∫
0

(
1− sinnt

nt

)mp/2
ϕ(t)dt

}1/p

=

( h∫
0

2mp/2αpn,r

{
n!

(µ+ 2)n

(
1− sinnt

nt

)m}p/2
ϕ(t)dt

)1/p

2m/2αn,r

( h∫
0

(
1− sinnt

nt

)mp/2
ϕ(t)dt

)1/p
=
{ n!

(µ+ 2)n

}1/2

.

Из теоремы 2.1 вытекают ряд следствий.

Следствие 2.1. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ ∞, 0 < h ≤ π/n, ϕ(t) ≡ 1. Тогда

En−1(f)2,µ ≤

{ h∫
0

Ωp
m(zrf (r), t)2,µ

}1/p

2m/2αn,r

{ h∫
0

(
1− sinnt

nt

)mp/2
dt

}1/p
. (2.9)

В частности, при p = 2/m, m ∈ N из (2.9) имеем

En−1(f)2,µ ≤
1

2m/2αn,r

{
n

nh− Si(nh)

}m/2{ h∫
0

Ω2/m
m (zrf (r), t)2,µ

}m/2
. (2.10)

При h = π/n из (2.10) получаем

En−1(f)2,µ ≤
1

2m/2αn,r

{
n

π − Si(π)

}m/2{ π/n∫
0

Ω2/m
m (zrf (r), t)2,µ

}m/2
.

Следствие 2.2. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ ∞, 0 < h ≤ π/n, ϕ(t) = t. Тогда

En−1(f)2,µ ≤

{ h∫
0

tΩp
m(zrf (r), t)2,µ

}1/p

2m/2αn,r

{ h∫
0

t
(

1− sinnt

nt

)mp/2
dt

}1/p
. (2.11)
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В частности, при p = 2/m, m ∈ N из (2.11) получаем

En−1(f)2,µ ≤
nm

αn,r

{
1

n2h2 − 4 sin2 nh
2

}m/2{ h∫
0

tΩ2/m
m (zrf (r), t)2,µ

}m/2
. (2.12)

При h = π/n из (2.12) имеем

En−1(f)2,µ ≤
nm

αn,r

{
1

π2 − 4

}m/2{ π/n∫
0

tΩ2/m
m (zrf (r), t)2,µ

}m/2
.

3. Значения поперечников классов W
(r)
m,p(h,Φ) в пространстве B2,µ

Пусть S — единичный шар в пространстве B2,µ, N — выпуклое центрально-симме-
тричное подмножество из B2,µ, Λn ⊂ B2,µ — n -мерное подпространство, Λn ⊂ B2,µ —
подпространство коразмерности n, L : B2,µ → Λn — непрерывный линейный оператор
и L⊥ : B2,µ → Λn — непрерывный оператор линейного проектирования.

Величины

bn(N,B2,µ) = sup {sup {ε > 0; εS ∩ Λn+1 ⊂ N} : Λn+1 ⊂ B2,µ} ,

dn(N,B2,µ) = inf
{

sup
{

inf
{
‖f − ϕ‖B2,µ : ϕ ∈ Λn

}
: f ∈ N

}
: Λn ⊂ B2,µ

}
,

λn(N,B2,µ) = inf
{

inf
{

sup
{
‖f − Lf‖B2,µ : f ∈ N

}
: LB2,µ ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ B2,µ

}
,

dn(N,B2,µ) = inf
{

sup
{
‖f‖B2,µ : f ∈ N ∩ Λn

}
: Λn ⊂ B2,µ

}
,

Πn(N,B2,µ) = inf
{

inf
{

sup
{
‖f − L⊥f‖B2,µ : f ∈ N

}
: L⊥B2,µ ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ B2,µ

}
,

называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гельфандовским
и проекционным n -поперечниками в пространстве B2,µ.

Поскольку B2,µ является гильбертовым пространством, то между перечисленными
n -поперечниками выполняются следующие соотношения (см. [21, с. 239]):

bn(N,B2,µ) ≤ dn(N,B2,µ) ≤ dn(N,B2,µ) = λn(N,B2,µ) = Πn(N,B2,µ). (3.1)

Также полагаем
En(N) := sup{En(f) : f ∈ N}.

Пусть Φ(u) (u ≥ 0) — произвольная непрерывная возрастающая функция такая, что
Φ(0) = 0. Будем ее называть мажорантой.

Через W
(r)
m,p(h,Φ), где m, r ∈ N, 0 < p ≤ ∞, 0 < h ≤ π/n, обозначим класс функций

f ∈ B
(r)
2,µ, удовлетворяющих условию

1

h2

h∫
0

tΩp
m

(
zrf (r), t

)
2,µ
tdt ≤ Φp(u).
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Обозначим через τ∗ значение аргумента, при котором функция sin τ/τ достигает на
полусегменте [0,∞) своего наименьшего значения. Очевидно, τ∗ есть минимальный по-

ложительный корень уравнения
tg τ

τ
= 1 и 4, 49 < τ∗ < 4, 51 (см. [18]). Положим

(
1− sin τ

τ

)
∗

:=


1− sin τ

τ
, если 0 ≤ τ ≤ τ∗;

1− sin τ∗
τ∗

, если, τ ≥ τ∗.

Эта функция будет играть важную роль при нахождении значения вышеперечисленных
поперечников указанных классов функций.

Теорема 3.1. Пусть m,n, r ∈ N, 0 < p ≤ ∞ и функция Φ при любых h ∈ R+

удовлетворяет условию

( Φ(h)

Φ(π/n)

)p
≥
( π
nh

)2

nh∫
0

(
1− sin t

t

)mp/2
∗

dt

π∫
0

t
(

1− sin t

t

)mp/2
dt

. (3.2)

Тогда справедливы равенства

σn
(
W (r)
m,p(h,Φ); B2,µ

)
= En−1

(
W (r)
m,p(h,Φ)

)
=

1

2m/2αn,r

{
1

π2

π∫
0

(
1− sin t

t

)mp/2
dt

}−1/p

Φ(π/n),

где σn(·) — любой из перечисленных выше n -поперечников. Множество мажорант Φ,

для которых выполняется условие (3.2), не пусто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (2.11) при h = π/n, для любого f ∈ B
(r)
2,µ

имеем

En−1(f) ≤ 1

2m/2αn,r

{
1

π2

π∫
0

t
(

1− sin t

t

)mp/2
dt

}−1/p

·
{
n2

π2

π/n∫
0

tΩp
m

(
zrf (r), t

)
2,µ
dt

}1/p

.

Отсюда, согласно определению класса W
(r)
m,p(h,Φ) и в силу соотношения (3.1), получаем

оценку сверху для проекционного n -поперечника

Πn

(
W (r)
m,p(h,Φ); B2,µ

)
≤ En−1

(
W (r)
m,p(h,Φ)

)
≤ 1

2m/2αn,r

(
1

π2

π∫
0

t
(

1− sin t

t

)mp/2
dt

)−1/p

Φ(π/n). (3.3)

Для получения оценки снизу бернштейновского n -поперечника введем в рассмотрение
шар

Sn+1 =

{
pn ∈Pn−1 : ‖pn‖ ≤

1

2m/2αn,r

[
1

π2

π∫
0

t
(

1− sin t

t

)mp/2
dt

]−1/p

Φ(π/n)

}
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и покажем, что Sn+1 ⊂ W
(r)
m,p(h,Φ). Действительно, для любого pn(z) ∈Pn из соотноше-

ния (2.4) имеем

Ωp
m

(
zrp(r)

n , t
)

2,µ
≤ 2mp/2αpn,r

(
1− sinnt

nt

)mp/2
∗
‖pn‖p. (3.4)

Из неравенства (3.4) для произвольного полинома pn ∈ Sn+1 и любого h ∈ R+, с учетом
условия (3.2), получаем

1

h2

h∫
0

tΩp
m

(
zrp(r)

n , t
)

2,µ
dt ≤ 2mp/2 · αpn,r‖pn‖p ·

1

h2

h∫
0

t
(

1− sinnt

nt

)mp/2
∗

dt

≤
{

1

π2

π∫
0

t
(

1− sin t

t

)mp/2
dt

}−1

Φp(π/n) · 1

(nh)2

nh∫
0

t
(

1− sin t

t

)mp/2
∗

dt ≤ Φp(h),

а это и значит, что Sn+1 ⊂ W
(r)
m,p(h,Φ). Используя определение бернштейновского n -попе-

речника, с учетом соотношения (3.1), будем иметь

bn
(
W (r)
m,p(h,Φ); B2,µ

)
≥ bn(Sn+1; B2,µ)

≥ 1

2m/2αn,r

{
1

π2

π∫
0

t
(

1− sin t

t

)mp/2
dt

}−1/p

Φ(π/n). (3.5)

Из сопоставления оценки сверху (3.3) и оценки снизу (3.5) вышеперечисленных n -по-
перечников получаем утверждение теоремы 3.1.

Условие (3.2) выполняется, например, для функции (см. [22]) Φ0(t) = tλ/p, где

λ :=
π2

π∫
0

t
(

1− sin t

t

)mp/2
dt

− 2, mp/2 < α < mp.
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Аннотация. Рассматривается автономная система дифференциальных уравнений

ẋ = f(x), где x ∈ Rn,

вектор-функция f(x) и ее производные ∂fi/∂xj ( i, j = 1, . . . , n ) непрерывны. Выделены
три класса автономных систем и описаны свойства, которыми обладают решения систем
каждого класса.

Будем считать, что система относится к первому классу на множестве D ⊆ Rn, если
правые части этой системы не зависят от переменных x1, . . . , xn, то есть данная система
имеет вид ẋ = C, где C ∈ Rn, x ∈ D. Ко второму классу отнесем системы, не входящие
в первый класс, для которых выполнено условие «каждая из функций fi является воз-
растающей на множестве D ⊆ Rn по всем переменным, от которых она явным образом
зависит, за исключением переменной xi, i = 1, . . . , n ». Решения систем первого и второго
классов обладают свойством монотонности относительно начальных условий.

К третьему классу отнесем системы, не входящие в первый класс, для которых выпол-
нено условие «каждая из функций fi является убывающей на множестве D ⊆ Rn по
всем переменным, от которых она явным образом зависит, за исключением переменной
xi, i = 1, . . . , n ».

Получены условия отсутствия периодических решений для автономных систем второго
порядка, дополняющие известные условия Бендиксона. Доказано, что системы двух диф-
ференциальных уравнений всех трех указанных классов не могут иметь периодических
решений.
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Рассмотрим автономную систему дифференциальных уравнений

ẋ = f(x), (0.1)

где x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, вектор-функция f(x) и ее производные ∂fi/∂xj ( i, j = 1, . . . , n )
непрерывны. Обозначим через ϕ(t, x) =

(
ϕ1(t, x), . . . , ϕn(t, x)

)
решение данной системы,

удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x.

Выделим три класса систем дифференциальных уравнений (0.1) и опишем свойства,
которыми обладают решения (интегральные кривые) систем каждого класса.

Будем считать, что система относится к первому классу на множестве D ⊆ Rn, если
правые части этой системы не зависят от переменных x1, . . . , xn, то есть система (0.1)
имеет вид ẋ = C, где C ∈ Rn, x ∈ D. Решением данной системы является вектор-
функция ϕ(t, x(0)) = Ct + x(0). Пусть ϕ(t, x(0)) ∈ D и ϕ(t, y(0)) ∈ D при t ∈ [0, T ],

где 0 < T 6 +∞. Тогда ϕ(t, x(0))− ϕ(t, y(0)) = x(0)− y(0), то есть разность ϕ(t, x(0))−
ϕ(t, y(0)) постоянная для всех t ∈ [0, T ].

Ко второму классу отнесем системы, не входящие в первый класс, для которых на
некотором множестве D ⊆ Rn выполнено условие «каждая из функций fi является воз-
растающей на множестве D ⊆ Rn по всем переменным, от которых она явным образом
зависит, за исключением переменной xi, i = 1, . . . , n ». Свойства систем второго класса
описаны в работе [1], в которой показано, что решения систем второго класса (0.1) обла-
дают свойством монотонности относительно начальных условий. Очевидно, что свойство
монотонности также выполнено для систем первого класса.

К третьему классу отнесем системы, не входящие в первый класс, для которых вы-
полнено условие «каждая из функций fi является убывающей на множестве D ⊆ Rn по
всем переменным, от которых она явным образом зависит, за исключением переменной
xi, i = 1, . . . , n ». Показано, что системы третьего класса могут не быть монотонными
относительно начальных условий, но для них справедливо следующее свойство: «если
x(0) < y(0), то не существует точки t∗ ∈ (0,+∞), такой, что ϕ(t∗, x(0)) > ϕ(t∗, y(0)) ».
Здесь и далее неравенство x < y, записанное для векторов x ∈ Rn, y ∈ Rn, будем пони-
мать как неравенства xi < yi, i = 1, . . . , n. Аналогично, x 6 y означает, что xi 6 yi для
всех i = 1, . . . , n.

Получены условия отсутствия периодических решений для автономных систем второго
порядка, которые можно определить по свойствам правых частей уравнений. Доказано,
что системы двух дифференциальных уравнений всех трех указанных классов не могут
иметь периодических решений.

1. Свойства систем второго класса (свойство монотонности решений
относительно начальных условий)

Приведем основные результаты о свойствах решений систем второго класса.
Рассмотрим сначала линейную систему дифференциальных уравнений ẋ = Ax, где

A — постоянная матрица размеров n× n. Известно, что решение данной системы можно
записать в виде ϕ(t, x) = eAtx, где eAt — матричная экспонента. Матрица A называется
экспоненциально неотрицательной, если eAt > 0 для всех t > 0. Матрица A называется
матрицей Метцлера, если ее элементы удовлетворяют неравенствам aij > 0 при i 6= j,

i = 1, . . . , n, см. [2].
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Лемма 1.1. (см. [2]). Матрица A является экспоненциально неотрицательной тогда
и только тогда, когда она является матрицей Метцлера.

Первоначально данное утверждение, по-видимому, было доказано в работе Т. Важев-
ского [3] в 1950 году. Из леммы 1.1 очевидно следует, что если A – матрица Метцлера
и x 6 y, то ϕ(t, x) = eAtx 6 eAty = ϕ(t, y) для любого t > 0. Таким образом, линейная
система с матрицей Метцлера обладает свойством монотонности решений.

Условия, при которых справедливо свойство монотонности решений нелинейной систе-
мы (0.1), исследовались в работе [1]. В ней, в частности, показано, что свойство монотон-
ности выполнено для любого дифференциального уравнения вида (0.1).

Напомним, что множество D ⊆ Rn называется положительно инвариантным отно-
сительно системы (0.1), если для любой начальной точки x(0) ∈ D траектория решения
ϕ(t, x(0)) содержится в D.

Теорема 1.1. (см. [1]). Пусть выполнены следующие условия:
1) множество D ⊆ Rn положительно инвариантно относительно системы (0.1);
2) каждая из функций fi является возрастающей на множестве D по всем пе-

ременным, от которых она явным образом зависит, за исключением переменной xi,

i = 1, . . . , n;

3) x(0) ∈ D, y(0) ∈ D и x(0) 6 y(0).

Тогда ϕ(t, x(0)) 6 ϕ(t, y(0)) для всех t > 0.

З а м е ч а н и е 1.1. Если система (0.1) линейная и выполнены условия теоремы 1.1,
то матрица A данной системы является матрицей Метцлера.

Следствие 1.1. Предположим, что множество D ⊆ Rn положительно инвари-

антно относительно системы (0.1) и
∂fi
∂xj

> 0 либо
∂fi
∂xj

= 0 для всех x ∈ D, i 6= j,

i, j = 1, . . . , n. Тогда, если x(0) ∈ D, y(0) ∈ D и x(0) 6 y(0), то ϕ(t, x(0)) 6 ϕ(t, y(0))

для всех t > 0.

Отметим, что свойство монотонности, сформулированное в теореме 1.1, важно для
решения многих прикладных задач, среди которых задачи оценки характеристик добычи
возобновляемого ресурса, см. [4–6].

2. Свойства систем третьего класса

Системы третьего класса могут не обладать свойством монотонности относительно
начальных условий, которое выполнено для систем первого и второго классов (см. ниже
пример 2.1). Покажем, что для этих систем справедливо другое свойство, представленное
в следующем утверждении.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия:
1) множество D ⊆ Rn положительно инвариантно относительно системы (0.1);
2) каждая из функций fi является убывающей на множестве D по всем перемен-

ным, от которых она явным образом зависит, за исключением переменной xi,

i = 1, . . . , n;

3) x(0) ∈ D, y(0) ∈ D и x(0) < y(0).

Тогда не существует точки t∗ ∈ (0,+∞), такой, что ϕ(t∗, x(0)) > ϕ(t∗, y(0)).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем в рассмотрение функции

Ri(t) = Ri(t, x(0), y(0))
.
= ϕi(t, x(0))− ϕi(t, y(0)), i = 1, . . . , n, (2.1)

которые непрерывны по t как разность непрерывных функций. Заметим, что Ri(0) =

xi(0)− yi(0).

Если x(0) < y(0), то Ri(0, x(0), y(0)) < 0, i = 1, . . . , n. Предположим, что утверждение
теоремы не верно, тогда существует t∗ ∈ (0,+∞), такое, что ϕi(t

∗, x(0)) > ϕi(t
∗, y(0)),

i = 1, . . . , n, то есть Ri(t
∗, x(0), y(0)) > 0 для всех i = 1, . . . , n.

Следовательно, найдутся t∗i ∈ (0, t∗) такие, что Ri(t
∗
i , x(0), y(0)) = 0, i = 1, . . . , n.

Пусть
τi = sup

{
t ∈ (0, t∗) : Ri(t, x(0), y(0)) = 0

}
, τ = max{τ1, . . . , τn}.

Из выбора точки τ следует, что Ri(t, x(0), y(0)) > 0 при всех t ∈ (τ, t∗). Поскольку
τi ∈ (0, t∗), то τ ∈ (0, t∗).

Пусть δ ∈ (0,∆], где ∆ = t∗− τ. Переходя от системы дифференциальных уравнений
(0.1) к интегральным уравнениям, получаем

ϕi(τ + δ, x(0)) = ϕi(τ, x(0)) +

∫ τ+δ

τ

fi
(
ϕ(s, x(0))

)
ds, i = 1, . . . , n. (2.2)

Определим непустое множество I(τ) как множество индексов i ∈ {1, . . . , n} таких, что
Ri(τ, x(0), y(0)) = 0. Заметим, что I(τ) 6= {1, . . . , n}, поскольку траектории с началом в
точках x(0) < y(0) не могут прийти за время τ в одну и ту же точку. Рассмотрим функции

Fi(t, x(0), y(0))
.
= fi

(
ϕ(t, x(0))

)
− fi

(
ϕ(t, y(0))

)
, i = 1, . . . , n.

Из равенства (2.2) получаем, что для всех i ∈ I(τ) и всех δ ∈ (0,∆] выполнено∫ τ+δ

τ

Fi(s, x(0), y(0))ds = ϕi(τ + δ, x(0))− ϕi(τ, x(0))− ϕi(τ + δ, y(0)) + ϕi(τ, y(0))

= Ri(τ + δ, x(0), y(0)) > 0. (2.3)

Отметим, что из непрерывности подинтегральной функции для всех i ∈ I(τ) следует
неравенство Fi(τ, x(0), y(0)) > 0, то есть

fi
(
ϕ(τ, x(0))

)
> fi

(
ϕ(τ, y(0))

)
, i ∈ I(τ). (2.4)

Теперь возможны следующие два случая, в первом из которых хотя бы одна из функ-
ций fi, i ∈ I(τ) зависит от некоторой переменной xj, j 6∈ I(τ). Пусть это будет функция
fk, k ∈ I(τ), тогда ϕi(τ, x(0)) = ϕi(τ, y(0)) для всех i ∈ I(τ), ϕi(τ, x(0)) > ϕi(τ, y(0)) при
i 6∈ I(τ) и из второго условия теоремы следует fk

(
ϕ(τ, x(0))

)
< fk

(
ϕ(τ, y(0))

)
. Получили

противоречие с (2.4).
Во втором случае все функции fi, i ∈ I(τ) не зависят от переменных xi, i ∈ J(τ).

Тогда
ϕi(τ, x(0)) = ϕi(τ, y(0)) для всех i ∈ I(τ), (2.5)

и можно выделить из исходной системы (0.1) отдельную подсистему, в которую входят
только уравнения с xi, i ∈ I(τ). Поэтому из (2.5) следует равенство

ϕi(t, x(0)) = ϕi(t, y(0)) для всех t ∈ R, i ∈ I(τ),

из которого получаем fi
(
ϕ(s, x(0))

)
−fi
(
ϕ(s, y(0)) ≡ 0, i ∈ I(τ), что противоречит (2.3).
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Следствие 2.1. Предположим, что множество D ⊆ Rn положительно инвари-

антно относительно системы (0.1) и
∂fi
∂xj

< 0 либо
∂fi
∂xj

= 0 для всех x ∈ D, i 6= j,

i, j = 1, . . . , n. Тогда, если x(0) ∈ D, y(0) ∈ D и x(0) < y(0), то не существует точки
t∗ ∈ (0,+∞), такой, что ϕ(t∗, x(0)) > ϕ(t∗, y(0)).

П р и м е р 2.1. Рассмотрим свойства линейной системы третьего класса{
ẋ1 = 2x1 − x2,

ẋ2 = −3x1 + 4x2.
(2.6)

Решением системы является функция ϕ(t, x(0)) = (ϕ1(t, x(0)), ϕ2(t, x(0))), где

ϕ1(t, x(0)) =
3x1(0) + x2(0)

4
et +

x1(0)− x2(0)

4
e5t,

ϕ2(t, x(0)) =
3x1(0) + x2(0)

4
et − 3x1(0)− 3x2(0)

4
e5t.

Выпишем функции Ri(t) = Ri(t, x(0), y(0)), i = 1, 2, заданные равенством (2.1):

R1(t) =
3R1(0) +R2(0)

4
et +

R1(0)−R2(0)

4
e5t =

R1(0)

4
(3et + e5t) +

R2(0)

4
(et − e5t),

R2(t) =
3R1(0) +R2(0)

4
et − 3R1(0)− 3R2(0)

4
e5t =

3R1(0)

4
(et − e5t) +

R2(0)

4
(et + 3e5t).

(2.7)

Покажем, что для данной системы не выполнено свойство монотонности решений от-
носительно начальных условий, которым обладают системы первого и второго классов.
Пусть, например, x(0) = (1, 1), y(0) = (5, 9), тогда R1(0) = −4, R2(0) = −8. Из (2.7)
найдем R1(t) = e5t − 5et, R2(t) = −5et − 3e5t. Следовательно,

ϕ1(t, x(0)) > ϕ1(t, y(0)) при t > 0, 25 ln 5; ϕ2(t, x(0)) < ϕ2(t, y(0)) при всех t > 0.

Отметим, что для решений системы (2.6) выполнено свойство, доказанное в теореме 2.1.
Действительно, пусть x(0) < y(0), тогда R1(0) < 0, R2(0) < 0. Если R1(0) 6 R2(0), то
из (2.7) следует, что R1(t) 6 R2(0)et < 0 при t > 0, то есть x1(t) < y1(t) для всех t > 0.

Если R1(0) > R2(0), то R2(t) < R1(0)et < 0 при t > 0, то есть x2(t) < y2(t) для всех
t > 0. Таким образом, если x(0) < y(0), то не существует точки t∗ ∈ (0,+∞), для которой
ϕ(t∗, x(0)) > ϕ(t∗, y(0)).

Системы второго и третьего классов в популяционной динамике двух видов
Пусть численности видов равны x1 > 0 и x2 > 0, тогда в соответствии с гипотезами

Вольтерра модели взаимодействия двух видов могут быть описаны системой уравнений:{
ẋ1 = a1x1 + b12x1x2 − c1x21,
ẋ2 = a2x2 + b21x1x2 − c2x22.

(2.8)

Здесь параметры ai > 0 являются постоянными собственной скорости роста видов,
ci > 0 — постоянные самоограничения численности (внутривидовой конкуренции), bij —
постоянные взаимодействия видов, i, j = 1, 2. Знаки коэффициентов bij определяют тип
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взаимодействия, которые классифицированы Е. Одумом по результатам изменения чис-
ленности каждого вида в присутствии другого вида. Свойства решений системы (2.8) при
различных типах взаимодействий подробно изложены в [7, с. 143–157].

Среди систем вида (2.8) нет систем первого класса, поскольку ai > 0, ci > 0,

i = 1, 2. К системам второго класса относятся системы вида (2.8), для которых выполнены
следующие неравенства: b12 > 0, b21 > 0 (модель симбиоза по классификации Е. Одума),
b12 > 0, b21 = 0 (комменсализм), b12 = 0, b21 = 0 (нейтрализм). Системами третье-
го класса являются системы, для которых b12 < 0, b21 < 0 (модель конкуренции) или
b12 = 0, b21 < 0 (аменсализм). Система «хищник-жертва», для которой b12 > 0, b21 < 0,

не относится к трем рассмотренным классам и имеет периодические решения.

3. Условия отсутствия периодических решений для автономных систем
второго порядка

Вопросам существования периодических и почти-периодических решений для различ-
ных дифференциальных уравнений и систем посвящено множество исследований, среди
которых работы [8–10].

В данном разделе получены условия отсутствия периодических решений, которые мож-
но определить по свойствам правых частей систем второго порядка

ẋ1 = P (x1, x2), ẋ2 = Q(x1, x2). (3.1)

Одним из таких условий является известный критерий Бендиксона: «Если в односвязной
области D частные производные от функций P (x1, x2) и Q(x1, x2) непрерывны, и выра-

жение
∂P

∂x1
+
∂Q

∂x2
сохраняет знак и не тождественно обращается в нуль, то в области D

не содержится замкнутых решений» [11, с. 142].
Докажем свойство, верное для системы второго порядка (3.1), принадлежащей одному

из трех описанных классов.

Теорема 3.1. Пусть для системы (3.1) в области D выполнено хотя бы одно из
условий:

∂P

∂x2
· ∂Q
∂x1

> 0,
∂P

∂x2
≡ 0,

∂Q

∂x1
≡ 0. (3.2)

Тогда в области D система (3.1) не имеет периодических решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условий (3.2) следует, что система второго порядка (3.1)
принадлежит одному из трех рассмотренных классов, тогда для нее справедливы утвер-
ждения теоремы 1.1 или теоремы 2.1. Предположим, что утверждение теоремы 3.1 не
верно. Тогда данная система имеет периодическое решение, которое обозначим ϕ0(t), а
его траекторию обозначим γ0.

Рассмотрим случай, когда движение по циклу идет по часовой стрелке. Определим
прямые x1 = `1 и x1 = `2, которые являются вертикальными касательными к траектории
γ0, такие, что `1 < `2, левее прямой x1 = `1 и правее прямой x1 = `2 нет точек данной
траектории. Выберем точки x(0) и x(t∗) на кривой γ0, так, что x1(0) = `1, x1(t

∗) = `2;

тогда на кривой γ0 найдутся точки y(0) и y(t∗) = ϕ0(t
∗, y(0)) такие, что y(0) > x(0) и

y(t∗) < x(t∗). Следовательно, существует t∗ > 0, такое, что Ri(0) < 0, Ri(t
∗) > 0 при

i = 1, 2. Получили противоречие, так как последнее свойство не может выполняться для
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систем первых трех классов. Аналогичное доказательство справедливо в случае, когда
движение по циклу идет против часовой стрелки (здесь нужно построить горизонтальные
касательные к периодической траектории).

З а м е ч а н и е 3.1. Если линейная система второго порядка ẋ = Ax принадлежит
второму или третьему классу, то собственные значения матрицы A вещественные. Сле-
довательно, особая точка x = 0 не может быть фокусом или центром.

П р и м е р 3.1. Приведем следствие теоремы 3.1 для уравнения нелинейных колеба-
ний

d2x

dt2
+ f(x)

dx

dt
+ g(x) = 0, (3.3)

где функции f(x) и g(x) непрерывно дифференцируемы. Отметим, что достаточные усло-
вия для того, чтобы уравнение (3.3) имело устойчивый предельный цикл, получены в
работе А.Ф. Филиппова [9].

Следствие 3.1. Если в некоторой области D ⊆ R2 выполнено неравенство

f ′(x1)x2 + g′(x1) < 0, (3.4)

то в этой области нет периодических решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим систему, соответствующую данному уравнению

ẋ1 = x2, ẋ2 = −f(x1)x2 − g(x1).

Найдем
∂P

∂x2
= 1,

∂Q

∂x1
= −f ′(x1)x2 − g′(x1); поэтому при выполнении неравенства (3.4)

указанная система относится ко второму классу. В силу теоремы 3.1 данная система не
может иметь периодических решений в области G.
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Введение

Построением и исследованием математических моделей колебаний движущихся вязко-
упругих материалов занимались многие исследователи. В работе [1] рассмотрены моде-
ли, в которых учитываются вязкоупругие эффекты. В этой работе исследованы модель
Кельвина–Фойгта колебаний линейной пружины с амортизатором и модель упругих ко-
лебаний вязкоупругого полотна, выведено дифференциальное уравнение колебаний этого
полотна и приведены численные схемы для построения приближенного решения соответ-
ствующей начально-краевой задачи. В работах [2, 3] выполнено исследование устойчиво-
сти гармонического режима движения вязкоупругого полотна при условии погружения
движущегося полотна в жидкую и воздушную среды. В работе [4] выполнена система-
тизация результатов моделирования движения вязкоупругих материалов при различных
предположениях, проведено исследование устойчивости колебаний и рассмотрены некото-
рые задачи управления колебаниями. В [5] с помощью метода разложения по малому па-
раметру и применения преобразования Фурье проведено исследование частот поперечных
колебаний вязкоупругой балки и установлено существенное влияние на характер колеба-
ний, слагаемых с производной по времени. В работе [6] с применением техники комплекс-
ных уравнений на собственные значения выполнен анализ динамических характеристик
и устойчивости движения при условии наличия пьезоэлектрических слоев, с помощью
численных методов построены области устойчивости и неустойчивости колебаний. Авто-
ры работ [7,8] рассмотрели нелинейные модели движения упругого полотна и для такого
случая выполнили численный расчет областей устойчивости и неустойчивости движения.

Отметим также некоторые приложения, где возникает уравнение вязкоупругих коле-
баний. В статье [9] рассмотрена задача о флаттере вязкоупругих прямоугольных пластин
и цилиндрических панелей с сосредоточенными массами в геометрически нелинейной по-
становке. Необходимость изучения данных флаттеров обусловлена тем, что конструкции
такого типа, которые изготовлены из современных композиционных материалов, исполь-
зуются в авиационной промышленности. А в этой области особо важными вопросами явля-
ются вопросы прочности, демпфирования колебаний и динамической устойчивости. Для
решения рассматриваемой задачи в [9] предложен численный метод, который основан на
методе Бубнова–Галеркина. Работы [10, 11] посвящены исследованию колебаний вязко-
упругих панелей. В основе численных алгоритмов в цитируемых работах также лежит
метод Бубнова–Галеркина. Отметим, что идея применения метода Бубнова–Галеркина
для численного решения и исследования уравнений вязкоупругих колебаний оказывается
весьма плодотворной.

Для исследования решений краевых задач широко применяются асимптотические и
приближенные методы, что позволяет получить аппроксимации точного решения. Причем
непосредственно явные формулы, которые определяют решение начально-краевой задачи
для уравнения колебаний вязко-упругого полотна, в известных источниках не приводятся.
В данной работе реализован прием построения явного решения, который изложен в [12].
Стоит обратить внимание, что для исследуемой краевой задачи в общем случае закон со-
хранения энергии не выполняется. Рассматриваемое линейное уравнение пятого порядка
по пространственной переменной содержит смешанные производные по времени и про-
странственной переменной. Этот факт значительно затрудняет получение решения в виде
ряда Фурье по системе собственных функций некоторой краевой задачи.
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1. Основные понятия

Пусть функция u(x, t) ∈ C5,2 ((0, l)× [0, T ]) , здесь l > 0, T > 0, то есть рассматрива-
емая функция имеет производные до пятого порядка включительно по пространственной
переменной x, производные до второго порядка включительно по t и все смешанные
производные по x и t до пятого порядка включительно. А именно, определены функции
∂n+ku
∂xn∂tk

, где k ∈ {0, 1, 2}, max
n≥0

(n+ k) = 5. Для удобства будем обозначать

∂n+ku

∂xn∂tk
= uxx . . . x︸ ︷︷ ︸

n

tt . . . t︸ ︷︷ ︸
k

.

Математической моделью колебаний, которые возникают при движении вязкоупругих
панелей (см. [4]), является начально-краевая задача для обезразмеренного уравнения

utt + 2cuxt + γαuxxxxt + (c2 − 1)uxx + αuxxxx + γαcuxxxxx = 0, (1.1)

u|x=0 = uxx|x=0 = u|x=l = uxx|x=l = 0, (1.2)

u|t=0 = u0(x), ut|t=0 = u1(x). (1.3)

Здесь α — безразмерный коэффициент упругости, c — безразмерная скорость продоль-
ного движения панели с ограничением c < 1 и γ — безразмерное время запаздывания.
Далее, если иное не оговорено, везде будем считать, что u — решение исходной началь-
но-краевой задачи (1.1)–(1.3).

Определим линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами
соотношением

L (·) = (·)tt + 2c (·)xt + γα (·)xxxxt + (c2 − 1) (·)xx + α (·)xxxx + γαc (·)xxxxx (1.4)

и запишем уравнение (1.1) в операторном виде Lu = 0. Сформулируем вспомогательное
утверждение об операторе L.

Символом (·, ·) будем обозначать «обычное» скалярное произведение, определяемое,
как интеграл от произведения функций.

Утверждение 1.1. Пусть ω, v ∈ C5,2 ((0, l)× [0, T ]) — функции, удовлетворяющие
краевым условиям (1.2). Тогда

(Lω, v) =

T∫
0

l∫
0

(ωttv − 2cωtvx + γαωxxtvxx −
(
c2 − 1

)
ωxvx + αωxxvxx + γαcωxxxvxx) dxdt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применение формулы интегрирования по частям по про-
странственной переменной x, с учетом краевых условий (1.2), непосредственно дает тре-
буемое соотношение.

О п р е д е л е н и е 1.1. Функцию E(τ), определяемую соотношением

E(τ) =
1

2

l∫
0

(
u2t (x, τ) + (1− c2)u2x(x, τ) + αu2xx(x, τ)

)
dx, (1.5)

будем называть энергией движущегося полотна в момент времени τ ≥ 0.
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Энергия E(τ) обладает следующим свойством.

Утверждение 1.2. Пусть функция E(τ) определена соотношением (1.5). Тогда при
любом τ ≥ 0 имеет место равенство

E(τ) + γα

τ∫
0

l∫
0

utxx (ut + cux)xx dxdt = E(0). (1.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим утверждение 1.1, в котором положим ω = u,

v = ut, T = τ. Таким образом, так как Lu = 0, получим

0 = (Lu, ut) =

τ∫
0

l∫
0

(uttut − 2cututx + γαu2xxt − (c2 − 1)uxutx + αuxxutxx + γαcuxxxutxx) dxdt

=

τ∫
0

l∫
0

(1
2

(
u2t +

(
1− c2

)
u2x + αu2xx

)
t
+ γαutxx (ut + cux)xx

)
dxdt

= E(τ)− E(0) + γα

τ∫
0

l∫
0

utxx (ut + cux)xx dxdt.

З а м е ч а н и е 1.1. Согласно доказанному предложению, закон сохранения энергии
в общем случае не выполняется.

Естественно, следующим шагом выделим класс решений, который обеспечивает вы-
полнение закона сохранения энергии.

Теорема 1.1. Пусть решение u(x, t) задачи (1.1)–(1.3) существует и имеет вид

u(x, t) = T (t)X(x), (1.7)

где X(x) — комплекснозначная функция вещественной переменной. Тогда, если

l∫
0

(X ′′)
2
dx = 0, (X ′′(l))

2 − (X ′′(0))
2
= 0, (1.8)

то имеет место закон сохранения энергии, то есть E(τ) = E(0) при любом τ > 0

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через I интеграл в тождестве (1.6) и вычислим
его. Получим

I =

τ∫
0

l∫
0

utxx (ut + cux)xx dxdt

=

τ∫
0

l∫
0

(
((T (t)X(x))xxt)

2 + c (T (t)X(x))xxt (T (t)X(x))xxx
)
dxdt
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=

τ∫
0

(T ′)
2
dt

l∫
0

(X ′′)
2
dx+ c

τ∫
0

TT ′ dt

l∫
0

X ′′X ′′′ dx

=

τ∫
0

(T ′)
2
dt

l∫
0

(X ′′)
2
dx+

c

4

(
T 2(τ)− T 2(0)

) (
(X ′′(l))2 − (X ′′(0))2

)
Теперь замечаем, что при выполнении условий (1.8) теоремы имеем I = 0, что обеспечи-
вает равенство E(τ) = E(0) для любого τ > 0.

Из доказанной теоремы получаем условия единственности решения рассматриваемой
начально-краевой задачи.

Следствие 1.1. Если решение задачи (1.1)–(1.3) существует, то при выполнении
условий теоремы 1.1 это решение единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть функции v1(x, t), v2(x, t) являются решениями зада-
чи (1.1)–(1.3) и v1(x, t) 6= v2(x, t). Тогда функция u(x, t) = v1(x, t) − v2(x, t) является
решением уравнения (1.1), удовлетворяет краевым условиям (1.2) и начальным условиям
(1.3) с начальными значениями u0(x) = u1(x) = 0. Поэтому при выполнении условий тео-
ремы 1.1 для любого τ ≥ 0 выполнено E(τ) = E(0). Отсюда по формуле (1.5) получаем,
что u(x, t) = 0 и v1(x, t) = v2(x, t).

С в о й с т в о 1.1. Пусть X1(x), X2(x) — вещественнозначные функции веществен-
ной переменной. Пусть, далее, X(x) = X1(x) + iX2(x). Тогда для выполнения условия
(1.8) необходимо

l∫
0

(
(X ′′1 (x))

2 − (X ′′2 (x))
2
)
dx+ 2i

l∫
0

X ′′1 (x)X
′′
2 (x) dx = 0.

П р и м е р 1.1. При X1(x) = cos πn
l
x, X2(x) = sin πn

l
x, n ∈ Z, имеем X(x) = ei

πn
l
x,

и условие (1.8) из теоремы 1.1 выполнено.

2. Основные результаты. Явное решение.

Теперь определим точный вид решения задачи (1.1)–(1.3). Воспользуемся подходом,
предложенным в работе [12].

Пусть u = T (t)eλx. После подстановки этой функции в уравнение (1.1), сокращения
на общий множитель и группировки слагаемых получаем

T ′′ + (2c+ γαλ3)λT ′ + (c2 − 1 + αλ2 + γαcλ3)λ2T = 0. (2.1)

Уравнение (2.1) является линейным дифференциальным уравнением второго порядка с
постоянными коэффициентами относительно неизвестной функции T (t). Составим для
этого уравнения характеристическое уравнение

µ2 + (2c+ γαλ3)λµ+ (c2 − 1 + αλ2 + γαcλ3)λ2 = 0.
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Корни этого уравнения определяются формулой

µ1,2 = λ
(
− c− γα

2
λ3 ±

√
1− αλ2 +

(γα
2
λ3
)2)

. (2.2)

Рассмотрим нерезонансный случай, а именно, µ1 6= µ2. Тогда можно выписать решение
для уравнения (2.1) в виде линейной комбинации экспонент

T (t) = eλ(−c−
γα
2
λ3)t
(
C1e

λ
√

1−αλ2+( γα2 λ3)
2
t + C2e

−λ
√

1−αλ2+( γα2 λ3)
2
t
)
,

и функция u(x, t) определяется формулой

u(x, t) =
(
C1e

λ
√

1−αλ2+( γα2 λ3)
2
t + C2e

−λ
√

1−αλ2+( γα2 λ3)
2
t
)
eλ(x−(c+

γα
2
λ3)t). (2.3)

Положим

σ(λ) =

√
1− αλ2 +

(γα
2
λ3
)2
, (2.4)

и в частном случае при λ = iπn
l
, n ∈ N обозначим

σn = σ
(
i
πn

l

)
=

√
1 + α

(πn
l

)2(
1− αγ2

4

(πn
l

)4 )
. (2.5)

С учетом обозначения (2.4) искомое решение определяется формулой

u(x, t) =
(
C1e

λσ(λ)t + C2e
−λσ(λ)t) eλ(x−(c+ γα

2
λ3)t). (2.6)

П р и м е р 2.1. Используя пример 1.1, по формуле (2.6) при λ = iπn
l
, n ∈ N, получим

u(x, t) =
(
C1e

−πn
l
σnt + C2e

πn
l
σnt
)
e
iπn
l

(
x−
(
c− γα

2 (
πn
l )

3
)
t
)
.

Обратим внимание на выражения в показателях экспонент в примере 2.1. Заметим,
что лишь конечное число значений σn будут вещественными, то есть существует такое
N ∈ N, что при всех n > N число σn ∈ C будет чисто мнимым. Этот факт позволяет
сделать вывод о качественном поведении колебательного процесса. Для действительной
части < коэффициента при t, когда σn — чисто мнимое комплексное число, имеем

<
(
λσn −

γα

2
λ4 − icλ

)
=
πn

l

√∣∣∣∣1 + α
(πn
l

)2 (
1− αγ2

4

(πn
l

)4 )∣∣∣∣− γα

2

(πn
l

)4
.

А так как вещественная функция G(z) = z
√∣∣1 + αz2

(
1− αγ2

4
z4
)∣∣− γα

2
z4 при больших зна-

чениях аргумента z положительна, то решение дифференциального уравнения содержит
растущую по модулю экспоненту при увеличении аргумента t.

Далее, для уравнения (1.1) с начальными условиями экспоненциального вида построим
решения в виде функционального ряда. Пусть A1, A2, a — некоторые числа, быть может,
и комплексные. Начальные условия (1.3) определим выражениями

u|t=0 = A1e
ax, ut|t=0 = A2e

ax. (2.7)
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Корни характеристического уравнения (2.2) обозначим µ1 = µ1(λ), µ2 = µ2(λ). Со-
гласно формуле (2.3)

u(x, t) = C1e
µ1t+λx + C2e

µ2t+λx.

Определим неизвестные параметры C1, C2 таким образом, чтобы условие (2.7) было
выполнено. Положим λ = a. Тогда u(x, 0) = (C1 + C2)e

ax и ut(x, 0) = (C1µ1 + C2µ2)e
ax.

Далее, получим систему уравнений для нахождения параметров C1 и C2{
C1 + C2 = A1

C1µ1 + C2µ2 = A2

,

решив которую, получаем

C1 =
A1µ2 − A2

µ2 − µ1

, C2 =
A2 − A1µ1

µ2 − µ1

.

Итак, решение уравнения (1.1) с начальными условиями (2.7) определяется формулой

u(x, t) =
eax
(
(A1µ2(a)− A2)e

µ1(a)t + (A2 − A1µ1(a))e
µ2(a)t

)
µ2(a)− µ1(a)

.

Если начальные условия представляют собой линейную комбинацию экспонент

u|t=0 =
∑
n

A1ne
anx, ut|t=0 =

∑
n

A2ne
anx, (2.8)

то в силу линейности уравнения (1.1) решение определяется формулой

u(x, t) =
∑
n

eanx
(
(A1nµ2(an)− A2n) e

µ1(an)t + (A2n − A1nµ1(an)) e
µ2(an)t

)
µ2(an)− µ1(an)

. (2.9)

Рассмотрим неоднородное уравнение с правой частью специального вида

Lu = F (t)eρx, (2.10)

здесь выражение Lu определяется формулой (1.4), а начальные условия (1.3) являются
тривиальными

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0.

Будем искать решение в виде u(x, t) = T (t)eρx. Тогда после подстановки в (2.10) и сокра-
щения на общий множитель получаем

T ′′ + (2c+ γαρ3)ρT ′ + (c2 − 1 + αρ2 + γαcρ3)ρ2T = F (t).

После применения стандартного метода вариации постоянных для этого неоднородного
уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами получаем решение

T (t) =
1

µ2(ρ)− µ1(ρ)

t∫
0

(
eµ2(ρ)(t−τ) − eµ1(ρ)(t−τ)

)
F (τ)dτ.
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Теперь можем написать решение уравнения (2.10)

u(x, t) =
eρx

µ2(ρ)− µ1(ρ)

t∫
0

(
eµ2(ρ)(t−τ) − eµ1(ρ)(t−τ)

)
F (τ)dτ

Если же правая часть уравнения имеет вид
∑
n

Fn(t)e
ρnx, то, в силу линейности опера-

тора L, решение определяется формулой

u(x, t) =
∑
n

eρnx

µ2(ρn)− µ1(ρn)

t∫
0

(
eµ2(ρn)(t−τ) − eµ1(ρn)(t−τ)

)
Fn(τ)dτ.

Далее, рассмотрим случай совпадения корней характеристического уравнения. Будем
считать, что µ1 ≡ µ2 и λ 6= 0. Тогда дискриминант характеристического уравнения
обращается в ноль, то есть

1− αλ2 +
(γα

2

)2
λ6 = 0, (2.11)

а корень характеристического уравнения равен

µ = µ(λ) = −λ
(
c+

γα

2
λ3
)
.

В этом случае функция T (t) будет определяться формулой

T (t) = (C1 + C2t)e
µt,

и поэтому решением однородного уравнения (1.1) будет функция

u(x, t) = (C1 + C2t)e
µ(λ)t+λx. (2.12)

Определим решение начальной задачи для однородного уравнения (1.1) с начальными
условиями (2.7), при этом предполагаем параметр a таковым, что при λ = a выполняется
условие (2.11). Тогда

u(x, 0) = C1e
ax = A1e

ax, ut(x, 0) = (µC1 + C2)e
ax = A2e

ax.

Отсюда сразу получаем, что

C1 = A1, C2 = A2 − A1µ.

Подставляя найденные значения в (2.12), получаем точное решение

u(x, t) = (A1 + (A2 − A1µ(a))t) e
µ(a)t+ax.

Уравнение (2.11) имеет ровно 6 комплексных корней с учетом их кратностей. Пусть
все корни различны. Тогда, если начальные условия представляют собой сумму экспонент

u|t=0 =
6∑

n=1

A1ne
anx, ut|t=0 =

6∑
n=1

A2ne
anx,
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где an — корни уравнения (2.11), то аналогично (2.9) получаем

u(x, t) =
6∑

n=1

(A1n + (A2n − A1nµ(an))t) e
µ(an)t+anx.

Рассмотрим далее неоднородное уравнение (2.10) с тривиальными начальными усло-
виями. Будем считать, что ρ — корень уравнения (2.8). Применим метод вариации посто-
янных. Пусть

T (t) = (C1(t) + C2(t)t)e
µt,

где

C1(t) = −
t∫

0

τF (τ)dτ, C2(t) =

t∫
0

F (τ)dτ.

Искомая функция определяется формулой

u(x, t) = eµ(ρ)t+ρx
t∫

0

(t− τ)F (τ)dτ.

Теперь, если правая часть уравнения (2.10) имеет вид
6∑

n=1

Fn(t)e
ρnx, где ρn — корни

уравнения (2.11), то

u(x, t) =
6∑

n=1

eµ(ρn)t+ρnx
t∫

0

(t− τ)Fn(τ)dτ.

П р и м е р 2.2. Рассмотрим набор функций Xj(x) = sin
(
πj
l
x
)
, где j ∈ N. Легко

проверяется, что они удовлетворяют краевым условиям (1.2). Пусть, далее, функции в
начальном условии (1.3) разлагаются в сходящийся ряд Фурье, то есть

u0(x) =
∞∑
j=1

u0jXj(x), u1(x) =
∞∑
j=1

u1jXj(x), (2.13)

где u0j =
(u0(x),Xj(x))

‖Xj(x)‖2 , u1j =
(u1(x),Xj(x))

‖Xj(x)‖2 . В силу формулы Эйлера из (2.13) получаем

u0(x) =
∞∑
j=1

u0j
2i
e
πj
l
x −

∞∑
j=1

u0j
2i
e−

πj
l
x, u1(x) =

∞∑
j=1

u1j
2i
e
πj
l
x −

∞∑
j=1

u1j
2i
e−

πj
l
x.

Для функции такого вида можно предъявить решение уравнения (1.1) в виде ряда.

В случае неоднородного уравнения (см. (2.10)), если F (x, t) =
∞∑
j=1

Fj(t)Xj(x), то также

правую часть можно представить в виде

F (x, t) =
∞∑
j=1

Fj(t)

2i
e
πj
l
x −

∞∑
j=1

Fj(t)

2i
e−

πj
l
x,

для которой можно предъявить частное решение u(x, t).
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3. Заключение.

Описанный в работе метод построения решений начально-краевых задач может быть
использован для построения решений в виде рядов Фурье линейных задач математической
физики, которые содержат смешанные производные по временной и пространственным пе-
ременным. Также, в дальнейшем, с использованием найденного в работе решения можно
исследовать задачу оптимального управления колебаниями, возникающими в вязкоупру-
гом полотне.
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Введение

Тейлоровские коэффициенты функции f(z) будем обозначать {f}n, n ∈ {0} ∪ N.
Классом B будем называть множество, состоящее из голоморфных в открытом еди-

ничном круге ∆ функций f, таких, что 0 < |f(z)| 6 1, z ∈ ∆.

В 1968 г. Ян Кшиж предположил [1,2], что если f ∈ B, то

|{f}n| 6 2/e, n ∈ N,

причем равенство достигается только на функциях вида eiψF (eiϕzn, 1), где

F (z, t) := e−t
1−z
1+z = e−t + 2te−tz + 2t(t− 1)e−tz2 + . . . , ϕ, ψ ∈ R, t ∈ [0,+∞).

Это предположение мы будем называть гипотезой Кшижа, а задачу о точной оценке
|{f}n|, n ∈ N, на классе B — проблемой Кшижа.

Гипотеза Кшижа привлекает внимание ряда математиков. В настоящее время она дока-
зана до пятого тейлоровского коэффициента включительно [3]. Существование экстрема-
лей в этой задаче очевидно, поскольку после присоединения к классу B функции f(z) ≡ 0

получается компактное в себе семейство функций (в топологии локально равномерной схо-
димости).

Поскольку класс B инвариантен относительно вращений в плоскости переменной w

(w = f(z) ), то можно ограничиться изучением функций, для которых f(0) > 0. Так как
0 < {f}0 6 1, то можно положить {f}0 = e−t, где параметр t ∈ [0,+∞). Эти подклассы
обозначим через Bt. Как известно из теории подчиненных функций [4], каждую функцию
класса Bt можно представить в виде

f(z) = e−t
1−ω(z)
1+ω(z) , ω ∈ Ω0, (0.1)

где Ω0 — класс, состоящий из голоморфных в ∆ функций ω, таких, что

|ω(z)| < 1, ω(0) = 0, z ∈ ∆.

Отметим, что при каждом t > 0 эта формула устанавливает взаимно однозначное соот-
ветствие между классами Ω0 и Bt.

Класс, состоящий из функций ω ∈ Ω0 с действительными коэффициентами, обозначим
через Ωr

0, а класс, состоящий из функций f ∈ Bt с действительными коэффициентами,
обозначим через Br

t . При каждом t > 0 формула (0.1) устанавливает взаимно однознач-
ное соответствие между классами Ωr

0 и Br
t .

Заметим также, что класс B0 состоит только из одной функции f ≡ 1, поэтому B0

можно считать полностью изученным. В дальнейшем мы будем для полноты указывать,
что t > 0, однако фактически можно всюду далее считать, что t > 0. Эта оговорка
позволяет нам, например, свободно делить на t.

Проблема Кшижа имеет непосредственную связь с полиномами Лагерра, Фабера, а
также с проблемой коэффициентов на классах ограниченных функций, которая в свою
очередь тесно связана с теорией подчиненных функций [4] и с теорией пространств Харди.
Проблема Кшижа для коэффициента с номером n есть задача на экстремум функционала,
которую можно свести к задаче об экстремуме действительнозначной функции 2n − 3

действительных переменных [5]. Задачи на экстремум широко распространены в науке и
технике и имеют разнообразные приложения.
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Многие задачи геометрической теории функций комплексной переменной сводятся к
изучению свойств функции через ее тейлоровские коэффициенты. Класс B посредством
класса Ω0 связан с классами однолистных функций, в частности, с классами выпуклых и
звездных функций. Соответственно, и проблема коэффициентов для B связана c пробле-
мой коэффициентов для упомянутых классов. Также имеются параллели между гипотезой
Кшижа и теоремой Де Бранжа (ранее гипотезой Бибербаха).

1. Постановка задачи

Во введении мы упоминали, что гипотеза Кшижа доказана только до пятого тейлоров-
ского коэффициента включительно. Краткий исторический обзор по начальным коэффи-
циентам имеется в конце этой работы. Заметим также, что оценки на Bt, точные для всех
t > 0, получены только до третьего тейлоровского коэффициента включительно (первый
и второй коэффициенты см. [6], третий коэффициент см. [7]). Оценки модулей четверто-
го [8–10] и пятого [3] коэффициентов не являются точными при каждом t > 0. Гипотеза
Кшижа для шестого коэффициента не доказана, хотя оценки 6-го коэффициента имеются
в [11, с. 19] и в [12].

Судя по всему, если некоторый метод дает оценки Ψk(t), k ∈ N, точные не при всех
t > 0, то найдутся n и t0 ∈ (t1(n), t2(n)) такие, что Ψn(t0) > 2/e, t2(n) > t1(n) > 0,

n ∈ N. Таковым, например, является метод Брауна [8] при k > 5 и метод Шапеля [10]
при k > 6 (см. [12]).

Даже при n = 3 оценки на Bt, точные при каждом t > 0 аналитическими методами
получить достаточно сложно [7]. Так как уже при n = 3 в оценках [7] фигурируют по-
линомы степени 4, то в силу теоремы Абеля–Руффини о неразрешимости алгебраических
уравнений в радикалах, при n > 4 оценки по всей видимости уже не будут выражаться
в радикалах. С другой стороны, если ограничиться подклассом функций с действитель-
ными коэффициентами, то задача сильно упрощается, при этом получаемые оценки не
сильно отличаются от оценок, имеющих место в общем случае [13].

Задача данной работы состоит в том, чтобы предложить и обосновать метод «точной»
оценки модуля тейлоровского коэффициента с любым номером n на классе Bt, t > 0. На
некоторых интервалах изменения параметра t мы будем использовать численные методы,
поэтому оценки будут получаться с некоторой погрешностью, вносимой в расчеты с одной
стороны машинной арифметикой, а с другой стороны — самим численным методом.

Численные методы мы будем использовать исключительно на конечном интервале
(t1(n), t2(n)), t2(n) > t1(n) > 0, изменения параметра t, так как при t ∈ [0, t1(n)] и
t > t2(n) у нас есть точная оценка, полученная аналитическим методом. Заметим, что
несмотря на использование приближенных вычислений, при n 6 6 можно получить оцен-
ку, точную на классе B. Подробнее об этом рассказывается в следующих пунктах.

2. Метод подчинения

Остановимся подробнее на представлениях вида (0.1). Пусть функции G(z) и g(z)

голоморфны в ∆. Функция g(z) называется подчиненной в ∆ для функции G(z), если
она может быть представлена в ∆ в форме g(z) = G(ω(z)), где ω ∈ Ω0. Функцию G(z)

будем называть мажорантой для g(z) в ∆.
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Понятие подчинения восходит к Е. Линделефу [14], термин был введен Д.И. Литл-
вудом [15] и В. Рогозинским [4], они же разработали метод и получили с его помощью
некоторые результаты. Принцип подчинения Литлвуда и Рогозинского часто использует-
ся при выводе оценок коэффициентов в классе B (см. [6, 10, 16–18]).

В случае проблемы Кжижа, трудность применения этого метода заключается в слож-
ности коэффициентов {F}k(t) функции F (z, t).

Отметим, что теория подчинения позволяет очень легко находить точные оценки пер-
вого и второго коэффициентов на классе функций g(z), подчиненных функции G(z).

Известно [4], что

{g}0 = {G}0, |{g}1| 6 |{G}1|, |{g}2| 6 max(|{G}1|, |{G}2|);

все оценки точные, и равенство достигается только на вращениях функции G в плоскости
переменной z.

3. Асимптотические оценки коэффициентов

Пользуясь упомянутой в пункте 2. теорией подчинения [4] и критерием Каратеодори–
Теплица [19], Р. Перец сформулировал [16] две теоремы, содержащие асимптотические
оценки |{f}n| при достаточно больших или достаточно малых положительных t.

Теорема 3.1 (Peretz). Пусть n ∈ N. Существует число t1(n) > 0 такое, что для
любой функции f ∈ Bt при 0 6 t 6 t1(n) справедливы точные оценки

|{f}n| 6 |{F}1(t)|.

Равенство достигается если и только если f(z) = F (ηzn, t), |η| = 1.

Теорема 3.2 (Peretz). Пусть n ∈ N. Существует число t2(n) > 0 такое, что для
f ∈ Bt при t > t2(n) справедливы точные оценки

|{f}n| 6 |{F}n(t)|.

Равенство достигается если и только если f(z) = F (ηz, t), |η| = 1.

Заметим, что числа t1(n) и t2(n) упоминались выше в пункте 1.
Для случая малых t явный результат получен автором данной работы в [17]:

Теорема 3.3. Для любого t > 0 и каждой f ∈ Bt справедливы точные оценки

|{f}n| 6 |{F}1(t)|, n ∈ {1, . . . , [2/t] + 1}.

Равенство достигается если и только если f(z) = F (ηzn, t), |η| = 1.

Этот результат также получен с использованием метода подчинения и неравенств
Каратеодори–Теплица.

Из теоремы 3.3 следует, что чем меньшее число t > 0 мы зафиксируем, тем большее
количество тейлоровских коэффициентов сможем оценить на классе Bt.

Этот результат интересен при t 6 2. Например, при t > 2 мы можем оценить только
один коэффициент, при t 6 2 — два коэффициента, при t 6 1 — три коэффициента, а
при t 6 1/2 — пять, и так далее.
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Необходимо отметить, что указанные в теореме 3.3 границы для t не наилучшие. Автор
пользовался тем, что при каждом t > 0 некоторый отрезок тейлоровского разложения
функции F (z, t) можно продолжить до выпуклой однолистной функции. В этом случае
получилась простая закономерность, связывающая n и t.

Заметим, что из теоремы 3.3 сразу следует теорема 3.1. Однако P. Перец доказал свою
теорему намного раньше. Он пользовался тем, что при каждом t > 0 некоторый отрезок
тейлоровского разложения функции F (z, t) можно продолжить до функции класса Ка-
ратеодори. Используя этот подход при t = 2, мы по-прежнему сможем оценить только
два коэффициента на классе Bt, зато при t = 1 этот метод позволяет оценить уже целых
шесть коэффициентов.

Д.В. Прохоров и С.В. Романова методами оптимального управления получили анало-
гичные результаты [20,21]. В частности, в статье [21] получены точные оценки для малых
t, гарантирующие локальный максимум модуля n -го коэффициента.

4. Границы применимости асимптотических оценок

В формулировках Переца не упоминаются границы для n и t, однако эти границы
можно вычислить используя критерий Каратеодори–Теплица [19].

Переформулируем теорему 3.1

Теорема 4.1. Пусть n ∈ N, f ∈ Bt, тогда |{f}n| 6 |{F}1(t)|, t ∈ [0, t1], где t1(n) —
наименьший положительный корень уравнения M1

n = 0, а

M1
n :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
{F}1 {F}2 · · · {F}n−1 {F}n
{F}2 {F}1 · · · {F}n−2 {F}n−1

...
... . . . ...

...
{F}n {F}n−1 · · · {F}2 {F}1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Равенство достигается если и только если f(z) = F (ηzn, t), |η| = 1.

Переформулируем теорему 3.2.

Теорема 4.2. Пусть n ∈ N, f ∈ Bt, тогда |{f}n| 6 |{F}n(t)|, t > t2(n), где t2(n) —
наибольший положительный корень уравнения M2

n = 0, а

M2
n :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
{F}n {F}n−1 · · · {F}2 {F}1

{F}n−1 {F}n · · · {F}3 {F}2

...
... . . . ...

...
{F}1 {F}2 · · · {F}n−1 {F}n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Равенство достигается если и только если f(z) = F (ηz, t), |η| = 1.

Воспользовавшись этими формулировками, имеем для n 6 7 :

t1(1) = +∞, t2(1) = 0,

t1(2) = 2, t2(2) = 2,

t1(3) = 3/2, t2(3) = 2 + 21/3 + 2−1/3 ≈ 4.05,

t1(4) = 3− 31/2 ≈ 1.27, t2(4) = 6,

t1(5) = 1.129457... , t2(5) = 7.899361... ,

t1(6) = 1.037289... , t2(6) = 9.785796... ,

t1(7) = 0.972469... , t2(7) = 11.67275... .
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Таким образом, мы видим, что для n = 1 и n = 2 поставленная задача решена
полностью. Однако, задача точной оценки при n > 3 решена только частично. С другой
стороны, при каждом n > 3 интервал, в котором задача не решена, конечен.

Заметим, что границы, указанные в теоремах 4.1 и 4.2, так же, как и в теореме 3.3, не
наилучшие. В частности, в пункте 9.1. будет показано, что t∗1(3) ≈ 1.65, а t∗2(3) ≈ 3.82 —
наилучшие значения для n = 3. К этому мы еще вернемся далее в пункте 10.

В завершении этого пункта отметим, что теорему 3.2 можно получить с привлечением
выпуклых однолистных функций (см. [18]). В этом случае вычисления дают следующие
значения для t2(n) :

t2(1) = 0, t2(2) = 2, t2(3) ≈ 4.58, t2(4) ≈ 6.88, t2(5) ≈ 9.01, t2(6) ≈ 11.04, t2(7) ≈ 13.02.

5. Анализ задачи

Рассмотрим числа t1(1), . . . , t1(7), введенные в предыдущем пункте, и заметим, что
1 < t1(6) < . . . < t1(1), но t1(7) < 1. Если гипотеза Кшижа верна при n 6 6, то,
поскольку t1(n) > 1 для n 6 6, существует ε = ε(n) > 0 такое, что

max
f∈Bt

|{f}n| < 2/e− ε, t ∈ (t1(n), t2(n)), n 6 6.

То есть при n 6 6 и t ∈ (t1(n), t2(n)) мы можем, имея даже не точную оценку |{f}n|
на Bt, получить точную оценку |{f}n| на B. При n > 7 рассуждения, основанные на
результатах предыдущего пункта, уже не позволяют нам получить оценки, точные на B.

Ради определенности пусть n = 6. Как показано в статье [5], задачу об оценке функци-
онала |{f}6| на классах Bt, t > 0, можно свести к исследованию на условный глобальный
максимум действительнозначной функции |h6(x1, z2, z3, z4, z5, t)| (выражение для h6 см. в
конце этого пункта) при ограничениях x1 ∈ [0, 1], z2, . . . , z5 ∈ ∆̄. Стало быть, если функ-
ция |h6| липшицева по переменным x1, z2, z3, z4, z5, то гипотезу Кшижа (при n = 6 ) мож-
но доказать или опровергнуть, просто вычислив значения |h6| в узлах конечной эпсилон-
сети, разбивающей множество [0, 1]×∆̄4, при том условии, что расстояние между соседни-
ми узлами этой сети не превышает некоторой величины, вычисленной исходя из константы
Липшица для h6 (см. пункт 6.).

Фиксируем номер n > 2. В работе [5] задача оценки функционала |{f}n| на клас-
сах Bt, t > 0, была сведена к исследованию на условный глобальный максимум дей-
ствительнозначной функции |hn(x1, z2 . . . , zn−1, t)|, при ограничениях x1 ∈ [0, 1], zk ∈ ∆̄,

k ∈ 2, . . . , n− 1. Напомним, что в обозначениях статьи [5] xk := |zk|, k ∈ 1, . . . , n− 1.

Пусть r1 := 1, rk :=
k−1∏
j=1

(1− x2
j), k = 2, 3, . . .

Выпишем hn при n = 3. Имеем h3 = {F}1g
1
3 + {F}2g

2
3 + {F}3g

3
3, где

g1
3 := r3 − r2x1z

2
2 , g2

3 := 2r2x1z2, g3
3 := x3

1.

Выпишем hn при n = 4. Имеем h4 = {F}1g
1
4 + {F}2g

2
4 + {F}3g

3
4 + {F}4g

4
4, где

g1
4 := r4 − r3(2x1z2 + z2z3)z3 + r2x

2
1z

3
2 ,

g2
4 := 2r3x1z3 + r2(1− 3x2

1)z2
2 ,

g3
4 := 3r2x

2
1z2,

g4
4 := x4

1.
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При n = 5 имеем h5 = {F}1g
1
5 + {F}2g

2
5 + {F}3g

3
5 + {F}4g

4
5 + {F}5g

5
5, где

g1
5 := r5 − r4(z3z4 + 2(x1z2 + z2z3))z4+

+ r3(z2
2z

2
3 − x1(1− 3|z2|2)z3 + 3x2

1z
2
2)z3 − r2x

3
1z

4
2 ,

g2
5 := 2(r4x1z4 + r3((1− 3x2

1)z2 − x1z2z3)z3 − r2x1(1− 2x2
1)z3

2),

g3
5 := 3(r2x1(1− 2x2

1)z2
2 + r3x

2
1z3),

g4
5 := 4r2x

3
1z2,

g5
5 := x5

1.

Наконец h6 = {F}1g
1
6 + {F}2g

2
6 + {F}3g

3
6 + {F}4g

4
6 + {F}5g

5
6 + {F}6g

6
6, где

g1
6 := r6 − r5(2(x1z2 + z2z3 + z3z4) + z4z5)z5 + r4(3(x2

1z
2
2 + z2

2z
2
3) + z2

3z
2
4

+ (2x1z2z3 − z2(1− 3|z3|2))z4 − 2x1(1− 3|z2|2)z3)z4

+ r3((3x2
1(1− 2|z2|2)z2 − z3

2z
2
3)z3 + 2x1(1− 2|z2|2)z2z

2
3 − 4x3

1z
3
2)z3 + r2x

4
1z

5
2 ,

g2
6 := 2r5x1z5 + 2r4((1− 3x2

1)z2 − x1(2z2z3 + z3z4))z4 + r2
3z

2
3

+ 2r3(x1(z2
2z

2
3 − x1(1− 3|z2|2)z3)− 3x1(1− 2x2

1)z2
2 − r2|z2|2z3)z3 + r2x

2
1(3− 5x2

1)z4
2 ,

g3
6 := 3(r4x

2
1z4 − r3x1(x1z2z3 − 2(1− 2x2

1)z2)z3) + r2(r2
2 − 3x2

1(2− 3x2
1))z3

2 ,

g4
6 := 4r3x

3
1z3 + 2r2x

2
1(3− 5x2

1)z2
2 ,

g5
6 := 5r2x

4
1z2,

g6
6 := x6

1.

Итак, учитывая сказанное в пункте 4., приходим к выводу, что рассматриваемая задача
сводится к исследованию на глобальный условный максимум целевых функций |hn| при
каждом значении параметра t, t ∈ (t1(n), t2(n)), n = 3, 4, 5, 6, и ограничениях x1 ∈ [0, 1],

zk ∈ ∆̄, k = 2, . . . , n− 1.

6. Липшицевость целевой функции

Функция f называется липшицевой на множестве X, если найдется такое число L > 0

(константа Липшица), что |f(x) − f(y)| 6 L|x − y| при любых x, y ∈ X. Дилатацией
(растяжением) будем называть наилучшую, то есть наименьшую константу Липшица на
рассматриваемом компакте.

Фиксируем n ∈ N. В предыдущем пункте задача об оценке целевого функционала
была сведена к задаче о поиске условного глобального максимума действительнозначной
функции 2n− 3 действительных аргументов |hn|.

Лемма о липшицевости [22, с. 22–24] гласит, что непрерывно дифференцируемая функ-
ция на компактном подмножестве евклидова пространства удовлетворяет условию Лип-
шица.

Обозначим область определения целевой функции |hn| через

∆n := [0, 1]× ∆̄n−2.

Для доказательства липшицевости функции hn мы можем рассматривать ее как мно-
гочлен от переменных x1, z2 . . . , zn−1, z2, . . . , zn−2. Многочлен, как известно, есть липши-
цева функция на компакте ∆n по каждой из своих переменных.
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Доказать липшицевость функции hn мы также можем, рассмотрев ее реальную и мни-
мую части. Действительно, принимая во внимание то, что zk = xke

iϕk , k = 1, . . . , n − 1,

видим, что Rehn и Imhn есть липшицевы функции по каждой переменной, так как Rehn
и Imhn — бесконечно гладкие по всем переменным. Из липшицевости Rehn и Imhn сле-
дует липшицевость hn.

Если hn — липшицева, то очевидно, что и |hn| — липшицева.
Мы можем разбить ∆n некоторым достаточно равномерным образом и вычислить зна-

чения |hn| во всех узлах получившейся конечной эпсилон-сети. Обозначим наибольшее из
вычисленных значений через vn. Так как |hn| — липшицева, то мы можем оценить раз-
ность εn := max

∆n

|hn| − vn через произведение дилатации и шага сети (под шагом сети мы

подразумеваем супремум расстояний между соседними узлами сети). Это и будет основ-
ная погрешность наших вычислений. Отметим, что погрешностью, вносимой в расчеты
машинной арифметикой, можно пренебречь, так как она очень мала по сравнению с εn.

Пусть Ln — максимальная из дилатаций по каждой из переменных x1, z2, . . . , zn−1.

То есть если δn — максимальное расстояние между узлами сети, то погрешность εn не
будет превосходить Lnδn.

Заметим, что термин «эпсилон-сеть» относится к устоявшейся терминологии. Тем не
менее, здесь для обозначения шага сети используется символ δ, а символ ε используется
для обозначения погрешности вычислений. Поэтому мы вместо ε -сеть пишем эпсилон-
сеть, или просто сеть.

7. Об оценке константы дилатации

Итак, проведенный в пункте 6. анализ показывает, что для решения задачи макси-
мизации целевой функции |hn| целесообразно использовать методы теории многомерной
глобальной липшицевой оптимизации.

Выбор константы Липшица существенно влияет на скорость работы алгоритма гло-
бального поиска. Поэтому необходимо иметь достаточно хорошую верхнюю оценку Ln
дилатации. Действительно, если взять Ln меньше дилатации, то алгоритм может сойтись
к локальному, а не глобальному максимуму, если же взять слишком большое значение для
Ln, то алгоритм будет сходиться очень медленно.

С другой стороны, мы занимаемся поиском глобального максимума, а вблизи экстре-
мальных точек, как известно, производная становится близкой к нулю. То есть в окрест-
ностях точек максимумов дилатация близка к нулю. Таким образом, даже если взять при-
ращение аргумента несколько меньше рассчитанного исходя из глобальной дилатации, то
вероятность нахождения стационарной точки остается высокой.

Поиск дилатации для целевой функции hn на некотором компакте X в свою оче-
редь также является глобальной оптимизационной задачей. В общем случае, эта задача
по сложности сопоставима с задачей поиска глобального максимума целевой функции
hn на X. Например для нахождения дилатации h6 по переменной x1 достаточно найти
max

∆6

|(h6)
′
x1
|. Для работы нашего алгоритма требуется найти также дилатации по осталь-

ным переменным.
Грубую оценку дилатации можно получить так: находим производную по интересую-

щей нас переменной и применяем неравенство треугольника. К сожалению, полученная
таким образом константа Липшица, скорее всего, будет в несколько раз больше дилатации.
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8. О численном методе

Для определенности будем рассматривать алгоритм поиска глобального максимума на
примере |h6(x1, z2, . . . , z5, t)|. В этой работе используется метод полного перебора. Здесь
мы считаем, что x1 ∈ [0, 1], zk = uk + ivk, u

2
k + v2

k 6 1, k = 2, . . . , 5.

Обсудим конечную эпсилон-сеть, охватывающую множество ∆6, в узлах которой мы
будем вычислять значения функции |h6(x1, z2, . . . , z5, t)|.

Отрезок [0, 1] изменения переменной x1 мы разобьем на равные части так, чтобы
расстояние между соседними точками было не более δ.

8.1. Разбиение единичного круга

Замкнутый единичный круг, пробегаемый переменной z2, мы разобьем следующим
образом. Разбиение начинается с точки в начале координат, которую следует рассматри-
вать как отдельный шаг алгоритма разбиения. Далее круг разбивается на воображаемые
концентрические окружности, величины радиусов которых делят отрезок [0, 1] на рав-
ные части. На окружности с наименьшим положительным радиусом поместим 4 точки,
разбивающие окружность на равные части, первая из этих точек должна лежать на поло-
жительном луче оси абсцисс. На окружности со вторым по величине радиусом поместим
8 точек, разбивающие окружность на равные части, первая из этих точек должна лежать
на положительном луче оси абсцисс. На окружности с третьим по величине радиусом по-
местим 12 точек, разбивающие окружность на равные части, первая из этих точек должна
лежать на положительном луче оси абсцисс. И так далее, пока не дойдем до единичной
окружности.

Итак, количества точек на концентрических окружностях образуют арифметическую
прогрессию 4, 8, 12, . . . , 4n, где n — общее количество окружностей. То есть количество
точек N в таком разбиении будет 2n(n+ 1) + 1 с учетом дополнительной точки в начале
координат.

Например, если n = 10, то N = 221, если n = 100, то N = 20201, если n = 1000, то
N = 2002001 и так далее.

Круги для переменных z3, z4, z5 разбиваются аналогично, с небольшой оговоркой. Де-
ло в том, что x1 входит в |h6(x1, z2, . . . , z5, t)| чаще всех остальных переменных и с самой
большой степенью, z2 входит в |h6| чаще переменных z3, z4, z5 и с самой большой степе-
нью и так далее, переменная z5 входит в |h6| всего дважды с максимальной степенью 2.

Этим обусловлено то, что дилатация убывает от x1 к z5. То есть количество точек в
разбиениях тоже может убывать от x1 к z5 без потери точности вычислений.

На рисунке 1 показаны радиальные разбиения единичного круга, точки разбиения ле-
жат на 10 концентрических окружностях плюс одна точка в начале координат.

Рис. 1. Четырехсекторное и шестисекторное разбиения единичного круга
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Заметим, что у приведенных разбиений единичного круга есть точки, лежащие на
оси абсцисс, причем располагаются они там достаточно плотно. Дело в том, что случай
функций с действительными коэффициентами является весьма важным частным случаем.
Если f ∈ Br

t , то

h6 = h6(x1, x2, . . . , x5, t), x1 ∈ [0, 1], x2, . . . , x5 ∈ [−1, 1],

и мы просто разбиваем эти отрезки на равные части.

Сеть называется однородной, если все ее внутренние узлы имеют одинаковое число
соседних узлов. Будем называть сеть подавляюще однородной, если все ее внутренние
вершины, кроме центральной, имеют одинаковое количество соседних вершин.

Построенная здесь сеть называется сетью на основе 4 секторов и обладает хорошим
качеством [23], а также подавляющей однородностью. Каждая внутренняя вершина имеет
6 соседних вершин, кроме вершины в начале координат, которая имеет только 4 сосед-
них. Граничные вершины, лежащие на осях координат, имеют по 3 соседних вершины,
остальные вершины имеют по 4 соседних.

Отметим, что сеть на основе 6 секторов обладает полной однородностью. Для ее по-
строения на окружности с самым маленьким радиусом нужно разместить не 4, а 6 точек,
разбивающих окружность на равные части, причем первая из этих точек должна лежать
на положительном луче оси абсцисс. Следующую окружность разобьем 12 точками на
равные части, так чтобы одна из точек лежала на положительном луче оси абсцисс. Сле-
дующую окружность разобьем 18 точками на равные части, так чтобы одна из точек
лежала на положительном луче оси абсцисс. И так далее, пока не дойдем до единичной
окружности.

Заметим для полноты изложения, что, имея сеть, мы можем построить триангуляцию
круга, соединяя ближайшие друг к другу точки отрезками прямой. Начинать процесс
триангуляции можно из любой точки сети.

8.2. Алгоритм поиска условного глобального максимума

Промежуток изменения параметра t разбиваем равномерно. После этого вычисляем и
сохраняем в памяти компьютера числа

{F}1(tk), . . . , {F}6(tk), k = 1, . . . ,m,

где m — количество точек в разбиении по t.

Заметим, что {F}1, . . . , {F}6 не зависят от x1, z2, . . . , z5, а gj6, j = 1, . . . , 6, не зависят
от параметра t.

Точки сети, разбивающей ∆6, обозначим через D6.

Перебираем точки D6. В каждой точке D6 вычисляем один раз значения функций
gj6, j = 1, . . . , 6. Затем вычисляем |h6(x1, z2, . . . , z5, t)| по формуле

|h6| = {F}1g
1
6 + {F}2g

2
6 + {F}3g

3
6 + {F}4g

4
6 + {F}5g

5
6 + {F}6g

6
6

для всех значений tk, k = 1, . . . ,m. Полученный набор значений сравниваем с набором,
вычисленным в предыдущей точке D6, если предыдущая точка имеется. Таким образом,
мы в итоге вычисляем приближение к максимуму и к точке максимума для каждого
значения параметра t.
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Только что был описан метод полного перебора. Для получения приемлемых резуль-
татов этот метод требует больших вычислительных ресурсов и времени. Дело в том, что
сеть, дающая приемлемый результат, должна содержать очень много точек. Несколько за-
бегая вперед, сообщим, что при определенных условиях нас бы устроило δ = 0.007. Здесь
рассмотрим более легкий в вычислительном плане случай. Расстояния между концентри-
ческими окружностями возьмем 0.01. Это значит, что δ ≈ 0.02. В этом случае D6 будет
состоять из

101 · 202015 = 339770537321572210601101

точек сети или вычислений значений функции |h6|, а вычисление h6 есть очень затрат-
ная операция. На процессорах современных персональных компьютеров эти вычисления
займут годы. Как вариант, можно использовать суперкомпьютер или, как минимум, вы-
числения на графических ускорителях.

Заметим, что в этом примере мы взяли равномерное разбиение по всем переменным.
Если уменьшать количество точек в разбиениях x1, z2, . . . , z5 по мере роста номера пере-
менной, то вычислений будет необходимо значительно меньше.

С другой стороны, взяв менее подробную сеть, но проводя в каждой ее точке локальный
поиск, задавая эту точку как отправную для локального поиска и сравнивая результат
локального поиска с текущим максимальным значением, можно получить очень хорошие
результаты, так как вероятность попадания во все области притяжения экстремальных
точек достаточно большая.

В любом случае, вычисления всегда заканчиваются локальным поиском при каждом
значении параметра t, начальными точками для которого служат точки, найденные пе-
ребором. Здесь используется метод М.Дж.Д. Пауэлла [24], также известный как метод
сопряженных направлений. Метод не требует вычисления производных, что хорошо, так
как в нашем случае целевая функция содержит модуль.

Заметим, что этот метод не относится к методам условной оптимизации, поэтому при-
меняются специальные ухищрения. В частности, редукция размерности точки с целью
превращения граничной точки ∆6 во внутреннюю точку ∆k, k ∈ {2, 3, 4, 5}, а также
обработка события выхода точки за границу (штрафы).

Расчеты производятся параллельно. Для распараллеливания вычислений простран-
ство поиска ∆6 разбивается на «кубики», и описанный алгоритм применяется к несколь-
ким «кубикам» параллельно, после чего результаты расчетов обобщаются.

9. Результаты вычислений

Все вычисления, описанные в этой работе, проведены на компьютере автора. Резуль-
таты вычислений будут представлены в графическом виде. Ради полноты изложения при-
ведем результаты для n = 1 и n = 2.

Рис. 2. Кривые max
f∈Bt

|{f}1|, max
f∈Bt

|{f}2| на промежутке [0, 7]
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На рисунке 2 изображены 2 кривые |{F}1(t)| и max
t

(|{F}1(t)|, |{F}2(t)|) на промежут-
ке [0, 7]. Как известно [6]

|{f}1| 6 |{F}1(t)|, |{f}2| 6 max (|{F}1(t)|, |{F}2(t)|), f ∈ Bt, t > 0.

Кривые max
f∈Bt

|{f}1| и max
f∈Bt

|{f}2| совпадают на промежутке [0, 2].

9.1. Случай n = 3.

Имеет место следующий результат [7]

Теорема 9.1 (Прохоров, Шиналь). Если f ∈ Bt, то справедлива следующая точная
оценка

|{f}3| 6 2te−t



1, t ∈ [0, t1],√
2

3

√
(2t− 1)3

t
, t ∈ [t1, t2],

√
2

3

2t2 − 6t+ 3

t

√
(t− 2)3

t− 3
, t ∈ [t2, t3],

√
2

3

√
(2t− 3)3

−t2 + 6t− 6
, t ∈ [t3, t4],

1

3
(2t2 − 6t+ 3), t > t4,

(9.1)

где t1 = 1.65... , t2 = 3.22... , t3 = 3.47... , t4 = 3.82... .

Автор в статье [13] показал, что справедлива

Теорема 9.2. Если f ∈ Br
t , то справедлива следующая точная оценка

|{f}3| 6 2te−t



1, t ∈ [0, t1],√
2

3

√
(2t− 1)3

t
, t ∈ [t1, t2],

√
2

3

√
(2t− 3)3

−t2 + 6t− 6
, t ∈ [t2, t3],

1

3
(2t2 − 6t+ 3), t > t3,

(9.2)

где t1 = 1.65... , t2 = 3.30... , t3 = 3.82... .

Оценка (9.1) отличается от оценки (9.2) только на интервале (3.20... , 4.48...).

На рисунке 3 изображены сразу две кривые. Отличие между ними показано крупным
планом в масштабе 1:1 на рисунке 4.

Рис. 3. Кривые max
f∈Bt

|{f}3|, max
f∈Br

t

|{f}3| на промежутке [0, 7]
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Рис. 4. Кривые max
f∈Bt

|{f}3|, max
f∈Br

t

|{f}3| на промежутке [3.2, 3.5]

Переходим к численным вычислениям. На рисунке 5 показана кривая (верхний гра-
фик), заданная формулой (9.1), и ее приближение (нижний график), найденное полным
перебором на промежутке [t1(3), t2(3)]. Разбиение по t — 0.1, а по x1 и по z2 — 0.5. Мы
видим, что результат вычислений местами далек от истины.

Рис. 5. Кривая max
f∈Bt

|{f}3| и ее грубое приближение на промежутке [1.5, 4.053]

На рисунке 6 показаны точки линии, аппроксимирующей кривую (9.1). Результат по-
лучен локальным поиском в каждой точке сети, упомянутой в предыдущем абзаце. Как
видно из рисунка 6 все узловые точки полученной ломаной лежат на искомой кривой.
Следовательно, для каждого t в сети нашлась точка, лежащая в области притяжения
точки глобального максимума целевой функции.

Рис. 6. Приближение к кривой max
f∈Bt

|{f}3| на промежутке [1.5, 4.053]

Итак, весьма скромными вычислениями (по t — 29 точек, по x1 — 3 точки и по z2 —
13 точек) получено очень хорошее приближение при n = 3.

В случае функций с действительными коэффициентами результаты аналогичны. Кри-
вые max

f∈Bt

|{f}1| и max
f∈Bt

|{f}3| совпадают на промежутке [0, 1.654]. Верхняя граница про-

межутка указана приблизительно.

9.2. Случай n = 4.

Для случая n = 4 точной оценки коэффициентов не найдено. Если взять разбие-
ние 0.01 по t, x1, z2, z3, то мы получим очень хорошее приближение к кривой max

f∈Bt

|{f}4|.
В этом разбиении по t — 479 точек, по x1 — 101 точка, а по z2 и z3 — 20201 точка.
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Возьмем теперь сеть, полученную достаточно грубым разбиением по t — 0.1, а по
x1, z2, z3 — 0.33. В этом разбиении по t — 53 точки, по x1 — 5 точек, а по z2 и z3

— 41 точка. Выполним локальный поиск в каждой точке получившейся сети. Все узло-
вые точки полученной таким образом ломаной линии лежат на кривой, изображенной на
рисунке 7. Следовательно, при каждом t на этой сети была найдена точка, лежащая в
области притяжения точки глобального максимума целевой функции.

Рис. 7. Хорошее приближение к кривой max
f∈Bt

|{f}4| на промежутке [0, 10]

Как и в случае n = 3, весьма скромными вычислениями получено очень хорошее при-
ближение при n = 4. В случае функций с действительными коэффициентами результаты
аналогичны. Отличие между кривыми в случае действительных и комплексных коэффи-
циентов показано крупным планом в масштабе 1:1 на рисунке 8. Расчеты для функций
с действительными коэффициентами проведены с разбиением 0.01 по t, x1, x2, x3. В этом
разбиении по t — 479 точек, по x1 — 101 точка, а по x2, x3 — 201 точка.

Рис. 8. Кривые max
f∈Bt

|{f}4|, max
f∈Br

t

|{f}4| на промежутке [4.68, 4.76]

Кривые max
f∈Bt

|{f}1| и max
f∈Bt

|{f}4| совпадают на промежутке [0, 1.506]. Верхняя граница

этого промежутка указана приблизительно.
На рисунке 9 показаны кривые max

f∈Bt

|{f}2| и max
f∈Bt

|{f}4|. Видно, что они совпадают на

промежутках [0, 1.5] и [2.3752, 3]. Границы промежутков указаны не точно.

Рис. 9. Кривые max
f∈Bt

|{f}2|, max
f∈Bt

|{f}4| на промежутке [0, 3.5]
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9.3. Случай n = 5.

Для случая n = 5 точной оценки коэффициентов не найдено. Если взять разбиение
по t — 0.01, а по x1, z2, z3, z4 — 0.033, то мы получим очень хорошее приближение к
кривой max

f∈Bt

|{f}5|. В этом разбиении по t — 685 точек, по x1 — 32 точки, а по z2, z3, z4 —

1985 точек.
Возьмем теперь сеть, полученную достаточно грубым разбиением по t — 0.1, а по z —

0.2. В этом разбиении по t — 75 точек, по x1 — 6 точек, а по z2, z3, z4 — 61 точка. Выпол-
ним локальный поиск в каждой точке получившейся сети. Все узловые точки полученной
таким образом ломаной линии лежат на кривой, изображенной на рисунке 10. Следова-
тельно, при каждом t в этой сети была найдена точка, лежащая в области притяжения
точки глобального максимума целевой функции.

Рис. 10. Хорошее приближение к кривой max
f∈Bt

|{f}5| на промежутке [0, 10]

Как и в предыдущих случаях, весьма скромными вычислениями получено очень хоро-
шее приближение при n = 5. Для функций с действительными коэффициентами резуль-
таты аналогичны. Отличие между кривыми в случае действительных и комплексных ко-
эффициентов показано крупным планом в масштабе 1:1 на рисунке 11. Расчеты для функ-
ций с действительными коэффициентами проведены с разбиением 0.01 по t, x1, x2, x3, x4.

В этом разбиении по t — 685 точек, по x1 — 101 точка, а по x2, x3, x4 — 201 точка.

Рис. 11. Кривые max
f∈Bt

|{f}5|, max
f∈Br

t

|{f}5| на промежутке [6.26, 6.285]

Кривые max
f∈Bt

|{f}1| и max
f∈Bt

|{f}5| совпадают на промежутке [0, 1.421].

9.4. Случай n = 6.

Для случая n = 6 точной оценки коэффициентов не найдено даже в классе B. Если
взять разбиение по t — 0.02, а по z — 0.02, то мы получим очень хорошее приближение
к кривой max

f∈Bt

|{f}6|. В этом разбиении по t — 450 точек, по x1 — 51 точка, по z2 — 1513

точек, по z3 — 481 точка, по z4 — 145 точек, а по z5 — 41 точка.
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В случае функций с действительными коэффициентами результаты аналогичны. От-
личие между кривыми в случае действительных и комплексных коэффициентов показано
на рисунке 12. Расчеты для функций с действительными коэффициентами проведены с
разбиением по t, x1, x2, x3, x4, x5 — 0.01. В этом разбиении по t — 887 точек, по x1 — 101
точка, а по x2, x3, x4, x5 — 201 точка.

Рис. 12. Хорошее приближение к кривым max
f∈Bt

|{f}6| и max
f∈Br

t

|{f}6| на промежутке [0, 12]

Кривые max
f∈Bt

|{f}1| и max
f∈Bt

|{f}6| совпадают на промежутке [0, 1.367] (рисунок 12).

Кривые max
f∈Bt

|{f}2| и max
f∈Bt

|{f}6| совпадают на промежутке [3.155, 3.305]. Это показано

на рисунке 13. Кривые max
f∈Bt

|{f}3| и max
f∈Bt

|{f}6| совпадают на промежутке [1.902, 2.257].

Это показано на рисунке 14. Здесь границы всех промежутков приблизительные.

Рис. 13. max
f∈Bt

|{f}2| и max
f∈Br

t

|{f}6| на [1, 3.5] Рис. 14. max
f∈Bt

|{f}3| и max
f∈Br

t

|{f}6| на [1, 3.5]

10. Экстремальные функции

В пункте 4. упоминалось, что

max
f∈Bt

|{f}n| = max
f∈Bt

|{f}1| = |{F}1(t)|, t ∈ [0, t1(n)], n = 1, . . . , 6.

В пункте 9. показано, что кривая max
f∈Bt

|{f}1| совпадает с каждой из кривых max
f∈Bt

|{f}n|,
n = 2, 3, 4, 5, 6 на промежутках [0, t∗1(n)], где

t∗1(2) = 2, t∗1(3) ≈ 1.65, t∗1(4) = 1.51, t∗1(5) = 1.42, t∗1(6) = 1.37.

Следовательно, нам известно (см. пункты 3. и 4.), что

max
f∈Bt

|{f}n| = |{F}1(t)|, t ∈ [0, t∗1(n)], n ∈ N.

Сопоставляя эти факты, видим, что t1(n) < t∗1(n). Напрашивается следующая гипоте-
за:

t∗1(n) > t∗1(n+ 1) > 1, n ∈ N и t∗1(n)→ 1 + 0, n→∞.
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Судя по результатам пункта 9., если t∗1(n) > 1, n ∈ N, то гипотеза Кшижа, скорее
всего, верна. С другой стороны, численный метод, описанный здесь, хорошо подходит для
опровержения этой гипотезы. Действительно, если гипотеза Кшижа не верна, например,
при n = N, то, зная экстремальную точку, в которой hN > 2/e, мы сможем предъявить
функцию класса Bt, такую, что |{f}N | > 2/e. Как это сделать, описано в статьях [5,25].

В пунктах 3. и 4. упоминалось так же, что

max
f∈Bt

|{f}n| = |{F}n(t)|, t > t2(n), n ∈ N,

и приводились значения t2(n), n = 1, . . . , 6. Эти значения тоже не наименьшие, также
как и t1(n) не наибольшие. Расчеты дают: t∗2(3) ≈ 3.82, t∗2(4) ≈ 5.66, t∗2(5) ≈ 7.52,

t∗2(6) ≈ 9.37.

Из подпункта 9.2. следует, что

max
f∈Bt

|{f}4| = max
f∈Bt

|{f}2| = |{F}2(t)|, t ∈ [2.3752, 3].

Из подпункта 9.4. следует, что

max
f∈Br

t

|{f}6| = max
f∈Bt

|{f}2| = |{F}2(t)|, t ∈ [3.155, 3.305],

и

max
f∈Bt

|{f}6| = max
f∈Bt

|{f}3| = 2

√
2

3
et
√

(2t− 1)3, t ∈ [1.902, 2.257].

При t ∈ [1.902, 2.257] экстремальной является функция

f(z) := e−t
1−ω(z)
1+ω(z) ,

где

ω(z) = z
x∗ − z
1− x∗z

, x∗ :=

√
1

3

1 + µ

1 + ν
, µ :=

{F}1

2te−t
, ν :=

{F}2

2te−t

с точностью до вращений в плоскости переменной z.

На оставшихся промежутках данный численный метод не позволяет найти точный
вид экстремальных функций. Да и с проверкой угаданных экстремальных функций на
отрезках промежутков [t1(4), t2(4)] и [t1(6), t2(6)] тоже не все гладко. Ведь вычисления
проведены с некоторой погрешностью, пусть и не большой. Мы можем установить, что
указанная функция лежит на границе n -го тела коэффициента класса Bt или Br

t , но
как показать, что функция является экстремальной, не ясно. Есть, конечно, некоторые
признаки экстремальности, однако они только необходимые, но не достаточные [6, 11].
Еще, возможно, удастся доказать локальную экстремальность угаданных функций [26,27].

Заметим, что оценки 1-го коэффициента на Bt и на Br
t совпадают. Оценки 2-го коэф-

фициента на Bt и на Br
t также совпадают. В случае n = 3, 4, 5 отличия невелики. Слу-

чай n = 6 несколько выбивается из этого ряда, но и здесь отличие есть на относительно
небольшом интервале. Таким образом, если провести оценку на Br

t , то можно получить
вид экстремальных функций для большей части промежутков [t1(n), t2(n)], n = 4, 5, 6.

Если наше предположение о том, что t∗1(6) ≈ 1.367 верно, то при t > t∗1(6) численные
вычисления дают значение глобального максимума m6 :≈ 0.7008, которое достигается
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при t ≈ 1.4768. Получается, для строгого доказательства гипотезы Кшижа при n = 6

методом полного перебора нам достаточно построить сеть с шагом не более чем ε6/L6,

где ε6 := 2/e − m6. То есть, если L6 = 5, то шаг сети δ6 должен быть не больше, чем
0.007.

Пусть n ∈ N, t ∈ (t1(n), t2(n)). Заметим, что экстремальные функции для функцио-
нала {f}n на Bt можно искать в виде (по этому поводу см. [6, 25]):

f(z) := e
−t

n∑
k=1

αk
1−zeiϕk

1+zeiϕk , 0 6 αk 6 1,
n∑
k=1

αk = 1, ϕk ∈ [0, 2π), ϕj 6= ϕk, j 6= k.

Без уменьшения общности можно считать, что 0 6 ϕ1 < . . . < ϕn < 2π. Более того,
так как Bt инвариантен относительно вращений в плоскости переменной z, то можно

считать, что ϕ1 = 0. Заметим еще, что f(z) =
n∏
k=1

F (zeiϕk , αkt).

11. Краткий исторический обзор по начальным коэффициентам

Из геометрических соображений очевидно, что |{f}0| 6 1. Точную оценку |{f}1| мож-
но найти во многих работах начиная с 1934 года; первой была работа [28].

Оценка |{f}2| не вызывает сложности с 1943 года [4]. В статье [6] оценки |{f}1| 6 2/e

и |{f}2| 6 2/e были найдены методом структурных формул, параметрическим методом
и методом подчинения.

Я. Кшиж, располагая точными оценками |{f}1| и |{f}2|, высказал свою гипотезу в
1968 году [2].

В 1977 году появилась работа Дж. Хаммеля, С. Шейнберга и Л. Зальцмана [6], в ко-
торой при помощи вариационного метода, перенесенного с класса Каратеодори, задача о
максимизации функционала была сведена к задаче о максимизации функции, благодаря
чему была впервые найдена оценка |{f}3| 6 2/e. Точная оценка |{f}3| дана этими автора-
ми не для всех t > 0, однако ими доказано, что глобальный максимум |{f}3| достигается
при t = 1.

Спустя 10 лет, Дж. Браун в [8] написал, что получил точно такой же результат, как и
в [6], но другим методом. Точнее, в [8] приведена функция, которую нужно исследовать
на максимум, причем точно такая же, как и в работе [6]. По всей видимости, для полу-
чения упомянутой функции использовалось, кроме прочего, неравенство треугольника.
Исследование на максимум в [8] отсутствует.

Точная оценка |{f}3|, при каждом t, была получена позднее Д.В. Прохоровым и
Я. Шиналем [7] при помощи неравенств Каратеодори–Теплица.

Доказательство Р. Эрмерс [11] имеет алгебраическую форму, а сама оценка состоит
всего из трех формул.

Оценка |{f}3|, полученная автором в работе [29], совпадает с [6], но получена другим
методом. Автор также получил точную оценку |{f}3| для функций с действительными
коэффициентами в работе [13].

Доказательство того, что |{f}4| 6 2/e появилось в 1983 году у Д. Тана в работе [9], но
его рассуждения, основанные на принципе подчинения и лемме Шварца–Пика, не были
полными [30]. В том же году появилось доказательство П.Н. Пронина [31], основанное на
том же самом вариационном методе, который использовался в [6] при получении оценки
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|{f}3|. Позже, в 1987 году, Дж. Браун [8] опубликовал свой вариант подхода к доказа-
тельствам оценок |{f}n| 6 2/e для n = 1, 4. Он использовал то, что

|{f}n| 6 |{F}1{ω1}n + . . .+ {F}n{ωn}n| 6 |{F}1{ω1}n|+ . . .+ |{F}n{ωn}n| 6 2/e.

Однако, последнее из этих неравенств справедливо только при n < 5. Р. Эрмерс [11]
предоставил более обстоятельное доказательство, проведенное при помощи алгебраиче-
ского метода, восходящего к И. Шуру. Как отмечается в [30], наиболее убедительным
стало доказательство В. Шапеля [10].

Впервые оценка пятого коэффициента методом В. Шапеля появилась в работе Н. Са-
мариса [3]. Автор данной статьи в работе [12] при помощи метода Шапеля получил оценки
|{f}n| 6 2/e, n = 1, 5, а также оценку |{f}6| 6 2/e+ 0.001163. Интересно, что при n = 2

оценка получилась точной при всех t, а при n = 3 оценка, полученная автором этой
статьи, совпала с оценкой Р. Эрмерс [11]. В. Шапель в [10] задал вопрос: до какого номера
n применим его метод? Похоже, что ответ таков: n = 6.

Доказательство Шапеля [10], как и доказательство Самариса [3], нельзя считать стро-
гим, так как оно основывается только на построении графиков мажорирующих функций
на соответствующих отрезках изменения параметра t. Обоснование того, что эти графики
нарисованы корректно, отсутствует. Отсутствует также оценка погрешности. Для обосно-
вания корректности графиков можно, например, использовать оценку дилатации. Этим
же недостатком грешит и статья автора [12].

Исследования по проблеме Кшижа не ограничиваются оценками модулей начальных
тейлоровских коэффициентов. Обзор по тематике коэффициентов голоморфных функций,
в частности по гипотезе Кшижа, имеется в статье [30].

12. Заключение

В настоящей статье описан подход к решению задачи получения точных оценок мо-
дулей тейлоровских коэффициентов {f}1, . . . , {f}6 на классах Bt, t > 0. Доказана кор-
ректность этого подхода в строгом математическом смысле.

В работе используются результаты, основанные на решении классической проблемы ко-
эффициентов на классе Ω0 [5], а также результаты, полученные методом подчинения [16].

В работе [5] решена задача перехода от функционала |{f}n| на классе Bt, к функ-
ционалу над классом Ω0. Далее задача сведена к задаче о поиске условного глобального
максимума действительнозначной функции действительных переменных с ограничениями
типа неравенств, что в принципе позволяет даже применять стандартные методы диффе-
ренциального исчисления.

Графики точных при каждом t > 0 оценок функционалов |{f}n|, n = 1, . . . , 6 на
классах Bt получены на интервалах (t1(n), t2(n)) численным методом.

Полученные данные привели к уточнению гипотезы Кшижа (см. начало пункта 10.).
Все собранные данные говорят о том, что гипотеза, скорее всего, справедлива. Тем не ме-
нее, в том же пункте 10. изложен вполне адекватный метод опровержения этой гипотезы.

Все изложенные здесь подходы можно применять не только на классах Bt, но и на дру-
гих классах подчиненных функций. Таким образом, использование разработанного здесь
математического аппарата является перспективным при решении экстремальных задач на
классах B, Bt, а также на других классах голоморфных функций.
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