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Антипериодическая краевая задача
для неявного обыкновенного дифференциального уравнения

Арам Владимирович АРУТЮНОВ, Зухра Тагировна ЖУКОВСКАЯ,
Сергей Евгеньевич ЖУКОВСКИЙ
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117997, Российская Федерация, г. Москва, ул. Профсоюзная, 65

Аннотация. В статье исследуется антипериодическая краевая задача для неявного нели-
нейного обыкновенного дифференциального уравнения

f(t, x, ẋ) = 0, x(0) + x(τ) = 0.

Предполагается, что отображение f : R × Rn × Rn → Rk , определяющее рассматривае-
мое уравнение, является гладким и удовлетворяет условию равномерной невырожденности
первой производной

inf
{
covf ′

v(t, x, v) : (t, x, v) ∈ R× Rn × Rn
}
> 0.

Здесь covA — константа Банаха линейного оператора A. Предположение равномерной
невырожденности выполняется, в частности, для отображения f, определяющего нор-
мальное обыкновенное дифференциальное уравнение. Для неявных уравнений получены
достаточные условия существования решения антипериодической краевой задачи и най-
дены оценки решений. Сформулированы следствия для нормальных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Для доказательства основного результата исходное неявное
уравнение сводится к нормальному дифференциальному уравнению за счет применения
нелокальной теоремы о неявной функции. Затем в работе доказывается вспомогательное
утверждение о разрешимости уравнения x + ψ(x) = 0, представляющее собой аналог
теоремы Брауэра о неподвижной точке. Показывается, что отображение ψ, ставящее про-
извольной начальной точке x0 значение решения задачи Коши в точке τ, корректно опре-
делено и удовлетворяет предположениям вспомогательного утверждения, что доказывает
существование решения исходной краевой задачи.

Ключевые слова: антипериодическая краевая задача, неявное ОДУ, теорема о неявной
функции
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Antiperiodic boundary value problem
for an implicit ordinary differential equation

Aram V. ARUTYUNOV, Zukhra T. ZHUKOVSKAYA, Sergey E. ZHUKOVSKIY
V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of RAS

65 Profsoyuznaya St., Moscow 117997, Russian Federation

Abstract. The paper is devoted to the investigation of the antiperiodic boundary value problem
for an implicit nonlinear ordinary differential equation

f(t, x, ẋ) = 0, x(0) + x(τ) = 0.

We assume that the mapping f : R×Rn×Rn → Rk defining the equation under consideration
is smooth and satisfies the condition of uniform nondegeneracy of the first derivative

inf
{
covf ′

v(t, x, v) : (t, x, v) ∈ R× Rn × Rn
}
> 0.

Here covA is the Banach constant of the linear operator A. The assumption of uniform non-
degeneracy holds, in particular, for the mapping f defining an explicit ordinary differential
equation. For implicit equations, sufficient conditions for the existence of a solution to an
antiperiodic boundary value problem are obtained, and estimates for solutions are found. Coro-
llaries for normal ordinary differential equations are formulated. To prove the main result, the
original implicit equation is reduced to an explicit differential equation by applying a nonlocal
implicit function theorem. Then we prove an auxiliary assertion on the solvability of the equation
x+ψ(x) = 0, which is an analog of Brouwer’s fixed point theorem. It is shown that the mapping
ψ, that assigns the value of the solution of the Cauchy problem at the point τ to an arbitrary
initial point x0, is well defined and satisfies the assumptions of the auxiliary statement. This
reasoning completes the proof of the existence of a solution to the boundary value problem.

Keywords: antiperiodic boundary value problem, implicit ordinary differential equation, imp-
licit function theorem
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Введение

Настоящая работа посвящена исследованию вопроса разрешимости антипериодической
краевой задачи для неявного обыкновенного дифференциального уравнения. Один из под-
ходов к исследованию задачи Коши для такого уравнения предполагает применение тео-
рии накрывающих отображений. Первой работой, посвященной применению накрываю-
щих отображений к исследованию неявных дифференциальных уравнений, является ста-
тья [1]. В [2] исследованы свойства гладких накрывающих отображений и получены нело-
кальные теоремы о неявной функции. В настоящей работе мы применим нелокальную
теорему о неявной функции из [2] для доказательства существования решения антипери-
одической краевой задачи для неявного обыкновенного дифференциального уравнения и
получим априорные оценки решений. Основной результат работы остается содержатель-
ным и для нормальных дифференциальных уравнений.

1. Постановка задачи и основной результат

Прежде чем перейти к постановке задачи, введем используемые обозначения.
Через Rn будем обозначать n -мерное арифметическое пространство с нормой | · | и

скалярным произведением 〈·, ·〉. Обозначим через Bn(x, r) замкнутый шар в Rn с цен-
тром в нуле радиуса r ≥ 0, т.е.

Bn(x, r) = {u ∈ Rn : |u− x| ≤ r}.

Для числа t ∈ R и определенной в окрестности этой точки дифференцируемой функции
x через ẋ(t) обозначим производную функции x в точке t. Для произвольного линейного
оператора A : Rn → Rk положим

covA := max{α ≥ 0 : Bk(0, α) ⊂ ABn(0, 1)}.

Очевидно, что covA > 0 тогда и только тогда, когда оператор A сюръективен. Известно
(см., например, [2]), что функция cov непрерывна.

Пусть заданы непрерывное отображение f : R×Rn×Rn → Rk и число τ > 0. Рассмот-
рим антипериодическую краевую задачу для неявного обыкновенного дифференциального
уравнения

f(t, x, ẋ) = 0, t ∈ [0, τ ],

x(0) + x(τ) = 0.
(1.1)

Будем говорить, что непрерывно дифференцируемая функция x : I → Rn, определенная
на открытом интервале I ⊂ R, является решением задачи (1.1), если

[0, τ ] ⊂ I, f(t, x(t), ẋ(t)) = 0 ∀ t ∈ [0, τ ]

и
x(0) + x(τ) = 0.

Цель настоящей работы состоит в получении достаточных условий существования ре-
шения задачи (1.1). Основной результат работы состоит в следующем.

Пусть заданы числа R ≥ 0, ε > 0 и непрерывно дифференцируемая функция
y : (−ε, τ + ε)→ Rn такая, что

y(0) + y(τ) = 0. (1.2)
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Положим
w(t) := max

x∈Bn(y(t),R)

∣∣∣f(t, x, ẏ(t)
)∣∣∣, t ∈ [0, τ ]. (1.3)

Очевидно, что функция w непрерывна.

Теорема 1.1. Предположим, что

(i) отображение f дважды непрерывно дифференцируемо;

(ii) α := inf
{

covf ′v(t, x, v) : (t, x, v) ∈ (−ε, τ + ε)× Rn × Rn
}
> 0;

(iii) функция y(·) трижды непрерывно дифференцируема и удовлетворяет соотноше-
нию (1.2).

Тогда если выполняется соотношение

3

2α

τ∫
0

w(t) dt ≤ R, (1.4)

то существует решение x̄(·) задачи (1.1) такое, что имеют место соотношения

|x̄(t)| ≤ R ∀ t ∈ [0, τ ] и |x̄(0)| ≤ 1

α

τ∫
0

w(t) dt. (1.5)

2. Обсуждение

Пусть задано непрерывное отображение g : R × Rn → Rn. Рассмотрим антипериоди-
ческую краевую задачу для нормального обыкновенного дифференциального уравнения

ẋ = g(t, x), t ∈ [0, τ ],

x(0) + x(τ) = 0.
(2.1)

Положим
w0(t) := max

x∈Bn(y(t),R)

∣∣∣ẏ(t)− g
(
t, x
)∣∣∣, t ∈ [0, τ ]. (2.2)

Очевидно, что функция w0 непрерывна. Из теоремы 1.1 вытекает следующее утвержде-
ние.

Следствие 2.1. Предположим, что отображение g дважды непрерывно дифферен-
цируемо, функция y(·) трижды непрерывно дифференцируема. Тогда, если для опреде-
ленной равенством (2.2) функции w0 выполняется соотношение

3

2

τ∫
0

w0(t) dt ≤ R,

то существует решение x̄(·) задачи (2.1) такое, что имеют место соотношения

|x̄(t)| ≤ R ∀ t ∈ [0, τ ] и |x̄(0)| ≤
τ∫

0

w0(t) dt.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим k := n, f(t, x, v) := v−g(t, x). Очевидно, что для
этого отображения f : R×Rn×Rn → Rn выполняются все предположения теоремы 1.1. В
частности, w(t) ≡ w0(t) и α = 1. Поэтому существование решения задачи (2.1) вытекает
из теоремы 1.1.

Следствие 2.2. Предположим, что отображение g дважды непрерывно дифферен-
цируемо. Тогда если выполняется соотношение

3

2

τ∫
0

max
x∈Bn(0,R)

∣∣g(t, x)
∣∣ dt ≤ R, (2.3)

то существует решение x̄(·) задачи (2.1) такое, что имеют место соотношения

|x̄(t)| ≤ R ∀ t ∈ [0, τ ] и |x̄(0)| ≤
τ∫

0

max
x∈Bn(0,R)

∣∣g(t, x)
∣∣ dt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что для отображения g и функции y(t) ≡ 0 вы-
полняются предположения следствия 2.1 при w0(t) ≡ max

x∈Bn(0,R)

∣∣g(t, x)
∣∣. Поэтому существо-

вание решения задачи (2.1) вытекает из следствия 2.1.

Отметим, что для произвольной гладкой функции g и произвольного фиксированного
R > 0 неравенство (2.3) выполняется при любом достаточно малом τ > 0, поскольку

функция τ 7→ 3
2

τ∫
0

max
x∈Bn(0,R)

∣∣g(t, x)
∣∣ dt непрерывна и обращается в нуль при τ = 0. Поэтому

решение задачи (2.1) существует при любом достаточно малом τ > 0. Отметим также, что
из приводимого далее доказательства теоремы 1.1 следует, что предположение гладкости в
следствии 2.2 можно ослабить, потребовав непрерывности отображения g и непрерывной
дифференцируемости g по x.

3. Вспомогательные утверждения

Далее при доказательстве теоремы 1.1 наряду с классическими теоремами о свойствах
решений обыкновенных дифференциальных уравнений и теоремами о неподвижных точ-
ках будет использоваться глобальная теорема о неявной функции из [2]. Напомним её.

Теорема 3.1. (см. [2, теорема 5]) Пусть задано натуральное s, открытое непустое
множество Σ ⊂ Rs и дважды непрерывно дифференцируемое отображение F : Rn×Σ→
Rk. Если

α := inf{covF ′v(v, σ) > 0 : v ∈ Rn, σ ∈ Σ} > 0,

то существует непрерывно дифференцируемое отображение G : Σ→ Rn такое, что

F (G(σ), σ) = 0, |G(σ)| ≤ |F (0, σ)|
α

∀ σ ∈ Σ.

Наряду с нелокальной теоремой о неявной функции, ниже будет использоваться следу-
ющее утверждение о разрешимости нелинейных абстрактных уравнения, эквивалентное
теореме Брауэра о неподвижной точке (см. [3, §1.6]).
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Теорема 3.2. Пусть заданы число r≥0 и непрерывное отображение ψ : Bn(0, r)→Rn

такие, что
|ψ(x)− x| ≤ 2r ∀ x ∈ Rn : |x| = r. (3.1)

Тогда существует точка x̂ ∈ Bn(0, r) такая, что ψ(x̂) = −x̂.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

S := {x ∈ Rn : |x| = r}.

Если ψ(x̂) = −x̂ для некоторого x ∈ S, то предложение доказано. Рассмотрим теперь
случай ψ(x) 6= −x ∀ x ∈ S.

Покажем, что для любого x ∈ S векторы x и −ψ(x) − x не являются сонаправлен-
ными, т.е., что λx 6= −ψ(x)− x для любого λ > 0. Для x ∈ S и λ > 0 имеем

|λx− (−ψ(x)− x)|2 = |(2 + λ)x+ (ψ(x)− x)|2

= (2 + λ)2|x|2 + 2(2 + λ)〈x, ψ(x)− x〉+ |ψ(x)− x|2

≥ (2 + λ)2|x|2 − 2(1 + λ)|x||ψ(x)− x|+ |ψ(x)− x|2

=
(
2|x|+ λ|x| − |ψ(x)− x|

)2
=
(
2r + λr − |ψ(x)− x|

)2 ≥ (λr)2 > 0.

Здесь первое неравенство следует из неравенства Коши–Буняковского, последнее равен-
ство — из включения x ∈ S, а предпоследнее неравенство из предположения (3.1). Таким
образом, доказано, что λx 6= −ψ(x)− x для любого λ > 0.

Поскольку для любого x ∈ S векторы x и −ψ(x)− x не являются сонаправленными,
то из [3, §1.6] следует, что существует точка x̂ ∈ Bn(0, r) такая, что −ψ(x̂) − x̂ = 0.

Очевидно, эта точка является искомой.

4. Доказательство теоремы 1.1

Положим

F (v, σ) := f(t, x+ y(t), v + ẏ(t)),

v ∈ Rn, σ = (t, x) ∈ Σ := (−ε, τ + ε)× Rn.

Поскольку для отображения f выполнено предположение (ii), отображение f дважды
непрерывно дифференцируемо, а функция y трижды непрерывно дифференцируема, то
для F выполнены предположения теоремы 3.1. Поэтому существует непрерывно диффе-
ренцируемая функция G : Σ→ Rn такая, что

f(t, x+ y(t), ẏ(t) +G(t, x)) = 0,

|G(t, x)| ≤ |f(t, x+ y(t), ẏ(t))|
α

(4.1)

для любых (t, x) ∈ (−ε, τ + ε)× Rn.

Положим

r :=
1

2α

τ∫
0

w(t) dt. (4.2)
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В силу (1.4) имеем

0 ≤ r < R,
1

α

τ∫
0

w(t) dt ≤ R− r. (4.3)

Кроме того,

τ∫
0

max
x∈Bn(0,R)

|G(t, x)| dt
(4.1)

≤ 1

α

τ∫
0

max
x∈Bn(0,R)

|f(t, x+ y(t), ˙̄y(t))| dt (1.3)
=

1

α

τ∫
0

w(t) dt. (4.4)

Для произвольного x0 ∈ Bn(0, r) рассмотрим задачу Коши

ẋ = G(t, x), t ∈ [0, τ ], x(0) = x0. (4.5)

Поскольку

τ∫
0

max
|x−x0|≤R−r

|G(t, x)| dt ≤
τ∫

0

max
x∈Bn(0,R)

|G(t, x)| dt
(4.4)

≤ 1

α

τ∫
0

w(t) dt
(4.3)

≤ R− r,

то в силу [4, теорема II.4.1] существует решение ϕ(·, x0) : [0, τ ] → Bn(0, R) задачи (4.5).
Из [4, теорема II.4.5] следует, что это решение единственно. Из [4, теорема II.4.11] следует,
что отображение ϕ(τ, ·) : Bn(0, r)→ Bn(0, R) непрерывно.

Зададим отображение ψ : Bn(0, r)→ Rn по формуле

ψ(x0) := ϕ(τ, x0), x0 ∈ Bn(0, r).

Это отображение непрерывно, поскольку непрерывно отображение ϕ(τ, ·). Кроме того,

|ψ(x0)− x0| ≤ 2r ∀ x0 ∈ Bn(0, r) : |x0| = r,

поскольку

|ψ(x0)− x0| =
∣∣∣∣
τ∫

0

ϕ̇(t, x0) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
τ∫

0

G(t, ϕ(t, x0)) dt

∣∣∣∣
(4.4)

≤
τ∫

0

max
x∈Bn(0,R)

|G(t, x)| dt
(4.2)

≤ 1

α

τ∫
0

w(t) dt = 2r.

Поэтому из теоремы 3.2 следует, что существует точка x0 ∈ Bn(0, r) такая, что

ψ(x0) = −x0.

Положим x̄(t) := y(t) + ϕ(t, x0), t ∈ [0, τ ]. Покажем, что x̄ является искомым реше-
нием задачи (1.1). Имеем

f
(
t, x̄(t), ˙̄x(t)

)
= f

(
t, y(t) + ϕ(t, x0), ẏ(t) + ϕ̇(t, x0)

)
= f

(
t, y(t) + ϕ(t, x0), ẏ(t) +G

(
t, ϕ(t, x0)

)) (4.1)
= 0.
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Кроме того,

x̄(0) = y(0) + ϕ(0, x0) = y(0) + x0 = −y(τ)− ψ(x0) = −y(τ)− ϕ(τ, x0) = −x̄(τ).

Следовательно, x̄ является решением задачи (1.1). Кроме того,

|x̄(0)− y(0)| = |ϕ(0, x0)| ≤ r
(4.2)
=

1

2α

τ∫
0

w(t) dt;

|x̄(t)− y(t)| = |ϕ(t, x0)| ≤ R.

Таким образом, функция x̄ является искомой. �
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уравнения четвертого порядка. Доказана ее однозначная разрешимость. Доказательство
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Abstract. In this article, we consider a non-local problem with an integral condition for
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Введение

В основе математических моделей многих процессов и явлений лежит уравнение чет-
вертого порядка

utt − (aux)x − (buxtt)x + cu = f(x, t),

которое можно интерпретировать как обобщение уравнения Буссинеска–Лява [1]. В част-
ности, это уравнение описывает продольные колебания стержня с учетом инерции попе-
речных смещений элементов стержня [2]. Для этого уравнения рассматривались начально-
краевые задачи [3, 4], обратные задачи [5, 6], а также нелокальные задачи [7–10] (статьи,
посвященные смежным вопросам, см. в списках литературы цитируемых работ). В пред-
лагаемой работе исследуется задача, одно из условий которой является нелокальным, что
весьма затрудняет применение известных классических методов исследования разреши-
мости поставленной задачи. В настоящее время задачи с нелокальными условиями для
уравнений с частными производными продолжают привлекать внимание исследователей.
Интерес к этому классу задач обоснован необходимостью построения математических мо-
делей, отвечающих потребностям современного естествознания [11]. Вскоре после выхода
статей [12,13], положивших начало систематическим исследованиям нелокальных задач с
интегральными условиями, появился ряд работ, в которых в том или ином качестве при-
сутствуют нелокальные интегральные условия: либо вместо граничных [14, 15, 17], либо в
качестве условий переопределения в обратных задачах [18–20].

В большинстве упомянутых выше работ изучены задачи для уравнений второго поряд-
ка. Предложенный в данной работе метод позволил доказать существование единствен-
ного решения задачи для уравнения четвертого порядка. Доказательство единственности
решения базируется на полученных в работе априорных оценках. Для обоснования су-
ществования решения используется не совсем обычный прием, который подсказан самим
уравнением: учитывая естественное условие b(x, t) 6= 0, рассматриваемое уравнение мож-
но трактовать как уравнение с доминирующей производной четвертого порядка [21–23].

1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение

utt − (aux)x − (buxtt)x + cu = f(x, t), (1.1)

в области QT = (0, l) × (0, T ) , предполагая, что коэффициенты уравнения и его правая
часть — достаточно гладкие функции, a(x, t) ≥ a0 > 0, b(x, t) ≥ b0 > 0 в Q̄T , и поставим
для него следующую задачу.

Задача 1. Найти в QT решение уравнения (1.1), удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), ux(0, t) = 0, (1.2)

u(l, t) +

l∫
0

K(x)u(x, t)dx = 0. (1.3)

Под решением задачи 1 будем понимать функцию u ∈ C2(Q̄T ), uxxtt ∈ C(QT ), удовлетво-
ряющую в области QT уравнению (1.1) и условиям (1.2), (1.3). Будем также предполагать
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выполненными условия согласования

ϕ(l) +

l∫
0

K(x)ϕ(x)dx = 0, ψ(l) +

l∫
0

K(x)ψ(x)dx = 0, ϕ′(0) = 0. (1.4)

2. Эквивалентная форма задачи 1

Условие (1.3) относится к нелокальным интегральным условиям второго рода. Извест-
но [24], что интегральные условия второго рода могут содержать в качестве внеинтеграль-
ного слагаемого как след самого искомого решения, так и его производную по направле-
нию нормали к боковой поверхности. Для исследования нелокальных задач с интеграль-
ным условием, содержащим производную, разработан эффективный метод, позволяющий
обосновать разрешимость задачи в пространстве Соболева [7,24]. При его реализации уда-
ется использовать многие стандартные приемы вывода априорных оценок, на которых в
основном базируется доказательство как единственности, так и существования решения.
Но этот метод неприменим, если внеинтегральное слагаемое не содержит производной
по нормали, и исследование задач с условием такого типа, к которому принадлежит и
(1.3), требует иного подхода. В [25] был предложен метод, который затем был развит в
работах [26,27]. Существенным ограничением при реализации этого метода является тре-
бование разрешимости интегрального уравнения, неизбежно порождаемого интегральным
условием. Снятию этого ограничения посвящены работы [26, 27]. Заметим, что в частном
случае, в случае одной пространственной переменной, эту трудность можно легко обой-
ти с помощью приема, разработанного для уравнения второго порядка [24], позволяющего
перейти от условия вида (1.3) к условию, содержащему производную по направлению нор-
мали. Мы используем здесь этот прием для уравнения четвертого порядка (1.1), и суть его
заключается в утверждении леммы, которая сейчас будет сформулирована и доказана.

Лемма 2.1. Если u(x, t) — решение задачи 1, выполняются условия согласования
(1.4) и K(l) 6= 0, то условие (1.3) эквивалентно условию

K(l)
[
a(l, t)ux(l, t) + b(l, t)uxtt(l, t)

]
=
(
b(l, t)K ′(l)− 1

)
utt(l, t) + b(l, t)K ′(0)utt(0, t)−

l∫
0

[
(K ′a)x −Kc

]
udx

−
l∫

0

(K ′b)xuttdx+K ′(l)a(l, t)u(l, t)−K ′(0)a(0, t)u(0, t)−
l∫

0

Kfdx.

(2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, t) — решение задачи 1. Дифференцируя (1.3)
по t и учитывая, что utt = (aux)x + (bxtt)x − cu+ f в силу (1.1), получим равенство

utt(l, t) +

l∫
0

K(x)utt(x, t)dx = utt(l, t) +

l∫
0

K(x)
[
(aux)x + (bxtt)x − cu+ f

]
dx,

интегрируя правую часть которого, получим (2.1).
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Пусть теперь u(x, t) удовлетворяет уравнению (1.1), условиям (1.2) и (2.1). Умножим
равенство (1.1) на K(x) и проинтегрируем по (0, l), получим

l∫
0

K(x)uttdx−
l∫

0

K(aux)xdx−
l∫

0

K(x)(buxtt)xdx+

l∫
0

Kcudx =

l∫
0

Kfdx.

Интегрируя по частям в правой части те слагаемые, которые содержат производные по
пространственной переменной под знаком интеграла, и учитывая условие (2.1), получим

utt(l, t) +

l∫
0

K(x)utt(x, t)dx = 0.

Представим это равенство следующим образом:

∂2

∂t2

[
u(l, t) +

l∫
0

K(x)u(x, t)dx
]

= 0.

В силу начальных условий u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) и условий согласования (1.4)

приходим к следующей задаче Коши относительно функции u(l, t) +
l∫
0

K(x)utt(x, t)dx :

d2

dt2

[
u(l, t) +

l∫
0

K(x)u(x, t)dx
]

= 0,

u(l, 0) +

l∫
0

K(x)u(x, 0)dx = 0, ut(l, 0) +

l∫
0

K(x)ut(x, 0)dx = 0.

Эта задача имеет единственное тривиальное решение u(l, t) +
l∫
0

K(x)u(x, t)dx = 0, а это и

означает, что выполняется условие (1.3).

Утверждение доказанной леммы дает возможность вместо задачи 1 с нелокальным
условием (1.3) изучать задачу с условием (2.1), которое содержит выражение a(l, t)ux(l, t)+

b(l, t)uxtt(l, t). Именно присутствие этого выражения в нелокальном условии позволит по-
лучить оценку, с помощью которой в следующем разделе будет доказана единственность
решения.

Задача 2. Найти в QT решение уравнения (1.1), удовлетворяющее условиям (1.2) и
(2.1).

3. Основные результаты

Введем следующие обозначения.

γ = 1− b(l, t)K ′(l), k0 =

∫ l

0

K2(x)dx,

H(x, t) = (K ′a)x − cK, H0 = max
[0,T ]

∫ l

0

H2(x, t)dx.
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Теорема 3.1. Пусть a, at, b, bt, c ∈ C(Q̄T ), K ∈ C2(0, l) ∩ C1[0, l]. Если справедливы
неравенства

γK(l) > 0, 1− 1

K(l)

∫ l

0

K2(x)dx > 0

и выполняется хотя бы одно из двух условий:

K(x) = const > 0, (3.1)
(K ′b)x = K(x), K ′(0) = 0, (3.2)

то существует не более одного решения задачи 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что существуют два различных решения,
u1(x, t) и u2(x, t), задачи 2. Пусть выполняется условие (3.1) теоремы 3.1: K(x) = k .
Тогда u = u1 − u2 удовлетворяет уравнению

utt − (aux)x − (buxtt)x + cu = 0 (3.3)

и однородным условиям

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, ux(0, t) = 0, (3.4)

a(l, t)ux(l, t) + b(l, t)uxtt(l, t) =

l∫
0

c(x, t)u(x, t)dx− 1

k
utt(l, t). (3.5)

Умножим (3.3) на ut(x, t) и проинтегрируем полученное равенство по прямоугольнику
Qτ = (0, l)× (0, τ), τ ∈ [0, T ]

τ∫
0

l∫
0

[
utt − (aux)x − (buxtt)x + cu

]
utdxdt = 0.

Интегрируя три первых слагаемых по частям, учитывая условия (3.4), получим

1

2

l∫
0

[
u2t (x, τ) + au2x(x, τ) + bu2xt(x, τ)

]
dx+

τ∫
0

l∫
0

cuutdxdt

=
1

2

τ∫
0

l∫
0

[
atu

2
x + btu

2
xt

]
dxdt+

τ∫
0

ut(l, t)
[
aux(l, t) + buxtt(l, t)

]
dt.

Используя условие (3.5), преобразуем последнее слагаемое правой части:

1

2

l∫
0

[
u2t (x, τ) + au2x(x, τ) + bu2xt(x, τ)

]
dx+

τ∫
0

l∫
0

cuutdxdt

=
1

2

τ∫
0

l∫
0

[
atu

2
x + btu

2
xt

]
dxdt− 1

k

τ∫
0

ut(l, t)utt(l, t)dxdt+

τ∫
0

ut(l, t)

l∫
0

cudxdt.

(3.6)
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Поскольку
τ∫
0

ut(l, t)utt(l, t)dt = 1
2
u2t (l, τ) и k > 0, из (3.6) следует неравенство

l∫
0

[
u2t (x, τ) + a(x, τ)u2x(x, τ) + b(x, τ)u2xt(x, τ)

]
dx+

1

k
u2t (l, τ)

≤ 2
∣∣∣ τ∫
0

l∫
0

cuutdxdt
∣∣∣+
∣∣∣ τ∫
0

l∫
0

[
atu

2
x + btu

2
xt

]
dxdt

∣∣∣+ 2
∣∣∣ τ∫
0

ut(l, t)

l∫
0

cudxdt
∣∣∣.

(3.7)

Для получения оценки правой части неравенства (3.7) используем неравенства Коши
и Коши–Буняковского. Условия теоремы 3.1 гарантируют существование положительных

чисел a1, b1, c0, c1 таких, что |at| ≤ a1, |bt| ≤ b1, |c| ≤ c0,
l∫
0

c2(x, t)dx ≤ c1. Таким образом,
имеем

2
∣∣∣ τ∫
0

l∫
0

cuutdxdt
∣∣∣ ≤ c0

τ∫
0

l∫
0

(u2 + u2t )dxdt;

2
∣∣∣ τ∫
0

u2t (l, t)

l∫
0

cudxdt
∣∣∣ ≤ τ∫

0

u2t (l, t)dt+ c1

τ∫
0

l∫
0

u2dxdt.

Теперь рассмотрим интеграл, содержащий след производной, и оценим его с помощью
следующего полученного в [24] неравенства

u2(l, t) ≤ 2l

l∫
0

u2x(x, t)dx+
2

l

l∫
0

u2(x, t)dx.

Имеем
τ∫

0

u2t (l, t)dt ≤ 2l

τ∫
0

l∫
0

u2xtdxdt+
2

l

τ∫
0

l∫
0

u2t (x, t)dxdt.

В результате этих преобразований и оценок неравенство (3.7) приобретает вид

l∫
0

[u2t (x, τ) + a(x, τ)u2x(x, τ) + b(x, τ)u2xt(x, τ)]dx+
1

k
u2t (l, τ)

≤
τ∫

0

l∫
0

(a1u
2
x + b1u

2
xt)dxdt+ c0

τ∫
0

l∫
0

[
u2 + u2t

]
dxdt (3.8)

+2l

τ∫
0

l∫
0

u2xtdxdt+
2

l

τ∫
0

l∫
0

u2tdxdt+ c1

τ∫
0

l∫
0

u2dxdt.

Из равенства u(x, τ) = u(x, 0) +
τ∫
0

ut(x, t)dt =
τ∫
0

ut(x, t)dt получаем

l∫
0

u2(x, τ)dx ≤ τ

τ∫
0

l∫
0

u2tdxdt. (3.9)
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Обозначим m = min{1, a0, b0}, M = max
{
c0+c1, c0+

2
l
+τ, a1, b1+2l

}
. В силу неравенств

(3.8), (3.9) имеем

m

l∫
0

[
u2(x, τ) + u2t (x, τ) + u2x(x, τ) + u2xt(x, τ)

]
dx+

1

k
u2t (l, τ)

≤M

τ∫
0

l∫
0

(
u2 + u2t + u2x + u2xt

)
dxdt.

Из полученного неравенства следует

m

l∫
0

[
u2(x, τ) + u2t (x, τ) + u2x(x, τ) + u2xt(x, τ)

]
dx ≤M

τ∫
0

l∫
0

(u2 + u2t + u2x + u2xt)dxdt,

откуда в силу леммы Гронуолла (см. [28]) имеем u(x, t) = 0 в Qτ . Так как τ ∈ [0, T ]

произвольно, u(x, t) = 0 всюду в QT .

Пусть теперь выполняется условие (3.2). Как и выше, предположим, что существует
два различных решения u1(x, t) и u2(x, t) задачи 2. Тогда условие (2.1) для u = u1− u2
имеет вид

a(l, t)ux(l, t) + b(l, t)uxtt(l, t)

=
K ′(l)

K(l)
a(l, t)u(l, t)− 1

K(l)

[
γutt(l, t) +

∫ l

0

H(x, t)u(x, t)dx +

∫ l

0

Kuttdx
]
.

Интегрирование равенства (3.3), умноженного на ut, приводит к соотношению∫ l

0

[u2t (x, τ) + a(x, τ)u2x(x, τ) + b(x, τ)u2xt(x, τ)]dx

+ 2

∫ τ

0

∫ l

0

cuutdxdt−
∫ τ

0

∫ l

0

atu
2
xdxdt−

∫ τ

0

∫ l

0

btu
2
xtdx+

2

K(l)

∫ τ

0

ut(l, t)
[
γutt(l, t) +

∫ l

0

Hudx+

∫ l

0

Kudx−K ′(l)a(l, t)u(l, t)
]
dt = 0.

(3.10)

Кроме вычислений, сделанных для случая (3.1), нам потребуются еще следующие.
Учитывая условия (1.3) и (3.2), имеем∫ τ

0

ut(l, t)

∫ l

0

Kuttdxdt =

∫ τ

0

∫ l

0

Kutdx

∫ l

0

Kuttdxdt.

Интегрирование по частям правой части этого равенства приводит к равенству∫ τ

0

ut(l, t)

∫ l

0

Kuttdxdt =
1

2

(∫ l

0

K(x)ut(x, τ)dx
)2
.
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С учетом проделанных преобразований и условий теоремы перепишем (3.10) следующим
образом∫ l

0

[
u2t (x, τ) + a(x, τ)u2x(x, τ) + b(x, τ)u2xt(x, τ)

]
dx+

γ

K(l)
u2t (l, τ)

=

∫ τ

0

∫ l

0

atu
2
xdxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

btu
2
xtdxdt−

2

K(l)

∫ τ

0

ut(l, t)

∫ l

0

Hudxdt

− 1

K(l)

(∫ l

0

Kut(x, τ)dx
)2

+
K ′(l)

K(l)

∫ τ

0

a(l, t)u(l, t)ut(l, t)dt− 2

∫ τ

0

∫ l

0

cuutdxdt.

Из этого равенства следует неравенство∫ l

0

[
u2t (x, τ) + a(x, τ)u2x(x, τ) + b(x, τ)u2xt(x, τ)

]
dx+

γ

K(l)
u2t (l, τ)

≤
∫ τ

0

∫ l

0

|at|u2xdxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

|bt|u2xtdxdt+
∣∣∣ 2

K(l)

∫ τ

0

ut(l, t)

∫ l

0

Hudxdt
∣∣∣

+
∣∣∣ 1

K(l)

∣∣∣( ∫ l

0

Kut(x, τ)dx
)2

+
∣∣∣K ′(l)
K(l)

∫ τ

0

a(l, t)u(l, t)ut(l, t)dt
∣∣∣+ 2

∣∣∣ ∫ τ

0

∫ l

0

cuutdxdt
∣∣∣.

В полученном неравенстве оценим слагаемые правой части, отсутствовавшие при ис-
следовании случая (3.1). Имеем

2
∣∣∣ ∫ τ

0

ut(l, t)

∫ l

0

Hudxdt
∣∣∣ ≤ ∫ τ

0

u2t (l, t)dt+

∫ τ

0

(∫ l

0

Hudx
)2
dt

≤ 2l

∫ τ

0

∫ l

0

u2xtdxdt+
2

l

∫ τ

0

∫ l

0

u2tdxdt+H0

∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt;(∫ l

0

Kutdx
)2
≤ k0

∫ l

0

u2t (x, τ)dx.

Так как по условию теоремы ν = 1 − k0
K(l)

> 0, то, используя найденные оценки и нера-
венство (3.9), получаем

m

∫ l

0

[u2(x, τ) + u2t (x, τ) + u2x(x, τ) + u2xt(x, τ)]dx ≤M

∫ τ

0

∫ l

0

[u2 + u2t + u2x + u2xt]dxdt,

где m = min{1, ν, a0, b0}, M = max
{
a1, b1, c0 + H0, c0 + τ + 2

lK(l)

}
. Из этого неравенства,

справедливого при любом τ ∈ [0, T ], в силу леммы Гронуолла следует u(x, t) = 0 в QT ,

а это означает, что не может существовать более одного решения задачи 2.

Теорема 3.2. Пусть f ∈ C(Q), ϕ ∈ C1([0, l]), ψ ∈ C([0, l]). Тогда при выполнении
условий теоремы 3.1 решение задачи 2 существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство существования решения начально-краевой
задачи 2 с нелокальным условием (2.1) проведем следующим образом.

1. Сведем начально-краевую задачу 1 для уравнения четвертого порядка к двум за-
дачам Гурса G1, G2 для уравнений второго порядка.

2. Покажем, что задача 2 эквивалентна совокупности двух задач G1 и G2 .
3. Докажем разрешимость задач G1 и G2.
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4. Убедимся в существовании решения задачи 2 и, в силу леммы 2.1, в существовании
решения задачи 1.

Приступим к реализации данного плана.
1. Так как по предположению коэффициент b(x, t) в Q̄T не обращается в нуль, то

уравнение (1.1) можно переписать в виде

uxxtt +
1

b

[
(aux)x − utt + bxuxtt − cu

]
= −1

b
f(x, t).

Не слишком ограничивая общность будем считать b = const. Тогда получим простой и
удобный для дальнейших исследований вид уравнения

uxxtt + (Aux)x + (But)t + Cu = F (x, t), (3.11)

где обозначено

A =
a(x, t)

b
, B = −1

b
, C = −c(x, t)

b
, F (x, t) = −f(x, t)

b
.

Уравнения вида (3.11) в последнее время стало принято называть уравнениями с до-
минирующей производной [21]. Запишем уравнение (3.11) следующим образом:

∂2

∂x∂t

[
uxt +

t∫
0

Auxdτ +

x∫
0

Butdξ +

t∫
0

x∫
0

Cudξdτ
]

= F (x, t). (3.12)

Введем новую неизвестную функцию v(x, t), положив

v(x, t) = uxt +

t∫
0

Auxdτ +

x∫
0

Butdξ +

t∫
0

x∫
0

Cudξdτ.

Тогда, если u(x, t) удовлетворяет уравнению (3.11), а следовательно, и уравнению (3.12), с
условиями ux(0, t) = 0, ut(x, 0) = ψ(x), то v(x, t) удовлетворяет уравнению vxt = F (x, t)

с условиями v(0, t) = 0, v(x, 0) = ψ(x) +
x∫
0

Bψ(ξ)dξ = Ψ(x).

Таким образом, мы пришли к двум следующим задачам Гурса.
Задача G1. Найти в QT решение уравнения

vxt = F (x, t),

удовлетворяющее условиям
v(0, t) = 0, v(x, 0) = Ψ(x).

Задача G2. Найти в QT решение уравнения

uxt +

t∫
0

Auxdτ +

x∫
0

Butdξ +

t∫
0

x∫
0

Cudξdτ = v(x, t), (3.13)

удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = ϕ(x), u(l, t) +

l∫
0

K(x)u(x, t)dx = 0. (3.14)
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2. Пусть v(x, t) удовлетворяет уравнению vxt = F (x, t) и условиям v(0, t) = 0, v(x, 0) =

ψ′(x) +
x∫
0

Bψ(ξ)dξ = Ψ(x), а u(x, t) — решение уравнения (3.13). Если u(x, t) удовле-

творяет условиям u(x, 0) = ϕ(x), u(l, t) +
l∫
0

K(x)u(x, t)dx = 0, то u(x, t) удовлетво-

ряет уравнению (3.11) и, стало быть, уравнению (1.1), в котором учтены предположе-
ния о коэффициентах, сделанные выше. Так как мы предположили выполнение условий

v(0, t) = 0, v(x, 0) = ψ′(x) +
x∫
0

Bψ(ξ)dξ, то, записав их в терминах u(x, t), получим

uxt(0, t) +

t∫
0

Aux(0, τ)dτ = 0,

uxt(x, 0) +

x∫
0

But(ξ, 0)dξ = ψ′(x) +

x∫
0

Bψ(ξ)dξ.

(3.15)

Интегрируя по t первое из этих соотношений, получим

ux(0, t)− ux(0, 0) +

t∫
0

τ∫
0

Aux(0, τ
′)dτ ′dτ = 0.

Изменив порядок интегрирования и учтя ux(0, 0) = ϕ′(0) = 0, получим равенство

ux(0, t) +

t∫
0

(t− τ)A(0, τ)ux(0, τ)dτ = 0,

рассматривая которое как интегральное уравнение Вольтерры с ограниченным ядром
(t − τ)A(0, τ) убеждаемся в том, что оно имеет единственное решение. Таким образом,
ux(0, t) = 0, т. е. выполняется условие задачи 2.

Интегрируя по x второе из соотношений (3.15), изменив так же, как и выше порядок
интегрирования и учитывая, что ut(0, 0) = ψ(0) = 0, получим уравнение

ut(x, 0) +

x∫
0

(x− ξ)But(ξ, 0)dξ = ψ(x) +

x∫
0

(x− ξ)Bψ(ξ)dξ. (3.16)

Уравнение (3.16) является уравнением Вольтерры с ограниченным ядром и поэтому имеет
единственное решение, очевидно, это функция ut(x, 0) = ψ(x).

Итак, все условия задачи 2 выполнены, и эквивалентность доказана.
3. Рассмотрим задачу G1. Общее решение уравнения vxt = F (x, t) имеет вид

v(x, t) = f(x) + g(t) +

t∫
0

x∫
0

F (ξ, τ)dξdτ,

где f(x), g(t) — любые дифференцируемые функции. Учитывая условия v(0, t) = 0,

v(x, 0) = Ψ(x), получим, что решение задачи G1 единственно и определяется формулой

v(x, t) = Ψ(x) +

t∫
0

x∫
0

F (ξ, τ)dξdτ.
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Рассмотрим задачу G2. Она представляет собой нагруженное уравнение с нелокаль-
ным условием. Вначале преобразуем уравнение (3.13), введя новую функцию

V (x, t) = uxt. (3.17)

Полагаем выполненными условия согласования

ϕ(l) +

∫ l

0

K(x)ϕ(x)dx = 0.

Интегрируя (3.17) по соответствующей переменной и учитывая условия (3.14), чтобы вы-
разить ut и ux через V, получим соотношения:

ux(x, t) =

∫ t

0

V (x, τ)dτ + ϕ′(x),

ut(x, t) +

∫ l

0

K(x)ut(x, t)dx = −
∫ l

x

V (ξ, t)dξ,

u(x, t) +

∫ l

0

K(x)u(x, t)dx = ϕ(x)− ϕ(l)−
∫ t

0

∫ l

x

V (ξ, τ)dξdτ.

В последнем интегральном уравнении ядро зависит лишь от одной переменной. Обозначим∫ l
0
K(x)u(x, t)dx = g(t). Если решение уравнения существует, то оно имеет вид

u(x, t) = ϕ(x)− ϕ(l)−
∫ t

0

∫ l

x

V (ξ, τ)dξdτ − g(t).

Найдем g(t) из равенств

g(t) =

∫ l

0

K(x)u(x, t)dx =

∫ l

0

K(x)
[
ϕ(x)− ϕ(l)−

∫ t

0

∫ l

x

V (ξ, τ)dξdτ − g(t)
]
dx.

Обозначим ∫ l

0

K(x)dx = k0, (1 + k0)
−1 = κ,

∫ x

0

K(ξ)dξ = K̃(x).

Если k0 6= −1, то

g(t) = κ

∫ l

0

K(x)[ϕ(x)− ϕ(l)−
∫ t

0

∫ l

x

V (ξ, τ)dξdτ ]dx.

Преобразовав последнее слагаемое, изменив порядок интегрирования и учтя условие со-
гласования, получим

u(x, t) = κ

∫ l

0

∫ t

0

K̃(x)V (x, τ)dτdx−
∫ l

x

∫ t

0

V (ξ, τ)dτdξ + ϕ(x). (3.18)

Непосредственной подстановкой нетрудно убедиться, что (3.18) действительно является
единственным решением исследуемого интегрального уравнения.
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Подставим функцию, найденную в виде (3.18), в уравнение (3.13) и получим

V (x, t) +

∫ t

0

A(x, τ)

∫ τ

0

V (x, τ ′)dτ ′dτ + κ

∫ x

0

B(ξ, t)

∫ l

0

K̃(ξ′)V (ξ′, t)dξ′dξ

−
∫ x

0

B(ξ, t)

∫ l

ξ

V (ξ′, t)dξ′dξ −
∫ t

0

∫ x

0

C(ξ, τ)

∫ l

ξ

∫ τ

0

V (ξ′, τ ′)dτ ′dξ′dξdτ

+κ

∫ t

0

∫ x

0

C(ξ, τ)

∫ l

0

∫ τ

0

K̃(ξ′)V (ξ′, τ ′)dτ ′dξ′dξdτ = ṽ(x, t),

(3.19)

где мы обозначили

ṽ(x, t) = v(x, t)−
∫ t

0

A(x, τ)ϕ′(x)dτ −
∫ t

0

∫ x

0

C(ξ, τ)ϕ(ξ)dξdτ.

Изменим во входящих в (3.19) интегралах порядок интегрирования и обозначим

Ã(x, t, τ ) =

∫ t

τ

A(x, τ ′)dτ ′, B̃(ξ, x, t) = K̃(ξ)

∫ x

0

B(ξ, t)dξ, B1(x, t) =

∫ x

0

B(ξ, t)dξ,

C1(x, t, τ ) =

∫ t

τ

∫ x

0

C(ξ, τ ′)dξdτ ′, C̃(x, ξ, t, τ ) = K̃(ξ)C1(x, t, τ ).

После сделанных преобразований уравнение (3.19) принимает вид

V (x, t) +

∫ t

0

Ã(x, t, τ )V (x, τ)dτ + κ

∫ x

0

B̃(x, ξ, t)V (ξ, t)dξ

−
∫ x

0

B1(ξ, t)V (ξ, t)dξ −
∫ l

x

B1(x, t)V (ξ, t)dξ + κ

∫ t

0

∫ l

0

C̃(x, ξ, t, τ )V (ξ, τ)dξdτ

−
∫ t

0

∫ x

0

C1(ξ, t, τ)V (ξ, τ)dξdτ −
∫ t

0

∫ l

x

C1(x, t, τ )V (ξ, τ)dξdτ

= ṽ(x, t) + ϕ(l)

∫ t

0

∫ x

0

C(ξ, τ)dξdτ + κ

∫ t

0

∫ l

x

C(ξ, τ)

∫ l

0

K(ξ′)ϕ(ξ′)dξ′dξdτ.

Введем еще следующие обозначения

B̃2(ξ, t) = κB̃(ξ, t)− B1(ξ, t), C̃2(x, ξ, t, τ ) = κC̃(x, ξ, t, τ )− C̃1(x, ξ, t, τ ),

C̃1(x, ξ, t, τ ) =
{
C1(ξ, t, τ), ξ ≤ x, C1(x, t, τ ), x ≤ ξ

}
,

v̄(x, t) = ṽ(x, t) + ϕ(l)

∫ t

0

∫ x

0

C(ξ, τ)dξdτ + κ

∫ t

0

∫ l

x

C(ξ, τ)

∫ l

0

K(ξ′)ϕ(ξ′)dξ′dξdτ,

используя которые, представим уравнение (3.19) в виде

V (x, t) +

∫ t

0

Ã(x, t, τ )V (x, τ)dτ +

∫ x

0

B̃2(ξ, t)V (ξ, t)dξ

−
∫ l

x

B1(x, t)V (ξ, t)dξ +

∫ t

0

∫ l

0

C̃2(x, ξ, t, τ )V (ξ, τ)dξdτ = v̄(x, t).

(3.20)

Рассмотрим оператор

T V =

∫ t

0

Ã(x, t, τ )V (x, τ)dτ +

∫ x

0

B̃2(ξ, t)V (ξ, t)dξ

−
∫ l

x

B1(x, t)V (ξ, t)dξ +

∫ t

0

∫ l

0

C̃2(x, ξ, t, τ )V (ξ, τ)dξdτ



ЗАДАЧА С НЕЛОКАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 227

и представим уравнение (3.20) в операторной форме

V + T V = v̄. (3.21)

Это уравнение разрешимо, так как оператор T , действующий из C(Ω̄) в C(Ω̄), является
вполне непрерывным (это легко проверить, учитывая условия на коэффициенты исходного
уравнения и представления коэффициентов в (3.20)).

Так как однородная задача, соответствующая задаче 1, сводится описанным выше
способом к однородному операторному уравнению (3.21), то из теоремы 3.1 следует, что
однородное операторное уравнение имеет только тривиальные решения. Отсюда и следует
разрешимость уравнения (3.19).

Итак, существует единственное решение уравнения (3.19). Так как V (x, t) = uxt, то
после преобразований с учетом введенных обозначений придем к уравнению (3.13) отно-
сительно функции u(x, t). Следовательно, если V (x, t) — решение (3.19), то u(x, t) —
решение (3.13). Покажем, что выполняются и условия (3.14). Для этого используем полу-
ченные выше соотношения между V (x, t) и u . Положив в (3.18) t = 0, получим

u(x, 0) = ϕ(x)− ϕ(l)− κ
∫ l

0

K(x)ϕ(x)dx + κk0ϕ(l).

Из этого соотношения, так как κ = 1
1+k0

= 1− k0
1+k0

, в силу условий согласования следует

u(x, 0) = ϕ(x)− κϕ(l)− κ
∫ l

0

K(x)ϕ(x) = ϕ(x).

Положив теперь в том же равенстве (3.18) x = l, получим

u(l, t) = κ

∫ l

0

∫ t

0

K̃(x)V (x, τ)dxdτ + ϕ(l).

Заменим V (x, t) на uxt(x, t), учтем обозначение K̃(x) =
∫ x
0
K(ξ)dξ и дважды проинте-

грируем. Получим

u(l, t) = k0κu(l, t)− k0κu(l, 0)− κ
∫ l

0

K(x)u(x, t)dx + κ

∫ l

0

K(x)u(x, 0)dx+ ϕ(l).

Так как справедливы равенства

1− k0κ = κ, u(l, 0) = ϕ(l)

и выполняются условия согласования

ϕ(l) +

∫ l

0

K(x)ϕ(x)dx = 0,

то

κu(l, t) + κ

∫ l

0

K(x)u(x, t)dx = 0,

откуда сразу следует выполнение нелокального условия (1.3).
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Аннотация. Для параболического уравнения с оператором Бесселя

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+

k

x

∂u

∂x

в прямоугольной области 0 < x < l, 0 < t ≤ T рассматривается краевая задача с нело-
кальным интегральным условием первого рода

l∫

0

u(x, t)x dx = 0, 0 ≤ t ≤ T.

Эта задача сводится к эквивалентной краевой задаче со смешанными краевыми услови-
ями первого и третьего рода. Показано, что однородная эквивалентная краевая задача
имеет только тривиальное нулевое решение, а следовательно, исходная неоднородная за-
дача не может иметь более одного решения. В этом доказательстве используется лемма
Гронуолла. Затем методом спектрального анализа доказана теорема существования реше-
ния эквивалентной задачи. Это решение определяется явно в виде ряда Дини. Получены
достаточные условия относительно начального условия, которые гарантируют сходимость
построенного ряда в классе регулярных решений.
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Abstract. For the parabolic equation with the Bessel operator
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in the rectangular domain 0 < x < l, 0 < t ≤ T, we consider a boundary value problem with
the non-local integral condition of the first kind

l∫

0

u(x, t)x dx = 0, 0 ≤ t ≤ T.

This problem is reduced to an equivalent boundary value problem with mixed boundary condi-
tions of the first and third kind. It is shown that the homogeneous equivalent boundary value
problem has only a trivial zero solution, and hence the original inhomogeneous problem cannot
have more than one solution. This proof uses Gronwall’s lemma. Then, by the method of spectral
analysis, the existence theorem for a solution to an equivalent problem is proved. This solution
is defined explicitly in the form of a Dini series. Sufficient conditions with respect to the initial
condition are obtained. These conditions guarantee the convergence of the constructed series in
the class of regular solutions.
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Введение

Нелокальные задачи с интегральными условиями используют для описания различных
физических явлений в случае, когда граница области протекания процесса недоступна
для непосредственного измерения. Такие задачи возникают, например, при исследовании
процессов распространения тепла [1, 2], диффузии частиц в турбулентной плазме [3], вла-
гопереноса в капиллярно-пористых средах [4].

Одними из первых работ, посвященных исследованию задач с интегральными услови-
ями для уравнений в частных производных параболического типа, были работы Дж. Кэн-
нона (J.R. Cannon) [1] и Л.И. Камынина [5]. Исследования параболических задач с ин-
тегральными условиями были продолжены в работах Н.И. Ионкина [2], Н.И. Юрчу-
ка [6, 7], Л.А. Муравья и А.В. Филиновского [8, 9], А.И. Кожанова [10], A. Bouziani и
S. Mesloub [11–13]. Исследования смешанных задач с интегральными условиями для урав-
нений гиперболического типа проводились в работах Л.С. Пулькиной [14–16], С.А. Бейли-
на [17], Н.В. Зайцевой [18]. В работах К.Б. Сабитова [19, 20] исследованы краевые задачи
для уравнений смешанного типа в прямоугольной области с нелокальным интегральным
условием.

В настоящей работе рассматривается параболическое уравнение

LBu ≡ ut − Bxu = 0,

с оператором Бесселя

Bx = x−k
∂

∂x
(xk

∂

∂x
) =

∂2

∂x2
+
k

x

∂

∂x
, 0 < k < 1,

в прямоугольной области GT =
{
(x, t) : 0 < x < l, 0 < t ≤ T

}
координатной плоскости

Oxt.

1. Постановка задачи

Обозначим GT =
{
(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T

}
, GlT =

{
(x, t) : 0 < x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T

}
и рассмотрим следующую краевую задачу.

Задача. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую условиям:

u(x, t) ∈ C(GT ) ∩ C1
x(GlT ) ∩ C2,1

x,t (GT ), (1.1)

LBu = 0, (x, t) ∈ GT , (1.2)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l, (1.3)

u(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (1.4)
l∫

0

u(x, t) x dx = 0, 0 ≤ t ≤ T, (1.5)

где ϕ(x) – заданная достаточно гладкая функция, удовлетворяющая условию согласова-
ния

l∫
0

ϕ(x) x dx = 0. (1.6)
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Следующее утверждение позволяет заменить в рассматриваемой задаче интегральное
условие (1.5) граничным условием

lux(l, t) + (k − 1)u(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (1.7)

Лемма 1.1. Если выполняется условие согласования (1.6), то задачи (1.1)–(1.5) и
(1.1)–(1.4), (1.7) эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1)–(1.5). Дифференцируя
уравнение (1.5) один раз по t, получаем

l∫
0

ut(x, t) x dx = 0. (1.8)

Умножим уравнение (1.2) на x и проинтегрируем при фиксированном t ∈ (0, T ) по
переменной x на промежутке от ε до l − ε, где ε > 0 – достаточно малое число. В ре-
зультате получаем

l−ε∫
ε

ut(x, t) x dx =

l−ε∫
ε

Bxu(x, t) x dx. (1.9)

Так как

l−ε∫
ε

Bxu(x, t) x dx =

l−ε∫
ε

(
uxx(x, t) +

k

x
ux(x, t)

)
x dx =

l−ε∫
ε

(
xuxx(x, t) + kux(x, t)

)
dx

=

l−ε∫
ε

∂

∂x

(
xux(x, t) + (k − 1)u(x, t)

)
dx =

(
xux(x, t) + (k − 1)u(x, t)

)∣∣∣l−ε
ε
,

из (1.9) следует

l−ε∫
ε

ut(x, t) x dx = (l − ε)ux(l − ε, t) + (k − 1)u(l − ε, t)− εux(ε, t) + (k − 1)u(ε, t).

Переходя в этом равенстве к пределу при ε→ 0, получаем

l∫
0

ut(x, t) x dx = lux(l, t) + (k − 1)u(l, t). (1.10)

Таким образом, на основании (1.8),

lux(l, t) + (k − 1)u(l, t) = 0.

Пусть теперь u(x, t) — решение задачи (1.1)–(1.4), (1.7). Из равенства (1.10) и из усло-
вия (1.7) следует, что

l∫
0

ut(x, t) x dx = 0, 0 ≤ t ≤ T. (1.11)
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Интегрируя равенство (1.11) по t, получаем

l∫
0

u(x, t) x dx = const(t) = c.

Полагая здесь t = 0, с учетом условия (1.3) и условия согласования (1.6), получаем c = 0.

Следовательно, выполняется условие (1.5).

2. Единственность решения

Теорема 2.1. Задача (1.1)–(1.6) не может иметь более одного решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть существуют два решения u1(x, t) и u2(x, t) задачи
(1.1)–(1.6). Тогда их разность v(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) будет являться решением следу-
ющей однородной краевой задачи

v(x, t) ∈ C(GT ) ∩ C1
x(GlT ) ∩ C2,1

x,t (GT ),

LBv = 0, (x, t) ∈ GT , (2.1)

v(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l, (2.2)

v(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (2.3)
l∫

0

v(x, t)xdx = 0, 0 ≤ t ≤ T. (2.4)

Будем использовать следующее тождество

2xv(x, t)LBv(x, t) =
(
xv2(x, t)

)′
t
−
(
2xv(x, t)vx(x, t) + (k − 1)v2(x, t)

)′
x
+ 2xv2x(x, t),

справедливость которого можно проверить непосредственным дифференцированием.
Поскольку функция v удовлетворяет уравнению (2.1), имеем(

xv2(x, t)
)′
t
−
(
2xv(x, t)vx(x, t) + (k − 1)v2(x, t)

)′
x
+ 2xv2x(x, t) = 0.

Отсюда получаем

l∫
0

t∫
0

(
xv2(x, τ)

)′
τ
dτdx−

l∫
0

t∫
0

(
2xv(x, τ)vx(x, τ) + (k − 1)v2(x, τ)

)′
x
dτdx

+ 2

l∫
0

t∫
0

xv2x(x, τ)dτdx = 0. (2.5)

Из начального условия (2.2) следует, что

l∫
0

t∫
0

(
xv2(x, τ)

)′
τ
dτdx =

l∫
0

xv2(x, t)dx.



236 И.Б. Гарипов, Р.М. Мавлявиев

Из краевых условий (2.3), (2.4) и на основании леммы 1.1 получаем

l∫
0

t∫
0

(
2xv(x, τ)vx(x, τ)+(k − 1)v2(x, τ)

)′
x
dτdx=

t∫
0

l∫
0

(
2xv(x, τ)vx(x, τ)+(k − 1)v2(x, τ)

)′
x
dxdτ

=

t∫
0

(
2lv(l, τ)vx(l, τ) + (k − 1)v2(l, τ)

)
dτ=

t∫
0

(
− 2(k − 1)v2(l, τ) + (k − 1)v2(l, τ)

)
dτ

= (1− k)
t∫

0

v2(l, τ)dτ.

Таким образом, равенство (2.5) принимает вид

l∫
0

xv2(x, t)dx+ 2

t∫
0

l∫
0

xv2x(x, τ)dx = (1− k)
t∫

0

v2(l, τ)dτ. (2.6)

Имеем очевидные равенства

v2(l, τ) =
1

l2

l∫
0

(
x2v2(x, τ)

)′
x
dx =

1

l2

l∫
0

(
2xv2(x, τ) + 2x2v(x, τ)vx(x, τ)

)
dx

=
2

l2

l∫
0

xv2(x, τ)dx+
2

l2

l∫
0

x
3
2v(x, τ)x

1
2vx(x, τ)dx,

из которых для любого ε > 0 следует

v2(l, τ) ≤ 2

l2

l∫
0

xv2(x, τ)dx+
2

l2

l∫
0

(
εxv2x(x, τ) +

1

4ε
x3v2(x, τ)

)
dx

=
2

l2

l∫
0

xv2(x, τ)dx+
2ε

l2

l∫
0

xv2x(x, τ)dx+
1

2l2ε

l∫
0

x3v2(x, τ)dx

≤ 2ε

l2

l∫
0

xv2x(x, τ)dx+
2

l2

l∫
0

xv2(x, τ)dx+
1

2l2ε
l2

l∫
0

xv2(x, τ)dx

=
2ε

l2

l∫
0

xv2x(x, τ)dx+

(
2

l2
+

1

2ε

) l∫
0

xv2(x, τ)dx

(здесь использовалось неравенство |pq| ≤ εp2 +
1

4ε
q2, очевидно справедливое при любых

действительных числах p, q ). Следовательно, при ε =
l2

1− k
из (2.6) получаем

l∫
0

xv2(x, t)dx ≤ (1− k)(5− k)
2l2

t∫
0

l∫
0

xv2(x, τ)dxdt.
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Применяя лемму Гронуолла для функции z(t) =
l∫
0

xv2(x, t)dx, получаем

l∫
0

xv2(x, t)dx = 0, 0 ≤ t ≤ T.

А так как как функция v(x, t) непрерывна, то

v(x, t) ≡ 0.

Отсюда следует, что u1(x, t) ≡ u2(x, t).

3. Существование решения

Для доказательства существования решения задачи (1.1)–(1.5) достаточно доказать
существование решения задачи (1.1)–(1.4), (1.7).

Согласно методу Фурье, частные решения уравнения (1.2) ищем в виде

u(x, t) = X(x)T (t), (3.1)

где X(x) и T (t) — пока неопределенные функции. Подставляя функцию (3.1) в уравнение
(1.2), получаем

T ′ + λ2T = 0, (3.2)

X ′′ +
k

x
X ′ + λ2X = 0. (3.3)

Чтобы частное решение (3.1), отличное от тождественного нуля, удовлетворяло гра-
ничным условиям (1.4) и (1.7), необходимо потребовать выполнение условий

X(0) = 0, lX ′(l) + (k − 1)X(l) = 0. (3.4)

Известно (см. [21, гл. IV]), что уравнение (3.3) с помощью замены переменных по фор-
мулам

X =
(z
λ

) 1−k
2
Z, x =

z

λ
, (3.5)

приводится к уравнению Бесселя

z2Z ′′ + zZ ′ +

(
z2 − (k − 1)2

4

)
Z = 0,

общим решением которого является функция

Z(z) = C1J k−1
2

(z) + C2J− k−1
2

(z) , (3.6)

где J k−1
2

(z) , J− k−1
2

(z) — бесселевы функции первого рода порядка k−1
2

и −k−1
2

соот-
ветственно. Возвращаясь к старым переменным в функции (3.6), с учетом формул (3.5),
получаем

X(x) = C1X1(x) + C2X2(x), X1(x) = x−
k−1
2 J k−1

2
(λx) , X2(x) = x−

k−1
2 J− k−1

2
(λx) , (3.7)
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где C1, C2 и λ — произвольные постоянные. Их найдем из требования, чтобы общее
решение (3.7) удовлетворяло условиям (3.4).

Подставим X(t) в (3.4). Имеем

X ′(x) = −C1λx
− k−1

2 J k+1
2

(λx) + C2λx
− k−1

2 J− k+1
2

(λx) .

Из представления функций Бесселя в виде ряда видно, что для 0 < k < 1 при x → 0

функция X1(x) остается ограниченной, тогда как значение X2(0) = 0. Поэтому положим
C1 = 0 и C2 = 1. В результате получаем частное решение

X(x) = x−
k−1
2 J− k−1

2
(λx) . (3.8)

Подставляя функцию (3.8) во второе граничное условие (3.4), получаем уравнение

λlJ− k+1
2

(λl) + (k − 1)J− k−1
2

(λl) = 0. (3.9)

Используя формулу
Jν−1(z) =

ν

z
Jν(z) + J ′ν(z),

запишем уравнение (3.9) в виде

λlJ ′− k−1
2

(λl) +
k − 1

2
J− k−1

2
(λl) = 0. (3.10)

Уравнение (3.10) имеет бесчисленное множество вещественных корней (см. [22, гл. IV, §4]).
Обозначим через µn, n = 1, 2, . . . , корни уравнения

µJ ′− k−1
2

(µ) +
k − 1

2
J− k−1

2
(µ) = 0.

Тогда получаем собственные значения λn = µn
l
, n = 1, 2, . . . , задачи (3.3), (3.4).

Согласно формуле
Jν+1(z) =

ν

z
Jν(z)− J ′ν(z),

имеет место равенство

µJ ′− k−1
2

(µ) +
k − 1

2
J− k−1

2
(µ) = J− k−3

2
(µ) .

Следовательно, для решений уравнения (3.10) для больших n справедлива асимптотиче-
ская формула

µn = λnl = πn− π

4
k +

π

2
+O(n−1).

Заметим, что при λ0 = 0 спектральная задача (3.3), (3.4) имеет собственную функцию
X0 = x1−k. Таким образом, получены следующие собственные функции задачи (3.3)–(3.4):

X0(x) = x1−k, Xn(x) = x−
k−1
2 J− k−1

2

(µn
l
x
)
, n = 1, 2, . . . . (3.11)
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Лемма 3.1. Функции (3.11) попарно ортогональны с весом xk и образуют полную
систему.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем ортогональность с весом (определение см. в [23,

с. 166]) функций (3.11). Обозначим δnm =

{
1, n = m,

0, n 6= m,
(символ Кронекера). Имеем

l∫
0

Xn(x)Xm(x)x
kdx

=

l∫
0

x−
k−1
2 J− k−1

2

(µn
l
x
)
x−

k−1
2 J− k−1

2

(µm
l
x
)
xkdx =

l∫
0

J− k−1
2

(µn
l
x
)
J− k−1

2

(µm
l
x
)
xdx

= δnm
l2

2

((
J ′− k−1

2

(µn)
)2

+
(
1− (k − 1)2

4µ2
n

)
J2
− k−1

2

(µn)
)
= δnm

l2

2
J2
− k−1

2

(µn), n,m 6= 0, (3.12)

l∫
0

X0(x)Xn(x)x
kdx =


l∫
0

x1−kx−
k−1
2 J− k−1

2

(
µn
l
x
)
xkdx, n 6= 0;

l∫
0

x1−kx1−kxkdx, n = 0,

=


l∫
0

x−
k−1
2

+1J− k−1
2

(
µn
l
x
)
dx, n 6= 0;

l∫
0

x2−kdx, n = 0,

=

{
0, n 6= 0;
l3−k

3−k , n = 0.
(3.13)

Докажем полноту системы (3.11). Предположим, что существует функция ν(x), от-
личная от тождественного нуля и ортогональная всем функциям (3.11), т. е.

l∫
0

x1−kν(x)dx = 0,

l∫
0

x−
k−1
2 J− k−1

2

(µn
l
x
)
ν(x)dx = 0, n = 1, 2, . . . .

Эти равенства запишем в виде

l∫
0

x−
k−1
2 x−

k−1
2 ν(x)dx = 0,

l∫
0

J− k−1
2

(µn
l
x
)
x−

k−1
2 ν(x)dx = 0, n = 1, 2, . . . .

Так как система

x−
k−1
2 , J− k−1

2

(µ1

l
x
)
, J− k−1

2

(µ2

l
x
)
, . . . , J− k−1

2

(µn
l
x
)
, . . . ,

полна в L2(0, l) (см. [21, гл. VIII]), получаем

x−
k−1
2 ν(x) = 0,

что выполнимо лишь для функции ν(x), равной нулю почти всюду на (0, l). Это и дока-
зывает полноту системы (3.11).
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Отметим, что аналогично [24, гл. VIII, §14] для функций (3.11) можно доказать су-
ществование при любых k, l чисел M(k, l) и N(k, l) таких, что справедливы следующие
неравенства

M(k, l)

µn
≤

l∫
0

X2
n(x)x

kdx ≤ N(k, l)

µn
, n = 0, 1, 2, . . . .

Значениям параметра λ = λn, n = 0, 1, 2, . . . , соответствуют следующие решения
уравнения (3.2)

Tn(t) = Ane
−λ2nt,

где An — произвольные постоянные. Итак, все функции

u0(x, t) = X0(x)T0(t) = A0x
1−k,

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = Anx
− k−1

2 J− k−1
2

(µn
l
x
)
e−(

µn
l )

2
t, n = 1, 2, . . . ,

удовлетворяют уравнению (1.2) и граничным условиям (1.4) и (1.7) при любых постоянных
An, n = 0, 1, 2, . . . .

Определим ряд

u(x, t) = A0x
1−k +

∞∑
n=1

Anx
− k−1

2 J− k−1
2

(µn
l
x
)
e−(

µn
l )

2
t. (3.14)

Требуя выполнения начального условия (1.3), получаем

u(x, 0) = ϕ(x) = A0x
1−k +

∞∑
n=1

Anx
− k−1

2 J− k−1
2

(µn
l
x
)
. (3.15)

Умножая равенство (3.14) на x, затем на x
k+1
2 J− k−1

2

(
µn
l
x
)
, и каждый раз интегрируя по

отрезку [0, l], с учетом формул (3.12), (3.13), получаем

A0 =
3− k
l3−k

l∫
0

ϕ(x)x dx,

An =
1

l2

2
J2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

ϕ(x)x
k+1
2 J− k−1

2

(µn
l
x
)
dx, n = 1, 2, . . . .

(3.16)

Соотношение (3.15) представляет собою разложение функции ϕ(x) в ряд Дини (см. [24])
по функциям (3.11) на отрезке [0, l]. Коэффициенты данного ряда вычисляются по фор-
мулам (3.16).

Теорема 3.1. Если функция ϕ(x) ∈ C4[0, l] удовлетворяет условиям ϕ(0) = ϕ′(0) =

ϕ′′(0) = ϕ′′′(0) = 0, lϕ′(l) + (k − 1)ϕ(l) = 0, lϕ′′(l) + kϕ′(l) = 0, lϕ′′′(l) + (k + 1)ϕ′′(l) = 0,

то существует единственное решение задачи (1.2)–(1.5), и оно определяется как сумма
ряда (3.14), коэффициенты которого вычисляются по формулам (3.16).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала покажем, что ряд Дини (3.15) сходится абсолютно
и равномерно на отрезке [0, l] к функции ϕ(x). При 0 < k < 1 функции (3.11) ограничены
в окрестности точки x = 0. В силу асимптотической формулы

Jν(x) = O

(
1√
x

)

функция x−
k−1
2 J− k−1

2
(x) ограничена для больших x. Поэтому функция x−

k−1
2 J− k−1

2
(x)

ограничена для всех x. Следовательно, при некотором L для всех n выполнено

|Xn(x)| ≤ L.

Коэффициенты ряда (3.15) вычисляются по формулам (3.16). Дважды применяя в них
формулу интегрирования по частям, получаем

A0=
3− k
l3−k

l∫
0

ϕ(x)x dx =
3− k
l3−k

l∫
0

ϕ(x)xkX0(x) dx =
3− k

l3−k2(1− k)

l∫
0

ϕ(x)
d

dx

(
xk+2X ′0(x)

)
dx

=
3− k

l3−k(1− k)

(
ϕ(x)xk+2X ′0(x)

∣∣∣∣l
0

−
l∫

0

ϕ′(x)xk+2X ′0(x) dx
)

=
3−k

l3−k(1−k)

(
ϕ(x)xk+2X ′0(x)

∣∣∣∣l
0

− ϕ′(x)xk+2X0(x)

∣∣∣∣l
0

+

l∫
0

(
(k+2)xϕ′(x)+x2ϕ′′(x)

)
xkX0(x) dx

)
,

An =
1

l2

2
J2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

ϕ(x)x
k+1
2 J− k−1

2

(µn
l
x
)
dx =

1
l2

2
J2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

ϕ(x)xkXn (x) dx

= − 2

µ2
nJ

2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

ϕ(x)xk
(
X ′′n(x) +

k

x
X ′n(x)

)
dx = − 2

µ2
nJ

2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

ϕ(x)
d

dx

(
xkX ′n(x)

)
dx

= − 2

µ2
nJ

2
− k−1

2

(µn)

(
ϕ(x)xkX ′n (x)

∣∣∣∣l
0

− ϕ′(x)xkXn (x)

∣∣∣∣l
0

+

l∫
0

(
ϕ′′(x) +

k

x
ϕ′(x)

)
xkXn (x) dx

)
,

n = 1, 2, . . . .

Из условий теоремы на основании (3.4) получаем

ϕ(x)xk+2X ′0(x)

∣∣∣∣l
0

− ϕ′(x)xk+2X0(x)

∣∣∣∣l
0

= ϕ(l)lk+1lX ′0 (l)− ϕ′(l)lk+2X0 (l)

= −ϕ(l)lk+1(k − 1)Xn (l)− ϕ′(l)lk+2X0 (l) = −lk+1X0 (l) (lϕ
′(l) + (k − 1)ϕ(l)) = 0,

ϕ(x)xkX ′n (x)

∣∣∣∣l
0

− ϕ′(x)xkXn (x)

∣∣∣∣l
0

= ϕ(l)lk−1lX ′n (l)− ϕ′(l)lkXn (l) =

= −ϕ(l)lk−1(k − 1)Xn (l)− ϕ′(l)lkXn (l) = −lk−1Xn (l) (lϕ
′(l) + (k − 1)ϕ(l)) = 0.
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Таким образом,

A0 =
3− k

l3−k(1− k)

l∫
0

(
(k + 2)xϕ′(x) + x2ϕ′′(x)

)
xkX0(x) dx,

An = − 2

µ2
nJ

2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

(
ϕ′′(x) +

k

x
ϕ′(x)

)
xkXn (x) dx, n = 1, 2, . . . . (3.17)

Из условий теоремы следует ограниченность функции ϕ′(x)
x
. Следовательно,

|A0| ≤
(3− k)M0

l3−k(1− k)

l∫
0

xkX0(x) dx, |An| ≤
2M

µ2
nJ

2
− k−1

2

(µn)

l∫
0

xkXn (x) dx, n = 1, 2, . . . ,

и отсюда, применяя неравенство Коши–Буняковского, получаем

|A0| ≤
(3− k)M0l

k+1
2

l3−k(1− k)
√
k + 1

( l∫
0

xkX2
0 (x) dx

) 1
2
= C0,

|An| ≤
2Ml

k+1
2

µ2
nJ

2
− k−1

2

(µn)
√
k + 1

( l∫
0

xkX2
n (x) dx

) 1
2 ≤ C

µ
3
2
n

≤ C

n
3
2

, n = 1, 2, . . . .

Так как функции (3.11) при 0 < k < 1 ограничены на отрезке 0 ≤ x ≤ l, то по теореме
Вейерштрасса ряд (3.15) сходится абсолютно и равномерно на данном отрезке. А так как

0 < e−(
µn
l )

2
t ≤ 1, при t ≥ 0, (3.18)

то ряд (3.14) при 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0 также сходится абсолютно и равномерно. Поэтому
функция u(x, t) определяемая рядом (3.14) непрерывна в области 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0 и
удовлетворяет начальным и граничным условиям.

Теперь покажем, что ряд, полученный из (3.14) почленным дифференцированием по
x, также абсолютно и равномерно сходится в области 0 < x ≤ l, t ≥ 0. Формально будем
сопоставлять такой ряд функции ux(x, t), т. е.

ux(x, t)↔ A0X
′
0(x) +

∞∑
n=1

AnX
′
n(x)e

−(µnl )
2
t. (3.19)

Здесь
X ′0(x) =

(
x1−k

)′
= (1− k)x−k,

X ′n(x) =
(
x−

k−1
2 J− k−1

2

(µn
l
x
))′

=
µn
l
x−

k−1
2 J− k+1

2

(µn
l
x
)
.

Имеют место соотношения

|X ′0(x)| = (1− k)x−k ≤ N0x
−k,

|X ′n(x)| =
∣∣∣µn
l
x−

k−1
2 J− k+1

2

(µn
l
x
)∣∣∣ ≤ Nµnx

− k−1
2

(µnx)
1
2

= Nµ
1
2
nx
− k

2 .
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Применяя дважды формулу интегрирования по частям к интегралу (3.17) и учитывая
условия теоремы, получаем

|An| ≤
C1

µ
5
2
n

≤ C1

n
5
2

, n = 1, 2, . . . .

На основании неравенства (3.18) отсюда следует, что ряд (3.19) абсолютно и равномерно
сходится в области 0 < x ≤ l, t ≥ 0 к функции ux(x, t).

Остается показать, что в области 0 < x < l, t > 0 функция u(x, t) удовлетворяет
уравнению (1.2). Для этого достаточно показать, что ряды, полученные из (3.14) почлен-
ным дифференцированием по t один раз и по x два раза, также абсолютно и равномерно
сходятся в области 0 < x < l, t > 0. Рассмотрим эти ряды

ut(x, t)↔ −
∞∑
n=1

AnXn(x)
(µn
l

)2
e−(

µn
l )

2
t, (3.20)

uxx(x, t)↔ A0X
′′
0 (x) +

∞∑
n=1

AnX
′′
n(x)e

−(µnl )
2
t. (3.21)

Так как функции X0(x), Xn(x) являются решениями уравнения (3.4), имеем

|X ′′0 (x)| =
∣∣∣∣−kxX ′0(x)

∣∣∣∣ = k

x
|X ′0(x)| ≤ N0x

−k−1.

|X ′′n(x)| =
∣∣∣∣−kxX ′n(x)− λ2nXn(x)

∣∣∣∣ ≤ k

x
|X ′n(x)|+ λ2n |Xn(x)| ≤ Nµ

1
2
nx
− k+2

2 +
(µn
l

)2
L.

При t ∈ [t0, T ], где t0 > 0 — любое малое число, получаем

∣∣∣− ∞∑
n=1

AnXn(x)
(µn
l

)2
e−(

µn
l )

2
t
∣∣∣ ≤ L

∞∑
n=1

|An|
(µn
l

)2
e−(

µn
l )

2
t0 ≤ L

∞∑
n=1

|An|,

∣∣∣A0X
′′
0 (x) +

∞∑
n=1

AnX
′′
n(x)e

−(µnl )
2
t
∣∣∣ ≤ N01+ L1

∞∑
n=1

|An|
(µn
l

)2
e−(

µn
l )

2
t0≤ N01+ L1

∞∑
n=1

|An|.

Здесь использовались неравенства

0 <
(µn
l

)2
e−(

µn
l )

2
t0 < 1,

которые выполняются при всех достаточно больших n.

Из сходимостью ряда
∞∑
n=1

|An| на основании признака Вейерштрасса следует абсолют-

ная и равномерная сходимость рядов (3.20), (3.21) при t ≥ t0 > 0 . Поэтому ряд (3.15)
можно дифференцировать почленно один раз по t и два раза по x при t ≥ t0 . В силу
произвольности t0 > 0 это имеет место в области 0 < x < l , t > 0 . Подставляя (3.20)
и (3.21) в уравнение (1.2), убеждаемся, что функция u(x, t) , определяемая рядом (3.14),
является в области 0 < x < l , t > 0 его решением.
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Об устойчивости и непрерывной зависимости
от параметра множества точек совпадения двух отображений,

действующих в пространство с расстоянием
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Аннотация. Рассматривается задача о точках совпадения двух отображений ψ,ϕ, дей-
ствующих из метрического пространства (X, ρ) в пространство (Y, d), в котором рассто-
яние d обладает лишь одним из свойств метрики: d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2, и не предпо-
лагается ни симметричным, ни удовлетворяющим неравенству треугольника. Исследуется
вопрос о корректности уравнения

ψ(x) = ϕ(x),

определяющего точку совпадения. Показано, что если x = ξ — решение этого уравнения,
то для любой последовательности αi -накрывающих отображений ψi : X → Y и любой
последовательности βi -липшицевых отображений ϕi : X → Y, αi > βi ≥ 0, в случае
сходимости d(ϕi(ξ), ψi(ξ)) → 0 уравнение ψi(x) = ϕi(x) при любом i обладает решением
x = ξi таким, что ρ(ξi, ξ) → 0.

Далее в статье исследуется зависимость от параметра t — элемента топологического
пространства T множества Coin(t) точек совпадения отображений ψ(·, t), ϕ(·, t) : X → Y.

В предположении, что первое из этих отображений является α -накрывающим, второе —
β -липшицевым, получено утверждение о полунепрерывности сверху, полунепрерывности
снизу и непрерывности многозначного отображения Coin : T ⇒ X.

Ключевые слова: корректность уравнения, непрерывная зависимость от параметра, точ-
ка совпадения двух отображений, расстояние, накрывающее отображение
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On stability and continuous dependence
on parameter of the set of coincidence points

of two mappings acting in a space with a distance
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Abstract. We consider the problem of coincidence points of two mappings ψ,ϕ acting from a
metric space (X, ρ) into a space (Y, d) in which a distance d has only one of the properties of
the metric: d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2, and is assumed to be neither symmetric nor satisfying
the triangle inequality. The question of well-posedness of the equation

ψ(x) = ϕ(x)

which determines the coincidence point, is investigated. It is shown that if x = ξ is a solution
to this equation, then for any sequence of αi -covering mappings ψi : X → Y and any
sequence of βi -Lipschitz mappings ϕi : X → Y, αi > βi ≥ 0, in the case of convergence
d(ϕi(ξ), ψi(ξ)) → 0 , equation ψi(x) = ϕi(x) has, for any i, a solution x = ξi such that
ρ(ξi, ξ) → 0.

Further in the article, the dependence of the set Coin(t) of coincidence points of mappings
ψ(·, t), ϕ(·, t) : X → Y on a parameter t, an element of the topological space T, is investigated.
Assuming that the first of these mappings is α -covering and the second one is β -Lipschitz,
we obtain an assertion on upper semicontinuity, lower semicontinuity, and continuity of the
set-valued mapping Coin : T ⇒ X.

Keywords: well-posedness of equation, continuous dependence on parameter, coincidence point
of two mappings, distance, covering mapping
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Введение

Одним из важнейших требований к математическому описанию различных процес-
сов является корректность модельных уравнений. Поскольку параметры таких процессов
могут быть найдены лишь с некоторой точностью (например, в результате измерений
или приближенных расчетов), то необходимо, чтобы погрешность определения парамет-
ров не приводила к большим отклонениям решений модельных уравнений. Понятие кор-
ректности введено Ж. Адамаром для краевых задач математической физики в 1923 г.
За прошедший век проблеме корректности различных интегральных, дифференциаль-
ных, функционально-дифференциальных уравнений, а также общих операторных урав-
нений в различных классах пространств были посвящены многие работы (см., например,
обзор Г.М. Вайникко [1]). Общие подходы к получению условий корректности оператор-
ных уравнений, по-видимому, впервые были предложены в работе Ц. Артштейна [2]. Кор-
ректность наиболее важного для приложений класса операторных уравнений Вольтерры
исследована Е.С. Жуковским в [3].

Корректность уравнения по Адамару означает, что уравнение разрешимо, решение
единственно и мало изменяется при малых изменениях уравнений. Однако, такое опре-
деление не пригодно для описания процессов, развитие которых может происходить раз-
лично при одних и тех же условиях. Для моделирования таких процессов используют
стохастические уравнения либо обычные детерминированные уравнения (а также нера-
венства, включения и др.), имеющие более одного решения. Для подобных уравнений
естественным является вопрос о малом изменении множества решений при малых изме-
нениях уравнений. Этот вопрос обычно формализуется «секвенциально» или «топологи-
чески». Первый тип формализации означает, что для любой последовательности уравне-
ний (или отображений, их порождающих), сходящейся (согласно некоторому «разумному»
определению) к исходному уравнению, множество их решений сходится (также согласно
некоторому «разумному» определению) к множеству решений исходного уравнения. При
второй формализации вопроса о корректности рассматривают уравнение с параметром
t — элементом топологического пространства T, которое совпадает с исходным уравне-
нием при некотором значении параметра t0. Уравнение считается корректным, если его
множество решений, как многозначное отображение параметра t, является непрерывным
(или полунепрерывным) в точке t0. Вопрос о корректности в такой постановке тесно свя-
зан с классической задачей о неявной функции (см. [4, 5]).

В настоящей работе рассматриваются обе формализации вопроса о корректности урав-
нения, определяющего точку совпадения двух заданных отображений. Для многозначных
отображений (а следовательно, и для «обычных однозначных» отображений), действую-
щих из метрического пространства в метрическое, условия корректности задачи о точках
совпадения в секвенциальной постановке получены в [6, 7]. Мы исследуем корректность
задачи о точках совпадения отображений, действующих из метрического пространства в
пространство с расширенным расстоянием, которое удовлетворяет лишь одной метриче-
ской аксиоме тождества, но не обязано быть симметричным и для него может не выпол-
няться неравенство треугольника. Рассмотрение отображений в таких пространствах мо-
тивировано исследованиями краевых задач и задач управления для сингулярных диффе-
ренциальных уравнений, для дифференциальных уравнений, не разрешенных относитель-
но старшей производной, и для некоторых классов функционально-дифференциальных
уравнений (подробнее см. [8, 9]).
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Статья разделена на три секции. В секции 1. приводятся необходимые сведения о про-
странствах с расширенным расстоянием, даются определения свойств замкнутости, лип-
шицевости и накрывания отображений, действующих из метрического пространства X в
пространство Y с расширенным расстоянием. В секции 2. решается вопрос о корректности
в секвенциальной постановке уравнения, определяющего точку совпадения накрывающего
и липшицева отображений X → Y. Заключительная секция 3. посвящена исследованию
зависимости множества точек совпадения от параметра.

1. Основные понятия

Будем обозначать R+ = [0,+∞), R+ = [0,+∞].

Пусть X 6= ∅, (X, ρ) — метрическое пространство с метрикой ρ : X × X → R+.

Обозначим через BX(x0, r) замкнутый шар в этом метрическом пространстве с центром
в точке x0 ∈ X радиуса r ∈ R+, т. е. BX(x0, r) =

{
x ∈ X : ρ(x0, x) ≤ r

}
при r ∈ R+ и

BX(x0,+∞) = X.

Пусть также задано множество Y 6= ∅. Расширенным расстоянием (расстоянием) в
Y называют отображение d : Y × Y → R+ такое, что

∀y1, y2 ∈ Y d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2.

В отличие от метрики ρ расстояние d может быть несимметричным и не обязано удо-
влетворять неравенству треугольника. Отметим, что расстояния, не являющиеся симмет-
ричными, используются, например, в различных транспортных задачах (учитывающих
разную протяженность дорог, разную стоимость перевозок из x в y и из y в x ). Рас-
стояния, не удовлетворяющие «обычному» неравенству треугольника, используются в ин-
форматике, например, при моделировании времени задержки сигнала при его возвраще-
нии в исходную точку Интернета (см. [10]). Часто используются расстояния, удовлетво-
ряющие ослабленному неравенству треугольника. А именно, рассматривается функция
f : R+ × R+ → R+, непрерывная в точке (0, 0) и такая, что f(0, 0) = 0. Говорят, что
расстояние d : Y ×Y → R+ удовлетворяет f -неравенству треугольника, если выполнено
соотношение

∃σ > 0 ∀x, y, z ∈ Y
(
d(x, y) < σ, d(y, z) < σ

)
⇒

d(x, z) ≤ f
(
d(x, y), d(y, z)

)
. (1.1)

При выполнении соотношения (1.1) расстояние d называют f -квазиметрикой, а пару
(Y, d) — f -квазиметрическим пространством. Такие пространства и действующие в них
отображения исследовались в [11–15].

Для элемента y0 ∈ Y и числа δ > 0 определим в пространстве (Y, d) шар BY (y0, δ) ={
y ∈ Y : d(y0, y) ≤ δ

}
. Отметим, что в отличие шара в метрическом пространстве это мно-

жество не обязательно является замкнутым в «естественной топологии» (см. [11, 13, 14])
пространства с расстоянием, даже при выполнении обобщенного неравенства треугольни-
ка (1.1).

На отображения, действующие в пространство (Y, d) с расстоянием d общего вида,
естественным образом распространяются многие понятия анализа отображений метриче-
ских пространств (см. [8, 16, 17]), формулирующиеся через сходимость последовательно-
стей.
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Говорят, что последовательность {yi} ⊂ Y сходится к элементу y ∈ Y, и пишут
yi → y, если d(y, yi) → 0. Отметим, что при такой сходимости последовательность рас-
стояний {d(yi, y)} может не сходиться к нулю, а предел y может быть не единственным.
Для произвольной последовательности {yi} ⊂ Y обозначим через Lim yi = {y| yi → y}
множество всех ее пределов.

Отображение g : X → Y называют непрерывным в точке x ∈ X, если для любой
последовательности {xi} ⊂ X такой, что ρ(x, xi) → 0, выполнено d

(
g(x), g(xi)

)
→ 0.

Отображение g : X → Y называют замкнутым в точке x ∈ X, если из сходимости к x

последовательности {xi} ⊂ X и существования y ∈ Y такого, что d
(
y, g(xi)

)
→ 0 следует

равенство g(x) = y. Отображение, непрерывное (замкнутое) во всех точках множества
V ⊂ X, называют непрерывным (замкнутым) на множестве V, а в случае V = X

такое отображение называют непрерывным (замкнутым). Отметим, что если расстояние
в Y не является метрикой, замкнутость отображения не следует из его непрерывности.
Кроме того, если для последовательности xi → x во множестве Lim g(xi) содержится
более одного элемента, отображение g : X → Y, очевидно, не может быть замкнутым
в точке x (при этом отображение g : X → Y может быть непрерывным в этой точке).
Приведем соответствующий пример.

П р и м е р 1.1. Пусть X=R— вещественная прямая с «обычной» метрикой ρ(x, u)=

|x − u|, x, u ∈ X, а Y = R ∪ {ϑ} — прямая Зоргенфрея (определение см., например,
[18]), дополненная одной точкой ϑ. Порядок на прямой R ⊂ Y дополним неравенствами
y < ϑ < z, которые будем считать выполненными для любых чисел y < 0 < z (элементы
ϑ и 0 полагаем несравнимыми). Расстояние в Y зададим соотношениями

∀y, z ∈ Y d(y, z) =

{
z − y, если z ≥ y,

1, если z < y,
d(ϑ, 0) = d(0, ϑ) = 1.

Такое расстояние удовлетворяет «обычному» неравенству треугольника, но не является
симметричным. Рассмотрим последовательность {i−1} ⊂ Y. Множеством ее пределов,
очевидно, является двухточечное множество Lim i−1 = {0, ϑ}.

Определим g : X → Y как отображение вложения, т. е. g(x) = x при любом x ∈ X.
Это отображение непрерывно, однако не является замкнутым в точке x = 0. Действитель-
но, для числовой последовательности {i−1} ⊂ X имеем i−1 → 0, и как отмечено выше,
последовательность тех же чисел в пространстве Y сходится к двум пределам: 0 и ϑ.

Следовательно, g(xi)→ ϑ, но g(x) = 0 6= ϑ.

Сформулируем определение свойства «ослабленной» замкнутости, которым обладают
все непрерывные отображения из X в Y.

О п р е д е л е н и е 1.1. Отображение g : X → Y называем d -замкнутым в точке
x ∈ X, если для любой последовательности {xi} ⊂ X такой, что xi → x и Lim g(xi) 6= ∅,
выполнено включение g(x) ∈ Lim g(xi). Отображение, d -замкнутое во всех точках множе-
ства V ⊂ X, называем d -замкнутым на множестве V, а при V = X такое отображение
называем d -замкнутым.

Приведем предложенные в [16] определения свойств накрывания и липшицевости отоб-
ражений, действующих из X в Y. Эти формулировки распространяют известные опре-
деления (см. [19,20]) соответствующих свойств отображений, действующих в метрических
пространствах.
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О п р е д е л е н и е 1.2. Пусть β ≥ 0. Отображение g : X → Y называется β -лип-
шицевым, если выполнено соотношение

∀x, u ∈ X d
(
g(x), g(u)

)
≤ βρ(x, u).

Если отображение β -липшицево, то оно, очевидно, непрерывно и, следовательно, d -
замкнуто, но при этом может не быть замкнутым.

О п р е д е л е н и е 1.3. Пусть α > 0 . Отображение g : X → Y называется α -на-
крывающим, если выполнено соотношение

∀x0 ∈ X ∀y ∈ Y ∃x ∈ X g(x) = y и ρ(x, x0) ≤
1

α
d
(
g(x), g(x0)

)
.

Отметим, что накрывающее отображение сюръективно.
В работе [16] установлено существование точки совпадения α -накрывающего и β -лип-

шицева отображений при α > β. Это утверждение распространяет теорему Арутюнова о
точках совпадения, на отображения, действующие из метрического пространства в про-
странство с расстоянием. Мы приведем полученное в [17] аналогичное утверждение для
отображений, удовлетворяющих несколько менее обременительным предположениям, чем
накрывание и липшицевость. С использованием этого утверждения мы получим теоремы
об устойчивости множества точек совпадения двух отображений и исследуем множество
точек совпадения, если отображения зависят от параметров.

2. Устойчивость множества точек совпадения

Сформулируем предложенные в работе [21] обобщения определений 1.2 и 1.3.
Пусть задано множество U ⊂ X. Для отображения g : X → Y определим следующие

два множества:

Covα[g;U ] :=
{

(x, y) ∈ X×Y : d(y, g(x)) < +∞ ⇒ ∃u ∈ U g(u) = y, ρ(u, x) ≤ 1

α
d(y, g(x))

}
;

Lipβ[g;U ] :=
{

(x, y) ∈ X×Y : ∀u ∈ U g(u) = y ⇒ d(y, g(x)) ≤ βρ(u, x)
}

;

первое из которых назовем множеством α -накрывания отображения g относительно
множества U, а второе — множеством β -липшицевости отображения g относитель-
но U. Очевидно, соотношение Covα[g;X] = X×Y означает, что отображение g является
α -накрывающим, а соотношение Lipβ[g;X] = X × Y, что отображение g является β -
липшицевым. Отметим, что множества накрывания и липшицевости отображения g мо-
нотонно по вложению зависят от множества U ⊂ X, а именно имеют место соотношения:

U ⊂ U ⊂ X ⇒ Covα[g;U ] ⊂ Covα[g;U ], Lipβ[g;U ] ⊃ Lipβ[g;U ].

Приведем пример действительной функции, не обладающей свойствами накрывания,
когда на множестве ее значений задана обычная евклидова метрика, и покажем, что вве-
дением на этом множестве другого расширенного расстояния можно добиться того, что
функция станет накрывающей.

П р и м е р 2.1. Рассмотрим функцию g : [−1, 1] → [−1, 0], g(x) = −x2. Эта функ-
ция сюръективна. При стандартном определении евклидовой метрики на множествах
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X = [−1, 1] и Y = [−1, 0] отображение g : X → Y не является α -накрывающим ни
при каком значении α > 0. Более того, при любом x ∈ X пара (x, 0) не принадлежит
множеству Covα[g;X] α -накрывания этого отображения относительно всего X. Но если
на множестве Y задать расстояние как на прямой Зоргенфрея, т. е.

∀y, z ∈ Y d(y, z) =

{
z − y, если z ≥ y,

1, если z < y,

то для α = 1 будет выполнено вложение X × {0} ⊂ Covα[g;X].

В терминах множеств накрывания и липшицевости сформулируем без доказательства
следующее утверждение о существовании точки совпадения отображений ψ, ϕ : X → Y,

полученное в работе [17]. Напомним, что точкой совпадения этих отображений называют
элемент x ∈ X, удовлетворяющий уравнению

ψ(x) = ϕ(x).

Теорема 2.1. Пусть метрическое пространство X полное, заданы вещественные
числа α > β ≥ 0, и элемент x0 ∈ X такие, что d

(
ϕ(x0), ψ(x0)

)
< +∞. Положим

R = (α− β)−1d
(
ϕ(x0), ψ(x0)

)
, U = BX(x0, R).

Предположим, что для любого x ∈ U выполнены включения

(x, ψ(x)) ∈ Lipβ[ϕ;U ], (x, ϕ(x)) ∈ Covα[ψ;X];

на шаре U отображение ψ является замкнутым, а отображение ϕ — непрерывным.
Тогда в шаре U существует точка совпадения отображений ψ, ϕ.

З а м е ч а н и е 2.1. Как было продемонстрировано в примере 1.1, условие замкну-
тости отображения ψ : X → Y является обременительным и не выполняется в точках
x ∈ X, для которых найдется последовательность xi → x такая, что предел последо-
вательности {ψ(xi)} ⊂ Y не единственный. Вместо условия замкнутости отображения
ψ : X → Y в теореме 2.1 можно потребовать, чтобы это отображение было d -замкну-
тым, и выполнялось соотношение

∀{xi} ⊂ U ∀x ∈ U
(
xi → x и ϕ(x) ∈ Limψ(xi)

)
⇒ ϕ(x) = ψ(x).

Используем теорему 2.1 для исследования задачи об устойчивости множества точек
совпадения отображений ψ, ϕ : X → Y к малым изменениям данных отображений.

Пусть при каждом n ∈ N заданы отображения ψn, ϕn : X → Y, и пусть имеется неко-
торая сходимость ψn → ψ и ϕn → ϕ. Получим условия, обеспечивающие существование
для любых n ∈ N точек совпадения отображений ψn, ϕn и их сходимость при n → +∞
(в метрическом пространстве X ) к точке совпадения отображений ψ, ϕ.

Теорема 2.2. Предположим, что отображения ψ, ϕ : X → Y имеют точку совпа-
дения x = ξ. Пусть метрическое пространство X является полным, и пусть заданы
вещественные числа αn > βn ≥ 0, n ∈ N. Определим шар

Un = BX(ξ, rn), где rn =
1

αn − βn
d
(
ϕn(ξ), ψn(ξ)

)
, n ∈ N.
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Будем предполагать, что для каждого n при всех x ∈ Un выполнены включения

(x, ψn(x)) ∈ Lipβn
[
ϕn;Un

]
, (x, ϕn(x)) ∈ Covαn

[
ψn;X

]
,

отображение ψn является замкнутым на шаре Un, отображение ϕn — непрерывным
на шаре Un, и числовая последовательность {rn} сходится к 0. Тогда при любом n

существует точка совпадения ξn отображений ψn, ϕn такая, что при n→ +∞ имеет
место сходимость ξn → ξ в пространстве X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При любом n для отображений ψn, ϕn выполнены условия
теоремы 2.1, если положить x0 = ξ. Согласно этой теореме при любом n существует
точка совпадения ξn этих отображений такая, что ρ(ξ, ξn) ≤ rn. А поскольку rn → 0, из
этого неравенства, очевидно, следует сходимость ξn → ξ при n→ +∞.

К теореме 2.2 можно сделать следующее замечание, аналогичное замечанию 2.1.

З а м е ч а н и е 2.2. В теореме 2.2 предположение замкнутости на шаре Un отоб-
ражения ψn : X → Y, n ∈ N, может быть ослаблено и заменено предположением его
d -замкнутости на Un в совокупности с соотношением

∀{xi} ⊂ Un ∀x ∈ Un
(
xi → x и ϕn(x) ∈ Limψn(xi)

)
⇒ ϕn(x) = ψn(x).

Из теоремы 2.2 получим утверждение об устойчивости множества решений уравнения

ψ(x) = y0 (2.1)

к малым изменениям правой части y0 ∈ Y.

Следствие 2.1. Предположим, что уравнение (2.1) разрешимо и x = ξ — его ре-
шение. Пусть метрическое пространство X является полным, и пусть существуют
такие положительные α, r, δ, что при всех x ∈ BX(ξ, r) и y ∈ BY (y0, δ) выполнено
включение (x, y) ∈ Covα

[
ψ;X

]
и, кроме того, отображение ψ является замкнутым на

шаре BX(ξ, r). Тогда для любой последовательности {yn} ⊂ Y такой, что d(yn, y0)→ 0,

при любом n, начиная с некоторого номера, существует решение x = ξn уравнения

ψ(x) = yn,

и при n→ +∞ имеет место сходимость ξn → ξ в пространстве X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим для каждого n ∈ N отображение ψn = ψ и
постоянное отображение ϕn ≡ yn. Положим rn = α−1d(yn, y0). Очевидно, отображение
ϕn : X → Y является 0 -липшицевым, и поэтому Lipβn

[
ϕn;Un

]
= X × Y, где βn = 0, а

Un = BX(ξ, rn). Вследствие сходимости rn → 0 существует такое натуральное N, что при
всех n > N справедливо неравенство rn < r. Это означает, что шар Un вложен в шар
BX(ξ, r). Таким образом, для всех n > N выполнены все условия теоремы 2.2, из которой
следует доказываемое утверждение.
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3. Непрерывная зависимость от параметра множества точек совпадения

Приведем определения некоторых понятий многозначного анализа, которые будут ис-
пользоваться в исследовании зависимости от параметров точек совпадения (подробнее об
этих понятиях см. [22, § 2.3], [23, § 1.2]).

Для произвольного подмножества M метрического пространства (X, ρ) и любого чис-
ла r > 0 обозначим O(M, r) :=

{
x ∈ X : ∃x0 ∈M ρ(x, x0) < r

}
.

Рассмотрим топологическое пространство T. Зафиксируем t0 ∈ T и обозначим через
T (t0) совокупность окрестностей этой точки (совокупность всех открытых множеств, со-
держащих t0 ). Пусть задано многозначное отображение Φ : T ⇒ X такое, что множество
Φ(t) ⊂ X не пусто и замкнуто при любом t ∈ T. Напомним, что многозначное отоб-
ражение Φ называют полунепрерывным снизу в точке t0, если для любого открытого
множества V ⊂ X такого, что Φ(t0) ∩ V 6= ∅, существует множество W (t0) ∈ T (t0), все
точки которого t ∈ W (t0) удовлетворяют соотношению Φ(t)∩V 6= ∅. Для полунепрерыв-
ности снизу в точке t0 многозначного отображения Φ необходимо и достаточно, чтобы
для любых ε > 0 и x0 ∈ Φ(t0) существовала окрестность точки t0 такая, что при всех
t из этой окрестности во множестве Φ(t) найдется элемент x, удовлетворяющий нера-
венству ρ(x, x0) < ε. Многозначное отображение Φ называют полунепрерывным сверху
в точке t0, если для любого открытого множества V ⊂ X такого, что Φ(t0) ⊂ V, су-
ществует множество W (t0) ∈ T (t0), для которого Φ

(
W (t0)

)
⊂ V. Если отображение Φ

полунепрерывно сверху и снизу в точке t0, то говорят, что оно непрерывно в точке t0.

Многозначное отображение называется полунепрерывным снизу (полунепрерывным свер-
ху, непрерывным), если оно полунепрерывно снизу (полунепрерывно сверху, непрерывно)
в каждой точке t0 ∈ T.

Будем также использовать близкие определенным выше свойствам полунепрерывно-
сти и непрерывности многозначного отображения Φ : T ⇒ X свойства его h -полуне-
прерывности и h -непрерывности. Отображение Φ называют h -полунепрерывным сни-
зу (h -полунепрерывным сверху) в точке t0 ∈ T, если для любого ε > 0 существует
множество W (t0) ∈ T (t0), все точки которого t ∈ W (t0) удовлетворяют соотношению
Φ(t0) ⊂ O

(
Φ(t), ε

)
(соотношению Φ(t) ⊂ O

(
Φ(t0), ε

)
, соответственно). Отметим, что из h -

полунепрерывности снизу многозначного отображения Φ следует его полунепрерывность
снизу, из полунепрерывности сверху многозначного отображения Φ следует его h -полу-
непрерывность сверху (см. [23, п. 1.2.3]). Многозначное отображение, h -полунепрерывное
сверху и снизу в точке t0, называется h -непрерывным в этой точке. Многозначное отоб-
ражение, h -полунепрерывное снизу ( h -полунепрерывное сверху, h -непрерывное) в лю-
бой точке t0 ∈ T, называется h -полунепрерывным снизу (h -полунепрерывным сверху,
h -непрерывным).

Теперь рассмотрим задачу о непрерывной зависимости от параметра t ∈ T множе-
ства точек совпадения отображений ψ(·, t) : X → Y и ϕ(·, t) : X → Y. Обозначим через
Coin(t) множество точек совпадения отображений ψ(·, t) и ϕ(·, t), т. е. множество реше-
ний уравнения

ψ(x, t) = ϕ(x, t). (3.1)

Это уравнение равносильно уравнению

d
(
ϕ(x, t), ψ(x, t)

)
= 0.
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Для его исследования определим функционал

ηx : T → R+, ηx(t) = d
(
ϕ(x, t), ψ(x, t)

)
. (3.2)

Пусть задана точка t0 ∈ T. В предлагаемом ниже утверждении о свойствах много-
значного отображения Coin : T ⇒ X будут использоваться следующие условия:

(C−) для любого x ∈ X такого, что ηx(t0) = 0, и для любого ε > 0 существует мно-
жество W (t0) ∈ T (t0), все точки которого t ∈ W (t0) удовлетворяют неравенству
ηx(t) < ε;

(Ĉ−) для любого ε > 0 существует множество W (t0) ∈ T (t0), такое, что для любого
x ∈ X, удовлетворяющего равенству ηx(t0) = 0, при всех t ∈ W (t0) справедливо
неравенство ηx(t) < ε;

(Ĉ+) для любого ε > 0 существует множество W (t0) ∈ T (t0) такое, что если для неко-
торых x ∈ X, t ∈ W (t0) достигается равенство ηx(t) = 0, то ηx(t0) < ε.

Очевидно, условие (C−) выполнено тогда и только тогда, когда при x таком, что
ηx(t0) = 0, функционал ηx непрерывен в точке t0, Для непрерывности ηx в t0 достаточ-
но, чтобы в этой точке непрерывными были оба отображения ψ(x, ·) и ϕ(x, ·), а рассто-
яние d было бы симметричным и удовлетворяло бы f -неравенству треугольника (1.1).
Для выполнения условий (Ĉ−) и (Ĉ+) достаточно равностепенной непрерывности в точке
t0 семейства функционалов ηX :=

{
ηx : T → R+, x ∈ X

}
. А семейство ηX равностепенно

непрерывно в t0, если равностепенно непрерывным в этой точке будет совокупность отоб-
ражений

{
ψ(x, ·), ϕ(x, ·) : T → Y, x ∈ X

}
и расстояние d будет симметричным и будет

удовлетворять f -неравенству треугольника (1.1).

Теорема 3.1. Пусть метрическое пространство X является полным, заданы ве-
щественные числа α > β ≥ 0 и элемент t0 ∈ T. Пусть существует такое мно-
жество W (t0) ∈ T (t0), что выполнены условия: при любом t ∈ W (t0) справедливо
infx∈X d

(
ϕ(x, t), ψ(x, t)

)
< +∞; при любых x ∈ X, t ∈ W (t0) имеют место включения

(x, ψ(x, t)) ∈ Lipβ
[
ϕ(·, t), X

]
, (x, ϕ(x, t)) ∈ Covα

[
ψ(·, t), X

]
;

отображение ψ(·, t) : X → Y является замкнутым, а отображение ϕ(·, t) : X → Y —
непрерывным. Тогда при любом t ∈ W (t0) множество Coin(t) точек совпадения отобра-
жений ψ(·, t) и ϕ(·, t) не пусто и замкнуто в X. Кроме того, многозначное отображе-
ние Coin : W (t0) ⇒ X, при выполнении для семейства функционалов (3.2) условия (C−),

является полунепрерывным снизу в точке t0, при выполнении условия (Ĉ−) — h -полу-
непрерывным снизу в точке t0, а при выполнении условия (Ĉ+) — h -полунепрерывным
сверху в точке t0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При любом фиксированном t ∈ W (t0) для отображений
ψ(·, t) и ϕ(·, t) выполнены все условия теоремы 2.1. Согласно этой теореме, при лю-
бом t ∈ W (t0) множество Coin(t) не пусто. Докажем замкнутость этого множества.
Выберем произвольную последовательность {ξi} ⊂ Coin(t), сходящуюся к некоторому
элементу ξ ∈ X. Из непрерывности отображения ϕ(·, t) : X → Y следует сходимость
ϕ(ξi, t) → ϕ(ξ, t). А так как ϕ(ξi, t) = ψ(ξi, t) i = 1, 2, . . . , получаем ψ(ξi, t) → ϕ(ξ, t).
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Из этого соотношения вследствие замкнутости отображения ψ(·, t) : X → Y получаем
равенство ψ(ξ, t) = ϕ(ξ, t), т. е. ξ ∈ Coin(t). Итак, замкнутость в X множества Coin(t)

доказана.
Пусть выполнено условия (C−). Докажем, что в этом случае многозначное отобра-

жение Coin : W (t0) ⇒ X полунепрерывно снизу в точке t0. Пусть ξ0 ∈ Coin(t0), т. е.
ϕ(ξ0, t0) = ψ(ξ0, t0). Тогда ηξ0(t0) = 0. В силу условия (C−) для любого ε > 0 существует
такое множество W(t0) ∈ T (t0), что при всех t ∈ W(t0) имеет место соотношение

ηξ0(t) := d
(
ϕ(ξ0, t), ψ(ξ0, t)

)
< (α− β)ε.

Согласно теореме 2.1 при любом t ∈ W (t0) ∩ W(t0) существует решение ξ ∈ Coin(t)

уравнения (3.1) такое, что

ρ(ξ, ξ0) ≤
1

α− β
d
(
ϕ(ξ0, t), ψ(ξ0, t)) < ε.

Таким образом, многозначное отображение Coin полунепрерывно снизу в точке t0.

Теперь предположим, что выполнено условие (Ĉ−). Для произвольного ε > 0 опре-
делим такое множество W(t0) ∈ T (t0), что для любого x ∈ X, если ηx(t0) = 0, то
ηx(t) < ε(α−β) при всех t ∈ W(t0). Для любого t ∈ W (t)∩W(t) и для любого ξ0 ∈ Coin(t0)

согласно теореме 2.1 существует ξ ∈ Coin(t) такой, что

ρ(ξ, ξ0) ≤
1

α− β
d
(
ϕ(ξ0, t), ψ(ξ0, t)

)
=

1

α− β
ηξ0(t) < ε.

Таким образом, Coin(t0) ⊂ OX(Coin(t), ε), т. е. многозначное отображение Coin является
h -полунепрерывным снизу в точке t0 .

В заключение предположим, что выполнено условие (Ĉ+). Покажем, что в этом случае
многозначное отображение Coin : W (t0) ⇒ X является h -полунепрерывным сверху в
точке t0. Для любого ε > 0 определим множество W(t0) ∈ T (t0) такое, что если для
некоторых x ∈ X, t ∈ W(t0) выполнено ηx(t) = 0, то ηx(t0) < ε(α−β). Тогда для любого
t ∈ W (t) ∩W(t) и для любого ξ ∈ Coin(t) согласно теореме 2.1 существует ξ0 ∈ Coin(t0)

такой, что имеют место соотношения

ρ(ξ, ξ0) ≤
1

α− β
d
(
ϕ(ξ, t0), ψ(ξ, t0)

)
=

1

α− β
ηξ(t0) < ε.

Итак, доказано вложение Coin(t) ⊂ OX(Coin(t0), ε), означающее, что многозначное отоб-
ражение Coin является h -полунепрерывным сверху в точке t0.

З а м е ч а н и е 3.1. Утверждение теоремы 3.1 остается верным, если предположе-
ние замкнутости отображения ψ(·, t) : X → Y при любом t ∈ W (t0) заменить менее
обременительным условием его d -замкнутости в совокупности с соотношением

∀{xi} ⊂ X ∀x ∈ X
(
xi → x и ϕ(x, t) ∈ Limψ(xi, t)

)
⇒ ϕ(x, t) = ψ(x, t).

Из теоремы 3.1 получим утверждение о зависимости от параметра t ∈ T множества
Sol(t) решений уравнения

ψ(x, t) = y0(t), (3.3)
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где y0 : T → Y. Уравнение (3.3) — это уравнение (3.1) с отображением ϕ : X × T → Y,

постоянным по первому аргументу, т. е. ϕ(·, t) = y0(t), t ∈ T.
Определим функционал ηx : T → R+ соотношением (3.2), которое для рассматривае-

мого здесь уравнения принимает вид

ηx(t) = d
(
y0(t), ψ(x, t)

)
. (3.4)

Применяя к уравнению (3.3) теорему 3.1, получаем следующее утверждение.

Следствие 3.1. Пусть метрическое пространство X является полным, заданы
α > 0 и t0 ∈ T. Пусть существует такое множество W (t0) ∈ T (t0), что выполне-
ны условия: при любом t ∈ W (t0) справедливо infx∈X d

(
y0(t), ψ(x, t)

)
< +∞; при любых

x ∈ X, t ∈ W (t0) имеет место включение

(x, y0(t)) ∈ Covα
[
ψ(·, t), X

]
;

отображение ψ(·, t) : X → Y является замкнутым. Тогда при любом t ∈ W (t0) мно-
жество Sol(t) решений уравнения (3.3) не пусто и замкнуто в X. Кроме того, мно-
гозначное отображение Sol : W (t0) ⇒ X, при выполнении для семейства функционалов
(3.4) условия (C−), является полунепрерывным снизу в точке t0, при выполнении усло-
вия (Ĉ−) — h -полунепрерывным снизу в точке t0, а при выполнении условия (Ĉ+) —
h -полунепрерывным сверху в точке t0.

Близкий следствию 3.1 результат был получен в [24].
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Аннотация. В настоящей работе рассматривается численное решение задачи Коши для
дифференциального уравнения второго порядка, вычисляемое с помощью метода Нумеро-
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эллипсоидов. Численное решение заключается в эллипсоид, содержащий и точное, и чис-
ленное решение задачи, который пересчитывается на каждом шаге. В отличие от ранее
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Введение

Если решение дифференциального уравнения второго порядка колеблется, то при по-
координатном оценивании погрешности численного решения возникает эффект раскрут-
ки (эффект Мура [1, с. 155]), когда оценка погрешности растет экспоненциально с ростом
длины отрезка, в то время как сама погрешность растет значительно медленнее.

В работе [2] для получения гарантированной оценки погрешности метода Штермера
было предложено заключать численное решение в движущийся эллипсоид, содержащий и
точное, и численное решение задачи. Предложенный способ оценки погрешности исполь-
зовал дискретное преобразование эллипсоидов и позволял избежать эффекта раскрутки.
Этот способ был применим и к явному, и к неявному методу Штермера.

В статьях [3] и [4] предлагалось использовать непрерывное преобразование эллипсои-
дов, что приводило к более точной оценке погрешности. Минусом использования непре-
рывного преобразования эллипсоидов является громоздкость формул для пересчета эл-
липсоидов на каждом шаге.

В работе [5] был предложен способ получения гарантированной оценки погрешности яв-
ного метода Штермера, основанный на дискретном преобразовании эллипсоидов, который
приводит к точности оценки того же порядка, что и способы, основанные на непрерывном
преобразовании эллипсоидов. Повышение точности оценки погрешности при дискретном
преобразовании эллипсоидов было достигнуто за счет более точного оценивания малых
слагаемых в разностном уравнении для погрешности.

В данной работе предлагается обобщить результат работы [5], полученный для явного
метода Штермера, на неявный численный метод решения дифференциальных уравнений
второго порядка, а именно, на метод Нумерова.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения второго порядка:

y′′ = f(x, y), y(0) = y0, y′(0) = y′0, 0 ≤ x ≤ X0, y, f ∈ Rn.

Численное решение ym, являющееся приближенным к точному решению y(xm) в точке
xm = hm, где h — постоянный шаг, будем вычислять по неявной 2 -шаговой формуле
метода Нумерова (см., например, в [6, с. 399])

∇2ym = h2f(xm−1, ym−1) +
h2

12
∇2f(xm, ym) + wm, m ≥ 2, (1.1)

где ∇— конечная разность назад (∇ai = ai − ai−1 ); ∇2 — конечная разность второго
порядка (∇2ai = ∇(∇ai) = ai−2ai−1+ai−2 ); wm — ошибка, получаемая из-за округлений
и обрыва итераций.

Целью работы является получение гарантированной оценки погрешности численного
решения zm = y(xm)− ym, которая удовлетворяет уравнению

∇2zm = h2
(
f(xm−1, y(xm−1))− f(xm−1, ym−1)

)
+
h2

12
∇2
(
f(xm, y(xm))− f(xm, ym)

)
+Nm − wm,

(1.2)

где Nm — ошибка метода Нумерова на m -м шаге:

Np
m = − 1

240
h6(yp)(6)(ξ), xm−2 ≤ ξ ≤ xm,

ξ зависит от номера координаты p.
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2. Оценивание погрешности с помощью эллипсоидов

В работе [2] был предложен способ оценивания погрешности zm, позволяющий из-
бежать эффекта раскрутки. Численное решение заключалось в движущийся эллипсоид,
содержащий и точное, и численное решение. Для пересчета эллипсоида на каждом шаге
использовались формулы дискретного преобразования эллипсоидов, полученные с помо-
щью разностного уравнения для погрешности. В данной работе предлагается улучшенная
(по сравнению с полученной в [2]) оценка погрешности, полученная благодаря более точ-
ному оцениванию малых слагаемых в разностном уравнении для zm.

Произведя линеаризацию, уравнение (1.2) можно записать в виде разностного уравне-
ния

∇2zm = h2Am−1zm−1 +
h2

12
∇2(Amzm) +Nm − wm +Rm, (2.1)

где Al =

 ∂f1

∂y1
... ∂f1

∂yn

... ... ...
∂fn

∂y1
... ∂fn

∂yn


∣∣∣∣∣∣∣
(xl,yl)

, Rp
m =

h2

2

2∑
i=0

αi

(
n∑

q,j=1

∂2f p

∂yq∂yj
(xm−i, ỹm−i)z

q
m−iz

j
m−i

)
.

Здесь верхний индекс обозначает номер координаты вектора, ỹl зависит от p и лежит в
окрестности, содержащей и точное, и численное решения. Константы αi — это коэффи-
циенты перед h2f(xm−i, ym−i), которые возникнут в (1.1), если расписать все разности.
В случае метода Нумерова это

α0 =
1

12
, α1 =

10

12
, α2 =

1

12
.

В дальнейшем будет использоваться оценка

‖Rm‖ ≤ RB
m =

1

2
h2M2 max

0≤l≤m
‖zl‖2,

где M2 ≥ max
p=1,...,n

n∑
q,j=1

| ∂2fp
∂yq∂yj

|, максимум берется в окрестности, содержащей и точное, и

численное решения при x ∈ [0,mh], за норму вектора принимается максимум модулей
координат. Пусть при всех рассматриваемых значениях m справедливы оценки ‖Nm‖ ≤ N

и ‖wm‖ ≤ w.

Так же, как и в [2] введем вспомогательную переменную vm и представим (2.1) в виде
системы 

vm =vm−1 + hAm−1zm−1 + h−1Qm, (m ≥ 2)

zm =zm−1 + hvm +
h2

12
∇(Amzm), (m ≥ 1),

(2.2)

где Qm = Nm − wm +Rm. Начальные значения:

v0 = 0, v1 =
z1 − z0
h

− h

12
∇(A1z1).

Подставим vm из первого уравнения системы (2.2) во второе и перейдем к матрично-
векторной записи:(

vm
zm

)
=

(
I hAm−1
hI I + h2Am−1

)(
vm−1
zm−1

)
+
h2

12

(
0

∇(Amzm)

)
+

(
h−1Qm

Qm

)
, (2.3)

где I — единичная матрица.
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В статье [2] предлагалось в уравнении для вектора погрешности ~Zm = (vm, zm)
T

(T — знак транспонирования) расписать все разности и записать само уравнение в виде:

~Zm =
k−1∑
i=0

Ci ~Zm−i + ~Qm, m ≥ k.

В этом случае задача сводилась к последовательному нахождению оценок векторов по-
грешностей ~Zm с помощью соответствующих оценок, полученных на предыдущих шагах,
и оценки вектора неоднородности ~Qm = (h−1Qm, Qm)

T .

Для метода Нумерова уравнения для погрешности (2.3) запишется в виде линейной
неявной одношаговой формулы

~Zm = C0
~Zm + C1

~Zm−1 + ~Qm, m ≥ 2, (2.4)

где C0 =

0 0

0
h2

12
Am

 , C1 =

 I hAm−1

hI I +
11h2

12
Am−1

 .

В статье [2] предлагалось каждое из слагаемых правой части заключать в эллипсоид [7]
в R2n и на каждом шаге пересчитывать эллипсоид, содержащий вектор погрешностей ~Zm.

Эллипсоид E(c, B) с центром в c определялся как B
1
2S1+c, где S1 = E(0, I) – единич-

ный шар с центром начале координат, B – симметрическая положительно определенная
матрица (2n× 2n).

Так как правая часть в случае метода Нумерова зависит от самого вычисляемого зна-
чения, то нужна какая-то (возможно более грубая) предварительная оценка погрешности.
На небольших отрезках в этом качестве можно использовать довольно грубую оценку,
полученную из (1.2):

‖zm‖ ≤
1

1− h2|α0|L
(‖2zm−1‖+ ‖zm−2‖+ h2L

2∑
i=1

|αi| · ‖zm−i‖+N + w),

где L = n max
i,j=1,...,n

| ∂f i
∂yj
|. Также в качестве предварительной можно использовать покоор-

динатную оценку погрешности. При выборе шага таким, чтобы выполнялось |α0|h2L < 1,

для метода Нумерова можно находить предварительную оценку погрешности zbm следу-
ющим образом:

vbm = vbm−1 +
hL

1− |α0|h2L
(
z∗m−1(2|α0|+ |α1|) + z∗m−2(|α0|+ |α2|)

)
+ (N + w)

(
h−1 +

hL|α0|
1− |α0|h2L

)
,

zbm = z∗m−1 + hvbm, m ≥ 2.

(2.5)

Здесь z∗l — улучшенная оценка погрешности, полученная на предыдущих шагах.

В результате, общая последовательность действий выглядит следующим образом.

1. Определяем начальные значения: z∗0 = z∗1 = δ, vb1 =
2δ
h
. Положим m = 2.



266 Н.Д. Золотарева

2. С помощью (2.5) вычисляется предварительная оценка погрешности (vbm, z
b
m)

T и
строится предварительный эллипсоид, содержащий вектор ~Zm = (vm, zm)

T погреш-
ности.

3. Каждое из трех слагаемых (2.4) заключается в свой эллипсоид и вычисляется эллип-
соид, содержащий сумму этих трех эллипсоидов. Таким образом, на каждом шаге
по предварительнoй оценке zbm из (2.5) находится эллипсоид E(0,Zm), который со-
держит вектор ~Zm = (vm, zm)

T из (2.4), и с помощью этого эллипсоида вычисляется
улучшенная оценка погрешности

z∗m =

√
max

i=n+1,..,2n
Zi,im .

Здесь эллипсоид E(0,Zm) = Z
1
2
mS1, где S1 = E(0, I) – единичный шар, Zm – сим-

метрическая положительно-определенная матрица (2n× 2n).

Затем m увеличивается на 1 и происходит переход к пункту 2.

В статье [5] для явного метода Штермера предлагалось увеличить точность оценки
погрешности, используя не оценки величин Am−izm−i, а оценки их первых разностей.
В этой статье проведем подобное улучшение для метода Нумерова.

Предлагается последовательно находить оценки векторов погрешностей не из пред-
ставления

~Zm = C0
~Zm + C1

~Zm−1 + ~Qm, m ≥ 2,

а из представления

~Zm = D0
~Zm +

h2

12

(
0

∇(Amzm)

)
+ ~Qm, m ≥ 2, где D0 =

(
I hAm−1
hI I + h2Am−1

)
.

Для того, чтобы каждое из трех слагаемых заключить в эллипсоид, нам надо по-
лучить оценку разности ∇(Amzm). Найдем оценку первых разностей P 1

l такую, что
max
0≤i≤l

‖∇(Aizi)‖ ≤ P 1
l через оценки

L ≥ ‖Ai‖, L′ ≥ ‖∇Ai‖/h, zBl ≥ max
0≤i≤l

‖zi‖, vBl ≥ max
0≤i≤l

‖vi‖.

Отметим, что в качестве L и L′ можно взять оценки функций A(x) = ∂f
∂y
(x, y∗(x)) и

A′(x), где y∗(x) лежит в окрестности, содержащей и точное, и численное решения.
Из второй строчки (2.2) следует, что

∇zm = hvm +
h2

12
∇(Amzm). (2.6)

Из неравенства ‖∇(Aizi)‖ ≤ ‖∇Ai‖zBl + L‖∇zi‖, используя оценку, полученную из (2.6),
имеем

‖∇(Aizi)‖ ≤ hL′zBl + L(hvBl +
h2

12
Pl).

Откуда следует, что

P 1
l ≤

h

1− h2

12
L
(L′zBl + LvBl ),

причем знаменатель дроби должен быть положительным.
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Пусть ‖zi‖ ≤ δ при i = 0; 1. Предлагается, начиная со значений Z0 = n

(
0 0

0 δ2I

)
и Z1 = 2n

(
(vB1 )

2I 0

0 δ2I

)
, где ‖v1‖ ≤ vB1 = 2δ

h
+ h

6
δL, на каждом шаге пересчитывать

эллипсоид E(0,Zm), содержащий вектор погрешностей (vm, zm)
T .

При сложении эллипсоидов надо использовать вложение

E(0, B1) + E(0, B2) ⊂ E(0, (1 + p)B1 + (1 + 1/p)B2),

где значение параметра p можно выбрать таким образом, чтобы сумма квадратов полу-
осей была минимальна [8]: p =

√
TrB2/TrB1. Если же брать эллипсоид с минимальным

объемом, то в качестве p надо использовать p =
√
n−1Tr(B−11 B2). При умножении мат-

рицы D на эллипсоид E(0, B) надо использовать (см., например, в [7, с. 74]) равенство

D · E(0, B) = E(0, DBDT ).

В качестве эллипсоидов, содержащих второе и третье слагаемые (2.3), удобно взять
соответственно эллипсоиды

E

(
0,

(
0 0

0 (h
2

12
P 1
m)

2I

))
и E

(
0,

(
(QB

m)2

h2
I (QB

m)2

h
I

(QB
m)2

h
I (QB

m)
2I

))
.

Здесь используется то, что(
a

b

)
∈ E

(
0,

(
(a, a)I (a, b)I

(a, b)I (b, b)I

))
при a ‖ b.

Оценка неоднородности QB
m = N + w +RB

m ≥ ‖Qm‖ пересчитывается на каждом шаге.

3. Численный эксперимент

Продемонстрируем работу предложенного метода оценки погрешности на конкретном
примере. Вычисления будем проводить с точностью до 56-го двоичного знака, то есть с
δ = 1

2
2−56.

Рассмотрим задачу двух тел 
x′′ =− Kx√

x2 + y2
3

y′′ =− Ky√
x2 + y2

3

с начальными значениями {
x(0) =2/3, x′(0) = 0

y(0) =0, y′(0) =
√
2K.

Положим K = π2/9. В этом случае одно тело движется вокруг другого по эллипсу с
периодом T = 6.

Численное решение будем считать методом Нумерова с шагом h = 1/512. Применение
метода более высокого порядка не приведет к значительному улучшению точности оценки
погрешности из-за влияния ошибки округлений w.
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В качестве оценок шестых производных возьмем оценки, полученные для этой зада-
чи в [2]:

|x(6)| < 2509, |y(6)| < 1912;

откуда N1 = 5, 9 · 10−16, N2 = 4, 5 · 10−16.
Матрица из частных производных будет иметь вид

A(x, y) =
K

r5

(
2x2 − y2 3xy

3xy 2y2 − x2
)
,

где r =
√
x2 + y2. Ошибка округления wm по абсолютной величине не будет превосходить

w = 8δ.

В статье [2] были приведены результаты подсчета оценки погрешности численного ре-
шения, полученного методом Нумерова, в моменты времени t = 51 и t = 99 :

|z(51)| < 5, 7 · 10−6, |z(99)| < 4, 1 · 10−5.

При дальнейшем увеличении времени происходит сильное увеличение роста оценки по-
грешности, что делает ее неприемлемой. Если же при пересчете эллипсоидов использо-
вать более точную оценку малых слагаемых, предложенную в данной статье, то будут
получены следующие оценки погрешности численного решения:

|z(51)| < 1, 4 · 10−6, |z(99)| < 2, 6 · 10−6, |z(150)| < 1, 6 · 10−5, |z(198)| < 3, 8 · 10−5.

Результаты численных экспериментов демонстрируют более точную оценку погрешно-
сти численного решения, полученного методом Нумерова, по сравнению с ранее предло-
женными методами, а также применимость предложенного способа оценивания погреш-
ности на интервалах большой длины.
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Аннотация. Исследуется модель типа Хопфилда динамики электрической активности
головного мозга, представляющая собой систему дифференциальных уравнений вида

v̇i = −αvi +
n∑

j=1

wjifδ(vj) + Ii(t), i = 1, n, t ≥ 0.

Параметры модели считаются заданными: α > 0, wji > 0 при i �= j и wii = 0, Ii(t) ≥ 0.

Функция активации fδ ( δ — время перехода нейрона в состояние активности) рассмот-
рена двух типов:

δ = 0 ⇒ f0(v) =

{
0, v ≤ θ,

1, v > θ;
δ > 0 ⇒ fδ(v) =


0, v ≤ θ,

δ−1(v − θ), θ < v ≤ θ + δ,

1, v > θ + δ.

В случае δ > 0 (функция fδ непрерывна) решение задачи Коши для рассматриваемой
системы существует, единственно и является неотрицательным при неотрицательных на-
чальных значениях. В случае δ = 0 (функция f0 разрывна в точке θ ) показано, что
во множестве решений задачи Коши есть наибольшее и наименьшее решения, получены
оценки решений и приведен пример системы, для которой задача Коши имеет бесконеч-
ное множество решений. В этом исследовании используются методы анализа отображений
частично упорядоченных пространств.

Также исследуется уточненная модель Хопфилда, в которой учитывается время движе-
ния электрического импульса от одного нейрона к другому, и поэтому модель представля-
ет собой систему дифференциальных уравнений с запаздыванием. Для такой системы и в
случае непрерывной, и в случае разрывной функции активации показано, что задача Ко-
ши однозначно разрешима, получены оценки решения и описан алгоритм аналитического
нахождения решения.

Ключевые слова: нейронная сеть, дифференциальное уравнение с разрывной правой
частью, запаздывание, задача Коши, существование решения, верхнее и нижнее решения,
отображения частично упорядоченных пространств
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Abstract. The Hopfield-type model of the dynamics of the electrical activity of the brain,
which is a system of differential equations of the form

v̇i = −αvi +
n∑

j=1

wjifδ(vj) + Ii(t), i = 1, n, t ≥ 0,

is investigated. The model parameters are assumed to be given: α > 0, wji > 0 for i �= j and
wii = 0, Ii(t) ≥ 0. The activation function fδ ( δ is the time of the neuron transition to the
state of activity) of two types is considered:

δ = 0 ⇒ f0(v) =

{
0, v ≤ θ,

1, v > θ;
δ > 0 ⇒ fδ(v) =


0, v ≤ θ,

δ−1(v − θ), θ < v ≤ θ + δ,

1, v > θ + δ.

In the case of δ > 0 (the function fδ is continuous), the solution of the Cauchy problem for
the system under consideration exists, is unique, and is non-negative for non-negative initial
values. In the case of δ = 0 (the function f0 is discontinuous at the point θ ), it is shown that
the set of solutions of the Cauchy problem has the largest and the smallest solutions, estimates
for the solutions are obtained, and an example of a system for which the Cauchy problem has
an infinite number of solutions is given. In this study, methods of analysis of mappings acting
in partially ordered spaces are used.

An improved Hopfield model is also investigated. It takes into account the time of movement
of an electrical impulse from one neuron to another, and therefore such a model is represented by
a system of differential equations with delay. For such a system, both in the case of continuous
and in the case of discontinuous activation function, it is shown that the Cauchy problem is
uniquely solvable, estimates for the solution are obtained, and an algorithm for analytical finding
of solution is described.
Keywords: neural network, differential equation with discontinuous right-hand side, delay,
Cauchy problem, existence of solution, upper and lower solutions, mappings of partially ordered
spaces
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Введение

Изучение структуры и функционирования головного мозга, оставаясь одной из важней-
ших медицинских проблем, в последние десятилетия стало актуальным для ряда техниче-
ских наук, для создания новых технологий. Расширяется инструментарий исследований,
широко используются математические методы, большое количество работ посвящается
математическим моделям работы мозга, описывающим динамику его электрической ак-
тивности. Наиболее адекватно отражающими такие процессы считаются модели на основе
нейронных полей и нейронных сетей. Одной из базовых сетевых моделей, идеи построе-
ния которой используются в более точных и, соответственно, более сложных современных
моделях, является модель Дж.Дж. Хопфилда (J. J. Hopfield, 1982, [1]). Рассмотрим ее.

Структурно-функциональной единицей головного мозга является нейрон — электри-
чески возбудимая клетка, осуществляющая прием, обработку, хранение и передачу элек-
трических импульсов. Нейрон состоит из сомы, дендритов и аксона. Дендриты проводят
к телу нейрона электрические импульсы, сома служит для формирования и распростра-
нения электрического потенциала, который впоследствии по аксону передается другим
нейронам (см., например, [2, с. 222–224]).

Будем использовать следующие обозначения: n — количество нейронов в сети, vi(t) —
значение электрической активности i -го нейрона в момент времени t ∈ [0,∞), Ii(t) —
внешнее воздействие, оказываемое на i -й нейрон в момент времени t, wji — сила связи
j -го нейрона с i -м нейроном. Для введенных величин выполнены соотношения: vi(t) ≥ 0

и Ii(t) ≥ 0 на [0,∞), wii = 0 и wji = wij > 0 при всех i, j = 1, n, i 6= j. Предположим,
что для любого «одиночного нейрона» скорость изменения уровня электрической актив-
ности пропорциональна с некоторым отрицательным коэффициентом −α, α > 0, уровню
его электрической активности. Связь активации нейрона с уровнем его электрической ак-
тивности определяет «функция активации» fδ : R+ → [0, 1], которая в модели Хопфилда
задается формулой

fδ(v) =


0, v ≤ θ,

δ−1(v − θ), θ < v ≤ θ + δ,

1, v > θ + δ,

(0.1)

где θ > 0 — некоторое пороговое значение, начиная с которого за время δ > 0 нейрон
переходит из состояния покоя в состояние активности. В перечисленных предположениях
моделью электрической активности головного мозга является следующая система диффе-
ренциальных уравнений (см. [1, 3])

v̇i = −αvi +
n∑
j=1

wjifδ(vj) + Ii(t), i = 1, n. (0.2)

Функции Ii(·) будем предполагать измеримыми и суммируемыми на каждом конеч-
ном отрезке из [0,∞). Соответственно, решением системы (0.2) будет набор (v1, . . . , vn)

абсолютно непрерывных на произвольном конечном отрезке [0, T ] функций, удовлетво-
ряющий этому уравнению при п. в. t.

Задача Коши для системы (0.2) с начальными условиями

vi(0) = v0i , i = 1, n, (0.3)

очевидно, однозначно разрешима. Приведем соответствующее утверждение, сформулиро-
ванное в тезисах [4].
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Теорема 0.1. Для любого T > 0 система дифференциальных уравнений (0.2) с на-
чальными условиями (0.3) имеет единственное определенное на отрезке [0, T ] решение
(v1, . . . , vn), причем, если v0i ≥ 0, i = 1, n, то vi(t) ≥ 0, i = 1, n, при всех t ∈ [0, T ].

Доказательство однозначной разрешимости задачи (0.2), (0.3) следует из того, что функ-
ция fδ(vj) удовлетворяет условию Липшица с константой δ−1, и поэтому функции

Fi(v1, . . . , vn) = −αvi(t) +
n∑
j=1

wjif(vj) + Ii(t), i = 1, n,

определяющие правые части системы (0.2), являются липшицевыми по каждой перемен-
ной v1, . . . , vn.

Чтобы показать, что все компоненты решения — функции vi(·) неотрицательные, до-
статочно, записав задачу (0.2), (0.3) в виде эквивалентной системы интегральных уравне-
ний Вольтерры

vi(t) = v0i e
−αt +

∫ t

0

e−α(t−s)
( n∑
j=1

wjifδ(vj(s)) + Ii(s)
)
ds, i = 1, n,

заметить, что ее правая часть неотрицательна.
Так как время δ активации нейрона мало и его практически невозможно точно из-

мерить, некоторые авторы заменяют непрерывную функцию fδ разрывной в точке θ

функцией Хевисайда

f0(v) =

{
0, v ≤ θ,

1, v > θ,

Отметим, что для каждого v при δ → 0 имеет место сходимость fδ(v) → f0(v). Замена
непрерывной «функции активации» функцией Хевисайда упрощает численное исследо-
вание модели, позволяет получить для некоторых классов внешних воздействий реше-
ния в явном виде (см., например, [5–7]). Однако, в цитируемых и ряде других работ,
использующих такую функцию активации, не рассматривалась зависимость решения за-
дачи (0.2), (0.3) от δ при δ → 0, и более того, даже не устанавливалась разрешимость
«предельной задачи» со значением δ = 0. Этот «пробел» в обосновании использования
в модели нейросети разрывной функции активации — следствие неприменимости резуль-
татов классической теории дифференциальных уравнений. В работах [8–11] уравнение
нейронного поля в случае δ = 0 сводится к включению заменой функции f0 многознач-
ным отображением таким, что f0(θ) = [0, 1]. В такой трактовке модели была установлена
непрерывная зависимость множества решений задачи Коши при переходе от непрерыв-
ной функции активации к разрывной. Безусловно, замена уравнения (0.2) включением
приводит к появлению дополнительных решений, которые могут не соответствовать ис-
следуемым процессам активности мозга.

В данной работе мы рассмотрим систему (0.2) дифференциальных уравнений с разрыв-
ной функцией f0, не сводя уравнения к включениям. Вместо результатов анализа отоб-
ражений в метрических пространствах, большинство из которых использует непрерыв-
ность, мы применим методы анализа отображений частично упорядоченных пространств.
Это оказывается возможным, так задача Коши для этой системы приводится к уравне-
нию неподвижной точки монотонного интегрального оператора в пространстве суммиру-
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емых функций. Близкие подходы к исследованию дифференциальных уравнений с раз-
рывной правой частью применялись Е.С. Жуковским в [12, с. 16,17], а в недавних рабо-
тах [13–15] такие подходы были распространены на неявные дифференциальные и инте-
гральные уравнения.

Также мы исследуем уточненную модель Хопфилда, в которой учитывается время
τji > 0 движения электрического импульса от j -го нейрона к i -му, и поэтому такая
модель представляет собой систему дифференциальных уравнений с запаздыванием. Мы
рассматриваем эту систему и в случае непрерывной, и в случае разрывной функции ак-
тивации, т. е. для времени активации δ ≥ 0.

Статья состоит из трех параграфов. Сначала в параграфе 1. приводятся необходимые
понятия и результаты анализа отображений в частично упорядоченных пространствах.
Параграф 2. посвящен модели электрической активности мозга типа модели Хопфилда
(0.2) в предположении, что активация нейрона происходит мгновенно, δ = 0. Здесь дока-
зывается теорема о разрешимости задачи Коши. Показано, что единственности решения
задачи Коши нет даже для простейших систем двух уравнений, но в множестве реше-
ний гарантируется существование нижнего и верхнего решений. Также установлено, что
для нижнего (верхнего) решения v значение дифференциального оператора v̇ + αv яв-
ляется наименьшим (наибольшим) элементом в множестве значений данного оператора
на решениях рассматриваемой задачи. В параграфе 3. рассмотрена модель электриче-
ской активности мозга без ограничений на время активации нейрона и с учетом того, что
электрический импульс от одного нейрона к другому распространяется за положительное
время. Показано, что задача Коши для соответствующей системы дифференциальных
уравнений с запаздыванием однозначно разрешима. Также описан алгоритм аналитиче-
ского нахождения решения этой задачи.

1. Отображения частично упорядоченных пространств

Приведем некоторые сведения о частично упорядоченных пространствах, используе-
мые в работе (подробнее см., например, [16, гл. I, § 4] и [17, § 1]).

Пусть на множестве X 6= ∅ задано отношение нестрогого порядка ≤ (т. е. рефлек-
сивное, антисимметричное и транзитивное бинарное отношение). Эту алгебраическую си-
стему называют частично упорядоченным пространством и обозначают (X,≤). Вместо
x ≤ u можем писать u ≥ x, а в случае x ≤ u и x 6= u можем писать x < u или u > x.

Для любых x, x ∈ X определим отрезок — множество [x, x] =
{
x ∈ X : x ≤ x ≤ x

}
(если x � x будем считать, что [x, x] = ∅ ). Подмножество S ⊂ X называют цепью (или
линейно упорядоченным), если для любых его двух элементов x, u ∈ S выполнено x ≤ u

или u ≤ x. Цепь называют максимальной, если она не является собственным подмноже-
ством никакой другой цепи в этом пространстве. Нижней границей множества U ⊂ X

называют элемент v ∈ X такой, что v ≤ u для любого u ∈ U, а точной нижней границей
— наибольшую из нижних границ — элемент w ∈ X, для которого, во-первых,

∀u ∈ U w ≤ u,

и во-вторых,
∀u ∈ U ∀v ∈ X v ≤ x ⇒ v ≤ w.

Пространство (X,≤) называем s -полным (снизу), если любая цепь, принадлежащая это-
му пространству, имеет точную нижнюю границу. Если точная нижняя граница есть у
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произвольного множества из X, то пространство называют полным (снизу). Простран-
ство (X,≤) называется (нижней) полурешеткой, если для множества из любых двух его
элементов существует точная нижняя граница. Далее, употребляя эти термины, будем
опускать слова «снизу», «нижняя», если это не вызовет разночтений.

Приведем примеры частично упорядоченных пространств, используемых далее в ис-
следовании системы (0.2) с разрывной функцией f0.

П р и м е р 1.1. На множестве Rn векторов с вещественными компонентами опре-
делим покоординатный порядок, т. е. для x = (x1, . . . , xn), u = (u1, . . . , un) неравенство
x ≤ u означает, что xi ≤ ui i = 1, n. Частично упорядоченное пространство (Rn,≤) явля-
ется полурешеткой (и даже решеткой: любое его двухэлементное подмножество обладает
и инфимумом и супремумом), но не является s -полным (и конечно, полным). А при этом
полнотой обладает его подпространство (Rn+,≤), содержащее векторы с неотрицательны-
ми компонентами. Действительно, для любого множества U ⊂ Rn+ числовое множество
Ui ⊂ R+ i -х компонент векторов из U является полным, существует ui = inf Ui, i = 1, n,

а вектор u = (u1, . . . , un) является точной нижней границей множества U.

П р и м е р 1.2. Пусть T > 0. Рассмотрим пространство Ln измеримых и сумми-
руемых (по Лебегу) функций y : [0, T ] → Rn с «естественным» порядком: для функций
y = (y1, . . . , yn) ∈ Ln, z = (z1, . . . , zn) ∈ Ln полагаем выполненным неравенство y ≤ z, ес-
ли yi(t) ≤ zi(t) при п.в. t ∈ [0, T ], i = 1, n. Это частично упорядоченное пространство —
полурешетка (и решетка), но не является s -полным. Свойством полноты будет обладать
подпространство Ln+ ⊂ Ln неотрицательных функций y : [0, T ]→ Rn+. Покажем это. Для
произвольного множества U ⊂ Ln+ определим множество Ui ⊂ L+ функций, являющихся
i -ми компонентами функций из U. Так как конус неотрицательных функций в L+ явля-
ется сильно миниэдральным (см., например, [18, с. 257]), существует ui = inf Ui, i = 1, n.

Теперь несложно проверить, что функция u = (u1, . . . , un) является точной нижней гра-
ницей множества U. Аналогично легко проверяется, что любых z, z ∈ Ln, z ≤ z, отрезок
[z, z] является полным пространством.

П р и м е р 1.3. Множество N натуральных чисел с отношением делимости является
полным частично упорядоченным пространством: точной нижней границей любого мно-
жества U ⊂ N является наибольший общий делитель всех чисел из U. Подпространство
N10 = {10, 11, . . .} полного частично упорядоченного пространства (N, ...) уже не является
полным, и даже не является полурешеткой: двухэлементное множество {10, 12} не имеет

в N10 нижней границы. В то же время пространство (N10,
...) является s -полным.

Пусть задан оператор Ψ : X → X. Сформулируем условия существования у этого
оператора неподвижной точки — элемента x ∈ X, удовлетворяющего уравнению

x = Ψ(x).

Напомним, что оператор Ψ называется монотонным (изотонным), если для любых эле-
ментов x, u ∈ X таких, что x ≤ u, выполнено отношение Ψ(x) ≤ Ψ(u).

Следующее утверждение, обычно формулируемое при несколько более обременитель-
ном предположении полноты пространства (X,≤), называют теоремой Биркгофа–Тарс-
кого (см. [19, с. 266]).
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Теорема 1.1. Пусть существуют элементы x, x ∈ X такие, что

x ≤ Ψ(x), x ≥ Ψ(x). (1.1)

Предположим, что выполнены следующие условия:
1) пространство U = [x, x] является s -полным (относительно индуцированного

порядка ≤ ),
2) сужение оператора Ψ на пространство (U,≤) является монотонным.

Тогда существует неподвижная точка x ∈ U оператора Ψ.

З а м е ч а н и е 1.1. Поскольку в теореме 1.1 вместо условия полноты пространства
(U,≤) используется условие s -полноты, для доказательства этого утверждения прихо-
дится использовать теорему Хаусдорфа о максимальной цепи (см., например, [16, с. 40]).
Соответственно, доказательство теоремы 1.1 отличается от [19, с. 266] и поэтому приво-
дится ниже.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого элемента x ∈ U вследствие монотонности суже-
ния оператора Ψ на (U,≤) из неравенств (1.1) получаем

x ≤ Ψ(x) ≤ Ψ(x) ≤ Ψ(x) ≤ x,

т. е. Ψ(U) ⊂ U. Определим подмножество U0 ⊂ U соотношением

U0 = {x ∈ U : x ≥ Ψ(x)} (1.2)

(с индуцированным отношением порядка ≤ ). Очевидно, x ∈ U0, таким образом, U0 6= ∅.
Согласно теореме Хаусдорфа о максимальной цепи, в частично упорядоченном множе-

стве U0 существует максимальная цепь S (и очевидно, эта цепь содержит элемент x ). Из
условия 1) следует, что существует точная нижняя граница цепи S, обозначим ее через
ξ = inf S. Имеем x ≤ ξ ≤ x, ξ ∈ U. Для любого x ∈ S выполнено Ψ(ξ) ≤ Ψ(x) ≤ x, т. е.
Ψ(ξ) — нижняя граница цепи S. Согласно определению точной нижней границы имеем

Ψ(ξ) ≤ ξ. (1.3)

Это неравенство, согласно определению (1.2), множества U0 означает, что ξ ∈ U0, и таким
образом ξ ∈ S. Но inf S = ξ, поэтому

Ψ(ξ) ≥ ξ. (1.4)

Теперь из неравенств (1.3) и (1.4) следует, что ξ = Ψ(ξ).

Определенная в доказательстве теоремы 1.1 неподвижная точка ξ оператора Ψ явля-
ется минимальным элементом в множестве всех Fix(Ψ, U) неподвижных точек, принад-
лежащих отрезку U. Но этот элемент без дополнительных предположений не обязательно
наименьший в этом множестве. Сформулируем условия существования наименьшего эле-
мента в множестве Fix(Ψ, U).

П р е д л о ж е н и е 1.1. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и, кроме того, от-
резок (U,≤) является нижней полурешеткой. Тогда в множестве Fix(Ψ, U) существу-
ет наименьший элемент.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что требуемым наименьшим элементом является
неподвижная точка ξ оператора Ψ, определенная при доказательстве теоремы 1.1. Этот
элемент — точная нижняя граница максимальной в (U,≤) цепи S.

Если элемент ξ не является наименьшим в множестве Fix(Ψ, U) неподвижных точек,
то для некоторого элемента η ∈ Fix(Ψ, U) выполнено ξ � η. В нижней полурешетке U

существует z = inf{ξ, η} ∈ U, и для этого элемента выполнены неравенства z ≤ η, z ≤ ξ

и z 6= ξ. Вследствие монотонности оператора Ψ получим

Ψ(z) ≤ Ψ(ξ) = ξ, Ψ(z) ≤ Ψ(η) = η.

Из этих неравенств получим Ψ(z) ≤ inf{ξ, η} = z < ξ. Итак, z ∈ U, а множество {z} ∪ S
является цепью, что противоречит максимальности цепи S ⊂ U. Таким образом, ξ —
наименьший в Fix(Ψ, U) элемент.

2. Модель нейронного поля с разрывной функцией активации

Рассмотрим модель электрической активности головного мозга типа модели Хопфил-
да в предположении, что активация нейрона происходит мгновенно, δ = 0. Эта модель
записывается в виде системы дифференциальных уравнений

v̇i = −αvi +
n∑
j=1

wjif0(vj) + Ii(t), i = 1, n. (2.1)

Нас будут интересовать условия разрешимости задачи Коши для уравнения (2.1) и струк-
тура множества решений. Единственности решения задачи Коши даже для простейших
уравнений вида (2.1) нет, что показывает следующий пример.

П р и м е р 2.1. Пусть в модели (2.1) n = 2, α = 1, θ = 1, w12 = w21 = 1, Ii(t) ≡ 1.

Тогда (2.1) представляет собой систему{
v̇1 = −v1 + f0(v2) + 1,

v̇2 = −v2 + f0(v1) + 1,
t ≥ 0, где f0(v) =

{
0, v ≤ 1,

1, v > 1.
(2.2)

Решения этой системы определяются следующим образом:

v1(t) =

{
Ce−t + 1, при t таких, что v2(t) ≤ 1,

Ce−t + 2, при t таких, что v2(t) > 1,
∀C ∈ R.

Задача Коши (2.2), (0.3) с начальными значениями v01 = v02 = 1 имеет бесконечное мно-
жество абсолютно непрерывных решений, определяемых формулой

v1(t) = v2(t) =

{
1, при t ∈ [0, t0],

2− et0−t, при t > t0,
∀t0 ≥ 0.

Как отмечалось во введении, отсутствие непрерывности функции f0 не позволяет при-
менять к системе (2.1) результаты анализа отображений метрических пространств. Запи-
шем задачу Коши (2.1), (0.3) в виде такого эквивалентного интегрального уравнения в
полном частично упорядоченном пространстве Ln+, к которому применимы теорема 1.1 и
предложение 1.1.
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Рассмотрим вспомогательную задачу Коши

v̇i + αvi = zi(t), i = 1, n. (2.3)

с начальным условием (0.3). Для любой функции z = (z1, . . . , zn) ∈ Ln задача (2.3), (0.3)
имеет единственное абсолютно непрерывное решение v = (v1, . . . , vn), определяемое фор-
мулой

vi(t) = v0i e
−αt +

∫ t

0

e−α(t−s)zi(s) ds, i = 1, n. (2.4)

Используя определенную этой формулой подстановку, запишем задачу (2.1), (0.3) в виде
системы интегральных уравнений

zi(t) =
n∑
j=1

wjif0

(
v0j e

−αt +

∫ t

0

e−α(t−s)zj(s) ds
)

+ Ii(t), i = 1, n, (2.5)

относительно неизвестной функции z = (z1, . . . , zn) ∈ Ln. Если эта система разрешима,
то по ее решению z формулой (2.4) определяется решение задачи (2.1), (0.3).

Заметим, что для любой измеримой функции v композиция y = f0(v) измерима.
Действительно, функция y принимает только два значения 0 и 1, а множество Лебе-
га {t : y(t) = 0} = {t : v(t) ≤ 1} является измеримым. Таким образом, для любого
z = (z1, . . . , zn) ∈ Ln правая часть уравнения (2.5) представляет собой сумму ограничен-
ной измеримой неотрицательной функции

∑n
j=1wjif0

(
v0j e

−αt +
∫ t
0
e−α(t−s)zj(s) ds

)
и сум-

мируемой на каждом конечном отрезке неотрицательной функции Ii(t). Поэтому в урав-
нении (2.5), рассматриваемом на произвольном отрезке «времени» [0, T ], правая часть
— это суммируемая неотрицательная функция. Итак, задача Коши (2.1), (0.3) представ-
лена в виде уравнения неподвижной точки оператора Ψ : Ln+ → Ln+, Ψ = (Ψ1, . . . ,Ψn),

определяемого соотношением

∀z ∈ Ln+ Ψi(z)(t) =
n∑
j=1

wjif0

(
v0j e

−αt +

∫ t

0

e−α(t−s)zj(s) ds
)

+ Ii(t), i = 1, n. (2.6)

З а м е ч а н и е 2.1. Из соотношения (2.4), устанавливающего равносильность зада-
чи (2.1), (0.3) и уравнения (2.5), прямо следует, что в случае неотрицательных начальных
значений v0 = (v01, . . . , v

0
n) ∈ Rn+, если решение задачи Коши существует, то его компо-

ненты — неотрицательные функции. Действительно, в соотношении (2.4) функция zi —
решение уравнения (2.5), и поэтому zi ∈ Ln+.

Теорема 2.1. Задача Коши для системы дифференциальных уравнений (2.1) с началь-
ными условиями (0.3) при любом T > 0 имеет определенное на отрезке [0, T ] абсолютно
непрерывное решение. Компоненты любого решения v = (v1, . . . , vn) : [0, T ]→ Rn при лю-
бом i = 1, n удовлетворяют на [0, T ] неравенствам

Ii(t) ≤ v̇i(t) + αvi(t) ≤
n∑
j=1

wji + Ii(t), (2.7)

а следовательно, и неравенствам

v0i e
−αt +

∫ t

0

e−α(t−s)I(s)ds ≤ vi(t) ≤ vi(t)e
−αt +

∫ t

0

e−α(t−s)I(s)ds+
1− e−αt

α

n∑
j=1

wji. (2.8)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим оператор Ψ : Ln+ → Ln+, соотношением (2.6).
Для любого z ∈ Ln+ при всех i = 1, n имеем

Ii(t) ≤ Ψi(z)(t) ≤
n∑
j=1

wji + Ii(t), t ∈ [0, T ].

Поэтому, в случае существования решения v задачи (2.1), (0.3), оно должно удовлетворять
неравенствам (2.7).

Проверим условия теоремы 1.1 для оператора Ψ : Ln+ → Ln+. Прежде всего отме-
тим, что любой отрезок в пространстве (Ln+,≤) является полным и, тем более s -полным
(см. пример 1.2). Далее, оператор Ψ : Ln+ → Ln+, очевидно, монотонный. И наконец, для
функций z(t) =

(
Ii(t)

)
i=1,n

, z(t) =
(∑n

j=1wji + Ii(t)
)
i=1,n

справедливы соотношения

Ψ(z)(t) =
( n∑
j=1

wjif0
(
v0j e

−αt +

∫ t

0

e−α(t−s)Ij(s) ds
)

+ Ii(t)
)
i=1,n

≥
(
Ii(t)

)
i=1,n

= z(t),

Ψ(z)(t)=
( n∑
j=1

wjif0
(
v0j e

−αt+

∫ t

0

e−α(t−s)zj(s) ds
)

+ Ii(t)
)
i=1,n
≤
( n∑
j=1

wji + Ii(t)
)
i=1,n

=z(t).

Таким образом, все условия теоремы 1.1 выполнены, и согласно этой теореме система
интегральных уравнений (2.5) имеет решение z ∈ Ln, удовлетворяющее неравенствам

z ≤ z ≤ z. (2.9)

Следовательно, задача Коши (2.1), (0.3) также разрешима. А из неравенств (2.9) в силу
соотношений (2.3), (2.4) следуют требуемые оценки (2.7), (2.8) ее решения v.

Обозначим через SCPT — множество определенных на [0, T ] абсолютно непрерывных
решений задачи Коши (2.1), (0.3) (согласно теореме 2.1, SCPT 6= ∅ ), и определим на нем
дифференциальный оператор D следующим соотношением

v = (vi)i=1,n ∈ SCPT 7→ Dv =
(
v̇i + αvi

)
i=1,n

∈ Ln+.

Для этого оператора полный образ D(SCPT ) ⊂ Ln+ совпадает с множеством определенных
на [0, T ] решений системы (2.5) интегральных уравнений. Полное частично упорядоченное
пространство (Ln+,≤) является полурешеткой, что позволяет применить предложение 1.1
к исследованию свойств множества D(SCPT ). Таким образом получаем следующее утвер-
ждение.

П р е д л о ж е н и е 2.1. Для любого T > 0 в множестве D(SCPT ) ⊂ Ln+ суще-
ствует наименьший элемент. Соответственно, в множестве SCPT абсолютно непре-
рывных решений задачи Коши (2.1), (0.3) существует нижнее решение ṽ ∈ SCPT , т. е.
ṽ(t) ≤ v(t) ∀t ∈ [0, T ] для любого решения v ∈ SCPT .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из предложения 1.1 прямо вытекает существование наи-
меньшего элемента z̃ в множестве D(SCPT ) ⊂ Ln+ . Соответствующее решение ṽ ∈ SCPT

задачи Коши (2.1), (0.3), определяемое формулой

ṽi(t) = v0i e
−αt +

∫ t

0

e−α(t−s)z̃i(s) ds, i = 1, n,

очевидно, будет нижним.
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З а м е ч а н и е 2.2. Имеет место аналогичное предложению 2.1 утверждение о су-
ществовании в множестве D(SCPT ) ⊂ Ln+ наибольшего элемента. Для его доказательства
следует заметить, что для любых функций z, z ∈ Ln, z ≤ z отрезок [z, z] является еще
полным сверху частично упорядоченным пространством, следовательно, и верхней полу-
решеткой.

3. Модель нейронного поля с запаздыванием

Рассмотрим модель электрической активности головного мозга типа модели Хопфил-
да, в которой учитывается, что электрический импульс от j -го нейрона к i -му распро-
страняется не мгновенно, а за некоторое положительное время τji. Для описания такого
процесса будем использовать систему дифференциальных уравнений с запаздыванием

v̇i(t) = −αvi(t) +
n∑
j=1

wjifδ(vj(t− τji)) + Ii(t), t ≥ 0,

vi(t) = ϑi(t), если t < 0,

i = 1, n, (3.1)

где «предыстория» — набор функций ϑi : [−τ̃i, 0) → R+, τ̃i = maxk=1,n τik, i = 1, n, счи-
тается заданным. Подчеркнем, что в формулируемых ниже утверждениях о системе (3.1)
не предполагаются какие-либо ограничения на время активации нейрона, т. е. возмож-
ны обе ситуации: и δ > 0 (что соответствует непрерывной функции fδ ), и δ = 0 (что
соответствует разрывной функции f0 ).

Теорема 3.1. Для любого значения параметра δ ≥ 0 при любом T > 0 задача Коши
для системы (3.1) с начальными условиями (0.3) имеет единственное определенное на
отрезке [0, T ] абсолютно непрерывное решение v = (v1, . . . , vn), и это решение удовле-
творяет неравенствам (2.7) и (2.8).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим отображение ∆ik, i, k ∈ 1, n, сопоставляющее
любой скалярной функции u : [0, T ]→ R функцию

∆ik(u)(t) =

{
ϑi(t− τik), t ∈ [0, τik),

u(t− τik), t ∈ [τik, T ].

Используя замену (2.3), (2.4) неизвестной абсолютно непрерывной функции v суммируе-
мой функцией z, сведем задачу (3.1), (0.3) к эквивалентной системе интегральных урав-
нений

zi(t) =
n∑
j=1

wjifδ
(
∆jiJj(zj)(t)

)
+ Ii(t), i = 1, n,

где Ji(zi)(t) = v0i e
−αt +

∫ t

0

e−α(t−s)zi(s) ds, j = 1, n.

(3.2)

Исследуемая задача Коши (3.1), (0.3) разрешима тогда и только тогда, когда разрешима
система (3.2), а по решению z = (z1, . . . , zn) этой системы формулой (2.4) определяется
решение задачи (3.1), (0.3).

Определим оператор Ψ : Ln+ → Ln+, сопоставляющий функции z ∈ Ln+ функцию
Ψ(z) = (Ψ1(z), . . . ,Ψn(z)) такую, что

Ψi(z) =
n∑
j=1

wjifδ
(
∆jiJj(zj)

)
+ Ii, где Ji(zi)(t) = v0i e

−αt +

∫ t

0

e−α(t−s)z(s) ds, i = 1, n.
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Этот оператор является монотонным. Таким образом, существование решения системы
(3.2) можно установить рассуждениями, аналогичными использовавшимся в доказатель-
стве теоремы 2.1, и основанными на теореме 1.1 Биркгофа–Тарского о неподвижной точке
монотонного оператора в частично упорядоченном пространстве. Однако, такой подход не
позволяет установить единственность решения. Поэтому здесь мы применим иной метод
доказательства, лишенный этого недостатка и, более того, являющийся конструктивным,
т. е. решение системы (3.2) будет найдено в явном виде.

Обозначим
τ = min

i,j
{τij}.

Предлагаемый итерационный алгоритм нахождения решения системы (3.2) использует
следующее свойство τ -вольтерровости оператора Ψ : значения функции Ψ(z)(t) при
t ∈ [0, τ ] известны и не зависят от z, а если t ∈ (τ, T ], то значения функции Ψ(z)(t)

определяются значениями z(t) на [0, t− τ ] (подробнее об уравнениях с τ -вольтерровыми
операторами, свойствах решений и примененном здесь алгоритме их нахождения см., на-
пример, в [20, § 4]).

При t ∈ [0, τ ] правая часть системы (3.2) равна известной функции
n∑
j=1

wjifδ
(
ϑj(t− τji)

)
+ Ii(t),

и поэтому единственным решением системы (3.2) на отрезке [0, τ ] является

z1i (t) =
n∑
j=1

wjifδ
(
ϑj(t− τji)

)
+ Ii(t), t ∈ [0, τ ], i = 1, n.

Доопределим функцию z1i на весь отрезок [0, T ], сохраняя ее суммируемость (напри-
мер, значением 0 при t ∈ (τ, T ] ), и обозначим полученную функцию через z̃1i . Далее,
используя эту функцию, получим, что на промежутке (τ, 2τ ] решением является

z2i (t) =
n∑
j=1

wjifδ
(
∆jiJj(z̃1j )(t)

)
+ Ii(t), t ∈ (τ, 2τ ], i = 1, n.

Обозначим

z̃2i (t) =


z1i (t), t ∈ [0, τ ],

z2i (t), t ∈ (τ, 2τ ],

0, t ∈ (2τ, T ],

и используя эту функцию, аналогично найдем решение на промежутке (2τ, 3τ ]. Продол-
жая описанные построения, за конечное число шагов m (равное целой части числа T/τ )
будет получено определенное на всем отрезке [0, T ] единственное решение системы (3.2).

Для построенного решения имеют место оценки (2.7) и (2.8), так как правая часть
системы (3.2) удовлетворяет неравенствам

Ii(t) ≤
n∑
j=1

wjifδ
(
∆jiJj(zj)(t)

)
+ Ii(t) ≤

n∑
j=1

wji + Ii(t), t ∈ [0, T ], i = 1, n,

при любом z = (z1, . . . , zn) ∈ Ln.
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Аннотация. Рассматривается параметрическая задача вида
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Введение

Исследование зависимости экстремальных значений функционала и множеств соот-
ветствующих аргументов от параметра — одна из основных задач математической теории
чувствительности (см., например, [1]). В прикладных оптимизационных задачах целевой
функционал, как правило, бывает известен с некоторой погрешностью. Погрешность так-
же возникает при численном решении задач оптимизации. Таким образом, естественно
возникает вопрос о нахождении «почти оптимального» элемента, т. е. элемента, в котором
значение минимизируемого функционала мало отличается от экстремального. Соответ-
ственно, при рассмотрении вопросов чувствительности следует исследовать зависимость
от параметра множеств «почти оптимальных» аргументов. Именно этой проблеме посвя-
щена настоящая работа.

1. Вспомогательные сведения

Напомним вначале некоторые известные понятия многозначного анализа (подробнее
см., например, [2]), используемые в работе.

Пусть X, Y — топологические пространства, a : X → 2Y многозначное отображение с
замкнутыми значениями. Это отображение называют полунепрерывным сверху в x0 ∈ X,
если для любой окрестности N(a(x0)) множества a(x0) существует окрестность N(x0)

точки x0 такая, что
a(x) ⊂ N(a(x0)) ∀x ∈ N(x0).

Отображение a называют полунепрерывным снизу в x0, если для любого y0 ∈ a(x0) и
любой окрестности N(y0) точки y0 существует окрестность N(x0) точки x0 такая, что

a(x) ∩N(y0) 6= ∅ ∀x ∈ N(x0).

Если отображение полунепрерывно сверху и снизу в x0, то его называют непрерывным
в этой точке. Отображение, полунепрерывное сверху (полунепрерывное снизу, непрерыв-
ное), во всех точках x0 ∈ X называют полунепрерывным сверху (полунепрерывным снизу,
непрерывным).

Селекцией многозначного отображения a : X → 2Y называется такая однозначная
функция y(x), что y(x) ∈ a(x) при всех x ∈ X. Условия существования непрерывной
селекции дает следующая классическая теорема Э. Майкла [3].

Теорема 1.1. Пусть X — паракомпактное пространство, Y — банахово простран-
ство, a : X → 2Y — полунепрерывное снизу многозначное отображение с выпуклыми
замкнутыми значениями. Тогда для любых x0 ∈ X, y0 ∈ a(x0) существует непрерыв-
ная селекция y(x) отображения a такая, что y(x0) = y0.

В дальнейшем нам потребуется еще следующий известный результат о непрерывной
зависимости от параметра неподвижной точки сжимающего однозначного отображения
(см. [4, Теорема II. 3.7, с. 203]).

Теорема 1.2. Пусть X — полное метрическое пространство, Y — топологическое
пространство, и отображение v : X×Y → X непрерывно. Если при некотором k ∈ [0, 1)

выполнено
ρ(v(x1, y), v(x2, y)) ≤ kρ(x1, x2) ∀y ∈ Y ∀x1, x2 ∈ X,



О СУЩЕСТВОВАНИИ НЕПРЕРЫВНЫХ СЕЛЕКЦИЙ МНОГОЗНАЧНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ 287

то существует такая непрерывная функция u : Y → X, что

u(y) = v(u(y), y) ∀y ∈ Y.

2. Условия непрерывности многозначного отображения aε

Пусть X и Y — топологические пространства, M — некоторое подмножество из X.

Пусть f(x, y) — вещественный функционал на произведении X×Y. При фиксированном
y ∈ Y рассмотрим задачу минимизации функционала f на множестве M :

f(x, y)→ inf, x ∈M ⊆ X. (2.1)

Положим
a0(y) = {x ∈ X | f(x, y) = V (y) ≡ inf

x∈M
f(x, y)}.

В литературе обычно рассматриваются вопрос непрерывности функции V или многознач-
ного отображения a0, зависящих от параметра y. В [5] подробно исследована непрерыв-
ность функционала V (y), y ∈ Y, когда X и Y — локально выпуклые топологические
пространства, а функционал f(x, y) является выпуклым на произведении X × Y.

Приведем пример, показывающий, что условие выпуклости функционала f существен-
но для непрерывности V.

П р и м е р 2.1. Пусть M = [0, 1], Y = [0, 1], а функционал f задан формулой

f(x, y) =

{
1, если 0 ≤ y ≤ 1

2
,

0, если 1
2
< y ≤ 1.

Очевидно, что f не является выпуклым по совокупности переменных. Для рассматрива-
емой задачи функционал V определяется формулой

V (y) =

{
1, если 0 ≤ y ≤ 1

2
,

0, если 1
2
< y ≤ 1,

и терпит разрыв в точке y = 1
2
.

Следующая теорема описывает поведение множества точек минимумов a0(y)

(см. [6, Предложение 23, с. 125]).

Теорема 2.1. Пусть X — хаусдорфово компактное топологическое пространство,
Y — хаусдорфово топологическое пространство, и функционал f является непрерывным
на X × Y. Тогда функционал V непрерывен, а многозначное отображение a0 полунепре-
рывно сверху.

В условиях теоремы 2.1, если множество a0(x) одноточечно, то однозначное отобра-
жение a0 непрерывно.

При рассмотрении задач вида (2.1), возникающих на практике, необходимо учитывать,
что минимизирующий функционал f бывает известен (вообще говоря) с погрешностью.
Таким образом, на практике приходится иметь дело с «возмущенной задачей» вида (2.1),
состоящей в отыскании «почти оптимального» элемента, т. е. элемента, в котором значение
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минимизируемого функционала мало отличается от его точной нижней грани. Поэтому
для элемента y и числа ε > 0 естественно определить множество

aε(y) = {x ∈M | f(x, y) ≤ inf
x∈M

f(x, y) + ε}. (2.2)

Если M ⊂ Rn — выпуклый компакт, а функционал f(x, y) непрерывен по совокупно-
сти переменных и является выпуклым по x, то, согласно [7, пример 5.10, с. 156], много-
значное отображение aε непрерывно. При таких предположениях в [8] методом проекции
градиентов построены непрерывные селекции отображения aε.

В работе [9] даны условия липшицевости многозначного отображения вида (2.2), ко-
гда f(x, y) — выпуклый полунепрерывный снизу функционал на X × Y, где X и Y —
нормированные пространства.

Как показано в следующем примере, выпуклость по x функционала f(x, y) является
существенным условием для непрерывности многозначного отображения aε,

П р и м е р 2.2. Пусть

f(x, y) = 1 + cos(x+ y), x ∈ [0, 2π], y ∈ R.

Этот функционал не является выпуклым по x. Нетрудно проверить, что отображение

aε(y) = {x ∈ [0, 2π] | cos(x+ y) ≤ ε− 1} (ε ∈ (0, 1))

не является полунепрерывным снизу в точке y = arccos(ε− 1).

3. Непрерывные селекции отображения aε
(случай гильбертова пространства X )

В некоторых из предлагаемых ниже утверждений мы отказываемся от условия непре-
рывности функционала f по совокупности переменных (x, y) и компактности простран-
ства X. Вместо этого будем предполагать, что M — выпуклое замкнутое подмножество
некоторого гильбертова или строго нормированного пространства, и потребуем выпук-
лость функционала f по переменной x. При таких предположениях мы построим непре-
рывные селекции многозначного отображения aε, проходящие через точку (x0, y0), где
x0 ∈ a0(y0).

Приведем пример непрерывного многозначного отображения aε такого, что через лю-
бую точку его графика проходят непрерывные селекции, несмотря на то, что пространство
Y не является паракомпактным.

П р и м е р 3.1. Для каждого a ∈ R зафиксируем сходящуюся к a последователь-
ность {rn(a)}, n ∈ N рациональных чисел, причем если a рационально, то положим
rn(a) = a при всех n ∈ N. Множества Ok(a) = {rn(a), n ≥ k}, где a ∈ R, k ∈ N состав-
ляют базу некоторой топологии Υ на R. В [10, пример 5, с. 18] доказано, что пространство
(R,Υ) не является паракомпактом.

Теперь рассмотрим задачу (2.1), где X = [0, 1], Y = (R,Υ), а f(x, y) = xy. Для этой
задачи отображение aε определяется формулой

aε(y) =


[0, 1], если y = 0,

[0, ε
y
] ∩ [0, 1], если y > 0,

[0, 1] ∩ [1 + ε
y
,+∞), если y<0.
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Нетрудно заметить, что отображение aε непрерывно в смысле топологии Υ, и через лю-
бую точку (x0, y0), x0 ∈ aε(y0) проходят непрерывные селекции.

Если пространство X гильбертово, а Y — произвольное топологическое простран-
ство для построения непрерывных селекций многозначного отображения aε, проходящих
через любую точку его графика, ниже в этом параграфе (см. теорему 3.3) мы будем поль-
зоваться методом проекции градиентов. В методе проекции градиентов функциональная
последовательность xk(y) генерируется по правилу

xk+1(y) = ΠM(xk(y)− αkf ′x(xk(y), y)), x0(y) ≡ x0 ∈M ∀y ∈ Y, (3.1)

где параметр шага αk выбирается определенным образом. Когда пространство X рав-
номерно выпукло, для построения непрерывных селекций отображения aε применяется
метод линеаризации (см. [11]).

Итак, в этом параграфе мы рассмотрим вопрос существования непрерывных селекций
многозначного отображения aε в случае, когда M — выпуклое замкнутое подмножество
гильбертова пространства X, а Y — топологическое пространство (возможно непара-
компактное). Мы покажем, что метод градиентного спуска вида (3.1) является удобным
аппаратом построения таких селекций.

Обозначим через (a, b) скалярное произведение векторов a и b в гильбертовом про-
странстве X. Предположим, что при фиксированном параметре y ∈ Y функция f(·, y)

определена на открытом множестве Ω ⊆ X, содержащем заданное выпуклое замкнутое
множество M.

Теорема 3.1. Пусть выполнены следующие условия:

1) M — выпуклое замкнутое подмножество гильбертова пространства X, а Y —
топологическое пространство;

2) f : Ω × Y → R — функция, производная f ′x(x, y) по Фреше которой непрерывна по
совокупности переменных (x, y);

3) f ′x(x, y) удовлетворяет условию Липшица по переменной x, т. е. существует число
L > 0 такое, что

‖fx(x1, y)− f ′x(x2, y)‖ ≤ L‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈M ∀y ∈ Y ;

4) функция f(x, y) сильно равномерно выпукла по x на множестве M, т. е. существу-
ет число α > 0, такое, что

f(x1, y) ≥ f(x2, y) + (f ′x(x2, y), x1 − x2) +
α

2
‖x1 − x2‖2 ∀x1, x2 ∈M ∀y ∈ Y.

Тогда задача (2.1) для произвольного y ∈ Y имеет единственное решение x∗(y) и отоб-
ражение x∗ : Y →M непрерывно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим отображение v : M × Y →M соотношением

v(x, y) = ΠM(x− α

L2
f ′x(x, y)).
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Покажем, что оно удовлетворяет всем условиям теоремы 1.1. Так как оператор проекти-
рования ΠM является сжимающим с константой, равной единице, имеем

‖v(x1, y)− x(x2, y)‖2 = ‖ΠM(x1 −
α

L2
f ′x(x1, y))− ΠM(x2 −

α

L2
f ′x(x2, y))‖2

≤ ‖(x1 − x2)−
α

L2
(f ′x(x1, y)− f ′x(x2, y))‖2 =

‖x1 − x2‖2 + (
α

L2
)2‖f ′x(x1, y)− f ′x(x2, y)‖2 − 2

α

L2
(f ′x(x1, y)− f ′x(x2, y), x1 − x2)

≤ (1 + (
α

L2
)2L2 − 2

α2

L2
)‖x1 − x2‖2 = (1− α2

L2
)‖x1 − x2‖2.

Отсюда непосредственно следует, что отображение V : M × Y →M сжимающее и непре-
рывное. Поэтому, согласно теореме 1.1, существует непрерывное отображение x∗(y), та-
кое, что x∗(y) = v(x∗(y), y) ∀y ∈ Y. Согласно [12, Лемма 2.2, с. 225] точка x∗(y) является
решением задачи 2.1.

Приведем пример, иллюстрирующий теорему 1.2.

П р и м е р 3.2. Пусть X = [0, 1], Y = [−1, 0], функция f задана формулой

f(x, y) =

{
x2, если y = 0,

x2 + xy + 1, если y ∈ [−1, 0].

Очевидно, что эта функция удовлетворяет условиям (2)–(4) теоремы 3.1. Задача (2.1) в
этом случае для произвольного y ∈ Y имеет единственное непрерывное решение x∗(y) =

−y
2
, y ∈ Y. Заметим, что функция f разрывна в точках (x, 0), x ∈ [0, 1].

Следствие 3.1. Пусть множество M ⊂ X выпукло, замкнуто и ограничено, а
f(x, y) — выпуклая по x функция, причем ее производная f ′x(x, y) непрерывна по сово-
купности переменных (x, y) ∈ Ω×Y. Пусть x0 ∈ a0(y0). Тогда существует непрерывное
отображение x : Y →M, такое, что

x(y) ∈ aε(y) ∀y ∈ Y, x(y0) = x0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

g(x, y) = f(x, y) + δ‖x− x0‖2,

где δ — некоторое положительное число. Рассмотрим следующую задачу минимизации
по x при фиксированном параметре y :

g(x, y)→ min, x ∈M.

Ясно, что функция g удовлетворяет всем предположениям теоремы 3.1. Поэтому суще-
ствует непрерывное отображение xδ(y) такое, что

g(x, y) ≥ g(xδ(y), y) ∀x ∈M ∀y ∈ Y. (3.2)

Пусть z ∈M. Для произвольного λ ∈ (0, 1) положим

xλ = (1− λ)xδ(y) + λz.
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Подставляя xλ вместо x в неравенство (3.2), получим

f(xδ(y), y) + δ‖xδ(y)− x0‖2 ≤ f(xλ, y) + δ‖xδ(y)− x0‖2

= f
(
(1− λ)xδ(y) + λz, y

)
+ δ‖xδ(y)− x0 + λ(z − xδ(y)‖2 ≤ (1− λ)f(xδ(y), y) + λf(z, y)

+δ
(
‖xδ(y)− x0‖2 + 2λ

(
xδ(y)− x0, z − xδ(y)

)
+ λ2‖z − xδ(y)‖2

)
.

Отсюда следует

f(z, y)− f(xδ(y), y) ≥ 2δ
(
x0 − xδ(y), z − xδ(y)

)
− λ‖z − xδ(y)‖2.

Переходя здесь к пределу при λ→ 0, получаем неравенство

f(z, y)− f(xδ(y), y) ≥ 2δ
(
x0 − xδ(y), z − xδ(y)

)
∀z ∈M ∀y ∈ Y.

Отсюда
f(xδ(y), y) ≤ min

z∈M
f(z, y) + 2δD2,

где D — диаметр множества M. Теперь, если δ < ε
2D2 , то

f(xδ(y), y) ≤ min
z∈M

f(z, y) + ε.

Покажем, что xδ(y0) = x0. Так как xδ(y) — решение вышеуказанной задачи, имеем

f(x, y) + δ‖x− x0‖2 ≥ f(xδ(y), y) + δ‖xδ(y)− x0‖2 ∀x ∈M ∀y ∈ Y.

Полагая здесь x = x0, y = y0, получим

f(x0, y0) ≥ f(xδ(y0), y0) + δ‖xδ(y0)− x0‖2.

Отсюда, если xδ(y0) 6= x0, то f(x0, y0) > f(xδ(y0), y0), но это противоречит тому, что x0
— точка минимума функции f при параметре y0.

Теорема 3.2. Пусть выполнены следующие условия:

1) функция f(x, y) выпукла по x на выпуклом замкнутом и ограниченном подмноже-
стве M гильбертова пространства X;

2) производная f ′x(x, y) непрерывна по совокупности переменных (x, y) и ограничена на
множестве M × Y, т. е. существует число G > 0, такое, что

‖f ′x(x, y)‖ ≤ G ∀(x, y) ∈M × Y.

Тогда для x0 ∈ a0(y0), ε > 0 существует непрерывное отображение x(y) такое, что

f(x(y), y) < V (y) + ε ∀y ∈ Y, x(y0) = x0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x∗(y) — решение задачи (2.1). Для построения непре-
рывного отображения x(y) применим метод проекции градиентов (3.1), причем параметр
шага αk выберем следующим образом

αk > 0,
∞∑
k=0

αk = +∞,
∞∑
k=0

α2
k < +∞.
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Имеем

‖xk+1(y)− x∗(y)‖2 ≤ ‖xk(y)− αkf ′x(xk(y), y)− x∗(y)‖2

= ‖xk(y)− x∗(y)‖2 − 2αk
(
f ′x(xk(y), y), xk(y)− x∗(y)

)
+ α2

k‖f ′x(xk(y), y)‖2.

Просуммируем это неравенство по всем k от 0 до n, где n фиксировано. Получим

‖xn+1(y)− x∗(y)‖2

≤ ‖x0 − x∗(y)‖2 − 2
n∑
k=0

αk
(
f ′x(xk(y), y), xk(y)− x∗(y)

)
+

n∑
k=0

α2
k‖f ′k(xk(y), y)‖2.

Так как функция f(x, y) выпукла по x, справедливо неравенство

f(x, y)− f(xk(y), y) ≥
(
f ′x(xk(y), y), x− xk(y)

)
∀x ∈M.

Поэтому имеем

n∑
k=0

αk
(
f(xk(y), y)− f(x∗(y), y)

)
≤

n∑
k=0

αk
(
f ′x(xk(y), y), xk(y)− x∗(y)

)
≤ 1

2
‖x0 − x∗(y)‖2 +

1

2

n∑
k=0

α2
k‖f ′x(xk(y), y)‖2,

и из этого неравенства следует, что

1∑n
k=0 αk

n∑
k=1

αk
(
f(xk(y), y)− f(x∗(y), y)

)
≤ 1∑n

k=0 αk

(1

2
‖x0 − x∗(y)‖2 +

1

2

n∑
k=0

α2
k‖f ′x(xk(y), y)‖2

)
. (3.3)

Положим

xn(y) =
1∑n

k=0 αk

n∑
k=0

αkxk(y).

Так как функция f выпукла по x, то из (3.3) получим

f(xn(y), y)− f(x∗(y), y) ≤ 1∑n
k=0 αk

(
1

2
D2 +

1

2
G

n∑
k=0

α2
k), (3.4)

где D — диаметр множества M. Правая часть неравенства (3.4) для достаточно больших
n становится меньше ε, поэтому из этого неравенства следует, что

f(xn(y), y) < min
x∈M

f(x, y) + ε.

Поскольку x0 ∈ a0(y0), справедливы равенства

x1(y0) = ΠM(x0 − α1f
′
x(x0, y0)) = x0.

По индукции легко можно установить, что xk(y0) = x0 для любого k. Следовательно,
xn(y0) = x0.
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Теорема 3.3. Пусть выполнены следующие условия:

1) M — выпуклое компактное подмножество гильбертова пространства X, а Y —
топологическое пространство;

2) функция f(x, y) — выпукла по x на множестве M и непрерывна по совокупности
переменных (x, y) на множестве M × Y ;

3) производная f ′x(x, y) непрерывна по совокупности переменных (x, y) на M × Y.
Тогда через любую точку (x0, y0), x0 ∈ aε(y0), проходит непрерывная селекция отобра-
жения aε, т. е. существует непрерывная функция x : Y →M такая, что

x(y) ∈ aε(y) ∀y ∈ Y, x(y0) = x0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2.1 функция V непрерывна. Поэтому мно-
гозначное отображение aε непрерывно. Если пространство Y паракомпактно, то утвер-
ждение теоремы непосредственно следует из теоремы Майкла. Рассмотрим общий случай,
когда Y — произвольное топологическое пространство.

Из теоремы 3.2 следует, что существует непрерывная функция D(y) такая, что

f(D(y), y) < V (y) + ε, D(y) ∈M ∀y ∈ Y. (3.5)

Положим
T (y) =

{
t ∈ [0, 1] | tx0 + (1− t)D(y) ∈ aε(y)

}
.

Обозначим через t(y) максимальное число множества T (y). Очевидно, что t(y0) = 1, и
поэтому

t(y0)x0 + (1− t(y0))D(y0) = x0.

Докажем, что функция t(y) непрерывна, и это будет означать, что искомой селек-
цией многозначного отображения aε является отображение t(y)x0 + (1 − t(y))D(y). До-
пустим противное. Пусть yk → y и t — предельная точка последовательности {t(yk)}
(т. е. t(ykn)→ t ) такая, что t < t(y). Так как

f(t(y)x0 + (1− t(y)D(y), y)− V (y)− ε ≤ 0,

то отсюда и из (3.5), используя также выпуклость функции f(x, y) по x, получим

f(tx0 + (1− t)D(y), y)− V (y) < ε.

Из этого неравенства вследствие непрерывности функции f для достаточно больших n

имеем
f(t(ykn)x0 + (1− t(ykn))D(ykn), ykn)− V (ykn) < ε.

Зафиксируем n. Используя непрерывность функции f(x, y) по x, можем найти число
δ > 0 настолько малым, что

f
(
t(ykn) + δ

)
x0 +

(
1− (t(ykn) + δ)D(ykn), ykn

)
− V (ykn) < ε,

а это неравенство противоречит определению t(ykn). Таким образом, доказано, что все
предельные точки последовательности {t(yk)} совпадают с точкой t(y). Следовательно,
функция t(y) непрерывна.
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З а м е ч а н и е 3.1. Рассмотрим отображение

b(y) = {y ∈M | f(x, y) ≤ V (y) + ε(y)},

где ε(y) — некоторая положительная функция, зависящая от параметра y. Следующий
пример показывает, что утверждение теоремы 3.3 для такого отображения, вообще говоря,
неверно.

П р и м е р 3.3. Пусть X = [0, 2], Y = [0, 1], ε(y) = y,

f(x, y) =

{
0, если y = 0,

xy + 1, если y ∈ (0, 1].

В этом случае

b(y) =

{
[0, 2], если y = 0,

[0, 1], если y ∈ (0, 1],

a0(0) = [0, 2]. Очевидно, что многозначное отображение b не является полунепрерывным
снизу в точке 0 и через точку (0, 2) не проходит непрерывная селекция отображения b.

4. Непрерывные селекции отображения aε
(случай равномерно выпуклого пространства X )

В этом параграфе мы рассмотрим задачу (2.1) в ситуации, когда пространство X

равномерно выпукло. Напомним, что пространство X называется равномерно выпуклым,
если для любого ε > 0 существует δ(ε) > 0 такое, что из неравенств ‖u‖ ≤ 1, ‖v‖ ≤ 1 и
‖u− v‖ ≥ ε > 0 следует

‖u+ v‖ ≤ 2(1− δ(ε)).

Приведем некоторые свойства равномерно выпуклых пространств, которые нам понадо-
бятся в дальнейшем (подробнее см. [13]).

В равномерно выпуклом пространстве X, если xn → x0 слабо и ‖xn‖ → ‖x0‖, то
xn → x0 сильно. Всякое равномерно выпуклое пространство является рефлексивным.
Пространства Lp (1 < p <∞) являются равномерно выпуклыми.

Лемма 4.1. Пусть X — равномерно выпуклое банахово пространство и p(x) = ‖x‖2.
Тогда p является строго выпуклым функционалом, т. е. если x1 6= x2, то

p(αx1 + (1− α)x2) < αp(x1) + (1− α)p(x2) ∀α ∈ (0, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что для некоторых x1 6= x2 имеет место ра-
венство

p(
x1 + x2

2
) =

1

2
p(x1) +

1

2
p(x2). (4.1)

Запишем это равенство в виде

‖x1 + x2‖2 = 2‖x1‖2 + 2‖x2‖2. (4.2)

Используя (4.2), получим

2‖x1‖2 + 2‖x2‖2 ≤ (‖x1‖+ ‖x2‖)2 = ‖x1‖2 + 2‖x1‖‖x2‖+ ‖x2‖2,
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откуда (‖x1‖ − ‖x2‖)2 ≤ 0, т. е. ‖x1‖ = ‖x2‖. Отсюда и из (4.2) следует, что

‖x1 + x2‖ = 2‖x1‖. (4.3)

Но поскольку пространство X строго нормировано, имеет место неравенство

‖ x1
‖x1‖

+
x2
‖x2‖

‖ < 2,

т. е.
‖x1 + x2‖ < 2‖x1‖,

которое противоречит (4.3).
Итак, доказано, что ни при каких x1 6= x2 равенство (4.1) не выполняется. Поэтому,

согласно [14, Теорема 3, с. 3], для любого α ∈ (0, 1) имеет место строгое неравенство

p(αx1 + (1− α)x2) < αp(x1) + (1− α)p(x2),

означающее, что p — строго выпуклый функционал.

Будем обозначать значение линейного непрерывного функционала x∗ ∈ X∗ на элемен-
те x ∈ X через 〈x∗, x〉.

Лемма 4.2. Пусть выполнены следующие условия

1) M — выпуклое замкнутое ограниченное множество равномерно выпуклого банахова
пространства X, Y — топологическое пространство и z : Y → M — непрерывное
отображение;

2) для функции f : X × Y → R производная f ′x(x, y) непрерывна по совокупности пере-
менных (x, y).

Тогда функция

F (x, y) = 〈f ′x(z(y), y), x− z(y)〉+ δ‖z(y)− x‖2, (δ > 0)

при каждом фиксированном y ∈ Y имеет единственный минимум x∗(y) на M и отоб-
ражение x∗ : Y →M непрерывно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала покажем, что функция минимума

W (y) = min
x∈M

F (x, y)

непрерывна.
Пусть y0 ∈ Y, ε > 0. Поскольку F полунепрерывно сверху по совокупности пере-

менных (x, y) , каждой точке x ∈ M можно сопоставить открытые окрестности N(x) и
N(y0) точек x и y0 такие, что

F (x′, y) ≤ F (x, y0) + ε ∀x′ ∈ N(x) ∩M, y ∈ N(y0).

Следовательно,

W (y) = min
u∈M

F (u, y) ≤ F (x′, y) ≤ F (x, y0) + ε ∀x ∈M,
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т. е.
W (y) ≤ W (y0) + ε ∀y ∈ N(y0).

Покажем теперь, что W полунепрерывно снизу в y0. Пусть yn → y0 сильно, а xn → x

слабо. Тогда

F (xn, yn) ≥ 〈f ′x(z(yn), yn)− f ′x(z(y0), y0), yn − y0〉
+ 〈f ′x(z(y0), y0), yn − y0〉+ δ‖z(yn)− xn‖2. (4.4)

Поскольку функционал J(u) = ‖u‖2 слабо полунепрерывен снизу и

〈f ′x(z(yn), yn)− f ′x(z(y0), y0), yn − y0〉 → 0, 〈f ′x(z(y0), y0)yn − y0〉 → 0,

то из (4.4) получаем
lim
n→∞

F (xn, yn) ≥ F (x, y0). (4.5)

Из (4.5) следует, что каждой точке x ∈ M можно сопоставить слабо открытую окрест-
ность N(x) точки x и окрестность Nx(y0) точки y0 такие, что

F (x′, y) ≥ F (x, y0)− ε ∀x′ ∈ N(x) ∩M, ∀y ∈ Nx(y0). (4.6)

Поскольку M — выпукло и замкнуто, то оно слабо компактно в равномерно выпук-
лом банаховом пространстве X. Следовательно, множество M может быть покрыто m

окрестностями N(xi) и, таким образом, множество N =
⋃m
i=1N(xi) является окрестно-

стью множества M. Положим

N(y0) =
m⋂
i=1

Nxi(y0).

Если y ∈ N(y0) и x ∈M, то x ∈ N и, следовательно, x принадлежит некоторому N(xi).

Так как y ∈ Nxi(y0), то из (4.6) следует, что

F (x, y) ≥ F (xi, y0)− ε ≥ W (y0)− ε.

Отсюда
W (y) ≥ W (y0)− ε.

Теперь покажем, что отображение x∗ : Y → M непрерывно. Пусть yn → y0. Тогда
W (yn)→ W (y0). Из этого соотношения, поскольку x∗(yn)→ x∗(y0) слабо и поэтому

〈f ′x(z(yn), yn), x∗(yn)− z(yn)〉 → 〈f ′x(z(y0), y0), x
∗(y0)− z(y0)〉,

получаем
δ‖z(yn)− x∗(yn)‖2 → δ‖z(y0)− x∗(y0)‖2. (4.7)

Так как z(yn) − x∗(yn) → z(y0) − x∗(y0) слабо, то из (4.7) следует, что z(yn) − x∗(yn) →
z(y0)− x∗(y0) сильно, т. е. x∗(yn)→ x∗(y0) сильно.

Теорема 4.1. Пусть выполнены следующие условия:

1) M — выпуклое замкнутое и ограниченное множество равномерно выпуклого банахова
пространства X, а Y — топологический компакт;
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2) функция f(x, y) выпуклa по x;

3) производная f ′x(x, y) непрерывна по совокупности переменных и удовлетворяет усло-
вию Липшица по переменной x, т. е. существует число L > 0, такое, что

‖fx(x1, y)− f ′x(x2, y)‖ ≤ L‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈M ∀y ∈ Y.

Тогда для x0 ∈ a0(y0), ε > 0 существует непрерывное отображение x : Y → M, такое,
что

x(y) ∈ aε(y) ∀y ∈ Y, x(y0) = x0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как отображение f ′x(x, y) удовлетворяет условию Лип-
шица по первому аргументу, имеем

|f(x1, y)− f(x2, y)− 〈f ′x(x2, y), x1 − x2〉|

= |
1∫

0

〈f ′x(x2 + θ(x1 − x2), y)− f ′x(x2, y), x1 − x2〉dθ| ≤
L

2
‖x1 − x2‖2. (4.8)

Построим функциональную последовательность {xk(y)} по следующему рекуррентно-
му правилу

x0(y) = y0, xk+1(y) = argmin
x∈M

{〈
f ′x(xk(y), y), x− xk(y)

〉
+
L

2
‖x− xk(y)‖2

}
.

Согласно лемме 4.2 для любого k отображение xk : Y → M непрерывно и, нетрудно
заметить, что xk(y0) = y0. Пусть x∗(y) ∈ a0(y) ∀y ∈ Y. Из (4.8) следует, что

f(xk+1(y), y)− f(xk(y), y) ≤ 〈f ′x(xk(y), y), x− xk(y)〉+
L

2
‖xk+1(y)− xk(y)‖2

≤ min
x∈M

{
〈f ′x(xk(y), y), x− xk(y)〉+

L

2
‖x− xk(y)‖2

}
≤ min

x∈M

{
f(x, y)− f(xk(y), y) +

L

2
‖x− xk(y)‖2

}
. (4.9)

Так как множество M выпуклое, то

[xk(y), x∗(y)] =
{

(1− α)xk(y) + αx∗(y), α ∈ [0, 1]
}
⊆M.

Учитывая это равенство, из (4.9) получаем

f(xk+1(y), y)− f(xk(y), y) ≤ min
x∈[xk(y), x∗(y)]

{
f(x, y)− f(xk(y), y) +

L

2
‖x− xk(y)‖2

}
= f((1− α)xk(y) + αx∗(y), y)− f(xk(y), y) +

L

2
α2‖x∗(y)− xk(y)‖2

≤ −α(f(xk(y), y)− f(x∗(y), y)) +
L

2
α2‖x∗(y)− xk(y)‖2.

Подставляя в это неравенство вместо α значение αk, определенное в теореме 3.2, и затем
просуммируем полученные неравенства по всем k от 0 до n, получим

n∑
k=0

αk(f(xk(y), y)− f(x∗(y), y)) ≤ f(x0, y)− f(xn+1(y), y) +
L

2
D

n∑
k=0

α2
k, (4.10)
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где D — диаметр множества M. Из неравенства (4.10) следует, что

|f(xn+1(y), y)− f(x0, y)| ≤ ‖f ′x(x0, y)‖‖x0 − xn+1(y)‖+
L

2
‖x0 − xn+1(y)‖2

≤ GD +
L

2
D ≡ C1,

где число G такое, что
‖f ′x(x0, y)‖ ≤ G ∀y ∈ Y.

Такое число существует, поскольку производная f ′x(x0, y) непрерывна по y, а Y — ком-
пакт.

Таким образом, правая часть неравенства (4.10) ограничена некоторым числом C2.

Положим

xn(y) =
1

An

n∑
k=0

αkxk(y),

где An =
∑n

k=0 αk. Тогда из (4.10) следует, что

f(xn(y), y)− f(x∗(y), y) ≤ C2

An
.

Так как C2

An
→ 0, для достаточно больших n имеем

f(xn(y), y)− f(x∗(y), y) ≤ ε.

И в заключение заметим, что xn(y0) = x0.
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