


 

Министерство науки и высшего образования Российской Федерации 

Тамбовский государственный университет имени Г.Р. Державина 

 

 

 

Научно-теоретический  

журнал 
 

Том 28, № 142,  

2023 
 

 

Издается с 14 июня 1996 года  

Выходит 4 раза в год 

Журнал включен в «Перечень рецензируемых научных изданий, в которых должны быть опубликованы 

основные научные результаты диссертаций на соискание ученой степени кандидата наук,  

на соискание ученой степени доктора наук» ВАК при Минобрнауки России по научной специальности 

1.1.1. Вещественный, комплексный и функциональный анализ (физико-математические науки) 

(категория К1) 

Индексируется в базе данных Scopus, Russian Science Citation Index (RSCI) на платформе Web of Science, 

РИНЦ (входит в ядро РИНЦ), Math-Net.Ru, ВИНИТИ РАН, Zentralblatt MATH, SciLIT, Ulrich’s Periodicals 

Directory, EBSCO, НЭБ «eLIBRARY.RU», ЭБ «КиберЛенинка», Норвежский реестр научных журналов, 

серий и издателей первого уровня (NSD) 

 

 

 

CONTENTS 99 

НАУЧНЫЕ СТАТЬИ  

Г.Э. Абдурагимов  О существовании положительного решения краевой задачи 

для одного нелинейного функционально-дифференциального 

уравнения дробного порядка 101 

М.Ж. Алвес, Е.В. Алвес, 

Ж.С.П. Мунембе,  

Ю.В. Непомнящих  

Линейные и нелинейные интегральные функционалы  

в пространстве непрерывных вектор-функций 

111 

А.А. Арутюнов  Категорный подход к исследованию дифференцирований  

в групповых алгебрах 125 

Н.С. Борзов, Т.В. Жуковская, 

И.Д. Серова  

Обыкновенные дифференциальные уравнения  

и дифференциальные уравнения с запаздыванием: общие 

свойства и особенности 137 

М.А. Будреф  Функции Эрмита и скалярное произведение в пространстве 

Соболева 155 

В.Б. Васильев, А.А. Машинец  О дискретной краевой задаче в четверти плоскости 169 

М.Р. Лангаршоев  Наилучшее приближение и значения поперечников 

некоторых классов аналитических функций в весовом 

пространстве Бергмана ℬ2,γ  182 

http://www.mathnet.ru/php/journal.phtml?jrnid=vtamu&option_lang=rus
https://zbmath.org/journals/?q=se:00006187
http://www.scilit.net/journals/pub/10.20310
https://www.elibrary.ru/title_items.asp?id=71185&section=337714


 

Д.М. Одинабеков  Об исследовании задачи Неймана для эллиптических систем 

двух уравнений шестого порядка на плоскости 193 

В.В. Провоторов,  

М.А. Рыбаков  

Решение начально-краевой задачи в символьном виде 

203 

 

 

С 14 июня 1996 г. по 27 мая 2019 г. журнал выходил под названием  

«Вестник Тамбовского университета. Серия: естественные и технические науки». ISSN 1810-0198 

 

Учредитель: Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего  

образования «Тамбовский государственный университет имени Г.Р. Державина»  

(ОГРН 1026801156689) (392000, Тамбовская обл., г. Тамбов, ул. Интернациональная, д. 33) 

____________________________________________________________________________________________________ 

ГЛАВНЫЙ РЕДАКТОР  д. ф.-м. н., проф. Е.С. Жуковский (г. Тамбов, Российская Федерация)  

____________________________________________________________________________________________________ 

РЕДАКЦИОННАЯ КОЛЛЕГИЯ ЖУРНАЛА: к. ф.-м. н., доц. Е.А. Панасенко (научный редактор) (г. Тамбов, 

Российская Федерация), И.В. Ильина (отв. секретарь) (г. Тамбов, Российская Федерация), д. ф.-м. н., проф.  

А.В. Арутюнов (г. Москва, Российская Федерация), д. ф.-м. н., доц. М.В. Балашов (г. Москва, Российская Федерация), 

д. ф.-м. н., проф. Л.М. Березанский (г. Беэр-Шева, Израиль), д. ф.-м. н., проф. А.Г. Кушнер (г. Москва, Российская 

Федерация), д. ф.-м. н., проф. Е.Б. Ланеев (г. Москва, Российская Федерация), д. ф.-м. н., проф. В.Ф. Молчанов  

(г. Тамбов, Российская Федерация), доктор, проф. М. Певзнер (г. Реймс, Франция), доктор, проф. А.В. Поносов  

(г. Ос, Норвегия), д. ф.-м. н., проф. В.И. Сумин (г. Нижний Новгород, Российская Федерация), д. ф.-м. н., проф.  

М.И. Сумин (г. Нижний Новгород, Российская Федерация), доктор, проф. Г. Хельминк (г. Амстердам, Нидерланды), 

член-корр. РАН, д. ф.-м. н., проф. А.Г. Ченцов (г. Екатеринбург, Российская Федерация) 

____________________________________________________________________________________________________ 

Адрес редакции: 392000, Тамбовская обл., г. Тамбов, ул. Интернациональная, д. 33 

Телефон редакции: +7(4752)72-34-34 доб. 0440  

Электронная почта: zukovskys@mail.ru; ilina@tsutmb.ru      

Сайт: http://journals.tsutmb.ru/mathematics/;   http://journals.tsutmb.ru/mathematics-en/  
 

Издание зарегистрировано Федеральной службой по надзору в сфере связи, информационных технологий  

и массовых коммуникаций (Роскомнадзор), выписка из реестра зарегистрированных средств массовой информации 

(реестровая запись) от 03.07.2019 ПИ № ФС77-76133 

 

ISSN 2686-9667 (Print)  ISSN 2782-3342 (Online) 

 

Подписной индекс 83372 в каталоге ООО «УП Урал-Пресс» 

____________________________________________________________________________________________________ 

Редакторы:  М.И.  Филато ва ,  М.А.  Сенина  

Редакторы английских текстов:  В.В.  Клочихин ,  М.А.  Бударин  

Технический редактор  Ю.А.  Бирюкова  

Технический секретарь  М.В.  Борзова  

Администратор сайта  М.И.  Филатова  

 

Для цитирования:  

Вестник российских университетов. Математика. 2023. Т. 28, № 142. 116 с. https://doi.org/10.20310/2686-9667-2023-

28-142  

 
Подписано в печать 14.06.2023. Дата выхода в свет 06.07.2023 

Формат  A4 (6084 1/8). Гарнитура «Тimes New Roman». Печать на ризографе.  

Печ. л. 14,5. Усл. печ. л. 13,5. Тираж 1000 экз. Заказ № 23178. Свободная цена. 

____________________________________________________________________________________________________ 

Издатель: ФГБОУ ВО «Тамбовский государственный университет имени Г.Р. Державина» 

Адрес издателя: 392000, Тамбовская обл., г. Тамбов, ул. Интернациональная, д. 33  

 

Отпечатано с готового оригинал-макета в отделе оперативной печати Издательского дома «Державинский»  

ФГБОУ ВО «Тамбовский государственный университет имени Г.Р. Державина».  

392008, Тамбовская обл., г. Тамбов, ул. Советская, д. 190г. Эл. почта: izdat_tsu09@mail.ru 

 

 Материалы журнала доступны по лицензии Creative Commons Attribution («Атрибуция») 4.0  Всемирная 

 
©  ФГБОУ ВО «Тамбовский государственный университет имени Г.Р. Державина», 2023 

©  Журнал «Вестник российских университетов. Математика», 2023  

     При перепечатке, при цитировании материалов, в том числе в электронных СМИ,  
ссылка на журнал обязательна. 

Ответственность за содержание публикаций несет автор 

16+ 

mailto:zukovskys@mail.ru
mailto:ilina@tsutmb.ru
http://journals.tsutmb.ru/mathematics/
http://journals.tsutmb.ru/mathematics-en/
https://portal.issn.org/resource/issn/2782-3342
https://doi.org/10.20310/2686-9667-2023-28-142
https://doi.org/10.20310/2686-9667-2023-28-142
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


 

Ministry of Science and Higher Education of the Russian Federation 

Derzhavin Tambov State University 
 

 

 

 

 

Scientific-theoretical 

journal 
 

Volume 28, no. 142,  

2023 
 
 

Published since June 14, 1996 

Issued 4 times a year 

The journal is on the “List of peer-reviewed scientific periodicals recommended  

by Higher Attestation Commission at Ministry of Science and Higher Education for publication  

of scientific results of dissertations for academic degree of candidate of science,  

doctor of science on physical and mathematical sciences in the scientific specialty  

1.1.1. Real, complex and functional analysis (physical and mathematical sciences)  (category K1) 

Indexed in the Scopus database, Russian Science Citation Index (RSCI) on Web of Science platform, RSCI  

(included in the RSCI core), Math-Net.Ru, VINITI RAS, Zentralblatt MATH, SciLIT, Ulrich’s Periodicals 

Directory, EBSCO, Scientific Electronic Library “eLIBRARY.RU”, Electronic Library “CyberLeninka”, 

Norwegian Register of Scientific Journals, Series and Publishers Level 1 (NSD) 

 

 

SCIENTIFIC ARTICLES  

G.E. Abduragimov  On the existence of a positive solution to a boundary value 

problem for one nonlinear functional-differential equation  

of fractional order 101 

M.J. Alves, E.V. Alves,  

J.S.P. Munembe,  

Y.V. Nepomnyashchikh  

Linear and nonlinear integral functionals on the space  

of continuous vector functions 

111 

A.A. Arutyunov  A categorical approach to the study of derivations in group 

algebras 125 

N.S. Borzov,  

T.V. Zhukovskaya, I.D. Serova  

Ordinary differential equations and differential equations  

with delay: general properties and features 137 

M.A. Boudref  Hermite functions and inner product in Sobolev space 155 

V.B. Vasilyev, A.A. Mashinets  On a discrete boundary value problem in a quarter-plane 169 

M.R. Langarshoev  The best approximation and the values of the widths of some 

classes of analytical functions in the weighted Bergman space ℬ2,γ  182 

J.M. Odinabekov  On the study of the Neumann problem for elliptic system of two 

sixth order equations in the plane 193 

https://www.elibrary.ru/title_items.asp?id=71185&section=337714


 

V.V. Provotorov, M.A. Rybakov  Solution of the initial-boundary value problem in symbolic form 203 

 

 

 

 

 

From June 14, 1996 to May 27, 2019, the journal was published under the name  

“Tambov University Reports. Series: Natural and Technical Sciences”. ISSN 1810-0198 

 

 

____________________________________________________________________________________________________ 

Founder: Federal State Budgetary Educational Institution of Higher Education 

                “Derzhavin Tambov State University”  

                (ОГРН 1026801156689) (33 Internatsionalnaya St., Tambov 392000, Tambov Region) 

__________________________________________________________________________________________________

EDITOR-IN-CHIEF:  Dr., Prof. Zhukovskiy, Evgeny S. (Tambov, Russian Federation) 
_________________________________________________________________________________________________________________ 

EDITORIAL BOARD OF THE JOURNAL: Cand., Assoc. Prof. Panasenko, Elena A. (Scientific Editor) (Tambov, Russian 

Federation), Ilyina, Irina V. (Executive Editor) (Tambov, Russian Federation), Dr., Prof. Arutyunov, Aram V. (Moscow, 

Russian Federation), Dr., Assoc. Prof. Balashov, Maxim V. (Moscow, Russian Federation), Dr., Prof. Berezansky, Leonid 

(Beersheba, State of Israel), Dr., Prof. Kushner, Alexei G. (Moscow, Russian Federation), Dr., Prof. Laneev, Evgenii B. 

(Moscow, Russian Federation), Dr., Prof. Molchanov, Vladimir F. (Tambov, Russian Federation), Dr., Prof. Pevzner, 

Michael (Reims, French Republic), Dr., Prof. Ponosov, Arcady V. (Ås, Kingdom of Norway), Dr., Prof.  

Sumin, Vladimir I. (Nizhnii Novgorod, Russian Federation), Dr., Prof. Sumin, Mikhail I. (Nizhnii Novgorod, Russian 

Federation), Dr., Prof. Helminck, Gerard (Amsterdam, Netherlands), Corresponding Member of RAS, Dr., Prof. Chentsov, 

Alexander G. (Yekaterinburg, Russian Federation) 

 

Editors address: 33 Internatsionalnaya St., Tambov 392000, Tambov Region 

Telephone number: +7(4752)-72-34-34 extension 0440  

E-mail: zukovskys@mail.ru; ilina@tsutmb.ru   

Web-site: http://journals.tsutmb.ru/mathematics/;  http://journals.tsutmb.ru/mathematics-en/  

 

The publication is registered by the Federal Service for Supervision of Communications, Information Technology  

and Mass Media (Roskomnadzor), extract from the register of registered mass media (register entry dated)  

03.07.2019 ПИ no. ФС77-76133  

 

ISSN 2686-9667 (Print)  ISSN 2782-3342 (Online) 

 

Subscription index in the catalogue of LLC “Ural-Press” is 83372 
 

Editors: M.I .  F i la to va,  M.A.  Senina  

English texts editors: V .V.  Klochikhin ,  M.A.  Budar in  

Technical editor Y.A.  Biryu ko va  

Technical secretary M.V.  Borzova  

Web-site administrator  M.I .  F i la to va  

 

For citation: 

Russian Universities Reports. Mathematics. 2023. Vol. 28, no. 142. 116 р. https://doi.org/10.20310/2686-9667-2023-28-142  

 
Signed for printing 14.06.2023. Release date 06.07.2023 

Format  A4 (6084 1/8). Typeface “Times New Roman”. Printed on risograph. 

Pr. sheet 14,5. Conv. pr. sheet 13,5. Copies printed 1000. Order no. 23178. Free price 

____________________________________________________________________________________________________ 

Publisher: FSBEI of HE “Derzhavin Tambov State University” 

Publisher’s address: 33 Internatsionalnaya St., Tambov 392000, Tambov Region 

 

Published basing on ready-to-print file in Instant Print Department of Publishing House “Derzhavinskiy”  

of FSBEI of HE “Derzhavin Tambov State University”.  

190g Sovetskaya St., Tambov 392008, Tambov Region. E-mail: izdat_tsu09@mail.ru 

 

 

  Content of the journal is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License  

 

 
© FSBEI of HE “Derzhavin Tambov State University”, 2023 

© The journal “Russian Universities Reports. Mathematics”, 2023  

While reprinting, citing materials, including in electronic media,  
a reference to the journal is required. 

The author is responsible for the contents of publications 

mailto:zukovskys@mail.ru
mailto:ilina@tsutmb.ru
http://journals.tsutmb.ru/mathematics/
http://journals.tsutmb.ru/mathematics-en/
https://portal.issn.org/resource/issn/2782-3342
https://doi.org/10.20310/2686-9667-2023-28-142


ISSN 2686-9667. Вестник российских университетов. Математика

Том 28, № 142 2023

НАУЧНАЯ СТАТЬЯ
c© Абдурагимов Г.Э., 2023
https://doi.org/10.20310/2686-9667-2023-28-142-101-110
УДК 517.927.4

О существовании положительного решения краевой задачи
для одного нелинейного функционально-дифференциального

уравнения дробного порядка
Гусен Эльдерханович АБДУРАГИМОВ

ФГБОУ ВО «Дагестанский государственный университет»
367025, Российская Федерация, г. Махачкала, ул. М. Гаджиева, 43а

Аннотация. Рассматривается краевая задача

Dα
0+x(t) + f (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1, где α ∈ (n− 1, n], n ∈ N, n > 2,

x(0) = x′(0) = · · · = x(n−2)(0) = 0,

x(1) = 0.

Эта задача сводится к эквивалентному интегральному уравнению с монотонным опера-
тором в пространстве C непрерывных на [0, 1] функций (пространство C полагается
упорядоченным конусом неотрицательных функций, удовлетворяющих граничным усло-
виям рассматриваемой задачи). С помощью известной теоремы Красносельского о непо-
движных точках оператора растяжения (сжатия) конуса доказано существование хотя бы
одного положительного решения рассматриваемой задачи. Приведен пример, иллюстриру-
ющий выполнение достаточных условий, обеспечивающих разрешимость поставленной за-
дачи. Полученные результаты являются продолжением исследований автора (см. [Вестник
российских университетов. Математика, 27:138 (2022), 129–135]), посвященных вопросам
существования и единственности положительных решений краевых задач для нелинейных
функционально-дифференциальных уравнений.

Ключевые слова: функционально-дифференциальное уравнение дробного порядка, по-
ложительное решение, краевая задача, функция Грина

Для цитирования: Абдурагимов Г.Э. О существовании положительного решения крае-
вой задачи для одного нелинейного функционально-дифференциального уравнения дроб-
ного порядка // Вестник российских университетов. Математика. 2023. Т. 28. № 142.
С. 101–110. https://doi.org/10.20310/2686-9667-2023-28-142-101-110
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On the existence of a positive solution
to a boundary value problem for one nonlinear

functional-differential equation of fractional order
Gusen E. ABDURAGIMOV

Dagestan State University
43a M. Hajiyev St., Makhachkala 367025, Russian Federation

Abstract. The following boundary value problem is considered:

Dα
0+x(t) + f (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1, where α ∈ (n− 1, n], n ∈ N, n > 2,

x(0) = x′(0) = . . . x(n−2)(0) = 0,

x(1) = 0.

This problem reduces to an equivalent integral equation with a monotone operator in the
space C of functions continuous on [0, 1] (the space C is assumed to be an ordered cone of
nonnegative functions satisfying the boundary conditions of the problem under consideration).
Using the well-known Krasnosel’sky theorem about fixed points of the operator of expansion
(compression) of a cone, the existence of at least one positive solution of the problem under
consideration is proved. An example is given that illustrates the fulfillment of sufficient condi-
tions that ensure the solvability of the problem. The results obtained continue the author’s
research (see [Russian Universities Reports. Mathematics, 27:138 (2022), 129–135]) devoted to
the existence and uniqueness of positive solutions to boundary value problems for nonlinear
functional-differential equations.

Keywords: functional-differential equation of fractional order, positive solution, boundary
value problem, Green’s function

Mathematics Subject Classification: 34К10, 34К17.

For citation: Abduragimov G.E. On the existence of a positive solution to a boundary value
problem for one nonlinear functional-differential equation of fractional order. Vestnik rossiyskikh
universitetov. Matematika = Russian Universities Reports. Mathematics, 28:142 (2023),
101–110. https://doi.org/10.20310/2686-9667-2023-28-142-101-110 (In Russian, Abstr. in Engl.)
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Введение

В последние годы стала достаточно интенсивно развиваться теория дробного диффе-
ренцирования и интегрирования. Большое распространение дробные уравнения получили
в многочисленных приложениях науки и техники. В частности, в физике они широко
используются при описании различных стохастических процессов, диффузии в средах с
фрактальной геометрией, при изучении деформационно-прочностных свойств полимер-
ных материалов. Кроме того, активное развитие дробные дифференциальные уравнения
нашли в химических процессах. Поэтому класс задач, в которых используется аналитиче-
ский аппарат дробного исчисления, довольно широк и актуален.

С развитием теории дробного дифференцирования и интегрирования возрос интерес,
в том числе, к исследованию краевых задач для нелинейных дробно-дифференциальных
уравнений. Например, в [1,2] получены достаточные условия существования и единствен-
ности сингулярных нелинейных краевых задач с помощью теоремы о неподвижной точке
в конусах. В [3] исследуется существование положительных решений системы нелинейных
уравнений смешанных дробных порядков. В работе [4] на основе принципа сжатия и аль-
тернативы Лере–Шаудера доказано существование и единственность нелинейной дробной
краевой задачи с производной Капуто. С помощью известной теоремы Го–Красносельского
в [5] найдены достаточные условия отсутствия и существования хотя бы одного или двух
положительных решений нелинейной дробной краевой задачи. Дробные задачи с произ-
водной Капуто, помимо [4], рассматривались также в работах [6–8]. В достаточно общей
постановке вопросы существования положительных решений краевых задач для нели-
нейных возмущенных дробных уравнений были изучены в [9, 10]. Отметим еще публика-
ции [11–14], посвященные данной тематике.

Следует отметить, что, несмотря на интенсивное развитие теории дробно-дифферен-
циальных уравнений, в литературе сравнительно немного работ, в которых подробно рас-
сматривались бы вопросы существования и единственности положительного решения кра-
евой задачи для нелинейных функционально-дифференциальных уравнений дробного по-
рядка. В данной статье предпринята попытка в определенной степени восполнить этот про-
бел. С помощью теоремы Красносельского о неподвижных точках оператора растяжения
(сжатия) конуса получены достаточные условия существования положительного решения
краевой задачи для одного нелинейного функционально-дифференциального уравнения
дробного порядка. Среди последних результатов автора по настоящей тематике можно от-
метить основанные на близких подходах утверждения, опубликованные в работах [15,16].

1. Постановка задачи

В дальнейшем для сокращения выкладок через C обозначим пространство C[0, 1],

через Lp — пространство Lp(0, 1) и Wn — пространство вещественных функций, опре-
деленных на [0, 1], с абсолютно непрерывной (n− 1) производной.

Рассмотрим краевую задачу

Dα
0+x(t) + f (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1, (1.1)

x(0) = x′(0) = . . . x(n−2)(0) = 0, (1.2)
x(1) = 0, (1.3)

где α ∈ (n − 1, n] (n ∈ N, n > 2) — некоторое действительное число, Dα
0+ — дробная

производная Римана–Лиувилля, T : C → Lp (1 < p < ∞) — линейный положительный
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непрерывный оператор, функция f(t, u) неотрицательна на [0, 1]× [0,∞), монотонно воз-
растает по второму аргументу и удовлетворяет условию Каратеодори.

О п р е д е л е н и е 1.1. Под положительным решением задачи (1.1)–(1.3) будем
подразумевать функцию x ∈ Wn положительную в интервале (0, 1), удовлетворяющую
на указанном интервале уравнению (1.1) и граничным условиям (1.2), (1.3).

2. Основные результаты

Рассмотрим эквивалентное задаче (1.1)–(1.3) интегральное уравнение

x(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds, 0 ≤ t ≤ 1, (2.1)

где G(t, s) — функция Грина оператора −Dα
0+x(t) с краевыми условиями (1.2), (1.3),

определяемая формулой

G(t, s) =


(t(1− s))α−1 − (t− s)α−1

Γ(α)
, если 0 ≤ s ≤ t,

(t(1− s))α−1

Γ(α)
, если t ≤ s ≤ 1.

Лемма 2.1. Ядро G(t, s) обладает следующими свойствами:

1. G(t, s) ≥ 0, (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1] ;

2. max0≤t≤1

∫ 1

0

G(t, s) ds =
(α− 1)α−1

αα+1Γ(α)
;

3. max0≤t≤1G(t, s) =
(s− s2)α−1

Γ(α)
;

4. G(t, s) ≤ G(s, s), (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выполнение свойства 1 очевидно.
Введем теперь обозначения:

g1(t, s) = (t(1− s))α−1 − (t− s)α−1, 0 ≤ s ≤ t

g2(t, s) = (t(1− s))α−1, t ≤ s ≤ 1.

Для этих функций имеем∫ t

0

g1(t, s) ds =
tα−1 − tα

α
− tα−1(1− t)α

α
,∫ 1

t

g2(t, s) ds =
tα−1(1− t)α

α
.

Следовательно, ∫ 1

0

G(t, s) ds =
tα−1 − tα

α
,

откуда следует справедливость свойства 2.
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Далее, имеем

∂g1(t, s)

∂t
= (α− 1)tα−2

[
(1− s)α−1 −

(
1− s

t

)α−2]
≤ (α− 1)tα−2

[
(1− s)α−2 −

(
1− s

t

)α−2]
≤ 0.

Отсюда следует, что функция g1(t, s) монотонно убывает по t, а поэтому при t ≥ s эта
функция достигнет максимума в точке t = s. С другой стороны, очевидно,

max
t≤s

g2(t, s) = (s(1− s))α−1.

Таким образом, выполнение свойства 3 установлено.
Наконец, свойство 4 вытекает из монотонности по t функций g1(t, s) и g2(t, s).

Предположим, что функция f(t, u) при п. в. t ∈ [0, 1] и любых неотрицательных u

удовлетворяет условию

f(t, u) ≤ a(t) + bup/q, (2.2)

где b > 0, a(t) ∈ Lq, q ∈ (1,∞).

Запишем уравнение (2.1) в операторном виде

x = GNTx,

где N : Lp → Lq — оператор Немыцкого, G : Lq → C.

Оператор A, определяемый равенством

(Ax)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds, 0 ≤ t ≤ 1,

действует в пространстве неотрицательных непрерывных функций, монотонен и остав-
ляет инвариантным нормальный конус K̃ неотрицательных функций пространства C,

удовлетворяющих граничным условиям (1.2), (1.3).
Далее для доказательства существования по крайней мере одного положительного ре-

шения задачи (1.1)–(1.3) нам понадобится следующая известная теорема Красносельско-
го [17] (см. также [18, Theorem 2]).

Теорема 2.1. Пусть E — банахово пространство, K ⊂ E — конус, а Ω1,Ω2 —
два ограниченных открытых шара E с центром в начале координат, причем Ω1 ⊂ Ω2.

Предположим, что Φ : K ∩ (Ω2\Ω1) → K — вполне непрерывный оператор такой, что
выполнено одно из двух условий

(i) ∀x ∈ K ∩ ∂Ω1 ‖Φx‖ ≤ ‖x‖ и ∀x ∈ K ∩ ∂Ω2 ‖Φx‖ ≥ ‖x‖,

(ii) ∀x ∈ K ∩ ∂Ω1 ‖Φx‖ ≥ ‖x‖ и ∀x ∈ K ∩ ∂Ω2 ‖Φx‖ ≤ ‖x‖.

Тогда Φ имеет неподвижную точку в K ∩ (Ω2\Ω1).
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Лемма 2.2. Оператор A : K̃ → K̃ вполне непрерывен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим функцию g(s) = max0≤t≤1G(t, s), s ∈ [0, 1]. За-
метим, что согласно лемме 2.1

g(s) =
(s− s2)α−1

Γ(α)
.

Пусть R > 0 и S = {x ∈ K̃ : ‖x‖C < R}. Для x ∈ S имеем

‖Ax‖C = max
0≤t≤1

∫ 1

0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds ≤
∫ 1

0

max
0≤t≤1

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds

≤
∫ 1

0

g(s)a(s) ds+ b

∫ 1

0

g(s) (Tx)
p
q (s) ds ≤ ‖a‖Lq‖g‖Lq′ + b‖g‖Lq′‖Tx‖

p
q

Lp

≤ ‖a‖Lq‖g‖Lq′ + b‖g‖Lq′τ
p
q ‖x‖

p
q

Lp < ‖a‖Lq‖g‖Lq′ + b‖g‖Lq′τ
p
qR

p
q

Lp ,

где τ — норма оператора T, 1
q

+ 1
q′

= 1. Следовательно, множество A(S) равномерно
ограничено.

Для любого ε > 0 положим

δ =

(
ε

‖a‖Lq‖g‖Lq′ + b‖g‖Lq′τ
p
qR

p
q

Lp

) 1
α−1

.

Пусть для любых t1, t2 ∈ [0, 1] выполнено

|t2 − t1| < δ.

В силу (2.2) для всех x ∈ S имеем

|(Ax)(t2)− (Ax)(t1)| ≤
∫ 1

0

|G(t2, s)−G(t1, s)|f (s, (Tx) (s)) ds

≤
∣∣tα−12 − tα−11

∣∣ ∫ 1

0

f (s, (Tx) (s)) ds <
(
‖a‖Lq‖g‖Lq′ + b‖g‖Lq′τ

p
qR

p
q

Lp

)
|t2 − t1|α−1 < ε.

Отсюда, очевидно, следует равностепенная непрерывность оператора A на S.
Таким образом, согласно теореме Арцела–Асколи оператор A вполне непрерывен.

Введем обозначения:

Ω1 =
{
ω ∈ K̃ : ‖ω‖C < r

}
, ∂Ω1 =

{
ω ∈ K̃ : ‖ω‖C = r

}
,

Ω2 =
{
ω ∈ K̃ : ‖ω‖C < R

}
, ∂Ω2 =

{
ω ∈ K̃ : ‖ω‖C = R

}
,

Ω = Ω2\Ω1,

где r, R > 0, причем r < R.

Теорема 2.2. Предположим, что выполнено неравенство (2.2) и

1. p 6= q ;
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2. для p > q выполнено условие

p− q
p

(
q

pb‖g‖Lq′τ
p
q

) q
p−q

≥ ‖a‖Lq‖g‖Lq′ ;

3. (T1)(t) ≤ 1, t ∈ [0, 1] ;

4. существует такое число r > 0, что при п. в. t ∈ [0, 1] и u ∈ [0, r]

f(t, u) ≥ µr,

где µ ≥ αα+1Γ(α)

(α− 1)α−1
.

Тогда краевая задача (1.1)–(1.3) имеет по крайней мере одно положительное решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим выполнение условия (ii) теоремы 2.1. Для этого
покажем существование числа R > 0 такого, что при x ∈ ∂Ω2

‖Ax‖C ≤ ‖x‖C . (2.3)

Действительно, в силу (2.2) для x ∈ ∂Ω2 имеем

‖Ax‖C = max
0≤t≤1

∫ 1

0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds ≤
∫ 1

0

max
0≤t≤1

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds

≤
∫ 1

0

g(s)a(s) ds+ b

∫ 1

0

g(s) (Tx)
p
q (s) ds ≤ ‖a‖Lq‖g‖Lq′ + b‖g‖Lq′‖Tx‖

p
q

Lp

≤ ‖a‖Lq‖g‖Lq′ + b‖g‖Lq′τ
p
q ‖x‖

p
q

C = ‖a‖Lq‖g‖Lq′ + b‖g‖Lq′τ
p
qR

p
q . (2.4)

Рассмотрим функцию
ϕ(s) = s− βsσ − γ,

где β > 0, γ ≥ 0, σ > 0, σ 6= 1.

Несложно проверить, что наибольшее значение этой функции при σ > 1 на положи-
тельной полуоси достигается в точке

smax =

(
1

σβ

) 1
σ−1

. (2.5)

Положив β = b‖g‖Lq′τ
p
q , γ = ‖a‖Lq‖g‖Lq′ и σ = p/q, принимая во внимание условие

2 теоремы, обеспечивающее неотрицательность функции ϕ в точке smax, из (2.4) при
R = smax, получим (2.3).

В случае 0 < σ < 1, выбрав в качестве R любое положительное число, для которого
ϕ(R) > 0 при определенных выше значениях β, γ и σ, очевидным образом, обеспечим
выполнение (2.3).

Укажем теперь такое число r > 0, что при x ∈ ∂Ω1

‖Ax‖C ≥ ‖x‖C .
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В силу условий 3 и 4 теоремы и соответствующих свойств функции Грина леммы 2.1
для x ∈ ∂Ω1 имеем

‖Ax‖C = max
0≤t≤1

∫ 1

0

G(t, s)f (s, (Tx) (s)) ds

≥ µr max
0≤t≤1

∫ 1

0

G(t, s) ds = µr
(α− 1)α−1

αα+1Γ(α)
≥ ‖x‖C .

Таким образом, при соответствующем выборе r и R, нетрудно обеспечить выполне-
ние условия (ii) теоремы 2.1. Следовательно, вполне непрерывный оператор A имеет по
крайней мере одну неподвижную точку в Ω, что в свою очередь эквивалентно существо-
ванию хотя бы одного положительного решения краевой задачи (1.1)–(1.3) такого, что
r ≤ ‖x‖C ≤ R, где r и R определены выше.

Следующий пример иллюстрирует использование теоремы 2.2 при исследовании кон-
кретных краевых задач.

П р и м е р 2.1. Рассмотрим краевую задачу

D
5/2
0+ x(t) + b

(∫ 1

0

x(s) ds

)3

+ a = 0, 0 < t < 1, (2.6)

x(0) = x′(0) = x(1) = 0, (2.7)

где a ≥ 0 и b > 0—некоторые действительные числа, которые определим ниже.
Здесь, очевидно, α = 5/2, p/q = 3 и f(t, u) = bu3 + a. В дальнейшем для удобства

и простоты вычислений положим p = 6 и q = 2. В неравенстве (2.2) в качестве a(t), в
частности, можно взять положительное число a. В силу леммы 2.1,

g(s) = max
0≤t≤1

G(t, s) =
(s− s2)3/2

Γ(5/2)
=

4

3
√
π

(s− s2)3/2.

Следовательно,

‖g‖L2 =

√∫ 1

0

g2(s) ds =
4

3
√
π

√∫ 1

0

(s− s2)3 ds =
4

3
√
π

√
1

140
=

2

3
√

35π
.

Для линейного интегрального оператора T : C → L6, определенного равенством

(Tx)(t) =

∫ 1

0

x(s) ds,

выполнение условия 3 теоремы 2.2 очевидно. Кроме того, норма этого оператора τ = 1.

Тогда условие 2 теоремы 2.2 принимает вид√√
35π

2b
≥ a√

35π
. (2.8)

Выясним, наконец, при каких положительных значениях r и R, соответственно, вы-
полняется условие 4 теоремы 2.2 и можно гарантировать требуемое в теореме 2.1 растя-
жение оператора A. Условие 4 теоремы 2.2 в данном случае примет вид неравенства

bu3 + a ≥ µr, (2.9)
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где

µ ≥
(

5

2

)7/2(
2

3

)3/2
3
√
π

4
≈ 17.88.

Нетрудно проверить, что неравенство (2.9) выполняется на интервале
[

3

√
µ

b
r − a

b
,∞
)
.

С другой стороны, согласно теореме 2.2 неравенство (2.9) должно быть обеспечено при
u ∈ [0, r]. Следовательно, сгруппировав соответствующие интервалы, получим r =

a

µ
.

Искомое R в соответствии (2.5)

R = smax =

√√
35π

2b
.

Учитывая требование r < R, окончательно получим правило выбора границ множества Ω

a

µ
<

√√
35π

2b
. (2.10)

Таким образом, при выполнении неравенства (2.8), выбирая числа r и R в соответ-
ствии с (2.10), на основании теоремы (2.2) заключаем, что краевая задача (2.6), (2.7) имеет
хотя бы одно положительное решение такое, что r ≤ ‖x‖C ≤ R.

В частности, при a = µ = 18, b = 1, легко проверить, что рассматриваемая задача

имеет по крайней мере одно положительное решение такое, что 1 ≤ ‖x‖C ≤
√√

35π

2
.
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Аннотация. Статья посвящена исследованию нелинейного интегрального функционала
вида F (u) =

∫
Ω
f(s, u(s)) ds, где Ω — замкнутое ограниченное множество в Rn , порож-

дающая функция f : Ω × X → R (где X — вещественное сепарабельное банахово про-
странство) удовлетворяет условиям Каратеодори.

Изучаются действие и ограниченность функционала F на пространстве C(X) непре-
рывных вектор-функций u : Ω→ X и на пространстве L∞(X) существенно ограниченных
вектор-функций (с естественными нормами).

Основными результатами статьи являются 1) эквивалентность действия и ограниченно-
сти функционала F на пространствах C(X) и L∞(X); 2) равенство для этих пространств
числовой характеристики функционала в виде супремума нормы значений функционала
на замкнутом шаре; 3) выражение этой числовой характеристики в терминах функции f,

порождающей функционал.

Для распространения свойств функционала с C(X) на L∞(X) существенно исполь-
зуются результаты И.В. Шрагина об операторе Немыцкого и порождающей функции, а
также его идеи и методы, основанные на последовательном доказательстве специальных
вспомогательных утверждений, которые используют, в частности, теоремы непрерывного
и измеримого выбора.

Полученные для функционала F результаты конкретизируются для случая линейного
интегрального функционала на пространствах банаховозначных функций (когда f(s, x) =

a(s)[x] для некоторой функции a : Ω → X∗ ), в частности, установлено, что норма этого
функционала на пространствах C(X) и L∞(X) равна

∫
Ω
‖a(s)‖X∗ds .

Ключевые слова: банахово пространство, ограниченный функционал, норма линейного
функционала, сопряжённое пространство
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Abstract. The present article is devoted to the study of a nonlinear integral functional of the
form F (u) =

∫
Ω
f(s, u(s)) ds, where Ω is a closed bounded set in Rn , and the generating

function f : Ω × X → R (where X is real separable Banach space) satisfies Carathéodory
conditions.

We study the action and boundedness of the functional F on the space C(X) of continuous
vector functions u : Ω→ X and on the space L∞(X) of essentially bounded vector functions
(with natural norms).

The main results of the article are: 1) the equivalence of the action and boundedness of
the functional F on the spaces C(X) and L∞(X); 2) equivalence, for these spaces, of the
numerical characteristic of the functional in the form of the supremum of the norm of the
functional values on a closed ball; 3) expressing this numerical characteristic in terms of the
function f that generates the functional.

Moreover, to extend the properties of the functional from C(X) to L∞(X), we essentially
use the results of I. V. Shragin on the study of the Nemytskii operator and its generating
function, as well as his ideas and methods based on the consistent proof of special auxiliary
statements that use, in particular, continuous and measurable choice theorems.

The results thus obtained for the functional F are specified for the case of a linear integral
functional on spaces of Banach-valued functions (when f(s, x) = a(s)[x] for some function
a : Ω→ X∗ ), and in particular, it is established that the norm of this functional on the spaces
C(X) and L∞(X) is equal to

∫
Ω
‖a(s)‖X∗ds.
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Введение

Исследование свойств нелинейных функционалов на пространствах непрерывных и су-
щественно ограниченных функций является важной задачей функционального анализа,
которая находит многочисленные приложения, в частности, в теории оптимального управ-
ления. Статья посвящена исследованию нелинейного интегрального функционала вида

F (u) =

∫
Ω

f(s, u(s)) ds,

где Ω — замкнутое ограниченное множество в Rn, порождающая функция f : Ω×X → R
(где X — вещественное сепарабельное банахово пространство) удовлетворяет условиям
Каратеодори. Исследуется действие и ограниченность функционала F на пространствах
непрерывных и ограниченных вектор-функций u : Ω→ X.

В статье используются ряд известных понятий из теории меры и функционального
анализа (например, банахово пространство, сопряженное пространство, мера Лебега, ли-
нейный функционал), с которыми мы будем оперировать без ссылок и которые описаны
в классических монографиях (см., например, [1–3]). При использовании менее известных
понятий и теорем стараемся давать точные ссылки.

В первом параграфе вводятся основные обозначения, общие для всей статьи.
Во втором параграфе доказывается ряд специальных утверждений для функциона-

ла F , связанных с распространением некоторых свойств функционала с пространства
непрерывных функции на пространство существенно ограниченных функций. При этом
существенно используются результаты и идеи доказательств работ И.В. Шрагина [4–7]
(cм. также [8–11]), в том числе связанные с применением теорем непрерывного выбора
Майкла и измеримого выбора (см., например, [12], теорема Д1 и следствие 1 на с. 328–329,
теорема Д5 на с. 332–333), а также некоторые идеи из [13, с. 146–149] и [14].

В третьем параграфе приводятся критерии действия и ограниченности функционала
F на пространствах непрерывных и существенно ограниченных функций, а также экви-
валентность этих свойств для указанных пространств. Доказательство проводится путем
непосредственного применения утверждений предыдущего параграфа.

В четвертом параграфе конкретизируются результаты предыдущего для случая ли-
нейного интегрального функционала.

Полученные в статье результаты исследования интегрального функционала F могут
быть использованы для исследования линейных и нелинейных интегральных операторов
в функциональных пространствах.

1. Основные обозначения

В работе будем использовать следующие основные обозначения:
Ω — замкнутое ограниченное множество в Rn с классической мерой Лебега µ на

σ -алгебре Σ измеримых по Лебегу подмножеств Ω.

χE — характеристическая функция множества E ⊂ Ω (χE(s) = 1, если s ∈ E, и
χE(s) = 0, если s 6∈ E ).

X — вещественное сепарабельное банахово пространство с нормой ‖ · ‖.
Функция u : Ω → X называется измеримой, если прообраз любого борелевского мно-

жества в X измерим по Лебегу.
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Через L0(X), L∞(X), Lc∞(X), C(X) будем обозначать множества функций u : Ω→
X, состоящие, соответственно: из всех измеримых функций, измеримых ограниченных
функций, измеримых функций, множество значений которых относительно компактно в
X, и непрерывных функций. Обратим внимание на цепочку вложений линейных подпро-
странств C(X) ⊂ Lc∞(X) ⊂ L∞(X) ⊂ L0(X), где первые три из них являются банаховыми
пространствами с sup -нормой: ‖u‖∞ = supt∈Ω ‖u(t)‖. Если D ⊂ X и V любой из симво-
лов L0(X), Lc∞(X) или C(X), то V (D) = {u ∈ V (X) : u(Ω) ⊂ D}.

L∞(X) — фактор-пространство пространства L∞(X), то есть пространство классов
µ -эквивалентных существенно ограниченных функций u : Ω → X с нормой ‖u‖∞ =

ess sup
t∈Ω

‖u(t)‖X .

2. Некоторые свойства нелинейного интегрального функционала

Утверждения этого параграфа существенно используются для получения критерия
действия и ограниченности нелинейного интегрального функционала на пространствах
C(X) и L∞(X) , но, на наш взгляд, имеют и самостоятельный интерес. Различные прие-
мы доказательств были почерпнуты из работ И.В. Шрагина об исследовании оператора
суперпозиции (Немыцкого) в функциональных простванствах и порождающих его функ-
ций [4–7] (см. также [8–11]), но при использовании в наших целях имеют особенности,
поэтому приводим полные доказательства утверждений. Использованы также некоторые
идеи доказательств из [13, с. 146–149] и [14].

Лемма 2.1. Пусть множество D ⊂ X выпукло и замкнуто, и пусть u ∈ L0(D).

Тогда существуют такие компактные множества An ∈ Σ и функции un ∈ C(D) (где
n ∈ N ), что

µ(Ω \ An) < 1/n и un|An = u|An .

В частности, un → u почти всюду на множестве Ω (и по мере).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для каждого n ∈ N выберем согласно C -свойству Лузина
(его формулировка для функций со значениями в банаховом пространстве имеется, на-
пример, в [12, с. 40]) такое замкнутое множество An ∈ Σ, что µ(Ω \An) < 1/n и функция
u|An непрерывна. В силу следствия из теоремы Майкла о непрерывном выборе (см., напри-
мер, [12, с. 329]) существует непрерывное продолжение un функции u|An с замкнутого
подмножества An компакта Ω на все Ω c сохранением замкнутой выпуклой оболочки
множества значений. По построению, un ∈ C(D) и un|An = u|An .

Пусть функция f : Ω×X → R удовлетворяет условиям Каратеодори, то есть
(C1) ∀x ∈ X функция f(·, x) измерима;
(C2) ∀s ∈ Ω функция f(s, ·) непрерывна.

Функционал F, порожденный функцией f, формально определим равенством

F (u) =

∫
Ω

f(s, u(s)) ds. (2.1)

Если конечный интеграл в (2.1) существует для всех функций u : Ω → X из некоторого
подмножества V ⊂ L0(X), то выражение (2.1) определяет функционал F : V → R,
который, вообще говоря, нелинеен.
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З а м е ч а н и е 2.1. В литературе часто вместо условия (C2) рассматривают более
слабое условие (С2a) непрерывности f(s, ·) при почти всех s. Однако предположение (С2)
вместо (C2a) не ограничивает общности. Действительно, если f удовлетворяет условию
(C2a), то, переопределив функцию f, положив ее равной нулю на множестве N0 × X

для некоторого множества N0 ⊂ Ω нулевой меры, получим функцию, удовлетворяющую
условию (C2) и порождающую тот же функционал F.

Лемма 2.2. Для любой измеримой функции u : Ω→ X функция ϕ : Ω→ R, опреде-
ляемая равенством ϕ(s) = f(s, u(s)), является измеримой. Более того, если un ∈ L0(X)

и un → u почти всюду на множестве Ω (по мере), то последовательность функций
ϕn(s) = f(s, un(s)) сходится к функции ϕ почти всюду на Ω (по мере, соответствен-
но).

Утверждение леммы хорошо известно и вытекает, например, из теорем 2 и 3 работы [6]
и теоремы 2.5 работы [8] (см. также [5]).

Лемма 2.3. Для любого замкнутого множества D ⊂ X функция ψ : Ω → [0,∞],

определяемая равенством ψ(s) = supx∈D |f(s, x)|, является измеримой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {xn : n = 1, 2, . . .} счетное всюду плотное в D мно-
жество. Зафиксируем произвольное c ∈ R. Множества En = {s ∈ Ω: |f(s, xn)| > c}
измеримы по условию (C1). По условию (C2) [ ψ(s) > c ⇔ (∃n ∈ N) |f(s, xn)| > c ].

Поэтому

{s ∈ Ω: ψ(s) > c} =
∞⋃
n=1

En ∈ Σ.

Измеримость функции ψ доказана.

По лемме 2.3, для любого замкнутого множества D ⊂ X корректно определена вели-
чина

I(D) =

∫
Ω

sup
x∈D
|f(t, x)| dx,

которая может принимать конечное неотрицательное значение или значение +∞. Обо-
значение I(D) нам будет удобно использовать в формулировках утверждений этого и
следующего параграфов.

Утверждение 2.1. Для любого замкнутого множества D ⊂ X имеет место ра-
венство

sup
u∈L0(D)

∫
Ω

|f(s, u(s))| ds = I(D). (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим ψ(s) = supx∈D |f(s, x)|. По леммам 2.1 и 2.2 вели-
чины (конечные или бесконечные) в левой и правой частях равенства (2.2) существуют.
Очевидно, что

sup
u∈L0(D)

∫
Ω

|f(s, u(s))| ds ≤ I(D). (2.3)

Через B(X) обозначим σ -алгебру борелевских множеств в X и через Λ = Σ⊗ B(X)

произведение σ -алгебр Σ и B(X) (то есть наименьшую σ -алгебру, содержащую все про-
изведения A×D, где A ∈ Σ и D ∈ B(X) ). По теореме 3 работы [6] функция f : Ω×X → R
измерима (в смысле ∀U ∈ B(R) f−1(B) ∈ Λ ).
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Рассмотрим множества

A = {s ∈ Ω: ψ(s) <∞}, A0 = {s ∈ Ω: ψ(s) = +∞},

которые, по лемме 2.3, измеримы. Далее рассмотрим раздельно два случая.
1-й случай. Пусть µA0 = 0. Определим множества Wn ⊂ Ω×X (n = 1, 2, . . .) равен-

ством
Wn = {(s, x) ∈ A×D : |f(s, x)| ≥ ψ(s)− 1/n} ∪ (A0 ×D).

Из измеримости функций f и ψ следует Wn ∈ Λ. Более того, из условия (C2) вытекает,
что ∀s ∈ Ω множество Wn(s) = {x ∈ X : (s, x) ∈ Wn} непусто и замкнуто в X. По теореме
измеримого выбора [12, с. 332] существует измеримая функция un : Ω → D такая, что
(s, un(s)) ∈ Wn для всех s ∈ Ω.

По построению, un ∈ L0(D) и∫
Ω

|f(s, un(s))| ds ≥
∫

Ω

(ψ(s)− 1/n) ds = I(D)− µΩ/n, n = 1, 2, . . .

Переходя в этом неравенстве к супремуму по всем n ∈ N, получаем неравенство

sup
u∈L0(D)

∫
Ω

|f(s, u(s))| ds ≥ I(D). (2.4)

2-й случай. Пусть µA0 > 0. В этом случае, очевидно

I(D) = +∞. (2.5)

Определим множества Zn ⊂ Ω×X (n = 1, 2, . . .) равенством

Zn = {(s, x) ∈ A0 ×D : |f(s, x)| ≥ n} ∪ (A×D).

В силу измеримости функций f и ψ имеем Zn ∈ Λ, a в силу условия (C2) ∀s ∈ Ω

множество Zn(s) = {x ∈ X : (s, x) ∈ Zn} непусто и замкнуто в X. По теореме измеримого
выбора существует измеримая функция vn : Ω → D такая, что (s, vn(s)) ∈ Zn для всех
s ∈ Ω.

По построению, vn ∈ L0(D) и∫
Ω

|f(s, vn(s))| ds ≥ n · µA0, n = 1, 2, . . .

Переходя в этом неравенстве к супремуму по n ∈ N, получаем

sup
u∈L0(D)

∫
Ω

|f(s, u(s))| ds = +∞,

что вместе с (2.5) доказывает (2.4).
Из (2.3) и (2.4) вытекает (2.2).

Следующее утверждение в несколько иной формулировке установлено И.В.Шрагиным
[4], [7], схема его доказательства заимствована из этих работ.

Утверждение 2.2. Если множество D ⊂ X замкнуто и выпукло, и F : C(D)→ R,
то F : Lc∞(D)→ R.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что утверждение неверно, то есть для неко-
торого u ∈ Lc∞(D) значение F (u) либо не определено, либо имеет одно из значений ±∞.
По лемме 2.1, функция f(·, u(·)) измерима, поэтому равенство

λ(E) =

∫
E

|f(s, u(s)| ds, E ∈ Σ,

корректно определяет меру λ : Σ→ [0,∞]. По нашему предположению

λ(Ω) =∞. (2.6)

Докажем существование s∗ ∈ Ω такого, что для любой открытой окрестности U точки
s∗ имеем λ(U) = ∞. Предположим противное. Для каждого s ∈ Ω выберем открытую
окрестность Us точки s такую, что λ(Us) < ∞. Из открытого покрытия {Us : s ∈ Ω}
компакта Ω извлечем конечное подпокрытие {Ut1 , . . . , Utk}. По свойству счетной полуад-
дитивности меры имеем λ(Ω) ≤

∑k
i=1 λ(Uti) <∞, что противоречит соотношению (2.6).

Обозначим через K замыкание множества u(Ω). Очевидно, что множество K ком-
пактно. Поэтому для любого натурального n существует конечное покрытие
σn = {Dk

n : k = 1, 2, . . . ,Mn} ⊂ X множества K замкнутыми шарами Dk
n диаметра,

меньшего чем 1/n.

Замыкание любого множества E ⊂ Ω будем обозначать символом E.

Через Vi обозначим открытый шар с центром в точке s∗ радиуса 1/i. В силу выбора
точки s∗ и по свойству счетной аддитивности меры

∑∞
i=1 λ(Vi \ V i+1) = λ(V1) = ∞.

Поэтому найдется такая подпоследовательность {in}, что для множеств En = Vin \ V in+1

имеет место
λ(En) > Mn, n = 1, 2, . . . (2.7)

Для каждого n ∈ N выберем согласно C -свойству Лузина такие компактные мно-
жества Ej

n ⊂ En, что µ(En \ Ej
n) → 0, когда j → ∞, и функции u|Ejn непрерывны.

В силу непрерывности меры λ e (2.7) найдутся такие j = j(n) ∈ N, что λ(E
j(n)
n ) > Mn,

n = 1, 2, . . . .

Далее, для каждого n ∈ N, из определения покрытий σn следует ∪Mn
k=1u

−1(Dk
n)∩Ej(n)

n ⊃
E
j(n)
n . Поэтому в силу полуаддитивности меры λ найдутся k(n) ∈ {1, 2, . . . ,Mn} такие,

что
λ(An) > 1, n = 1, 2, . . . , (2.8)

где An = u−1(D
k(n)
n ) ∩ Ej(n)

n .

Покажем, что множество A = {s∗}∪ (∪∞n=1An) замкнуто. Сначала заметим, что в силу
компактности множеств D

k(n)
n , E

j(n)
n и непрерывности функций u|

E
j(n)
n

множества An
компактны, значит, замкнуты. Далее, имеем

(∀p ∈ N) A = {s∗} ∪ (∪pn=1An) ∪
(
∪∞n=p+1An

)
= {s∗} ∪ (∪pn=1An) ∪

(
∪∞n=p+1An

)
⊂ A ∪

(
∪∞n=p+1An

)
⊂ A ∪ Vip+1 ⇒ A ⊂ A ∪

(
∩∞p=1Vip+1

)
= A ∪ {s∗} = A.

Таким образом, замкнутость множества A доказана.
Возьмем некоторые точки xn ∈ u(An). Поскольку множество K компактно, то, не

ограничивая общности, можно считать, что xn → x0 для некоторого x0 ∈ K. Определим
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функцию v : A→ K равенством

v(s) =

{
u(s), если s ∈ A \ {s∗}
x0, если s = s∗

.

Докажем, что функция v непрерывна.
Компакты An попарно не пересекаются, и для любого натурального n функция u|An

непрерывна. Поэтому функция v непрерывна в любой точке s ∈ A \ {s∗}.
Докажем непрерывность функции v в точке s∗. Зафиксируем произвольное ε > 0 и

выберем натуральное число m ≥ 1/ε такое, что для всех n > m выполняется неравенство

‖xn − x0‖ < ε. (2.9)

Рассмотрим открытую окрестность V = Vim точки s∗ и зафиксируем произвольную точку
s ∈ (V ∩ A) \ {s∗}. Ясно, что s ∈ An для некоторого n ≥ m. Поскольку v(s), xn ∈ Dk(n)

n

и diamD
k(n)
n < 1/n, имеем

‖v(s)− xn‖ < 1/n ≤ 1/m < ε. (2.10)

Из (2.9) и (2.10) следует

‖v(s)− v(s∗)‖ = ‖v(s)− x0‖ ≤ ‖v(s)− xn‖+ ‖xn − x0‖ < 2ε.

Непрерывность функции v в точке s∗, значит, и на всем множестве A доказана.
По следствию из теоремы Майкла о непрерывном выборе [12, с. 329] существует w ∈

C(D), такое что w|A = v. Тогда w|An = u|An (n = 1, 2, . . . ), и в силу (2.8)∫
Ω

|f(s, w(s))| ds ≥
∞∑
n=1

∫
An

|f(s, w(s))| ds =
∞∑
n=1

λ(An) =∞,

что противоречит условию F : C(D)→ R.

Утверждение 2.3. Если множество D ⊂ X замкнуто и выпукло, и F : C(D)→ R,
то для любого компакта K ⊂ D множество

M(K) = {|f(s, u(s))| : u ∈ L0(K)}

имеет равностепенно абсолютно непрерывные интегралы, то есть

(∀ε > 0) (∃δ > 0) (∀u ∈ L0(K)) : E ∈ Σ, µE < δ ⇒
∫
E

|f(s, u(s))| ds < ε.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Идея доказательства аналогична используемой при доказа-
тельстве признака Лебега равностепенной непрерывности в [13, с. 146-149]. Предположим,
что утверждение неверно. Тогда

(∃ε0 > 0) (∀δ > 0) (∃uδ ∈ L0(K)) (∃Eδ ∈ Σ) : µEδ < δ ∧
∫
Eδ

|f(s, uδ(s)) ds ≥ ε0. (2.11)

Построим рекурсивно последовательности положительных чисел δn, множеств En ∈ Σ и
функций un ∈ L∞(K), удовлетворяющие для n = 1, 2, . . . следующим условиям:
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1)
∫
En
|f(s, un(s))| ds ≥ ε0 ;

2) µEn < δn−1/2 (по определению, δ0 = 1 );
3) µE < δn ⇒

∫
E
|f(s, un(s))| ds < ε0/2.

В силу (2.11) существуют E1 ∈ Σ e u1 ∈ L0(K), удовлетворяющие условиям 1) и 2)
для n = 1. По утверждению 2.1,

∫
E
|f(s, u1(s))| ds < ∞, тогда по свойству абсолютной

непрерывности интеграла Лебега существует δ1 > 0, так что выполнено условие 3) для
n = 1.

Предположим, что существуют δn, En e un, удовлетворяющие условиям 1), 2), 3)
для n = 1, 2, . . . , k − 1. В силу (2.11) найдутся Ek ∈ Σ e uk ∈ L0(K), удовлетворяющие
условиям 1) и 2) для n = k. По утверждению 2.1,

∫
E
|f(s, uk(s))| ds < ∞, тогда по свой-

ству абсолютной непрерывности интеграла Лебега существует δk > 0, так что выполнено
условие 3) для n = k.

По принципу математической индукции, последовательности δn, En e un, удовлетво-
ряющие условиям 1), 2), 3) для всех натуральных n, существуют. Таким образом, эти
последовательности будем считать построенными.

Введем в рассмотрение множества

Gn =
∞⋃

k=n+1

En, An = En \Gn (n = 1, 2, . . .).

Ясно, что множества An попарно не пересекаются. Более того, δn < δn−1/2 (n = 1, 2, . . .),

так что по условию 2)

µGn ≤
∞∑

k=n+1

µEn <
∞∑
k=n

δk
2
< δn, n = 1, 2, . . .

Тогда из условий 1), 3) и полуаддитивности интеграла Лебега следует∫
An

|f(s, un(s))| ds ≥
∫
An

|f(s, un(s))| ds−
∫
Gn

|f(s, un(s))| ds ≥ ε0 −
ε0

2
=
ε0

2
. (2.12)

Определим функцию v : Ω → X равенством v =
∑∞

n=1 χAnun. Ясно, что v(Ω) ⊂ K,

так что v ∈ Lc∞(D), e в силу (2.12)∫
Ω

|f(s, v(s))| ds ≥
∞∑
n=1

∫
An

|f(s, v(s))| ds =
∞∑
n=1

∫
An

|f(s, un(s))| ds ≥
∞∑
n=1

ε0

2
=∞.

Итак, функционал F не действует из Lc∞(D) в R, что противоречит утверждению 2.2.

Следствие 2.1. Если множество K ⊂ X выпукло и компактно, и F : C(K) → R,
то

sup
u∈L0(K)

∫
Ω

|f(s, u(s))| ds <∞.

Утверждение 2.4. Если множество D ⊂ X замкнуто и выпукло, и F : C(D)→ R,
то

sup
u∈C(D)

|F (u)| = sup
u∈L0(D)

|F (u)| = I(D).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Неравенство supu∈C(D)|F (u)|≤ supu∈L0(D)|F (u)|≤ I(D) оче-
видно. Докажем обратное неравенство.

Зафиксируем произвольные u ∈ C(D) и ε > 0. Положим K = co(u(Ω) ∪ (−u)(Ω)).

Очевидно K ⊂ D, и по теореме Мазура множество K компактно. Найдем согласно утвер-
ждению 2.3 такое δ > 0, что

E ∈ Σ, µE < δ ⇒ sup
z∈L0(K)

∫
E

|f(s, z(s)| ds < ε. (2.13)

Определим множества E+, E− и функцию u1 : Ω→ X равенствами

E+ = {s ∈ Ω: f(s, u(s)) ≥ 0}, E− = {s ∈ Ω: f(s, u(s)) < 0}, u1 = χE+u− χE−u.

Очевидно, что u1(Ω) ⊂ K. По лемме 2.1, существует компакт A ⊂ Ω и функция u2 ∈
C(K), такие что µ(Ω \ A) < δ и u1|A = u2|A.

Согласно построению и (2.13)∫
Ω

|f(s, u(s)| ds = F (u1) = F (u2) +

∫
Ω\A

f(s, u1(s)) ds−
∫

Ω\A
f(s, u2(s)) ds ≤ F (u2) + 2ε.

В силу произвольности u ∈ C(D) и ε > 0 из этого неравенства вытекает

sup
u∈C(D)

∫
Ω

|f(s, u(s))| ds ≤ sup
u∈C(D)

|F (u)|. (2.14)

Пусть теперь v ∈ L0(D) произвольно. Согласно лемме 2.1, существует последова-
тельность функций vn ∈ C(D), сходящаяся по мере к v. По лемме 2.2, последова-
тельность неотрицательных функций wn(s) = |f(s, vn(s))| сходится по мере к функции
w(s) = |f(s, v(s))|. По теореме Фату∫

Ω

|f(s, v(s))| ds ≤ sup
n∈N

∫
Ω

wn(s) ds ≤ sup
u∈C(D)

∫
Ω

|f(s, u(s))| ds. (2.15)

Из (2.14), (2.15) и утверждения 2.1 следует

I(D) = sup
c∈L0(D)

∫
Ω

|f(s, v(s))| ≤ sup
u∈C(D)

|F (u)|.

Утверждение доказано.

3. Критерий действия и ограниченности нелинейного интегрального
функционала на пространстве непрерывных функций

Как и в предыдущем параграфе, объектом нашего исследования является функционал

F (u) =

∫
Ω

f(s, u(s)) ds,

порожденный функцией f : Ω×X → R, удовлетворяющей условиям Каратеодори (C1) и
(C2). Для замкнутых множеств D ⊂ X будем использовать обозначение

I(D) =

∫
D

sup
x∈D
|f(t, x)| dx.

Также введем обозначение для замкнутых шаров Br = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ r} (r > 0).
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Теорема 3.1. Для любого выпуклого компакта K ⊂ X имеют место следующие
утверждения:

1) [ F : C(K)→ R ] ⇔ [ F : L0(K)→ R ] ⇔ [ I(K) <∞ ] ;
2) Если F : C(K)→ R, то sup

u∈C(K)

|F (u)| = sup
u∈L0(K)

|F (u)| = I(K) <∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вытекает непосредственно из следствия 2.1 и утверж-
дения 2.4.

Теорема 3.2. Следующие условия a), b) и c) эквивалентны между собой:
a) F : C(X)→ R и ограничен;
b) F : L∞(X)→ R и ограничен;
c) ∀r > 0 имеет место I(Br) <∞.

Более того, если F : C(X)→ R и ограничен, то для любого r > 0

sup
u∈C(X), ‖u‖∞≤r

|F (u)| = sup
u∈L∞(X), ‖u‖∞≤r

|F (u)| = I(Br) <∞. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Свойство c)⇒ b)⇒ a) вытекает из очевидного неравенства

sup
u∈C(X), ‖u‖∞≤r

|F (u)| ≤ sup
u∈L∞(X), ‖u‖∞≤r

|F (u)| ≤ I(Br), r > 0.

Пусть выполнено условие a). Из утверждения 2.4, примененного к шарам D = Br,

вытекает соотношение (3.1), a из него следует справедливость условия c).

Из теорем 3.1 и 3.2 непосредственно вытекает следующий результат.

Следствие 3.1. Пусть X конечномерно и функционал F действует из C(X) в R.
Тогда этот функционал ограничен, более того, F : L∞(X)→ R, ограничен, и для любого
r > 0 имеет место соотношение (3.1).

Теоремы 3.1 и 3.2 дополняет следующая теорема.

Теорема 3.3. Если F : C(X) → R и ограничен, то для любой ограниченной после-
довательности {un} ⊂ L∞(X), сходящейся по мере к некоторому u ∈ L∞(X), имеет
место F (un)→ F (u).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u, un ∈ L∞(X) удовлетворяют условию теоремы. Вы-
берем r > 0 такое, что un(Ω) ⊂ Br при любом n ∈ N. Определим функции v, vn : Ω→ R
(n = 1, 2, . . .) равенствами v(s) = f(s, un(s)), vn(s) = f(s, un(s)).

По лемме 2.2, последовательность измеримых функций vn сходится по мере к функции
v. Более того,

|vn(s)| ≤ ψ(s), s ∈ Ω, n = 1, 2, . . . ,

где ψ(s) = supx∈Br |f(s, x)| есть интегрируемая функция, поскольку в силу теоремы 3.2∫
Ω
ψ(s) ds = I(Br) <∞.
По теореме Лебега, F (un)→ F (u).

Из теоремы 3.3 и леммы 2.1 непосредственно вытекает следующий результат.

Следствие 3.2. Множество F (C(X)) всюду плотно в F (L∞(X)).
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4. Линейный интегральный функционал в пространстве непрерывных
функций

В этом параграфе конкретизируем результаты предыдущего на случай линейного инте-
грального функционала. Приводящаяся ниже теорема обобщает утверждение из [2, с. 178–
181] об ограниченности и выражении для нормы линейного интегрального функционала
на пространстве C(R).

Если Y — некоторое банахово пространство, то значение линейного функционала
g : Y → R в точке y ∈ Y будем обозначать через g[y]. Сопряженное к Y банахово
пространство (пространство линейных ограниченных функционалов g : Y → R с есте-
ственной нормой) будем обозначать через Y ∗.

Пусть a : Ω→ X∗. Функционал H формально определим равенством

H[u] =

∫
Ω

a(s)[u(s)] ds. (4.1)

Если конечный интеграл в (4.1) существует для всех функций u : Ω → X из некоторо-
го линейного подпространства V пространства L0(X), то выражение (4.1) определяет
линейный функционал H : V → R.

Функция a : Ω→ X∗ называется ∗ -слабо измеримой [3, с. 41], если при любом x ∈ X
вещественная функция a(s)[x] измерима.

Ясно, что линейный функционал H есть частный случай функционала F вида (2.1) с
порождающей функцией f(s, x) = a(s)[x], причем если функция a(·) ∗ -слабо измерима,
то функция f удовлетворяет условиям (C1) и (C2).

Теорема 4.1. Следующие условия a), b) и c) эквиваленты между собой:
a) H ∈ (C(X))∗, то есть функционал H действует из C(X) в R и ограничен;
b) H ∈ (L∞(X))∗ ;

c) Функция a(·) ∗ -слабо измерима и ‖a‖1
def.
=
∫

Ω
‖a(s)‖X∗ ds <∞.

При выполнении любого из этих условий

‖H‖(C(X))∗ = ‖H‖(L∞(X))∗ = ‖a‖1. (4.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы вытекает непосредственно из теоре-
мы 3.2, с учетом следующих фактов:

1) Если H : C(X)→ R, то функция a(·) ∗ -слабо измерима;
2) ‖a(s)‖X∗ = supx∈B1

|a(s)[x]| ;
3) ‖H‖V ∗ = supu∈V, ‖u‖∞≤1 |H[u]|, где V = C(X) или V = L∞(X).

З а м е ч а н и е 4.1. Если пространство X∗ сепарабельно (это справедливо, в част-
ности, если сепарабельное банахово пространство X рефлексивно), то условие c) теоремы
4.1 эквивалентно следующему условию:

c)∗ функция a : Ω→ X∗ интегрируема по Бохнеру [3, с. 44–45].
Действительно, если X∗ сепарабельно, то по следствию 4 из [3, с. 42], ∗ -слабая изме-

римость функции a эквивалентна ее измеримости.

Следствие 4.1. Пусть X конечномерно, и функционал H действует из C(X) в R.
Тогда H ∈ (C(X))∗, H ∈ (L∞(X))∗ и имеет место равенство (4.2).
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Следствие 4.2. Если H ∈ (C(X))∗, то для любой ограниченной последовательности
{un} ⊂ L∞(X), сходящейся по мере к некоторому u ∈ L∞(X), имеет место сходимость
H[un]→ H[u].

Следствие 4.3. Если H ∈ (C(X))∗, то множество H(C(X)) является всюду плот-
ным в H(L∞(X)).
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lower semicontinuity in measure of the multivalued Nemytskii operator”, Nonlinear Analysis:
Theory, Methods & Applications, 30:2 (1997), 727–734.

[10] И.В. Шрагин, “Суперпозиционная измеримость многозначной функции при обобщенных
условиях Каратеодори”, Вестник Тамбовского университета. Серия Естественные и тех-
нические науки, 19:2 (2014), 476–478. [I. V. Shragin, “Superposition measurability under
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В данной работе предлагается концепция категорного подхода к исследованию диффе-
ренцирований в различных некоммутативных алгебрах, основанный на идее, предложен-
ной в [1, 2]. Ниже мы опишем сам метод и продемонстрируем на нескольких примерах,
как данный метод работает для различных вариантов дифференцирований в групповых
и некоторых других ассоциативных алгебрах.

Сама задача изучения дифференцирований связана с проблемой Джонсона о триви-
альности внешних дифференцирований в алгебре L1(G) (см. библиографию к [1]). При
изучении дифференцирований в алгебрах без топологической структуры дифференциаль-
ное исчисление Фокса возникло (см. [3] и другие работы Фокса) как важный инструмент
изучения теории узлов. Классические ассоциативные дифференцирования в таком алгеб-
раическом смысле начали изучать независимо, они нашли свои приложения например в
криптографии. Более подробно об истории исследований дифференцирований см. [4].

Важным мотивирующим примером является единая конструкция для классических
дифференцирований, порожденных ассоциативной структурой, и для дифференциального
исчисления в смысле Фокса.

Суть метода состоит в описании оператора дифференцирования как характера на
некоторой категории (чаще всего группоиде, связанном со структурой групповой алгеб-
ры). Конкретно, дифференцирования (т. е. линейный оператор, удовлетворяющий правилу
Лейбница d(uv) = d(u)v + ud(v) , либо его аналогу) отождествляются с характерами на
группоиде присоединенного действия. Под характером при этом подразумевается отобра-
жение χ : Hom (Γ) → C , которое удовлетворяет для пары компонируемых морфизмов
ψ, ϕ свойству

χ(ψ ◦ ϕ) = χ(ψ) + χ(ϕ).

В случае алгебр без оснащения топологической структурой, дифференцирования вза-
имно однозначно отождествляются с т. н. локально-финитными характерами на группоиде
присоединенного действия. При этом удобно работать с идеалом квазивнутренних диф-
ференцирований (неформально говоря, это дифференцирования, которые представимы в
виде бесконечной суммы внутренних) и возникающей фактор алгеброй всех дифферен-
цирований по квазивнутренним — квазивнешним дифференцированиям (эта конструкция
была предложена в [5]).

Структура алгебр внешних и квазивнешних дифференцирований зависит от строения
классов сопряженных элементов, от структур централизаторов. Эта связь ожидаема в
контексте результатов по описанию первых когомологий Хохшильда (см. [6] и работы [7,8],
в последних также изложена более подробная история вопроса). При описании структуры
возникают и другие инварианты группы, в частности изученный в свое время Столлингсом
инвариант — число концов группы.

Развитие предлагаемого подхода находит разные приложения: алгебры, порожденные
мальцевскими полугруппами, (σ, τ) -дифференцирования, дифференцирования над груп-
повыми алгебрами с коэффициентами в конечных полях (последний пример чрезвычайно
интересен с точки зрения приложений (см., например, [9])).

Если оснастить групповую алгебру структурой нормированного пространства, то за-
дача приводит к дифференцированиям со значениями в свободных бимодулях над C[G].

Примечательно, что в последнем случае удается получить достаточно общий результат о
тривиальности алгебры квазивнешних дифференцирований (подробнее см. в [10]).
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1. Группоид действия и линейные операторы

Пусть λ : G×G→ G — действие группы на себе. С его помощью определим группоид
действия Γλ. В качестве объектов возьмем элементы группы G , т. е. Obj(Γλ) := G. В ка-
честве морфизмов возьмем пары из множества G×G , т. е. Hom (Γλ) := G×G. Началом
морфизма φ = (m, g) положим объект s(φ) := m, а в качестве конца t(φ) := g(m). Иными
словами,

Hom (a, b) = {(a, g)| g(a) = b}.

Эндоморфизмами (иногда будем называть их «петлями») назовем морфизмы, у которых
совпадает начало и конец. Группа эндоморфизмов вокруг объекта m изоморфна стаби-
лизатору элемента m,

Hom (m,m) ∼= Stab(m).

Для пары морфизмов ϕ = (m, g1), ψ = (m′, g2) таких, что m′ = g1(m), определим
композицию ψ ◦ ϕ по формуле

ψ ◦ ϕ := (m, g2g1).

Ассоциативность композиции следует из ассоциативности умножения в группе. Ней-
тральный морфизм вокруг объекта m имеет вид (m, e), где e — нейтральный элемент в
группе G. Морфизм обратный к (m, a) имеет вид (a(m), a−1). Таким образом, Γλ дей-
ствительно является группоидом.

Для элемента u ∈ G будем обозначать через [u] множество элементов орбиты относи-
тельно действия λ. Множество орбит будем обозначать Gλ. Определим субгруппоид Γ[u]

следующим образом

Obj(Γ[u]) = [u], Hom (Γ[u]) = Hom (a, x), a ∈ [u], x ∈ G.

Группоид Γλ представим в виде несвязного объединения субгруппоидов Γ[u], т. е.

Γλ =
∐

[u]∈Gλ
Γ[u].

Зададим на группоиде Γλ пространство характеров, аналогичное изученному ранее в
работах [2, 5, 11]. Пусть имеем некоторое кольцо K. Тогда

О п р е д е л е н и е 1.1. Будем называть функцию χ : Hom (Γλ) → K характером,
если для любой пары компонируемых морфизмов φ, ψ выполняется

χ(ψ ◦ φ) = χ(ψ) + χ(φ). (1.1)

Формулу (1.1) удобно переписать в эквивалентном виде

χ(m, g2g1) = χ(m, g1) + χ(g1(m), g2). (1.2)

Нас будут интересовать в основном локально финитные характеры.

О п р е д е л е н и е 1.2. Назовем характер χ локально финитным, если для каждого
g ∈ G множество морфизмов ψ ∈ Hom (∗, g) таких, что χ(ψ) 6= 0, конечно. Пространство
локально финитных характеров со значениями в кольце K будем обозначать X(Γλ,K).

Если это не вызывает разночтений, то будем писать коротко X(Γ).
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Обычно мы будем работать со стандартными групповыми алгебрами C[G], т. е. фи-
нитными линейными комбинациями

∑
g∈G x(g)g, где x(·) : G → C. Однако, также у нас

будут встречаться и алгебры над другими кольцами. А именно, пусть K — кольцо, обозна-
чим через K[G] финитные линейные комбинации

∑
g∈G x(g)g, где функция x(·) : G→ K

со значениями в кольце K.

2. Характеры и порождаемые тождества

Пусть λ : G × G → G — свободное и транзитивное левое действие группы на себе.
Когда речь идет о фиксированном действии, будем для краткости писать λ(g, h) =: g(h).

Продолжим действие λ по линейности до действия λ : G × K[G] → K[G] на групповой
алгебре. А именно, если x(·) : G→ K — финитная функция, определим действие элемента
g по формуле

g

(∑
h∈G

x(h)h

)
:=
∑
h∈G

x(h)gh.

Рассмотрим семейство операторов, действующих в групповой алгебре K[G], порожда-
емое характерами на группоиде Γλ.

О п р е д е л е н и е 2.1. Обозначим через B(K[G], λ) пространство операторов, дей-
ствующих в K[G] таких, что для каждого α ∈ B(K[G], λ) выполнено

α(uv) = uα(v) + uv · v−1
(
u−1 · α(u)

)
. (2.1)

Для краткости будем писать B вместо B(K[G], λ).

Лемма 2.1. Пространство операторов B канонически изоморфно X(Γλ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оператор α лежит в B, если (и только если) тождество
(2.1) выполнено на всех образующих. Запишем оператор α для g ∈ G в виде

α(g) =
∑
h∈G

χ(h, g)gh. (2.2)

Тождество (2.1) для образующих g1,2 ∈ G дает следующее

α(g2g1) =
∑
h∈G

χ(h, g2g1)g2g1h = g2
∑
h∈G

(χ(h, g1)g1h+ g1χ(g1(h), g2)h) =

= g2α(g1) + g2g1
∑
h∈G

χ(h, g2)g
−1
1 (h) = g2α(g1) + g2g1g

−1
1 (g−12 α(g2)).

Здесь мы воспользовались «перенумерацией» элементов группы, использовав точность
действия: если g1(h) = m, то h = g−11 (m), а также транзитивностью, поставив знак
суммирования по всей группе.

Поскольку в выкладке все переходы эквивалентны, получаем, что из выполнения тож-
дества (2.1) следует, что для коэффициентов, определенных формулой (2.2), будет выпол-
няться свойство (1.2), а значит рассматриваемое отображение является характером.

Семейство операторов B обобщает понятия классического дифференцирования и диф-
ференциальное исчисление Фокса.
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Теорема 2.1.

• Если имеем действие левыми сдвигами tr−, то тождество (2.1) принимает вид

α(uv) = α(u) + uα(v).

• Если λ — действие сопряжениями, то тождество (2.1) определяет дифференци-
рования, т. е. задает правило Лейбница

α(uv) = uα(v) + vα(u).

Второе тождество — «классическое» правило Лейбница, определяющее «классическое»
дифференцирование. Первое же тождество α(u)+uα(v) — соответствует тождеству, кото-
рому удовлетворяют т. н. производные Фокса (Fox derivative), что следует из определения
в [12, с. 96].

Само понятие дифференцирования Фокса было введено в оригинальной работе Р. Фок-
сом (см. [3]). В дальнейшем дифференциальное исчисление Фокса применялось к различ-
ным задачам, в частности к теории узлов (см. [12]).

C учетом сказанного получаем

Следствие 2.1.

1. Пространство дифференцирований Фокса канонически изоморфно пространству
B(Z[G], tr−);

2. Пространство дифференцирований в C[G] канонически изоморфно пространству
B(C[G], λ), где λ — действие сопряжениями.

Отметим, что способ задания семейства операторов при помощи формулы (2.2) не
единственен. Например, можно рассмотреть операторы, задаваемые формулой

α(g) =
∑
h∈G

χ(h, g)h.

При этом рассуждения в духе леммы 2.1 будут приводить к другим индуктивным тожде-
ствам вида

α(uv) = f(α(u), v) + g(u, α(v)) (2.3)

для некоторых билинейных функций f, g. Одним из возникающих таким образом се-
мейств являются (σ, τ) -дифференцирования, которые будут рассмотрены ниже. Отме-
тим, что возникающие таким образом семейства операторов не обязаны быть алгебрами.
Тем не менее, при решении задачи их описания естественна следующая схема: рассмотре-
ние операторов, порождаемых тривиальными на петлях характерами, затем рассмотрение
фактор пространства по ним. Таким образом, возникает аналог понятия внешних и внут-
ренних дифференцирований, которые, конечно, не обязаны образовывать идеал (посколь-
ку операторы не образуют алгебру). Однако, как показывает предлагаемый ниже пример
дифференцирований со значениями в конечном кольце и дифференцирований в алгебре,
порождаемой мальцевской полугруппой, если соответствующее семейство операторов все
же образует алгебру, то операторы, порождаемые тривиальными на петлях характерами,
будут образовывать идеал.
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3. Описание алгебры дифференцирований

Далее мы сосредоточимся на изучении «классических» дифференцирований, т. е. удо-
влетворяющих правилу Лейбница. Зафиксируем обозначения.

О п р е д е л е н и е 3.1. Далее через Der(C[G]) мы будем обозначать алгебру линей-
ных операторов d : C[G]→ C[G], удовлетворяющих правилу Лейбница

d(uv) = d(u)v + ud(v),∀u, v ∈ C[G].

Далее мы будем работать группоидом, порождаемым действием группы на себе при
помощи сопряжений и обозначим его для краткости Γ.

Пусть d — дифференцирование. В силу линейности, для элемента групповой алгебры
u =

∑
g∈G

λgg найдутся коэффициенты dghg, h ∈ G такие, что справедлива формула

d(u) =
∑
g∈G

(∑
h∈G

dghλ
h

)
g. (3.1)

• Обозначим через X(Γ) пространство всех локально финитных характеров на груп-
поиде Γ.

• Подпространство в X(Γ) локально финитных характеров тривиальных на петлях
обозначим через X0(Γ), т. е.

X0(Γ) = {χ ∈ X(Γ)| ∀ϕ ∈ Hom (a, a) : χ(ϕ) = 0}.

• Через X(Γ[u]) и X0(Γ[u]) мы будем обозначать подпространства общего простран-
ства характеров, с носителями, локализованными в соответствующем субгруппоиде
suppχ ⊂ Γ[u].

О п р е д е л е н и е 3.2. Назовем дифференцирования, задаваемые формулой (3.1)
при помощи характеров из пространства X0(Γ), квазивнутренними дифференцировани-
ями QInnDer(C[G]).

Понятие квазивнутреннего дифференцирования было введено в [5] (раздел 3.3, и на-
званы слабыми дифференцированиями). Несложно убедиться, что всякое внутреннее диф-
ференцирование является квазивнутренним. Обратное — вообще говоря неверно. Соответ-
ствующим примером является свободная группа (см. пример в [2]) или группа Гейзенберга
и вообще нипльпотентные группы ранга 2 (см. [13]).

При этом квазивнутренние дифференцирования образуют идеал в алгебре Der(C[G]).

Теорема 3.1. [5, теорема 3.1] Пространство QInnDer(C[G]) квазивнутренних диф-
ференцирований образует идеал в алгебре всех дифференцирований.

Эта теорема делает корректным следующее определение.

О п р е д е л е н и е 3.3. Фактор алгебру

QOutDer(C[G]) := Der(C[G])/QInnDer(C[G])

назовем алгеброй квазивнешних дифференцирований.
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Через 〈〈H〉〉 для подгруппы H в группе G обозначим нормальное замыкание подгруп-
пы H. Чтобы определить гомоморфизм τ[u] : 〈〈Z(u)〉〉 → (C,+), заметим, что каждый
элемент h ∈ 〈〈Z(u)〉〉 имеет вид

h = t1z1t
−1
1 · · · · · tkzkt−1k ,

где ti ∈ G, zi ∈ Z(u). Зададим гомоморфизм следующим образом

τ[u](h) := τ ∗u(z1) + · · ·+ τ ∗u(zk).

О п р е д е л е н и е 3.4. Обозначим через Q([u]) пространство всех гомоморфизмов
τ[u] : 〈〈Z(u)〉〉 → (C,+).

Неформально говоря, пространство Q — это те гомоморфизмы на централизаторе,
которые порождают некоторый локально финитный характер. Разумеется, «порождают»
с точностью до характера тривиального на петлях. При этом далеко не каждый гомо-
морфизм централизатора породит некоторый локально финитный характер. К примеру, в
нильпотентных группах ранга 2 (см. [13, теорема 5]) никакой характер, нетривиальный на
петлях над бесконечным субгруппоидом, не может быть локально финитным. Наиболее
естественным примером такой группы является группа Гейзенберга.

Теорема 3.2. [14, Theorem 3.6] Для конечно порожденных групп G следующие про-
странства канонически изоморфны:

QOutDer(C[G]) ∼=
⊕

[u]∈GG
Q([u]).

Если, к тому же, e(G) = 1, то имеет место также канонический изоморфизм

OutDer(C[G]) ∼=
⊕

[u]∈GG
Q([u]).

Следствие 3.1. [14, Corollary 3.7] Для любой конечно порожденной группы справед-
лив канонический изоморфизм

OutDer(C[G]) ∼=
⊕

[u]∈GG

(
X(Γ[u])/X0(Γ[u])×X0(Γ[u])/X

loc
0 (Γ[u])

)
.

4. Обобщения для других алгебр

FC-группы и характеры со значениями в конечных кольцах

Для приложений представляет интерес случай групповых алгебр с коэффициентами в
конечных кольцах для конечных групп. На самом деле с точки зрения нашего подхода нет
разницы между конечными группами и группами, в которых все классы сопряженности
конечны (FC-группы, см. [15]). В частности, теорема 3.2 и следствие 3.1 приобретают
следующий вид.

Теорема 4.1. [11, теорема 3.2] Пусть G — конечно порожденная FC-группа, A —
унитальное коммутативное кольцо, тогда

Der(A[G]) ∼= Inn(A[G])⊕
⊕

[u]∈GG
Hom Ab(Z(u), A).
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Здесь (см. [11, определение 2.12]) Hom Ab — множество аддитивных гомоморфизмов
из централизатора Z(u) фиксированного элемента u ∈ G в кольцо A.

Если кольцо A конечно, имеет место следующее разложение

A ∼= Z
p
i1
1
⊕ ...⊕ Zpinn .

Если и группа G конечна, то фактор группа по коммутанту конечна и

G/[G,G] ∼= Z
q
j1
1
⊕ ...⊕ Zqjmm

есть примарное разложение группы G/[G,G].

Теорема 4.2. [11, теорема 4.3] Для конечной группы G и конечного кольца A все
дифференцирования Der(A[G]) будут внутренними (Der(A[G]) = Inn(A[G]) ), если и
только если {p1, ..., pn} ∩ {q1, ..., qm} = ∅.

В частности, для приложений интересны случаи групповых алгебр Z4[S3] и F2mD2n.

О важности данных результатов см. [9].
Таким образом, в случае FC -групп (в частности конечных) и групповых алгебр с ко-

эффициентами в конечных кольцах алгебра внешних дифференцирований вообще говоря
не тривиальна. При этом внутренние и квазивнутренние дифференцирования совпадают.

Мальцевские полугруппы

Другим примером использования нашей конструкции являются алгебры (с комплекс-
ными коэффициентами) над полугруппами. Возможность получения всеобъемлющих ре-
зультатов для произвольных полугрупп представляется нам малореальной, однако в [16]
для случая мальцевской полугруппы S получены следующие результаты.

Теорема 4.3. [16, теорема 2.2] Пространство QInnDer(S) квазивнутренних диф-
ференцирований образует идеал в алгебре Der(S).

Отметим, что здесь вместо группоида выступает категория (вкладываемая в группо-
ид группы, порождаемой полугруппой S ), и характеры определяются соответственным
образом на этой категории (см. [16, раздел 2.3]), как и квазивнутренние дифференциро-
вания понимаются как дифференцирования, задаваемые характерами, тривиальными на
эндоморфизмах.

Характерно, что алгебра дифференцирований такой полугрупповой алгебры вклады-
вается в алгебру дифференцирований соответствующей групповой алгебры ([16, теорема
2.3]).

Случай (σ, τ) -дифференцирований

Еще одним важным примером реализации предлагаемой нами категорной конструкции
являются т. н. (σ, τ) -дифференцирования.

Пусть A — ассоциативная алгебра над полем K и (σ, τ) — пара K -линейных эндо-
морфизмов A.

О п р е д е л е н и е 4.1. Будем называть (σ, τ) -дифференцированием все такие K -
линейные отображения D : A → A, что для всех a, b ∈ A справедливо (σ, τ) -обобщенное
тождество Лейбница

D(ab) = D(a)τ(b) + σ(a)D(b). (4.1)
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Отметим, что это правило — частный случай формулы (2.3).
Множество всех (σ, τ) -дифференцирований на A обозначим D(σ,τ)(A).

Линейное отображение D : C[G] → C[G] для каждого базисного элемента g ∈ G

может быть записано как
D(g) =

∑
h∈G

λhgh, λhg ∈ C.

Если D : C[G]→ C[G] — это (σ, τ) -дифференцирование, удовлетворяющее (σ, τ) -правилу
Лейбница (4.1), для любых g1, g2 ∈ G имеем

D(g2g1) = D(g2)τ(g1) + σ(g2)D(g1),

λhg2g1 = λhτ(g
−1
1 )

g2
+ λσ(g

−1
2 )h

g1
.

Теперь построим подходящий группоид (с характерами на нем мы и будем ассоцииро-
вать наши (σ, τ) -дифференцирования). Следующая конструкция была предложена в [17].

О п р е д е л е н и е 4.2. [17, с. 5] Определим

• Obj(Γ) = G

• Для объектов a, b ∈ Obj(Γ) морфизмами будет множество

Hom (a, b) =
{

(u, v) ∈ G×G |σ(v−1)u = a, uτ(v−1) = b
}

• Композицию морфизмов ϕ = (u1, v1) ∈ Hom (a, b) и ψ = (u2, v2) ∈ Hom (b, c)

определим как морфизм ϕ ◦ ψ ∈ Hom (a, c) такой, что

ϕ ◦ ψ = (u2τ(v1), v2v1).

Тогда справедливо описание через характеры (σ, τ) -дифференцирований групповой
алгебры. Рассмотрим отображение Ψ : D(σ,τ)(C[G]) → X(Γ), такое, что если D(g) =∑
h∈G

λhgh, то Ψ(D)(h, g) = λhg . Аналогично строится и обратное отображение Ψ−1,

Ψ−1(χ)(g) =
∑
h∈G

χ(h, g)h.

Теорема 4.4. [17, теорема 1] Пусть G — дискретная, конечно порожденная группа,
такая что σ, τ ∈ End(G). Тогда отображение Ψ : D(σ,τ)(C[G])→ X(Γ) — изоморфизм.

Аналогично вводится понятие квазивнутреннего дифференцирования.

О п р е д е л е н и е 4.3. [17, определение 6] Назовем (σ, τ) -дифференцирование D

квазивнутренним, если характер Ψ(D) тривиален на петлях.

К сожалению, сами (σ, τ) -дифференцирования алгебру в обычном смысле не образуют,
однако изучение квазивнутренних дифференцирований все равно достаточно полезно. К
примеру, имеет место следующее утверждение.

Назовем группу G — (σ, τ) -FC группой, если каждый (σ, τ) -класс сопряженности
[u]σ,τ конечен.
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Теорема 4.5. [17, теорема 4] Если G — конечно порожденная (σ, τ) -FC группа, и
σ, τ — эндоморфизмы группы G, то

D(σ,τ)
∼=
⊕
[a](σ,τ)

Z∗(σ,τ)(a)
⊕

Inn(Γ).

Здесь Z∗(σ,τ)(a) — пространство групповых характеров (σ, τ) -централизатора Z(σ,τ)(a).

В частности, справедливо следующее следствие, которое отнюдь не является самооче-
видным для (σ, τ) -дифференцирований.

Следствие 4.1. [17, следствие 5] Если G — конечная группа и σ, τ ∈ End(G), то
все (σ, τ) -дифференцирования являются внутренними.

В завершение отметим, что предлагаемый подход также может быть применен для опи-
сания дифференцирований и других операторных пространств, удовлетворяющих индук-
тивным тождествам. Более того, по всей видимости пространство характеров на каждой
категории отвечает такому пространству над некоторой алгеброй. Установление подобной
двойственности между пространствами характеров категорий и операторных пространств
не только представляет самостоятельный интерес, но и даст возможность посмотреть на
пространства характеров как на некоторый аналог сопряженного пространства.
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Аннотация. Рассматривается дифференциальное уравнение с запаздыванием

ẋ(t) = f
(
t, x(h(t))

)
, t ≥ 0, x(s) = ϕ(s), s < 0,

относительно неизвестной функции x, абсолютно непрерывной на каждом конечном от-
резке. Предполагается, что функция f : R+×R→ R суперпозиционно измерима, функции
ϕ : (−∞, 0)→ R, h : R+ → R измеримы и при п. в. t ≥ 0 выполнено h(t) ≤ t. Если имеет
место более обременительное неравенство h(t) ≤ t − τ при некотором τ > 0, то зада-
ча Коши для этого уравнения однозначно разрешима и любое решение продолжаемо на
всю полуось R+. В то же время задача Коши для соответствующего дифференциального
уравнения

ẋ(t) = f
(
t, x(t)

)
, t ≥ 0,

как известно, может иметь беcконечно много решений, а максимальный интервал суще-
ствования решений может быть конечным. В статье рассмотрен вопрос, какими из пе-
речисленных свойств обладает уравнение с запаздыванием (единственность решения или
бесконечность множества решений, бесконечность или конечность максимального интер-
вала существования решений), если функция h имеет всего лишь одну «критическую»
точку t0 ≥ 0 — точку, для которой мера множества

{
t ∈ (t0− ε, t0 + ε)∩R+ : h(t) > t− ε

}
является положительной при любом ε > 0. Оказывается, что при такой функции запаз-
дывания свойства решений близки свойствам решений обыкновенного дифференциального
уравнения. Кроме того, рассмотрена задача о зависимости решений уравнения с запазды-
ванием от функции h.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение с запаздыванием, задача Коши, зави-
симость решения от функции запаздывания
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Abstract. We consider the differential equation with delay

ẋ(t) = f
(
t, x(h(t))

)
, t ≥ 0, x(s) = ϕ(s), s < 0,

with respect to an unknown function x absolutely continuous on every finite interval. It is
assumed that the function f : R+ × R → R is superpositionally measurable, the functions
ϕ : (−∞, 0) → R, h : R+ → R are measurable, and h(t) ≤ t for a. e. t ≥ 0. If the more
burdensome inequality h(t) ≤ t − τ holds for some τ > 0, then the Cauchy problem for this
equation is uniquely solvable and any solution can be extended to the semiaxis R+. At the
same time, the Cauchy problem for the corresponding differential equation

ẋ(t) = f
(
t, x(t)

)
, t ≥ 0,

may have infinitely many solutions, and the maximum interval of existence of solutions may
be finite. In the article, we investigate which of the listed properties a delay equation possesses
(i.e. has a unique solution or infinitely many solutions, has finite or infinite maximum interval
of existence of solutions), if the function h has only one «critical» point t0 ≥ 0, a point for
which the measure of the set

{
t ∈ (t0 − ε, t0 + ε) ∩ R+ : h(t) > t − ε

}
is positive for any

ε > 0. It turns out that for such a delay function, the properties of solutions are close to those
of solutions of an ordinary differential equation. In addition, we consider the problem of the
dependence of solutions of a delay equation on the function h.

Keywords: differential equation with delay, Cauchy problem, dependence of a solution on a
delay function
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Введение

Статья посвящена проблеме зависимости свойств множества решений уравнения с за-
паздывающим аргументом h(t), выявлению эффектов, возникающих при сходимости h(t)

к функции, хотя бы в одной точке не имеющей запаздывания, т. е. совпадающей с t.

Вопросам непрерывной зависимости решений дифференциальных и функционально-
дифференциальных уравнений от параметров посвящена многочисленная литература
(см. монографии [1, § 4.1,§ 9.4], [2, § 1.5], [3, гл. 189], статьи [4,5] и библиографические спис-
ки данных работ). Многие из этих исследований используют методы анализа, в частности,
результаты о неподвижных точках (см. [6–8]), точках совпадения (см. [9, 10]), и возмуще-
ниях (см. [11–14]) регулярных отображений нормированных, метрических или частично
упорядоченных пространств. Но такие исследования почти не затрагивают ситуации скач-
кообразного изменения решений и их важнейших свойств. «Импульсные» перестройки
структуры множеств решений возможны, например, для уравнений с запаздывающим ар-
гументом в случае, когда запаздывание t−h(t) стремится к нулю, а уравнение превраща-
ется, соответственно, в обыкновенное дифференциальное уравнение. В частности, задача
Коши для уравнения с положительным запаздыванием однозначно разрешима, и ее ре-
шение продолжаемо на всю полуось R+, а задача Коши для предельного обыкновенного
дифференциального уравнения может иметь бесконечное множество решений, и макси-
мальный интервал существования решений может быть конечным. В данной статье пока-
зано, что такое же скачкообразное изменение решений возможно и в случае, если функция
положительного запаздывания стремится к функции запаздывания, положительной везде,
кроме лишь одной точки (называемой в статье «критической»).

Отметим, что вопросы скачкообразного изменения решений относятся к предмету тео-
рии катастроф и теории особенностей (см. [15]), однако, большинство работ в этих обла-
стях математики более сосредоточены на вопросах перестройки решений обыкновенных
дифференциальных уравнений (см. [16–18]) и, как правило, не рассматривают измене-
ния, возникающие в множестве решений функционально-дифференциальных уравнений.
А вопросы кардинальной перестройки множества решений при стремлении запаздыва-
ния к нулю и превращении соответствующего уравнения с отклоняющимся аргументом в
обыкновенное дифференциальное уравнение, насколько известно авторам данной статьи,
в литературе не исследовались.

Основная часть предлагаемой статьи содержит три раздела. В первом рассматрива-
ется задача Коши для дифференциального уравнения с положительным запаздыванием.
Здесь показано, что при самых общих предположениях на функции, порождающие такое
уравнение, задача Коши однозначно разрешима, и ее решение неограничено продолжаемо.
Во втором разделе демонстрируются примеры дифференциальных уравнений, функция
запаздывания которых содержит одну критическую точку t0 > 0, и при этом множе-
ство решений задачи Коши бесконечно, а среди решений есть непродолжаемые на всю
полуось R+. Таким образом, если функция положительного запаздывания сходится к
функции, имеющей хотя бы одну критическую точку, то множество решений соответству-
ющих уравнений при таком предельном переходе испытывает скачкообразные изменения.
В третьем разделе показывается, что даже в случае скачкообразного изменения структу-
ры множества решений при изменении запаздывания можно выделить конечный отрезок
положительной длины в области определения решений, на котором решение непрерывно
зависит от запаздывания.
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1. Дифференциальное уравнение с положительным запаздыванием

Меру Лебега на прямой R будем называть мерой и будем обозначать ее символом mes.
Обозначим через L[0,T ], AC[0,T ] и C[0,T ] банаховы пространства, соответственно, суммиру-
емых, абсолютно непрерывных и непрерывных на [0, T ] ⊂ R+ (T <∞ ) функций. Нормы
в этих пространствах определяются формулами

‖x‖L =

∫ T

0

|x(s)| ds, ‖x‖AC = |x(0)|+ ‖ẋ‖L, ‖x‖C = max
t∈[0,T ]

|x(t)|.

В работе рассматривается дифференциальное уравнение с запаздывающим аргументом

ẋ(t) = f
(
t, x(h(t)

)
, t ≥ 0, x(s) = ϕ(s), s < 0, (1.1)

в котором «функция предыстории» ϕ : (−∞, 0)→ R измерима и существенно ограничена,
функция h : R+ → R измерима и при п.в. t ∈ R+ удовлетворяет неравенству h(t) ≤ t,

функция f : R+×R→ R суперпозиционно измерима (например, удовлетворяет условиям
Каратеодори или их обобщениям, см. [19, 20]), то есть для любой измеримой функции
u : R+ → R композиция f(·, u(·)) : R+ → R также измерима. Кроме того, предполагается,
что для любого r > 0 и любых u ∈ [−r, r] функция f̂r : R+ → R,

f̂r(t) = sup
u∈[−r,r]

∣∣f(t, u)
∣∣, t ∈ R+, (1.2)

является суммируемой на каждом конечном отрезке, принадлежащим R+ (заметим, что
измеримость функции f̂r : R+ → R следует из [21, следствие 1.5.9]).

Запишем уравнение (1.1) в виде

ẋ(t) = f
(
t, (Shx)(t)

)
, t ≥ 0, где (Shx)(s) =

{
x(h(s)), если h(s) ≥ 0,

ϕ(h(s)), если h(s) < 0.
(1.3)

Представление уравнения (1.1) в виде (1.3) позволяет дать следующее определение его
решения (см. [1, § 1.1]).

Пусть T > 0. Решением уравнения (1.1), определенным на [0, T ], называем абсолютно
непрерывную на этом отрезке функцию, удовлетворяющую (1.3) при п. в. t ∈ [0, T ], а ре-
шением, определенным на [0, T ) или [0,∞) называем функцию, абсолютно непрерывную
на каждом конечном отрезке, принадлежащем этому интервалу, и удовлетворяющую (1.3)
при п. в. t ∈ [0, T ), соответственно, при п. в. t ∈ [0,∞). В случае T <∞ решение называ-
ем локальным. Если решение xJ1 определено на множестве J1, решение xJ2 определено
на J2 и имеют место соотношения

J1 ⊂ J2 и xJ1(t) = xJ2(t) при t ∈ J1,

то xJ2 называется продолжением решения xJ1 , а xJ1 — частью решения xJ2 . Решение
xJ , определенное на некотором множестве J, называется максимально продолженным,
если оно не является частью никакого другого решения. В этом случае множество J

называется максимальным интервалом существования данного решения.
Определение решения как элемента пространства абсолютно непрерывных функций

со значениями в R, а не в бесконечномерном банаховом пространстве, предложенное
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Н.В. Азбелевым более 50 лет назад (см. [1, § 1.1]), позволило распространить на уравне-
ния с отклоняющимся аргументом фундаментальные результаты о представлении общего
решения, о краевых задачах, задачах управления и вариационных задачах, известные
для обыкновенных дифференциальных уравнений (см. [2–4]). Это определение не требует
«непрерывной стыковки» решения и начальной функции, т. е. возможно x(0) 6= ϕ(0), бо-
лее того, в этом и следующем параграфе статьи непрерывность функции ϕ не требуется,
предполагается лишь ее измеримость. Но, безусловно, случай непрерывной функции ϕ

и непрерывное ее продолжение решением не отвергается принятым нами определением
решения, эта ситуация соответствует задаче Коши с начальным условием x(0) = ϕ(0).

Такая задача будет рассмотрена в разделе 3. статьи, где будет исследоваться зависимость
решения этой задачи от изменения функции запаздывания.

Вначале рассмотрим частный случай уравнения (1.1) — дифференциальное уравнение
с постоянным запаздыванием τ > 0. Такое уравнение имеет вид

ẋ(t) = f
(
t, x(t− τ)

)
, t ≥ 0, x(s) = ϕ(s), s < 0. (1.4)

Вполне очевидно, что любое решение уравнения (1.4) может быть неограничено продол-
жено, точнее, имеет место следующее утверждение.

Теорема 1.1. Задача Коши для уравнения (1.4) с начальным условием

x(0) = α (1.5)

при любом α ∈ R имеет единственное определенное на всей полуоси R+ решение x(·),
и любое локальное решение является частью этого решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение задачи (1.4), (1.5) может быть получено на каждом
из интервалов (iτ, (i + 1)τ ], i = 0, 1, . . . , в виде функции x(t) = ui(t), t ∈ (iτ, (i + 1)τ ],

определяемой рекуррентными формулами

u0(t) = α +

∫ t

0

f
(
s, ϕ(s− τ)

)
ds при t ∈ (0, τ ];

u1(t) = u0(τ) +

∫ t

τ

f
(
s, u0(s− τ)

)
ds при t ∈ (τ, 2τ ];

ui(t) = ui−1(iτ) +

∫ t

iτ

f
(
s, ui−1(s− τ)

)
ds при t ∈ (iτ, (i+ 1)τ ], i = 1, 2, . . . .

В первой из этих формул, в силу суммируемости на отрезке [0, τ ] при любом r функции f̂r
и существенной ограниченности на этом отрезке функции s 7→ ϕ(s− τ), подынтегральная
функция s 7→ f

(
s, ϕ(s−τ)

)
суммируема. Следовательно, функция u0(·) абсолютно непре-

рывна. Далее, во второй из этих формул, в силу суммируемости на отрезке [τ, 2τ ] функции
f̂r и ограниченности на этом отрезке непрерывной функции s 7→ u0(s−τ), подынтеграль-
ная функция s 7→ f

(
s, u0(s− τ)

)
суммируема. Следовательно, функция u1(·) абсолютно

непрерывна. Таким образом доказывается, что при всех i = 0, 1, . . . функция ui(·) аб-
солютно непрерывна. Итак, существование определенного на всей полуоси R+ решения
задачи (1.4), (1.5) установлено.

Предположим, что существует некоторое локальное решение x̃(·), отличное на его
области определения от решения x(·). Определим множество

E =
{
t : x̃(t) 6= x(t)

}
⊂ R+
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и найдем наименьший из номеров i таких, что мера множества E ∩ (iτ, (i + 1)τ ] по-
ложительна. Тогда на интервале ((i − 1)τ, iτ ] значения функций x̃(t), x(t) совпадают,
x̃(t) = x(t) = ui−1(t). Остается заметить, что в силу уравнения (1.4) его решение на
(iτ, (i+ 1)τ ] однозначно определяется по «предыстории» — функции ui−1.

Утверждение теоремы 1.1 без труда переносится на более общее уравнение (1.1) с за-
паздывающим аргументом.

Теорема 1.2. Пусть для любого T > 0 существует τ > 0 такое, что при п. в.
t ∈ [0, T ] выполнено неравенство h(t) ≤ t − τ. Тогда задача Коши для уравнения (1.1) с
начальным условием (1.5) при любом α ∈ R имеет единственное определенное на всей
полуоси R+ решение x(·), и любое локальное решение является частью этого решения.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1.1.

2. Уравнение с запаздыванием, имеющим критическую точку

Для измеримой функции h : R+ → R, определяющей отклонение аргумента в урав-
нении (1.1), теперь будем предполагать, что при п. в. t ∈ R+ выполнено неравенство
h(t) ≤ t.

Точку t0 ≥ 0 будем называть левой критической для функции h, если мера множе-
ства

{
t ∈ (t0 − ε, t0) : h(t) > t − ε

}
является положительной при любом ε > 0, и правой

критической для функции h, если мера множества
{
t ∈ (t0, t0 + ε) : h(t) > t − ε

}
яв-

ляется положительной при любом ε > 0. Очевидно, что для левой критической точки t0
выполнено строгое неравенство t0 > 0. Точку t0 ≥ 0 называем критической для функции
h, если она является левой или правой или одновременно и левой, и правой критической.

Следующие две теоремы показывают, что в левой критической точке может «закон-
читься» максимальный интервал существования решения, а правая точка может стать
«точкой рождения» бесконечного множества продолжений локального решения.

Теорема 2.1. Пусть в уравнении (1.1) функция запаздывания h имеет одну кри-
тическую точку t0 > 0, являющуюся левой критической точкой. Тогда на интервале
[0, t0) задача Коши (1.1), (1.5) имеет единственное решение x(·), и любое другое локаль-
ное решение совпадает с решением x(·) на пересечении их областей определения. Кроме
того, имеет место следующая альтернатива: либо для сужения решения x(·) на про-
извольный отрезок [0, T ], T < t0 выполнено limT→t0−0 ‖x(·)‖AC[0,T ]

=∞, и в этом случае
максимальным интервалом определения решений задачи (1.1), (1.5) является интервал
[0, t0), либо limT→t0−0 ‖x(·)‖AC[0,T ]

< ∞, и тогда решение x(·) продолжаемо единствен-
ным образом на всю полуось R+.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что при произвольном T ∈ (0, t0) существует та-
кое τ = τ(T ) > 0, что h(t) ≤ t− τ при п. в. t ∈ [0, T ]. Предположим, что требуемое число
τ = τ(T ) > 0 не существует. Тогда при любом натуральном i для τi = i−1 на некото-
ром множестве Ei ⊂ [0, T ] положительной меры выполнено h(t) > t − τi. Множества Ei
упорядочены по вложению, т. е. Ei+1 ⊂ Ei. Теперь определим множество

Ei =
{
t ∈ [0, T ] : ∀δ > 0 mes

(
[t, t+ δ] ∩ Ei

)
> 0
}
, i = 1, 2, . . . ,

которое не пусто, поскольку mesEi > 0. Положим θi = inf Ei, i = 1, 2, . . . . Так как мно-
жества Ei упорядочены по вложению, определенная таким образом последовательность



ОДУ И УРАВНЕНИЯ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ: ОБЩИЕ СВОЙСТВА И ОСОБЕННОСТИ 143

{θi} возрастает и ограничена, и поэтому сходится к некоторому θ ∈ [0, T ]. Для любого
δ > 0 существует натуральное I такое, что θi ∈ [θ− δ, θ] при всех i > I. Следовательно,

[θi, θi + δ] ⊂ [θ − δ, θ + δ], mes
(
[θ − δ, θ + δ] ∩ Ei

)
> 0 при всех i > I.

Полученное неравенство означает, что точка θ критическая, но по условию теоремы в
отрезке [0, T ] нет критических точек.

Итак, для произвольного T ∈ (0, t0) при п. в. t ∈ [0, T ] выполнено h(t) ≤ t − τ, где
τ > 0. Это неравенство, согласно теореме 1.2, гарантирует, что на интервале [0, t0) задача
Коши (1.1), (1.5) имеет единственное решение xt0(·), и любое другое локальное решение
совпадает с решением xt0(·) на пересечении их областей определения.

Функция (0, t0) 3 T 7→ ‖xt0(·)‖AC[0,T ]
возрастает. Возможны две ситуации: либо эта

функция ограничена, либо limT→t0−0 ‖xt0(·)‖AC[0,T ]
= ∞. В первой ситуации существует

конечный limT→t0−0 ‖xt0(·)‖AC[0,T ]
, и поэтому существует x̃ = limt→t0−0 xt0(t) < ∞. Опре-

делим функцию

ϕ̃ : (−∞, t0)→ R, ϕ̃(s) =

{
ϕ(s) при s ∈ (−∞, 0),

xt0(s) при s ∈ [0, t0),
(2.1)

и рассмотрим задачу

ẋ(t) = f
(
t, x(h(t))

)
, t ≥ t0; x(s) = ϕ̃(s), s < t0; x(0) = x̃. (2.2)

На множестве [t0,∞) у функции h нет критических точек. Повторив приведенные выше
рассуждения, получим, что для любого T > t0 существует τ = τ(T ) > 0 такое, что при
п. в. t ∈ [t0, T ] выполнено неравенство h(t) ≤ t− τ. Согласно теореме 1.2 на всем [t0,∞)

задача Коши (2.2) имеет единственное решение x(·), и любое другое локальное решение
этой задачи совпадает с решением x(·) на пересечении их областей определения.

Для завершения доказательства остается заметить, что искомым единственным мак-
симально определенным решением исходной задачи (1.1), (1.5) является функция со зна-
чениями xt0(t) при t ∈ [0, t0) и x(t) при t ∈ [t0,∞).

Теорема 2.2. Пусть в уравнении (1.1) функция запаздывания h имеет одну крити-
ческую точку t0 ≥ 0, являющуюся правой критической точкой. Тогда на отрезке [0, t0]

(если t0 = 0, отрезок вырождается в одноточечное множество) задача Коши (1.1), (1.5)
имеет единственное решение x(·), и любое другое локальное решение совпадает с реше-
нием x(·) на пересечении их областей определения. Кроме того, если для некоторого
δ > 0 при п. в. t ∈ [t0, t0 + δ] функция f(t, ·) непрерывна, то любое локальное решение
уравнения (1.1), включая решение x(·), продолжаемо на всю полуось R+ и имеет место
следующая альтернатива: либо это продолжение единственно, либо решений, определен-
ных на полуоси бесконечно много, но при этом для произвольного σ > 0 любое решение,
определенное на интервале [0, t0 + σ), имеет единственное продолжение на R+.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы о решении на отрезке [0, t0] триви-
ально, если t0 = 0. Рассмотрим ситуацию t0 > 0.

Так как сужение функции h на отрезок [0, t0] не имеет критических точек, как пока-
зано при доказательстве теоремы 2.2, существует τ > 0 такое, что h(t) ≤ t− τ при п. в.
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t ∈ [0, t0]. В силу этого неравенства на [0, t0] существует локальное решение xt0 , причем
это решение определяется равенством

xt0(t) = ui0+1(t),

где i0 — целая часть действительного числа t0/τ, а значения ui0+1(t), вычисляются по
формулам:

u0(t) = ϕ(t) при t < 0;

u1(t) =

{
u0(t) при t < 0,

α +
∫ t

0
f
(
s, u0(h(s))

)
ds при t ∈ [0, τ ];

ui(t) =

{
ui−1(t) при t ≤ (i− 1)τ,

ui−1((i− 1)τ) +
∫ t

(i−1)τ
f
(
s, ui−1(h(s))

)
ds при t ∈ ((i− 1)τ, iτ ],

i = 2, . . . , i0;

ui0+1(t) =

{
ui0(t) при t ≤ i0τ,

ui0(i0τ) +
∫ t
i0τ
f
(
s, ui0(h(s))

)
ds при t ∈ (i0τ, t0].

Для доказательства продолжаемости локального решения xt0 рассмотрим задачу (2.2)
с функцией «предыстории» (2.1), а начальное значение положим равным x̃ = xt0(t0).

Запишем эту задачу в виде эквивалентного интегрального уравнения

x(t) = x̃+

∫ t

t0

f
(
s, (Shx)(s)

)
ds, t ≥ t0; где (Shx)(s) =

{
x(h(s)), если h(s) ≥ t0,

ϕ̃(h(s)), если h(s) < t0.
(2.3)

Зададим
r = 1 + max

{
max
t∈[0,t0]

|x(t)|, vrai sup
s∈(−∞,0)

|ϕ(s)|
}

и для определенной формулой (1.2) функции f̂r : R+ → R найдем такое ∆ > 0, что∫ t0+∆

t0

f̂r(t) dt ≤ 1.

Рассмотрим действующий в пространстве C[t0,t0+∆] непрерывных на отрезке [t0, t0 +∆]

функций интегральный оператор (Fx)(t) = x̃ +
∫ t
t0
f
(
s, (Shx)(s)

)
ds. Так как функция f

удовлетворяет условиям Каратеодори и ее мажоранта — функция f̂r суммируема, опе-
ратор F : C[t0,t0+∆] → C[t0,t0+∆] непрерывен. Шар BC(0, r) с центром в нулевой функ-
ции радиуса r отображается этим оператором в себя. Кроме того, для любой функции
x ∈ BC(0, r) и любых t1, t2 ∈ [t0, t0 + ∆] выполнено

∣∣(Fx)(t2)− (Fx)(t1)
∣∣ =

∣∣ ∫ t2

t1

f
(
s, (Shx)(s)

)
ds
∣∣ ≤ ∫ t2

t1

f̂r(s) ds,

поэтому множество F
(
BC(0, r)

)
является равностепенно непрерывным, следовательно,

компактным. Согласно теореме Шаудера, оператор F имеет в шаре BC(0, r) неподвиж-
ную точку, обозначим ее x̃∆. Полученная непрерывная функция x̃∆ является решением
уравнения (2.3), следовательно, эта функция абсолютно непрерывна, и эта функция есть
локальное решение задачи (2.2), определенное на [t0, t0 + ∆]. Соответственно, решением
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исходной задачи (1.1), (1.5) является функция xt0+∆ со значениями xt0(t) при t ∈ [0, t0)

и x̃∆(t) при t ∈ [t0, t0 + ∆].

Для нахождения продолжения этого решения надо рассмотреть дифференциальное
уравнение на интервале [t0 + ∆,∞), соответствующее уравнению (1.1), с функцией «пре-
дыстории»

ϕ̃ : (−∞, t0 + ∆)→ R, ϕ̃(s) =

{
ϕ(s) при s ∈ (−∞, 0),

xt0+∆(s) при s ∈ [0, t0 + ∆].

На множестве [t0 +∆,∞) у функции h нет критических точек. Поэтому, рассуждениями,
примененными при доказательстве теоремы 2.1, устанавливается, что для любого значения
T > t0 + ∆ существует τ > 0 такое, что при п. в. t ∈ [t0 + ∆, T ] выполнено неравенство
h(t) ≤ t− τ. Согласно теореме 1.2 на всем [t0 +∆,∞) задача Коши для рассматриваемого
уравнения имеет единственное решение x(·), и любое другое локальное решение этой
задачи совпадает с решением x(·) на пересечении их областей определения.

Если продолжение решения xt0 на множество [0, t0 + ∆] единственно (в том смысле,
что любое локальное решение совпадает с xt0 на пересечении областей определения этих
решений), то и построенное определенное на R+ решение также единственно. Утвержде-
ние теоремы в этом случае выполнено.

Предположим теперь, что существует локальное решение u(·), отличающееся на неко-
тором множестве от решения x(·). Тогда значения этих функций должны отличаться на
множестве [t0, t0 + δ] при любом δ > 0 (если на этом множестве решения совпадают,
то вследствие отсутствия критических точек, больших чем t0 + δ, решения совпадут и
на всем пересечении их областей определения). Согласно [22, предложение 6] множество
сужений на [t0, t0 + δ] решений интегрального уравнения (2.3) при достаточно малых зна-
чениях δ > 0 есть связное подмножество пространства C[t0,t0+δ] непрерывных на [t0, t0+δ]

функций. Поэтому, кроме решений x(·) и u(·), задача имеет еще бесконечное множество
решений, и каждое из них имеет единственное продолжение на [t0,∞).

Для иллюстрации теорем 2.1, 2.2 приведем примеры дифференциальных уравнений
вида (1.1), функция запаздывания которых имеет лишь одну критическую точку t0, и
если она левая (в примере 2.1), среди решений задачи Коши есть непродолжаемые на всю
полуось R+, а если правая (в примере 2.2), множество решений задачи Коши бесконеч-
но. Примеры также демонстрируют, что изменения начального условия либо параметров
уравнения могут привести к тому, что соответствующие задачи Коши становятся одно-
значно разрешимыми на всей полуоси, несмотря на то, что функция запаздывающего
аргумента остается неизменной (конечно, как и ее критическая точка).

П р и м е р 2.1. Пусть функция h : R+ → R задана формулой

h(t) =

{
2t− 1 при t ∈ [0, 1],

t− 1 при t ∈ (1,∞).

Эта функция имеет левую критическую точку t0 = 1.

Рассмотрим уравнение

ẋ(t) =
3
√

16

3

(
x(h(t))

)4
, t ≥ 0; x(s) =

1
3
√

1− s
, s < 0, (2.4)
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с начальным условием
x(0) = 1.

Несложно проверить, что решением этой задачи Коши является функция

x(t) =
1

3
√

1− t
, t ∈ [0, 1).

Иных решений у рассматриваемой задачи нет. Интервал [0, 1) есть максимальный интер-
вал определения этого решения.

Отметим, что для рассматриваемого уравнения (2.4) решение задачи Коши с любым
начальным условием

x(0) = α

имеет такой же максимальный интервал определения. При таком начальном условии ре-
шением является функция

x(t) = α− 1 +
1

3
√

1− t
, t ∈ [0, 1).

Теперь изменим в уравнении (2.4) функцию предыстории на нулевую, т. е. будем по-
лагать x(s) = 0 при s < 0. В таком случае решение задачи Коши с любым начальным
условием x(0) = α единственно, продолжаемо на всю полуось R+ и определяется соот-
ношением x(t) = ui(t), t ∈ (iτ, (i+ 1)τ ], где

u0(t) = α при t ∈ (0, 1];

u1(t) = α +
3
√

16

3
α4(t− 1) при t ∈ (1, 2];

ui(t) = ui−1(i) +
3
√

16

3

∫ t

i

(
ui−1(s− 1)

)4
ds при t ∈ (i, i+ 1], i = 2, 3, . . . .

П р и м е р 2.2. Пусть функция h : R+ → R задана формулой

h(t) =

{
t2 при t ∈ [0, 1/2],

t− 1/2 при t ∈ (1/2,∞).

Эта функция имеет правую критическую точку t0 = 0.

Рассмотрим уравнение
ẋ(t) = 3 3

√
x(h(t)), t ≥ 0. (2.5)

Заметим, что рассматриваемое уравнение не нуждается в определении «функции предыс-
тории», так как h(t) ≥ 0 на R+. На всей полуоси R+ решением уравнения (2.5) с началь-
ным условием

x(0) = 0

является нулевая функция, а также функция x(·), значения которой x(t) = ui(t) при
t ∈ (i/2, (i+ 1)/2], i = 0, 1, . . . , определяются следующими соотношениями

u0(t) = t при t ∈
(

0,
1

2

]
;

u1(t) =
1

2
+

9

4

(
t− 1

2

)4/3

при t ∈
(1

2
, 1
]
;

ui(t) = ui−1

( i
2

)
+ 3

∫ t

i/2

3

√
ui−1

(
s− 1

2

)
ds при t ∈

( i
2
,
i+ 1

2

]
, i = 2, 3, . . . .
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Согласно теореме 2.2, кроме предъявленных выше двух решений задача имеет еще
бесконечное множество решений, и каждое из них единственным образом продолжаемо
на всю полуось R+.

Отметим, что для рассматриваемого в этом примере уравнения (2.5) решение задачи
Коши с любым отличным от нуля начальным значением имеет единственное определенное
на всей полуоси R+ решение x(·), и любое локальное решение является частью этого
решения.

Теоремы 2.1, 2.2 позволяют исследовать дифференциальное уравнение (1.1) также и
в случае, когда критические точки являются одновременно левыми и правыми. Такую
ситуацию описывает следующее утверждение, прямо вытекающее из этих теорем.

Следствие 2.1. Пусть в уравнении (1.1) функция h имеет одну критическую точку
t0 > 0, причем, эта критическая точка является и левой, и правой. Тогда на интервале
[0, t0) задача Коши (1.1), (1.5) имеет единственное решение x(·), и любое другое локаль-
ное решение совпадает с решением x(·) на пересечении их областей определения. Кроме
того, имеет место следующая альтернатива: либо для сужения решения x(·) на про-
извольный отрезок [0, T ], T < t0 выполнено limT→t0−0 ‖x(·)‖AC[0,T ]

=∞, и в этом случае
максимальным интервалом определения решений задачи (1.1), (1.5) является интервал
[0, t0), либо limT→t0−0 ‖x(·)‖AC[0,T ]

< ∞. Во втором случае, если для некоторого δ > 0

при п. в. t ∈ [t0, t0 + δ] функция f(t, ·) непрерывна, то любое локальное решение урав-
нения (1.1), включая решение x(·), продолжаемо на всю полуось R+, это продолжение
либо единственно, либо решений, определенных на полуоси бесконечно много, но при этом
для произвольного σ > 0 любое решение, определенное на интервале [0, t0 + σ), имеет
единственное продолжение на R+.

3. Зависимость решений задачи Коши от запаздывающего аргумента

Здесь мы рассмотрим следующую задачу.
Пусть заданы такие удовлетворяющие требованиям теоремы 1.2 (поэтому не имеющие

критических точек) функции hn : R+ → R, n = 1, 2, . . . , что при п. в. t ∈ R+ последо-
вательность {hn(t)} сходится к h(t) слева, т. е. hn(t) ≤ h(t) на R+, причем, предельная
функция h : R+ → R обладает критической точкой. Рассмотрим последовательность
задач Коши

ẋ(t) = f
(
t, x(hn(t))

)
, t ≥ 0; x(s) = ϕ(s), s < 0; x(0) = α. (3.1)

При любом натуральном n задача (3.1) имеет единственное определенное на R+ реше-
ние xn, продолжающее любое локальное решение. Нас интересует вопрос, сходится ли
(в каком-либо либо смысле) последовательность {xn} к решению x предельного уравне-
ния (1.1) с начальным условием (1.5). Напомним, что согласно теоремам 2.1 и 2.2 решение
x предельного уравнения может быть не единственным и, возможно, имеет конечный
максимальный интервал определения.

Будем предполагать, что функция «предыстории» ϕ : (−∞, 0)→ R равномерно непре-
рывна и ограничена, функция f : R+×R→ R удовлетворяет условиям Каратеодори, т. е.
измерима по первому и непрерывна по второму аргументам. Кроме того, как и выше, пола-
гаем, что определяемая формулой (1.2) функция f̂r : R+ → R при любом r > 0 является
суммируемой на каждом конечном отрезке. Но в отличие от предыдущих параграфов, где
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начальное значение α было любым, здесь его положим равным α = ϕ(0). Таким обра-
зом, в данном параграфе предполагается «непрерывная стыковка» решения с начальной
функцией. Существенность этого условия для сходимости xn → x демонстрируется ниже
в примере 3.1. Сначала сформулируем два утверждения о непрерывной зависимости ре-
шения задачи Коши от функции запаздывания в случаях наличия у предельной функции
запаздывания левой и правой критических точек.

Теорема 3.1. Пусть предельная функция h имеет одну критическую точку t0 > 0,

являющуюся левой критической точкой. Тогда для любого T ∈ (0, t0) последователь-
ность сужений xnT на замкнутый отрезок [0, T ] максимально продолженных решений
xn задач (3.1) равномерно сходится к сужению xT на тот же отрезок [0, T ] макси-
мально продолженного решения x задачи (1.1), (1.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем любое T ∈ (0, t0). На отрезке [0, T ] у функции h

нет критических точек и, как показано при доказательстве теоремы 2.1, для некоторого
τ > 0 при п. в. t ∈ [0, T ] выполнено h(t) ≤ t − τ. Следовательно, hn(t) ≤ h(t) ≤ t − τ,
n = 1, 2, . . . , п. в. на [0, T ]. Вследствие полученного неравенства решение xnT на [0, T ]

задачи (3.1) при любом натуральном n определяется равенством

xnT (t) = ui0+1(t),

где i0 — целая часть действительного числа T/τ, а значения ui0+1(t), вычисляются по
формулам:

u0(t) = ϕ(t) при t < 0;

u1(t) =

{
u0(t) при t < 0,

α +
∫ t

0
f
(
s, u0(hn(s))

)
ds при t ∈ [0, τ ];

ui(t) =

{
ui−1(t) при t ≤ (i− 1)τ,

ui−1((i− 1)τ) +
∫ t

(i−1)τ
f
(
s, ui−1(hn(s))

)
ds при t ∈ ((i− 1)τ, iτ ],

i = 2, . . . , i0;

ui0+1(t) =

{
ui0(t) при t ≤ i0τ,

ui0(i0τ) +
∫ t
i0τ
f
(
s, ui0(hn(s))

)
ds при t ∈ (i0τ, t0].

Используя приведенные соотношения, покажем ограниченность последовательностей ре-
шений {xnT} и их производных {ẋnT}.

В этих соотношениях значения функций ui(t), i = 1, . . . , i0 + 1, при t ≤ iτ удовлетво-
ряют неравенствам |ui(t)| ≤ ri, где

r0 = max
{
|α|, vrai sup

t∈(−∞,0)

|ϕ(t)|
}
, ri = ri−1 +

∫ τ

0

f̂ri−1
(s) ds.

Таким образом, на отрезке [0, T ] при любом натуральном n выполнено

|xnT (t)| ≤ ri0+1, |ẋnT (t)| ≤ f̂ri0+1
(t),

ограниченность последовательностей решений задачи (3.1) и их производных установлена.
Вследствие ограниченности на отрезке [0, T ] последовательности производных ẋnT (·)

одной суммируемой функцией, все функции xnT (·) равностепенно непрерывны на этом
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отрезке. Согласно теореме Арцела–Асколи последовательность {xnT} относительно ком-
пактна в пространстве C[0,T ]. Пусть x̃T — предельная точка этой последовательности,
т. е. некоторая подпоследовательность {xnjT} равномерно сходится к x̃T .

Покажем, что для п. в. t ∈ [0, T ] имеет место сходимость (Shnj
xnjT )(t) → (Shx̃T )(t)

при j →∞. Для этого рассмотрим каждое слагаемое в правой части неравенства∣∣(Shnj
xnjT )(t)− (Shx̃T )(t)

∣∣ ≤ ∣∣(Shnj
xnjT )(t)− (ShxnjT )(t)

∣∣+
∣∣(ShxnjT )(t)− (Shx̃T )(t)

∣∣.
Пусть задано ε > 0. Поскольку функции xnjT , n = 1, 2, . . . , равностепенно непре-

рывны, а функция ϕ равномерно непрерывна, существует такое σ > 0, что при любых
t1, t2 ∈ [0, T ] из |t1 − t2| < σ следует |xnjT (t1) − xnjT (t2)| < 2−1ε и |ϕ(t1) − ϕ(t2)| < 2−1ε.

Для п. в. t ∈ [0, T ] определим натуральное j0 такое, что при всех j > j0 справедливо
неравенство |hnj

(t)− h(t)| < σ. Таким образом, для п. в. t ∈ [0, T ] при j > j0 получаем∣∣(Shnj
xnjT )(t)− (ShxnjT )(t)

∣∣ < 2−1ε. (3.2)

Вследствие равномерной сходимости xnjT → x̃T существует натуральное j1 такое, что
при любом j > j1 для всех t ∈ [0, T ] справедливо неравенство |xnjT (t) − x̃T (t)| < 2−1ε.

Таким образом, при j > j1 для всех t ∈ [0, T ] получаем∣∣(ShxnjT )(t)− (Shx̃T )(t)
∣∣ < 2−1ε. (3.3)

Из неравенств (3.2), (3.3) следует, что для п. в. t ∈ [0, T ] при всех j > max
{
j0, j1

}
выполнено ∣∣(Shnj

xnjT )(t)− (Shx̃T )(t)
∣∣ < ε.

Итак, доказана сходимость (Shnj
xnjT )(t)→ (Shx̃T )(t) (при j →∞ ) для п. в. t ∈ [0, T ].

Теперь докажем, что x̃T является решением задачи (1.1), (1.5), определенным на [0, T ].

При п. в. t ∈ [0, T ] из непрерывности функции f(t, ·) следует, что последователь-
ность

{
f
(
t, (Shnj

xnjT

)
(t))
}

сходится к f
(
t, (Shx̃T

)
(t)). А так как к тому же функции

f
(
t, (Shnj

xnjT

)
(t)), n = 1, 2, . . . , в совокупности ограничены одной суммируемой функ-

цией, согласно теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла имеем

xnjT (t) = α +

∫ t

0

f
(
s, (Shnj

xnjT

)
(s)) ds→ α +

∫ t

0

f
(
s, (Shx̃T

)
(s)) ds для всех t ∈ [0, T ].

В то же время, xnjT (t)→ x̃T (t). Поэтому получаем равенство

x̃T (t) = α +

∫ t

0

f
(
s, (Shx̃T

)
(s)) ds, t ∈ [0, T ],

которое означает, что x̃T — решение задачи (1.1), (1.5).
Итак, любая предельная точка компактной в пространстве C[0,T ] последовательности

{xnT} есть единственное решение x̃T на [0, T ] задачи (1.1), (1.5). Так как предельная
точка единственная, эта компактная последовательность является сходящейся.
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Теорема 3.2. Пусть предельная функция h имеет одну критическую точку t0 ≥ 0,

являющуюся правой критической точкой. Тогда

• при n→∞ последовательность сужений xn t0 на замкнутый отрезок [0, t0] мак-
симально продолженных решений xn задач (3.1) равномерно сходится к сужению
xt0 на тот же отрезок [0, t0] любого максимально продолженного решения x за-
дачи (1.1), (1.5);

• для любого T ∈ (t0,∞) последовательность сужений xnT на замкнутый отрезок
[0, T ] максимально продолженных решений xn, n = 1, 2, . . . , задач (3.1) компактна
в пространстве C[0,T ], и любая ее предельная точка есть сужение xT на [0, T ]

некоторого максимально продолженного решения x задачи (1.1), (1.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как на отрезке [0, t0] функция h не имеет критических
точек, то существует τ > 0 такое, что h(t) ≤ t− τ при п. в. t ∈ [0, t0]. Повторяя рассуж-
дения, применявшиеся для доказательства теоремы 3.1, установим, что на этом отрезке
решение xn t0 задачи (3.1) при каждом n единственно, а также, что существует и един-
ственно решение xt0 краевой задачи (1.1), (1.5), и имеет место равномерная сходимость
xn t0 → xt0 . Первое утверждение теоремы доказано.

Для доказательства второго утверждения зафиксируем произвольное T ∈ (t0,∞). Со-
гласно теореме 2.2 любое локальное решение задачи (3.1) при любом n продолжаемо на
отрезок [0, T ]. Докажем, что производные всех таких решений ограничены в совокупности
одной суммируемой функцией.

Из равномерной на [0, t0] сходимости xn t0 → xt0 следует, что все непрерывные функ-
ции xn t0 , n = 1, 2, . . . , ограничены, т. е. существует такое A > 0, что |xn t0(t)| ≤ A при
любых n = 1, 2, . . . и всех t ∈ [0, t0]. Положим

r0 = 2 + max
{
A, vrai sup

s∈(−∞,0)

|ϕ(s)|
}

и для определенной формулой (1.2) функции f̂r0 : R+ → R найдем такое ∆ > 0, что∫ t0+∆

t0

f̂r0(t) dt ≤ 1.

Заметим, что вследствие неотрицательности функции f̂r0 при любом δ ∈ [0,∆] выполнено∫ t0+δ

t0

f̂r0(t) dt ≤
∫ t0+∆

t0

f̂r0(t) dt ≤ 1.

Покажем, что при любом n любое определенное на [0, t0 + ∆] решение xn t0+∆ задачи
(3.1) удовлетворяет неравенству

∣∣xn t0+∆(t)
∣∣ ≤ r0 при всех t. При t ∈ [0, t0] это неравен-

ство, очевидно, выполнено, более того, на этом отрезке
∣∣xn t0+∆(t)

∣∣ ≤ r0−2. Поэтому, если
требуемое неравенство нарушается, то

∣∣xn t0+∆(t1)
∣∣ > r0 в некоторой точке t1 ∈ (t0, t0 +∆].

В силу непрерывности функции xn t0+∆ найдется точка t1 ∈ (t0, t1) ⊂ (t0, t0+∆] такая, что∣∣xn t0+∆(t1)
∣∣ = r0 и

∣∣xn t0+∆(t)
∣∣ < r0 при всех t < t1. Но эти два соотношения противоречат

друг другу, так как

r0 =
∣∣xn t0+∆(t1)

∣∣ ≤ ∣∣xn t0+∆(t0 + ∆)
∣∣+

∫ t1

t0+∆

∣∣f(s, (Shnxn t0+∆)(s)
∣∣ ds

≤
∣∣xn t0+∆(t0 + ∆)

∣∣+

∫ t1

t0+∆

f̂r0(s) ds ≤ (r0 − 2) + 1.
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Итак, доказано, что при любом n для решения xn t0+∆ задачи (3.1) выполнено∣∣xn t0+∆(t)
∣∣ ≤ r0, t ∈ (t0, t0 + ∆],

а следовательно, его производная оценивается неравенством∣∣ẋn t0+∆(t)
∣∣ ≤ f̂r0(t), t ∈ (t0, t0 + ∆].

Теперь при любом T > t0 + ∆ получим аналогичные оценки для определенных на [0, T ]

решений xnT , n = 1, 2, . . . . задачи (3.1).
Функция h на отрезке [t0 + ∆, T ] не имеет критических точек, поэтому существует

τ > 0 такое, что при всех n на этом отрезке справедливы неравенства hn(t) ≤ h(t) ≤ t−τ.
Учитывая эти неравенства, рассуждениями, примененными в доказательстве теоремы 3.1,
установим, что при любом n имеют место соотношения∣∣xnT (t)

∣∣ ≤ ri,
∣∣ẋnT (t)

∣∣ ≤ f̂ri(t), t ∈ (t0 + ∆ + τ(i− 1), t0 + ∆ + τi], i = 1, 2, . . . , i0,∣∣xnT (t)
∣∣ ≤ ri0+1,

∣∣ẋnT (t)
∣∣ ≤ f̂ri0+1

(t), t ∈ (t0 + ∆ + τi0, T ],

где ri = ri−1 +
∫ τ

0
f̂ri−1

(s) ds, а натуральное i0 есть целая часть числа (T − t0 −∆)/τ.

Таким образом, на отрезке [0, T ] последовательность производных ẋnT (·) решений за-
дачи (3.1) ограничена одной суммируемой функцией f̂ri0+1

(·). Следовательно, функции
xnT (·), n = 1, 2, . . . , равностепенно непрерывны на этом отрезке. Согласно теореме Ар-
цела–Асколи последовательность {xnT} относительно компактна в пространстве C[0,T ].

Повторяя рассуждения, примененные в доказательстве теоремы 3.1, докажем, что любая
предельная точка x̃T этой последовательности является решением задачи (1.1), (1.5).

Следующий пример демонстрирует существенность условия «непрерывной стыковки»
в теоремах 3.1, 3.2.

П р и м е р 3.1. Пусть функции h, hn : R+ → R заданы формулой

h(t) =

{
t− 1 при t ∈ [0, 1],

0 при t ∈ (1,∞).
hn(t) =

{
t− 1− n−1 при t ∈ [0, 1],

−n−1 при t ∈ (1,∞).

Рассмотрим задачи

ẋ(t) = (x(hn(t)), t ≥ 0; x(s) = 1, s < 0, x(0) = 0, где n = 1, 2, . . . , (3.4)
ẋ(t) = (x(h(t)), t ≥ 0; x(s) = 1, s < 0, x(0) = 0. (3.5)

Очевидно, здесь при любом n выполнено hn(t) ≤ h(t), а при n → ∞ имеет место
сходимость hn(t) → h(t), t ∈ R+. Функция h не имеет критических точек, тем не менее
последовательность решений xn задач (3.4) не сходится к решению x предельной задачи
(3.5). Действительно, эти решения определяются формулами:

xn(t) = t, x(t) =

{
t при t ∈ [0, 1],

1 при t ∈ (1,∞).
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Abstract. Let us consider the orthogonal Hermite system {ϕ2n(x)}n≥0 of even index defined
on (−∞,∞) , where

ϕ2n(x) =
e−

x2

2√
(2n)!π

1
4 2n

H2n(x),

by H2n(x) we denote a Hermite polynomial of degree 2n. In this paper, we consider a
generalized system {ψr,2n(x)} with r > 0, n ≥ 0 which is orthogonal with respect to the
Sobolev type inner product on (−∞,∞) , i.e.

〈f, g〉 = lim
t→−∞

r−1∑
k=0

f (k)(t)g(k)(t) +

∫ ∞
−∞

f (r)(x)g(r)(x)ρ(x)dx

with ρ(x) = e−x
2

, and generated by {ϕ2n(x)}n≥0 . The main goal of this work is to study
some properties related to the system {ψr,2n(x)}n≥0 ,

ψr,n(x) =
(x− a)n

n!
, n = 0, 1, 2, . . . , r − 1,

ψr,r+n(x) =
1

(r − 1)!

∫ b

a

(x− t)r−1ϕn(t)dt, n = 0, 1, 2, . . . .

We study the conditions on a function f(x), given in a generalized Hermite orthogonal system,
for it to be expandable into a generalized mixed Fourier series as well as the convergence of
this Fourier series. The second result of the paper is the proof of a recurrent formula for the
system {ψr,2n(x)}n≥0 . We also discuss the asymptotic properties of these functions, and this
concludes our contribution.
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Функции Эрмита и скалярное произведение
в пространстве Соболева

Мохамед Ахмед БУДРЕФ
Университет Буира,

Алжир, г. Буира, ул. Дрисси Яхья Буира, 10000

Аннотация. Рассмотрим ортогональную систему Эрмита {ϕ2n(x)}n≥0 четного индекса,
определенную на (−∞,∞) формулой

ϕ2n(x) =
e−

x2

2√
(2n)!π

1
4 2n

H2n(x),

где через H2n(x) обозначен полином Эрмита степени 2n. В данной работе рассматрива-
ется обобщенная система {ψr,2n(x)} с r > 0, n ≥ 0, ортогональная относительно скаляр-
ного произведения Соболевского типа на (−∞,∞)

〈f, g〉 = lim
t→−∞

r−1∑
k=0

f (k)(t)g(k)(t) +

∫ ∞
−∞

f (r)(x)g(r)(x)ρ(x)dx

с ρ(x) = e−x
2

, и порожденная системой {ϕ2n(x)}n≥0 . Основной целью работы является
изучение некоторых свойств, связанных с системой {ψr,2n(x)}n≥0 ,

ψr,n(x) =
(x− a)n

n!
, n = 0, 1, 2, . . . , r − 1,

ψr,r+n(x) =
1

(r − 1)!

∫ b

a

(x− t)r−1ϕn(t)dt, n = 0, 1, 2, . . . .

Изучаются условия на функцию f(x), заданную в обобщенной ортогональной системе
Эрмита, достаточные для ее разложения в обобщенный смешанный ряд Фурье, а также
сходимость этого ряда Фурье. Второй результат статьи — доказательство рекуррентной
формулы для системы {ψr,2n(x)}n≥0 . Также обсуждаются асимптотические свойства этих
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Introduction

Consider an orthogonal system {ϕn(x)}n≥0 on (−∞,∞) with ρ(x) as a weight function,
and let r > 0. We construct a new orthogonal system {ψr,n(x)}n≥0 by following the Sobolev
type inner product:

〈f, g〉S = lim
t→−∞

r−1∑
v=0

f (v)(t)g(v)(t) +

∫ ∞
−∞

f (r)(x)g(r)(x)ρ(x)dx. (0.1)

Quite a few authors have presented this type of construction. For example, I. I. Sharapu-
dinov, in his works [1–4] on the construction of mixed Fourier series, considered some particular
cases of systems generated by classes of orthogonal functions, namely, those of Jacobi, Legendre,
Chebychev, Laguerre, and Haar. The case of the Gegenbauer system is covered in [5].

Hermite polynomials are widely used in mechanics and physics, and are of particular interest
for applications. In this work, we reconstruct the orthogonal system {ψr,n(x)}n≥0 generated by
Hermite polynomials of even index, and this approach is different from that used by M.A. Boud-
ref.

Denote by Lpρ(a, b) the space of measurable functions f(x), x ∈ (a, b), such that∫ b

a

|f(x)|p ρ(x)dx <∞.

It is clear that Lpρ(a, b) is a Banach space with the norm

‖f‖p,ρ =

(∫ b

a

|f(x)|p ρ(x)dx

) 1
p

.

When ρ(x) = 1, we write Lpρ(a, b) = Lp(a, b).

We can define functions of the system {ψr,n(x)}n≥0 for r > 0 as follows [4]:

ψr,n(x) =
(x− a)n

n!
, n = 0, 1, 2, . . . , r − 1,

ψr,r+n(x) =
1

(r − 1)!

∫ b

a

(x− t)r−1ϕn(t)dt, n = 0, 1, 2, . . . .
(0.2)

From (0.2), we have for a. e. x ∈ (a, b)

ψ(v)
r,n(x) =


ψr−v,n−v(x), if 0 ≤ v ≤ r − 1, r ≤ n,

ϕn−v(x), if v = r ≤ n,

ψr−v,n−v(x), if v ≤ n < r,

0, if n < v ≤ r.

Denote by W r
Lpρ(a,b)

the Sobolev weighted space. This space consists of all functions f(x) which
are r− 1 times continuously differentiable on the closed interval [a, b] and such that f (r−1)(x)

is absolutely continuous on [a, b] and f (r)(x) ∈ Lpρ(a, b).
For p = 2, we define in W r

L2
ρ(a,b)

the inner product by (0.1). For any function f ∈ W r
L2
ρ(a,b)

,

we can set the norm by
‖f‖W r

L2
ρ(a,b)

=
√
〈f, f〉S,

which allows us to deduce that
(
W r
L2
ρ(a,b)

, ‖·‖W r
L2
ρ(a,b)

)
is a Banach space, and

〈
W r
L2
ρ(a,b)

, 〈·, ·〉S
〉

is a Hilbert space.
The system {ψr,n(x)}n≥0 is said to be Sobolev-orthogonal with respect to the inner product

(0.1) generated by the system {ϕn(x)}n≥0 .
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1. Some properties of Hermite polynomials

Let ψr,n(x) be Sobolev-orthogonal polynomials with respect to the inner product

〈f, g〉 = lim
t→−∞

r−1∑
v=0

f (v)(t)g(v)(t) +

∫ ∞
−∞

f (r)(x)g(r)(x)w(x)dx,

where w(x) = e−x
2
.

Here are some properties of Hermite polynomials:

• The Hermite polynomials are given by [6]

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn

(
e−x

2
)
, x ∈ R,

where
H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 − 2.

• Recurrence formula [7, p. 106]:

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), H
′

n+1(x) = 2(n+ 1)Hn(x),

Hn(x) = 2xHn−1(x)−H ′

n−1(x).

• Orthogonality formula:∫ ∞
−∞

e−x
2

Hn(x)Hm(x)dx = δnmcn, where cn = 2nn!
√
π.

A Hermite function is defined by

ϕn(x) = e−
x2

2 Hn(x).

• We define a Hermite function of even index by

ϕ2n(x) =
e−

x2

2√
(2n)!π

1
4 2n

H2n(x),

where H2n(x) is a Hermite polynomial of even index, in particular,

H2n(0) = (−1)n
(2n)!

n!
, H2n+1(0) = (−1)n

(2n+ 2)!

(n+ 1)!
.

• Relation to Legendre functions:

H2n(x) = (−1)n22nL
− 1

2
n

(
x2
)
.

So if
L
− 1

2
n

(
x2
)

= x−1ex
2 dn

dxn

(
x2(−

1
2
+n)e−x

2
)
,

then
H2n(x) = (−1)n22nx−1ex

2 dn

dxn

(
x2(−

1
2
+n)e−x

2
)
.
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• Asymptotic formula for ϕ2n(x) [8, p. 594]:

ϕ2n(x) = ϕ2n(0)

[
cos
(√

4n+ 1x
)

+
x

5
2

4
√

4n+ 1
θn(x)

]
, where − 1 < θn(x) < 1.

It is clear that

lim
n→∞

[
cos
(√

4n+ 1x
)

+
x

5
2

4
√

4n+ 1
θn(x)

]
= 0, for each x.

So, the asymptotic formula for H2n(x) is

H2n(x) = (−1)n2n · 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)e
1
2
x2
[
cos
(√

4n+ 1x
)

+ o

(
1
4
√
n

)]
.

• The system {ϕ2n(x)}n≥1 is orthogonal on (−∞,∞) , i. e.∫ ∞
−∞

ϕ2n(x)ϕ2m(x)dx = δnm.

• Some particular cases:

ϕ0(x) =
e−

x2

2

4
√
π
H0(x), ϕ2(x) =

e−
x2

2

√
2 4
√
π
H2(x).

1.1. Sobolev-orthogonal functions generated by Hermite functions ϕ2n(x)

D e f i n i t i o n 1.1. For r > 0, we define the functions ψr,2n(x) (n = 0, 1, . . .) by

ψr,2n(x) =
(x)2n

(2n)!
, n = 0, 1, . . . , r − 1,

ψr,r+2n(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1ϕ2n(t)dt, n ≥ 0.

We will calculate the functions ψr,r+2n(x) for any n ∈ N and x ∈ (−∞,∞) .

Theorem 1.1 (Fisrt aim result). For n ≥ 1 and r > 0, we have the following relations:

1. ψr,r+2n(x) = −r
√

2

2n− 1
ψr+1,r+2n(x) + x

√
2

2n− 1
ψr,r+2n−1(x)−

√
2n− 1

2n
ψr,r+2n−2(x).

2. ψr+1,r+1+2n(x) =
x

r
ψr,r+2n(x) +

1

r
ψr−1,r+2n−1(x) +

2
√
n

r
ψr,r+2n−1(x).

3. For n = 0 :

ψr,r(x) =
−
√

2

1−
√

2
ψr+1,r+2(x) +

x
√

2

1−
√

2
ψr,r+1(x).

To prove this theorem, we need the following lemma.
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Lemma 1.1. The formulas for the derivations of the Hermite functions of even index are:

ϕ2n(x) =

√
2√

2n− 1
xϕ2n−1(x)−

√
1− 1

2n
ϕ2n−2(x), (1.1)

ϕ
′

2n(x) = −xϕ2n(x) + 2
√
nϕ2n−1(x). (1.2)

P r o o f. First, for the Hermite functions, we put for n ≥ 1

ϕ2n(x) =
e−

x2

2√
(2n)!π

1
4 2n

H2n(x), ϕ2n−1(x) =
e−

x2

2√
(2n− 1)!π

1
4 2n−

1
2

H2n−1(x),

ϕ2n−2(x) =
e−

x2

2√
(2n− 2)!π

1
4 2n−1

H2n−2(x).

Use these formulas to prove (1.1), (1.2).
a) We have (see [7, p. 106])

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x).

Multiplying both sides by
e−

x2

2√
(2n)!π

1
4 2n

,we get

ϕ2n(x) =
2xe−

x2

2√
(2n)!π

1
4 2n

H2n−1(x)− 2(2n− 1)
e−

x2

2√
(2n)!π

1
4 2n

H2n−2(x)

=

√
2

2n− 1
x

e−
x2

2√
(2n− 1)!π

1
4 2n−

1
2

H2n−1(x)−
√

2n− 1

2n

e−
x2

2√
(2n− 2)!π

1
4 2n−1

H2n−2(x),

and so we have (1.1).
b) For the second relation, we differentiate

ϕ2n(x) =
e−

x2

2√
(2n)!π

1
4 2n

H2n(x)

with respect to x, and get

ϕ
′

2n(x) = −x e−
x2

2√
(2n)!π

1
4 2n

H2n(x) +
e−

x2

2√
(2n)!π

1
4 2n

H
′

2n(x).

Using the fact that H ′
2n(x) = 4nH2n−1(x),we get

ϕ
′

2n(x) = −x e−
x2

2√
(2n)!π

1
4 2n

H2n(x) +
e−

x2

2√
(2n)!π

1
4 2n

H
′

2n(x)

= −xϕ2n(x) +
2

3
2ne−

x2

2

√
n
√

(2n− 1)!π
1
4 2n−

1
2

H2n−1(x),

so ϕ
′

2n(x) = −xϕ2n(x) + 2
√
nϕ2n−1(x).
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P r o o f. (of Theorem 1.1)
1. First of all, it is clear that

ψ0,2n(x) = ϕ2n(x), ψ1,0(x) = 1, ψ1,1(x) =

∫ x

−∞
ϕ0(t)dt.

We have

ψr,r+2n(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ2n(t)dt, where ϕ2n(t) =

e−
t2

2√
(2n)!π

1
4 2n

H2n(t). (1.3)

Then, from Lemma 1.1 and (1.3), it follows that

ψr,r+2n(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−∞

√
2

2n− 1
t(x− t)r−1ϕ2n(t)dt−

√
2n−1
2n

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ2n−2(t)dt

=

√
2

2n−1

(r − 1)!

∫ x

−∞
t (x− t)r−1 ϕ2n−1(t)dt−

√
2

2n−1

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1 ϕ2n−2(t)dt.

In the second term of this expression, we have

ψr,r+n−2(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ2n−2(t)dt.

Let us calculate
J
.
=

1

(r − 1)!

∫ x

−∞
t(x− t)r−1ϕ2n−1(t)dt.

We get

J =
1

(r − 1)!

∫ x

−∞
(t− x+ x)(x− t)r−1ϕ2n−1(t)dt

= − 1

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)rϕ2n−1(t)dt+

x

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ2n−1(t)dt

= −rψr+1,r+2n(x) + xψr,r+2n−1(x).

Then

ψr,r+2n(x) = −r
√

2

2n− 1
ψr+1,r+2n(x) + x

√
2

2n− 1
ψr,r+2n−1(x)−

√
2n− 1

2n
ψr,r+2n−2(x).

2. By Lemma 1.1 (formula (1.2)), we have

−xϕ2n(t) = ϕ
′

2n(x)− 2
√
nϕ2n−1(x),

so

− 1

(r − 1)!

∫ x

−∞
t(x− t)r−1ϕ2n(t)dt =

1

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ′

2n(t)dt

− 2
√
n

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ2n−1(t)dt.
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Let us calculate

H1
.
=

1

(r − 1)!

∫ x

−∞
t(x− t)r−1ϕ2n(t)dt, H2

.
=

1

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ′

2n(t)dt,

H3
.
=

1

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ2n−1(t)dt.

First,

H1 =
1

(r − 1)!

∫ x

−∞
t(x− t)r−1ϕ2n(t)dt =

1

(r − 1)!

∫ x

−1
(t− x+ x) (x− t)r−1 ϕ2n(t)dt

= − r
r!

∫ x

−1
(x− t)rϕ2n(t)dt+

x

(r − 1)!

∫ x

−1
(x− t)r−1ϕ2n(t)dt = −rψr+1,r+2n(x) + xψr,r+2n(x).

For H2 , integrating by parts we get

H2 =
1

(r − 1)!

[
(x− t)r−1 ϕ2n(t)

]x
−∞ +

1

(r − 2)!

∫ x

−∞
(x− t)r−2 ϕ2n(t)dt.

Since

lim
t→−∞

(x− t)r−1 ϕ2n(t) = lim
t→−∞

(x− t)r−1 e−
t2

2√
(2n)!π

1
4 2n

= 0,

then
H2 =

1

(r − 2)!

∫ x

−∞
(x− t)r−2 ϕ2n(t)dt = ψr−1,r+2n−1(x).

Regarding H3, we have

H3 =
1

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ2n−1(t)dt = ψr,r+2n−1(x).

Finally,

ψr,r+1+2n(x) =
x

r
ψr,r+2n(x) +

1

r
ψr−1,r+2n−1(x) +

2
√
n

r
ψr,r+2n−1(x).

So we obtain the second formula.
3. For this part, it is easy to see that for n = 0, ϕ0(x) = x

√
2ϕ1(x) +

√
2ϕ2(x). Then

ψr,r(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ0(t)dt

=

√
2

(r − 1)!

∫ x

−∞
t(x− t)r−1ϕ1(t)dt+

√
2

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ0(t)dt

=
−
√

2

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t− x)(x− t)r−1ϕ1(t)dt+

√
2

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ0(t)dt,

so

ψr,r(x) =
−
√

2

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)rϕ1(t)dt+

√
2x

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ1(t)dt

+

√
2

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ0(t)dt,

ψr,r(x) = −
√

2ψr+1,r+2(x) + x
√

2ψr,r+1(x) +
√

2ψr,r(x).

Then ψr,r(x) = −
√

2

1−
√

2
ψr+1,r+2(x) +

x
√

2

1−
√

2
ψr,r+1(x).
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1.2. Problem of mixed Fourier series

Let f ∈ W r
L2
ρ(−∞,∞). If this function is given in the generalized Hermite orthogonal system

{ψr,2n(x)}n≥0, then

f(x) ∼
∞∑
k=0

Cr,kψr,2k(x). (1.4)

This Fourier series will have the form:

f(x) ∼ lim
t→−∞

r−1∑
k=0

f (k)(t)
x2k

(2k)!
+
∞∑
k=r

Cr,kψr,2k(x), (1.5)

with
Cr,k = f̂r,k =

∫ ∞
−∞

f (k)(t)ψr,2k(t)dt =

∫ ∞
−∞

f (k)(t)ϕ2k−r(t)dt

called the Fourier coefficient. For r = 0, we have

f(x) ∼
∞∑
k=r

C0,kψ0,2k(x) ∼
∞∑
k=r

f̂0,kψ0,2k(x) (1.6)

with

f̂0,2k =

∫ 1

−∞
f(t)ϕ2k(t)dt.

In this section, we will give the expressions of (1.5) and (1.6) taking into account the
expression of ϕ2n(t). Also we will prove the convergence of the series (1.4). The following
result is similar to the one given in [5].

Theorem 1.2. For n ≥ 0, r > 0, the system of functions {ψr,2n(x)} generated by Hermite
functions ϕ2n(x) by the formula

ψr,r+2n(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ2n(t)dt, n ≥ 0,

is complete in W r
L2
ρ(−∞,∞) and orthonormal via Sobolev’s inner product

〈f, g〉 = lim
t→−∞

r−1∑
v=0

f (v)(t)g(v)(t) +

∫ ∞
−∞

f (r)(t)g(r)(t)w(t)dt.

It follows from the formulas

ψr,r+2n(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−∞
(x− t)r−1ϕ2n(t)dt, n ≥ 0,

ψr,2n(x) =
x2n

(2n)!
, n = 0, 1, . . . , r − 1,

that for all x ∈ (−∞,∞),

(ψr,2n(x))(v) =


ψr−v,2n−v(x), 0 ≤ v ≤ r − 1, r ≤ 2n,

ϕ2n−v(x), v = r ≤ 2n,

ψr−v,2n−v(x), v ≤ 2n < r,

0, 2n < v ≤ r,

with ψ0,2n(x) = ϕ2n(x).
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1.3. Study of the convergence of the series (1.5)

Let f ∈ W r
L2
ρ(−∞,∞), then f (r) ∈ Lp with

f (r)(x) ∼
∞∑
k=0

Ĉr,kϕk(x), where Ĉr,k =

∫ ∞
−∞

f (r)(t)ϕk(t)dt, for all k ≥ 0.

Theorem 1.3 (Second aim result). For x ∈ [A,B] (A < B < ∞) and f ∈ W r
Lp , where

4
3
< p < 4, the Fourier series

f(x) ∼
r−1∑
k=0

lim
t→−∞

f (k)(t)
x2k

(2k)!
+
∞∑
k=r

Cr,kψr,2k(x)

converges uniformly to the function f.

P r o o f. We note the following partial sums:

Sr,n (f, x) =
r−1∑
k=0

lim
t→−∞

f (k)(t)
x2k

(2k)!
+

n∑
k=r

Cr,kψr,2k(x), S∗r,n
(
f (r), x

)
=

n∑
k=0

Ĉr,kϕ2k(x).

Then ∣∣f(x)− Sr,r+n (f, x)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1

(r − 1)!

∫ x

A

(x− t)r−1f (r)(t)dt−
r+n∑
k=r

Cr,kψr,2k(x)

∣∣∣∣
with

ψr,r+2k(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

A

(x− t)r−1ϕ2n(t)dt,

so
ψr,2k(x) =

1

(r − 1)!

∫ x

A

(x− t)r−1ϕ2k−r(t)dt.

Hence,

|f(x)−Sr,r+n(f, x)|=
∣∣∣∣ 1

(r − 1)!

∫ x

A

(x− t)r−1f (r)(t)dt− 1

(r − 1)!

r+n∑
k=r

Cr,k

∫ x

A

(x− t)r−1ϕ2k−r(t)dt

∣∣∣∣
=

1

(r − 1)!

∣∣∣∣ ∫ x

A

(x− t)r−1
(
f (r)(t)−

r+n∑
k=r

Cr,kϕ2k−r(t)

)
dt

∣∣∣∣
with

r+n∑
k=r

Cr,kϕ2k−r(t) = S∗r,n
(
f (r), x

)
.

Then
|f(x)− Sr,r+n (f, x)| ≤ 1

(r − 1)!

∫ x

A

(x− t)r−1
∣∣f (r)(t)− S∗r,n

(
f (r), t

)∣∣ dt.
Using Hölder’s inequality, we get:

|f(x)− Sr,r+n (f, x)| ≤ 1

(r − 1)!

(∫ x

A

(x− t)(r−1)qdt
) 1

q
(∫ x

A

∣∣f (r)(t)− S∗r,n
(
f (r), t

)∣∣p dt) 1
p

,

with 1
p

+ 1
q

= 1.



HERMITE FUNCTIONS AND INNER PRODUCT IN SOBOLEV SPACE 165

Calculate∫ x

A

(x− t)(r−1)qdt = (−1)q(r−1)
(t− x)q(r−1)+1

q(r − 1) + 1

∣∣∣∣x
A

= (−1)q(r−1)
(A− x)q(r−1)+1

q(r − 1) + 1
=

(B − A)q(r−1)+1

q(r − 1) + 1
<∞.

Then

|f(x)− Sr,r+n (f, x)| ≤ 1

(r − 1)!

(
(B − A)q(r−1)+1

q(r − 1) + 1

) 1
q ∥∥f (r)(x)− S∗r,n

(
f (r), x

)∥∥
Lp
,

and since
∥∥f (r)(x)− S∗r,n

(
f (r), x

)∥∥
Lp
→ 0 as n→∞, it results that |f(x)− Sr,r+n (f, x)| → 0,

uniformly on [A,B].

2. Asymptotic forms of the functions ψ1,1+2n(x)

We say that

ψ1,1+2n(x) =

∫ x

−∞
ϕ2n(t)dt =

1

2n
√

(2n)!π
1
4

∫ x

−∞
e−

t2

2 H2n(t)dt.

Integrating by parts and using the first formula of Lemma 1.1, we will have:

ϕ1,1+2n(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
u = e−

t2

2 du = −te− t
2

2 dt

dv = H2n(t)dt v = 1
2(2n+1)

H2n+1(t)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
so

ψ1,1+2n(x) =
1√

(2n)!π
1
4 2n

e−
x2

2

2 (2n+ 1)
H2n+1(x) +

1√
(2n)!π

1
4 2n

∫ x

−∞
te−

t2

2 H2n+1(t)dt,

ψ1,1+2n(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
u = e−

t2

2 du =
(
e−

t2

2 − t2e− t
2

2

)
dt

dv = H2n+1(t)dt v = 1
2(2n+2)

H2n+2(t)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Then

ψ1,1+2n(x) =
1√

(2n)!π
1
4 2n+1

e−
x2

2

(2n+ 2)
H2n+1(x)− 1√

(2n)!π
1
4 2n+1

xe−
x2

2

(2n+ 2)
H2n+1(x) +Rn(x),

where
Rn(x) =

1

2n+3(2n+ 1)(n+ 1)
√

(2n)!π
1
4

∫ x

−∞

(
1− t2

)− t2
2 H2n+2(t)dt. (2.1)

Theorem 2.1 (Third aim result). The following asymptotic formula holds:

ψ1,1+2n(x) =
1√

(2n)!π
1
4 2n+1

e−
x2

2

(2n+ 2)
H2n+1(x)− 1√

(2n)!π
1
4 2n+1

xe−
x2

2

(2n+ 2)
H2n+1(x) +Rn(x),

where Rn(x) is given by (2.1) and satisfies the estimate Rn(x) = o
(
1
n

)
.
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P r o o f. By the relationship between Hermite and Laguerre functions

H2n(x) = CnL
− 1

2
n (x2), where Cn = (−1)n22n,

we have
Rn(x) = ηnCn+1

∫ x

−∞

(
1− t2

)− t2
2 L

− 1
2

n+1(t
2)dt,

where
ηn =

1

(2n+ 1)(n+ 1)
√

(2n)!π
1
4 2n+3

, Lαn is a Laguerre function.

Introducing a new variable u
.
= t2, we get

Rn(x) =
ηnCn+1

2

∫ x2

0

1− u√
u
e−

u
2L
− 1

2
n+1(u)du.

To estimate the residue Rn(x), we must consider two cases:
1. First case: 0 ≤ x2 ≤ 1

n
. For this case, we can use the weight estimate [9, 10]

e−
x
2 |Lαn(x)| ≤ c(α)Aαn(x), α > −1,

and

Aαn(x) =



θαn , 0 ≤ x ≤ 1
θn

θ
α
2
− 1

4
n x−

1
2
− 1

4 , 1
θn
< x < θn

2[
θn

(
θ

1
3
n + |x− θn|

)]− 1
4

, θn
2
< x ≤ 3θn

2

e−
1
4 , 3θn

2
< x,

where θn = θαn = 4n+ 2α + 2. So

e−
x
2

∣∣∣L− 1
2

n (x)
∣∣∣ ≤ c

(
−1

2

)
4(n+ 1) + 5

,

then

|Rn(x)| ≤ ηnCn+1

2

∫ x2

0

∣∣∣∣1− u√u
∣∣∣∣
∣∣c (−1

2

)∣∣
4n+ 5

du ≤ ηnCn+1

2

∫ x2

0

(
1√
u

+
√
u

)
du

<
2

4n+ 1
+

2

3

1

(4n+ 1)3
.

So Rn(x) = o
(
1
n

)
.

2. Second case: 1
n
≤ x2 ≤ ω. We have

|Rn(x)| ≤ ηnCn+1

2

∫ x2

0

∣∣∣∣1− u√u
∣∣∣∣ ∣∣∣L− 1

2
n (u)

∣∣∣ du.
For this case, we use the following estimate:

e−
x
2x

α
2Lαn(x) = N−

α
2

Γ(n+ α + 1)

n!
Jα
(
2 (Nx)

1
2
)

+ o
(
n
α
2
− 3

4

)
,

N = n+
α + 1

2
, x > 0, α > −1.

Jα(x) =

(
2

πx

) 1
2

cos
(
x− απ

2
− π

4

)
+ o
(
x−

3
2

)
, x→ +∞.
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We have

Rn(x) =
ηnCn+1

2

{∫ 1
n

0

e−
u
2

1− u√
u
L
− 1

2
n (u)du+

∫ x2

1
n

e−
u
2

1− u√
u
L
− 1

2
n (u)du

}
,

so

|Rn(x)| ≤ o
( 1

n

)
+
ηnCn+1

2

∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

e−
u
2

(
1− u√
u

)
L
− 1

2
n (u)du

∣∣∣∣.
≤ o
( 1

n

)
+
ηnCn+1

2

∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

e−
u
2

√
u
L
− 1

2
n (u)du

∣∣∣∣+
ηnCn+1

2

∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

e−
u
2
√
uL
− 1

2
n (u)du

∣∣∣∣.
Calculate

A =

∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

e−
u
2

√
u
L
− 1

2
n (u)du

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

u−
1
4u−

1
4 e−

u
2L
− 1

2
n (u)du

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

u−
1
4

(
N

1
4

Γ
(
n+ 3

2

)
(n+ 1)!

J− 1
2

(
2
√
Nu
)

+ o

(
1

n

))
du

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

u−
1
4N

1
4

Γ
(
n+ 3

2

)
(n+ 1)!

J− 1
2

(
2
√
Nu
)
du

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

o

(
1

n

)
u−

1
4du

∣∣∣∣
= N

1
4

Γ
(
n+ 3

2

)
(n+ 1)!

∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

u−
1
4J− 1

2

(
2
√
Nu
)
du

∣∣∣∣+ o
( 1

n

)∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

u−
1
4du

∣∣∣∣.
On the other hand, we have

J− 1
2
(x) =

(
1

π
√
Nu

) 1
2

cos
(

2
√
Nu+

π

4
− π

4

)
+ o
((

2
√
Nu
)− 3

2

)
=

1
√
πN

1
4u

1
4

cos
(

2
√
Nu
)

+ o

(
1

(Nu)
3
4

)
.

So

ε =

∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

u−
1
4J− 1

2

(
2
√
Nu
)
du

∣∣∣∣ =
1

√
πN

1
4

∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

u−
1
2 cos

(
2
√
Nu
)
du+

1√
u
o

(
1

(Nu)
3
4

)∣∣∣∣.
Set a new variable as

t =
√
Nu =⇒ u =

t2

N
, du =

2t

N
dt,

√
N

u
≤ t ≤ x

√
N.

Then

ε ≤ 2
√
πN

3
4

∫ x
√
N

√
N
u

|cos 2t| dt+ o
( 1

n

)
≤ 2
√
πN

3
4

∫ x
√
N

√
N
u

dt+ o
( 1

n

)
= o
( 1

n

)
,

and

A =

∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

e−
u
2

√
u
L
− 1

2
n (u)du

∣∣∣∣ ≤ o
( 1

n

)
.

For

B =

∣∣∣∣ ∫ x2

1
n

e−
u
2
√
uL
− 1

2
n (u)du

∣∣∣∣,
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in the same way, we get

B ≤ o
( 1

n

)
.

Then
Rn(x) ≤ o

( 1

n

)
+ o
( 1

n

)
+ o
( 1

n

)
= o
( 1

n

)
.

Finally, we have the desired estimate.
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Введение

Мы изучаем дискретные псевдодифференциальные уравнения и их разрешимость в со-
ответствующих дискретных функциональных пространствах. Существуют определенные
подходы к исследованию дискретных краевых задач для уравнений в частных производ-
ных, в том числе метод конечных разностей и метод разностных потенциалов (см. [1, 2]),
однако они неприменимы к изучению дискретных краевых задач для эллиптических псев-
додифференциальных уравнений. С учетом этого факта первый автор с коллегами начал
развивать дискретную теорию эллиптических псевдодифференциальных уравнений [3].
Мы начали исследование с модельных операторов и канонических областей. Первые ре-
зультаты были связаны с дискретным m -мерным пространством и полупространством,
здесь мы рассматриваем дискретный квадрант.

1. Дискретные операторы и уравнения

Пусть K = {x = (x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 > 0} — первый квадрант, Z2 — целочислен-
ная решетка на плоскости, Kd = hZ2 ∩K, h > 0, ud(x̃), x̃ = (x̃1, x̃2) ∈ hZ2 — функция
дискретной переменной.

Обозначим T2 = [−π, π]2, ~ = h−1. Функцию, определенную в ~T2, мы трактуем как
периодическую функцию в R2 с основным квадратом периодов ~T2.

Можно определить дискретное преобразование Фурье для функции ud

(Fdud)(ξ) ≡ ũd(ξ) =
∑
x̃∈hZ2

e−ix̃·ξud(x̃)h2, ξ ∈ ~T2,

если последний ряд сходится и ũd(ξ) — периодическая функция в R2 с основным квад-
ратом периодов ~T2. Это дискретное преобразование Фурье сохраняет все свойства ин-
тегрального преобразования Фурье, а обратное дискретное преобразование Фурье имеет
вид

(F−1
d ũd)(x̃) =

1

(2π)2

∫
~T2

eix̃·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ hZ2.

Дискретное преобразование Фурье осуществляет взаимно однозначное соответствие
между пространствами L2(hZ2) и L2(~T2) с нормами

‖ud‖2 =

( ∑
x̃∈hZ2

|ud(x̃)|2h2

)1/2

, ‖ũd‖2 =

( ∫
ξ∈~T2

|ũd(ξ)|2dξ
)1/2

.

Нам понадобятся более общие дискретные функциональные пространства, которые мы
введем, используя разделенные разности [1].

Разделенные разности первого порядка выглядят следующим образом

(∆
(1)
1 ud)(x̃) = h−1(ud(x̃1 + h, x̃2)− ud(x̃1, x̃2)), (∆

(1)
2 ud)(x̃) = h−1(ud(x̃1, x̃2 + h)− ud(x̃1, x̃2)),

а их дискретные преобразования Фурье даются формулами

˜
(∆

(1)
k ud)(ξ) = h−1(e−ih·ξk − 1)ũd(ξ), k = 1, 2.

Разделенная разность второго порядка — это разделенная разность первого порядка
от разделенной разности первого порядка

(∆
(2)
1 ud)(x̃) = h−2(ud(x̃1 + 2h, x̃2)− 2ud(x̃1 + h, x̃2) + ud(x̃1, x̃2)),
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(∆
(2)
2 ud)(x̃) = h−2(ud(x̃1, x̃2 + 2h)− 2ud(x̃1, x̃2 + h) + ud(x̃1, x̃2)),

с преобразованием Фурье

˜
(∆

(2)
k ud)(ξ) = h−2(e−ih·ξk − 1)2ũd(ξ), k = 1, 2.

Дискретный аналог оператора Лапласа имеет следующий вид

(∆dud)(x̃) = (∆
(2)
1 ud)(x̃) + (∆

(2)
2 ud)(x̃),

так что его преобразование Фурье выглядит как

(̃∆dud)(ξ) = h−2((e−ih·ξ1 − 1)2 + (e−ih·ξ2 − 1)2)ũd(ξ).

Мы используем эти дискретные объекты для построения дискретных пространств Со-
болева–Слободецкого для изучения широкого класса дискретных уравнений.

Сначала введем дискретный аналог пространства Шварца S(hZ2) как набор дискрет-
ных функций с конечными полунормами

|ud| = sup
x̃∈hZ2

(1 + |x̃|)l|∆(k)ud(x̃)|

для произвольного l ∈ N, k = (k1, k2), kr ∈ N, r = 1, 2,

∆(k)ud(x̃) = ∆k1
1 ∆k2

2 ud(x̃).

О п р е д е л е н и е 1.1. Дискретной обобщенной функцией называется линейный
непрерывный функционал, определенный на пространстве S(hZ2).

Множество таких дискретных обобщенных функций будем обозначать через S ′(hZ2),

и значение дискретной обобщенной функции fd на тестовой дискретной функции
ud ∈ S(hZ2) будет обозначаться (fd, ud). Аналогично [4] мы можем определить стандарт-
ные операции в пространстве S ′(hZ2), но дифференцирование будет заменено на разде-
ленную разность первого порядка. Эти операции подробно описаны в [3], под сходимостью
понимается слабая сходимость в пространстве S ′(hZ2).

Пусть ζ2 = h−2((e−ih·ξ1 − 1)2 + (e−ih·ξ2 − 1)2). Введем следующее определение.

О п р е д е л е н и е 1.2. Пространство Hs(hZ2) состоит из (обобщенных) функций
дискретного аргумента и является замыканием пространства S(hZ2) относительно нормы

‖ud‖s =

( ∫
~T2

(1 + |ζ2|)s|ũd(ξ)|2dξ
)1/2

. (1.1)

Изменяя параметр h в (1.1), мы получим различные нормы, которые эквивалентны
L2 -норме, но константы в этой эквивалентности зависят от h. В наших конструкциях
ниже все константы не зависят от h — это важный факт для сравнения дискретных и
непрерывных решений.

О п р е д е л е н и е 1.3. Пространство Hs(Kd) состоит из дискретных (обобщенных)
функций из Hs(hZ2) таких, что их носители принадлежат множеству Kd. Норма в про-
странстве Hs(Kd) индуцируется нормой пространства Hs(hZ2). Пространство Hs

0(Kd)

состоит из дискретных (обобщенных) функций fd ∈ S ′(hR2) с носителями внутри Kd, и
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эти дискретные (обобщенные) функции должны допускать продолжение в пространство
Hs(hZ2). Норма в пространстве Hs

0(Kd) задается формулой

‖fd‖+
s = inf ‖`fd‖s,

где инфимум берется по всем продолжениям `.

Фурье образ пространства Hs(Kd) будет обозначаться H̃s(Kd).

Пусть Ãd(ξ) — измеримая периодическая функция R2 с основным квадратом периодов
~T2. Такие функции мы называем символами.

О п р е д е л е н и е 1.4. Дискретным псевдодифференциальным оператором Ad с
символом Ad(ξ) в дискретном квадранте Kd называется оператор следующего вида

(Adud)(x̃) =
∑
ỹ∈hZ2

h2

∫
~T2

Ãd(ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Kd.

Мы говорим, что оператор Ad является эллиптическим, если

ess inf
ξ∈~T2

|Ad(ξ)| > 0.

Мы рассматриваем символы, удовлетворяющие условию

c1(1 + |ζ2|)α/2 ≤ |Ad(ξ)| ≤ c2(1 + |ζ2|)α/2 (1.2)

с константами c1, c2, не зависящими от h. Число α ∈ R называется порядком дискретного
псевдодифференциального оператора Ad.

Легко доказывается следующий простой результат.

Лемма 1.1. Дискретный псевдодифференциальный оператор Ad с символом Ãd(ξ)

является линейным ограниченным оператором Hs(hZ2) → Hs−α(hZ2) с нормой, не за-
висящей от h.

Далее мы исследуем разрешимость дискретного уравнения

(Adud)(x̃) = vd(x̃), x̃ ∈ Kd, (1.3)

в пространстве Hs(Kd) при условии, что vd ∈ Hs−α
0 (Kd).

Мы будем использовать некоторую специальную область в двумерном комплексном
пространстве C2. Область типа Th(K) = ~T2 + iK называется трубчатой областью над
квадрантом K, и будем рассматривать аналитические функции f(x+iτ) в области Th(K).

Введем периодическое ядро Бохнера аналогично [4]

Bh(z) =
∑
x̃∈Kd

eix̃·(ξ+iτ)h2, ξ ∈ ~T2, τ ∈ K,

и соответствующий интегральный оператор

(Bhũd)(ξ) = lim
τ→0,τ∈K

1

4π2

∫
~T2

Bh(ξ + iτ − η)ũd(η)dη.
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Лемма 1.2. Для квадранта K оператор Bh имеет следующий вид

(Bhũd)(ξ) =
h2

8π2

∫
T2

ũd(η)dη + lim
τ→0+

ih

8π2

∫
T2

ctg
h(ξ1 − η1 + iτ1)

2
ũd(η)dη

+ lim
τ→0+

ih

8π2

∫
T2

ctg
h(ξ2 − η2 + iτ2)

2
ũd(η)dη

− lim
τ→0+

h2

8π2

∫
T2

ctg
h(ξ1 − η1 + iτ1)

2
cot

h(ξ2 − η2 + iτ2)

2
ũd(η)dη,

и Bh — линейный ограниченный оператор в Hs(~T2) → Hs(~T2) для |s| < 1/2. Более
того, оператор Bh является проекцией H̃s(hZ2)→ H̃s(Kd).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Соответствующие вычисления для одномерного дискретно-
го конуса были проведены в [5]. Мы используем эти результаты, адаптируя их к нашему
двумерному случаю. Поскольку∑

x̃k∈hZ+

e−ix̃kzkh =
h

2
− ih

2
cot

hzk
2
, zk = ξk + iτk, k = 1, 2,

то, перемножая e−x̃·τ с ud(x̃) и применяя соответствующее свойство преобразования Фу-
рье о произведении и свертке образов Фурье, получаем утверждение.

Ограниченность одномерного оператора с ядром h ctg hz
2

для |s| < 1/2 доказывается
переходом к ядру Коши с помощью экспоненциальной замены и использованием соответ-
ствующего результата из [6]; двумерный случай получается повторным применением этих
рассуждений.

Отметим, что оператор Bh является так называемым периодическим бисингулярным
оператором. Используя классические результаты для интеграла типа Коши [7, 8], мож-
но аккуратно вычислить граничное значение, но в данном исследовании это не играет
принципиальной роли. Поскольку формулы довольно громоздки, можно сделать некото-
рые упрощения, не теряя общности. Так, например, мы можем рассмотреть простран-
ство S1(hZ2) ⊂ S(hZ2) с нулевыми значениями на осях координат и ввести пространство
Hs(hZ2) как замыкание множества S1(hZ2). В этом случае первые три слагаемые в вы-
ражении для Bh будут равны нулю.

Лемма 1.3. Если |s| < 1/2, то пространство H̃s(hZ2) однозначно представляется
в виде прямой суммы

H̃s(hZ2) = H̃s(Kd)⊕ H̃s(hZ2 \Kd).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Это простое следствие леммы 1.2. Действительно, единст-
венное представление функции f̃ ∈ H̃(hZ2) будет выглядеть следующим образом

f̃ = Bhf̃ + (I −Bh)f̃ .

Единственность такого представления возможна только при |s| < 1/2.

Для описания картины разрешимости дискретного уравнения (1.3) понадобятся неко-
торые дополнительные элементы многомерного комплексного анализа. Мы рассмотрим
эти вопросы в следующем разделе.
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2. Периодическая волновая факторизация

Рассматриваемое здесь понятие является периодическим аналогом волновой фактори-
зации [9]. Некоторые первые предварительные соображения и результаты были описаны
в [10–13].

О п р е д е л е н и е 2.1. Периодической волновой факторизацией эллиптического
символа Ad(ξ) ∈ Eα называется его представлением в виде

Ad(ξ) = Ad,6=(ξ)Ad,=(ξ),

где сомножители Ad,6=(ξ), Ad,=(ξ) допускают аналитическое продолжение в трубчатые об-
ласти Th(K), Th(−K), соответственно, с оценками

c1(1 + |ζ̂2|)
æ
2 ≤ |Ad,6=(ξ + iτ)| ≤ c′1(1 + |ζ̂2|)

æ
2 ,

c2(1 + |ζ̂2|)
α−æ

2 ≤ |Ad,=(ξ − iτ)| ≤ c′2(1 + |ζ̂2|)
α−æ

2 ,

и константами c1, c
′
1, c2, c

′
2, не зависящими от h, где

ζ̂2 ≡ ~2
(
(e−ih(ξ1+iτ1) − 1)2 + (e−ih(ξ2+iτ2) − 1)2

)
, ξ = (ξ1, ξ2) ∈ ~T2, τ − (τ1, τ2) ∈ K.

Число æ ∈ R называется индексом периодической волновой факторизации.

К сожалению, у нас нет алгоритма построения такой факторизации. Но есть некоторые
примеры периодических символов, которые допускают такую факторизацию. Приведем
один из них.

Пусть f — произвольная функция дискретной переменной, f ∈ S(hZ2), supp f ⊂
Kd ∪ (−Kd). Тогда имеем

f = χ+f + χ−f,

где χ± является характеристической функцией квадранта ±Kd. Применяя дискретное
преобразование Фурье, получаем представление f̃ = f̃+ + f̃−, и функции f̃± допускают
аналитическое продолжение в Th(±K) согласно лемме 1.2. Таким образом, можем запи-
сать exp f̃ = exp f̃+ · exp f̃−, и мы получаем периодическую волновую факторизацию с
нулевым индексом для функции exp f̃ .

Везде ниже предполагается существование такой периодической волновой фактори-
зации для символа Ad(ξ) с индексом æ.

Сейчас мы рассмотрим наиболее простой случай, когда решение уравнения (1.3) суще-
ствует и единственно.

Теорема 2.1. Пусть |æ− s| < 1/2. Тогда уравнение (1.3) имеет единственное реше-
ние для произвольной правой части vd ∈ Hs−α

0 (Kd) ; решение дается формулой

ũd(ξ) = A−1
d, 6=(ξ)Bh(A

−1
d,=(ξ)(̃`vd)(ξ)), (2.1)

где `vd — произвольное продолжение vd в Hs−α(hZ2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть `vd — произвольное продолжение vd ∈ Hs−α
0 (Kd) в

Hs−α(hZ2). Введем функцию

wd(x̃) = (`vd)(x̃)− (Adud)(x̃),

так, что w(x̃) = 0 для x̃ /∈ Kd.
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Теперь запишем (1.3) в виде

(Adud)(x̃) + wd(x̃) = (`vd)(x̃), x̃ ∈ hZ2,

и после применения дискретного преобразования Фурье и периодической волновой фак-
торизации получаем

Ad, 6=(ξ)ũd(ξ) + A−1
d,=(ξ)w̃d(ξ) = A−1

d,=(ξ)(̃`vd)(ξ), ξ ∈ ~T2. (2.2)

Имеем следующие включения согласно лемме 1.1 и лемме 1.2

Ad, 6=(ξ)ũd(ξ) ∈ H̃s−æ(Kd), A−1
d,=(ξ)w̃d(ξ) ∈ H̃s−æ(hZ2 \Kd), A−1

d,=(ξ)(̃`vd)(ξ) ∈ H̃s−æ(hZ2),

и тогда по лемме 1.3 правая часть уравнения (2.2) однозначно представима суммой

A−1
d,=(ξ)(̃`vd)(ξ) = f+

d (ξ) + f−d (ξ),

где
f+
d (ξ) = Bh(A

−1
d,=(ξ)(̃`vd)(ξ)), f−d (ξ) = (I −Bh)(A

−1
d,=(ξ)(̃`vd)(ξ)).

Далее перепишем равенство (2.2) в виде

Ad,6=(ξ)ũd(ξ)− f+
d (ξ) = f−d (ξ)− A−1

d,=(ξ)w̃d(ξ)

и, используя единственность представления в виде прямой суммы

H̃s−æ(Kd)⊕ H̃s−æ(hZ2 \Kd),

получаем, что и левая, и правая части должны быть равны нулю. Таким образом, спра-
ведливо равенство (2.1).

3. Дискретная краевая задача

В этом разделе мы рассмотрим более интересный случай, когда уравнение (1.3) имеет
множество решений. Здесь будут использованы некоторые результаты из [3] относительно
формы дискретной (обобщенной) функции, сосредоточенной в начале координат.

Теорема 3.1. Пусть æ− s = n+ δ, n ∈ N, |δ| < 1/2. Тогда общее решение уравнения
(1.3) имеет следующий вид

ũd(ξ) = A−1
d, 6=(ξ)Qn(ξ)Bh(Q

−1
n (ξ)A−1

d,=(ξ)(̃`vd)(ξ)) + A−1
d, 6=(ξ)

( n−1∑
k=0

c̃k(ξ1)ζ̂k2 + d̃k(ξ2)ζ̂k1

)
,

где Qn(ξ) — произвольный многочлен степени n от переменных ζk = ~(e−ihξk − 1),

k = 1, 2, удовлетворяющий условию (1.2) с α = n; c̃k(ξ1) и d̃k(ξ2) — произвольные
функции из Hsk(hT), sk = s− æ + k + 1/2, k = 0, 1, · · · , n− 1.

Имеет место априорная оценка

‖ud‖s ≤ const

(
‖f‖+

s−α +
n−1∑
k=0

([ck]sk + [dk]sk)

)
,

где [·]sk обозначает норму в Hsk(hR), и const не зависит от h.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Начнем с уравнения (2.2). Пусть Qn(ξ) — произвольный
многочлен степени n от переменных ζk = ~(e−ihξk − 1), k = 1, 2, удовлетворяющий усло-
вию (1.2) с α = n. Умножим уравнение (2.2) на Q−1

n (ξ)

Q−1
n (ξ)Ad, 6=(ξ)ũd(ξ) +Q−1

n (ξ)A−1
d,=(ξ)w̃d(ξ) = Q−1

n (ξ)A−1
d,=(ξ)(̃`vd)(ξ), ξ ∈ ~T2. (3.1)

По лемме 1.1 имеем

Q−1
n (ξ)A−1

d,=(ξ)(̃`vd)(ξ) ∈ H̃s−æ+n(hZ2),

а так как s− æ + n = −δ, то по лемме 1.3 запишем единственное разложение

Q−1
n (ξ)A−1

d,=(ξ)(̃`vd)(ξ) = F+
d (ξ) + F−d (ξ),

где

F+
d (ξ) = Bh(Q

−1
n (ξ)A−1

d,=(ξ)(̃`vd)(ξ)), F−d (ξ) = (I −Bh)(Q
−1
n (ξ)A−1

d,=(ξ)(̃`vd)(ξ)).

Учитывая данный факт, перепишем равенство (3.1) в виде

Ad, 6=(ξ)ũd(ξ) + A−1
d,=(ξ)w̃d(ξ) = Qn(ξ)F+

d (ξ) +Qn(ξ)F−d (ξ),

далее,
Ad, 6=(ξ)ũd(ξ)−Qn(ξ)F+

d (ξ) = Qn(ξ)F−d (ξ)− A−1
d,=(ξ)w̃d(ξ).

Поскольку F+
d (ξ) ∈ H̃s−æ+n(Kd), F−d (ξ) ∈ H̃s−æ+n(hZ2 \Kd), то по лемме 1.1 выполнено

Qn(ξ)F+
d (ξ) ∈ H̃s−æ(Kd), Qn(ξ)F−d (ξ) ∈ H̃s−æ(hZ2 \ Kd). Применяя обратное дискретное

преобразование Фурье получаем равенство для двух дискретных (обобщенных) функций.
Левая часть обращается в нуль при одном из условий x̃1 < 0 или x̃2 < 0, а правая
часть обращается в нуль при условии x̃1 > 0, x̃2 > 0. Таким образом, это должна быть
дискретная (обобщенная) функция, сосредоточенная на сторонах дискретного квадранта{

(x̃1, x̃2) ∈ hZ2 : {x̃1 > 0, x̃2 = 0} ∪ {x̃1 = 0, x̃2 > 0}
}
. Используя соответствующий

результат из [3], мы получаем следующий вид этого распределения
n−1∑
k=0

(
ck(x̃1)(∆

(k)
2 δd)(x̃2) + dk(x̃2)(∆

(k)
1 δd)(x̃1)

)
,

где все слагаемые должны быть элементами пространства Hs−æ(hZ2).

Остается уточнить, сколько слагаемых нам нужно в правой части. Исходим из того,
что каждое слагаемое должно принадлежать пространству H̃s(~T2).

Рассмотрим слагаемое ck(ξ1)ζk2 . Учитывая, что порядок A−1
d,+(ξ) равен −æ, нам нужно

проверить конечность Hs−æ -нормы для ck(ξ1)ζk2 . Имеем

‖ck(∆(k)
2 δd)‖2

s−æ =

∫
~T2

(1 + |ζ2|)s−æ‖ck(ξ1)ζk2 |2dξ

=

∫
~T2

(1 + |ζ2|)s−æ‖ck(ξ1)|2|ζk2 |2dξ ≤ a1~2(s−æ+k+1/2)

∫
~T

|ck(ξ1)|2dξ1

≤ a2

∫
~T

(1 + |ζ1
2|)s−æ+k+1/2|ck(ξ1)|2dξ1,

и константы a1, a2 не зависят от h.
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Последнее слагаемое должно быть (n − 1) -м, потому что для n -го слагаемого мы
получаем положительный рост: для k = n имеем

sn = s− æ− n+ 1/2 = −n− δ + n+ 1/2 = −δ + 1/2 > 0.

Априорные оценки можно получить так же, как описано в [3].

Теперь рассмотрим для уравнения (1.3) случай n = 1, т. е. æ − s = 1 + δ, |δ| < 1/2.

Из теоремы 3.1 следует, что общим решением уравнения (1.3) является
ũd(ξ) = A−1

d,6=(ξ)
(
c̃0(ξ1) + d̃0(ξ2)

)
, (3.2)

где c0, d0 ∈ Hs−æ+1/2(~Z) являются произвольными функциями. Для их однозначного
определения добавим к уравнению (1.3) следующие условия∑

x̃1∈hZ+

ud(x̃1, x̃2)h = fd(x̃2),
∑

x̃2∈hZ+

ud(x̃1, x̃2)h = gd(x̃1),
∑

x̃∈hZ++

ud(x̃1, x̃2)h2 = 0. (3.3)

Эти дополнительные условия помогут однозначно определить неизвестные функции
c0, d0 в решении (3.2). Действительно, с помощью дискретного преобразования Фурье пе-
репишем условия (3.3) в виде

ũd(0, ξ2) = f̃d(ξ2), ũd(ξ1, 0) = g̃d(ξ1), ũd(0, 0) = 0. (3.4)
Теперь подставим формулы (3.4) в (3.2). Первые две формулы дадут равенства

ũd(0, ξ2) = A−1
d, 6=(0, ξ2)(c̃0(0) + d̃0(ξ2)) = f̃d(ξ2),

ũd(ξ1, 0) = A−1
d,6=(ξ1, 0)(c̃0(ξ1) + d̃0(0)) = g̃d(ξ1).

Из этих равенств, согласно третьему условию, следует соотношение f̃d(0) = g̃d(0), из
которого получаем c̃0(0) + d̃0(0) = 0, и, значит, c̃0(0) = d̃0(0) = 0.

Таким образом, получаем

ũd(ξ) = A−1
d, 6=(ξ)

(
Ad, 6=(ξ1, 0)g̃d(ξ1) + Ad, 6=(0, ξ2)f̃d(ξ2)

)
. (3.5)

Остается сформулировать и доказать следующий результат.

Теорема 3.2. Пусть fd, gd ∈ Hs+1/2(hZ), vd ≡ 0. Тогда дискретная задача (1.3), (3.3)
имеет единственное решение, которое дается формулой (3.5).

Справедлива априорная оценка
‖ud‖s ≤ const(‖fd‖s+1/2 + ‖gd‖s+1/2),

где const не зависит от h.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам нужно доказать только априорную оценку. Рассмотрим
первое слагаемое

‖A−1
d, 6=(ξ)Ad, 6=(ξ1, 0)g̃d(ξ1)‖2

s =

∫
~T2

|A−1
d, 6=(ξ1, ξ2)Ad,6=(ξ1, 0)g̃d(ξ1)|2(1 + |ζ2|)sdξ1dξ2

≤ C~2s

∫
~T2

|gd(ξ1)|2dξ ≤ C1~2s+1

~π∫
−~π

|gd(ξ1)|2dξ1

≤ C2

~π∫
−~π

|gd(ξ1)|2(1 + |ζ2
1 |)s+1/2dξ1 = ‖gd‖2

s+1/2.

Второе слагаемое оценивается аналогично.



О ДИСКРЕТНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ В ЧЕТВЕРТИ ПЛОСКОСТИ 179

4. Сравнение дискретных и непрерывных решений

Непрерывный аналог дискретной краевой задачи (1.3), (3.3) описан в [14]. Здесь мы
рассматриваем однородное дискретное уравнение (1.3), vd ≡ 0.

Пусть A — псевдодифференциальный оператор с символом A(ξ), ξ = (ξ1, ξ2), удовле-
творяющим условию

c1(1 + |ξ|)α ≤ |A(ξ)| ≤ c2(1 + |ξ|)α

и допускающим волновую факторизацию по квадранту K с индексом æ. Рассмотрим
уравнение

(Au)(x) = 0, x ∈ K, (4.1)

со следующими дополнительными условиями

+∞∫
0

u(x1, x2)dx1 = f(x2),

+∞∫
0

u(x1, x2)dx2 = g(x1),

∫
−K

u(x)dx = 0. (4.2)

Решение задачи (4.1), (4.2) разыскивается в пространстве Hs(K) [9], а граничные
функции берутся из пространства Hs+1/2(R+). Такая задача рассматривалась в [14], она
имеет решение

ũ(ξ) = A−1
6= (ξ)

(
A6=(ξ1, 0)g̃(ξ1) + A 6=(0, ξ2)f̃(ξ2)

)
(4.3)

при условии, что символ A(ξ) допускает волновую факторизацию [9] относительно K

A(ξ) = A6=(ξ)A=(ξ)

с индексом æ таким, что æ− s = 1 + δ, |δ| < 1/2.

Для построения дискретной краевой задачи, которая является достаточно точным при-
ближением к (4.1), (4.2), следует выбрать Ad(ξ) и fd, gd специальным образом. Введем
оператор lh, который действует следующим образом. Для функции u, заданной на R,
берется ее преобразование Фурье ũ, затем его сужение на ~T и периодическое продолже-
ние на R. Наконец, берется его обратное дискретное преобразование Фурье и получается
функция дискретного переменного (lhu)(x̃), x̃ ∈ hR. Таким образом,

fd = lhf, gd = lhg.

Далее, аналогично строим символ дискретного оператора Ad. Если имеется волновая
факторизация символа A(ξ), мы определяем сужения сомножителей на ~T2 с последую-
щим периодическим продолжением на R2, а периодический символ Ad(ξ) является про-
изведением этих сомножителей. Для таких fd, gd и символа Ad(ξ) получаем следующий
результат.

Теорема 4.1. Пусть f, g ∈ S(R), æ > 1. Тогда имеем следующую оценку для решений
u и ud непрерывной задачи (4.1), (4.2) и дискретной задачи (1.3), (3.3)

|u(x̃)− ud(x̃)| ≤ C(f, g)hβ,

где константа C(f, g) зависит от функций f, g, число β > 0 может быть произволь-
ным.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам нужно сравнить две функции (3.5) и (4.3), точнее их
обратное дискретное преобразование Фурье и обратное преобразование Фурье в точках
x̃ ∈ Kd. Имеем

ud(x̃)− u(x̃) =
1

4π2

( ∫
~T2

eix̃·ξũd(ξ)dξ −
∫
R2

eix̃·ξũ(ξ)dξ

)

=
1

4π2

∫
R2\~T2

eix̃·ξA−1
6= (ξ)

(
A6=(ξ1, 0)g̃(ξ1) + A6=(0, ξ2)f̃(ξ2)

)
dξ,

так как, согласно нашему выбору Ad, fd, gd, функции ũd и ũ совпадают в точках ξ ∈ ~T2.

Оценим одно слагаемое. Так как g̃ ∈ S(R) имеем

∣∣∣∣ 1

4π2

∫
R2\~T2

eix̃·ξA−1
6= (ξ)A6=(ξ1, 0)g̃(ξ1)dξ

∣∣∣∣ ≤ C

+∞∫
~π

dξ2

(1 + |ξ1|+ |ξ2|)æ

+∞∫
~π

|ξ1|−γdξ1.

Отсюда следует требуемая оценка.

5. Заключение

В этой статье мы рассмотрели только двумерный конус и специфические граничные
условия, однако авторы продолжают работу в этом направлении и намерены рассмотреть
дискретные краевые задачи с классическими условиями Дирихле и Неймана.

В качестве первых практических приложений авторы планируют изучить дискретный
вариант задачи в четверти плоскости, возникающей в теории дифракции и теории упру-
гости [9], в надежде, что это будет полезным следствием разработанной теории.
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Аннотация. В работе найдены точные неравенства для наилучшего приближения произ-
вольной аналитической в единичном круге функции f алгебраическими комплексными
полиномами через модуль непрерывности m -го порядка производной r -го порядка f (r)

в весовом пространстве Бергмана B2,γ . Также через модуль непрерывности m -го поряд-
ка производной f (r) введен класс аналитических в единичном круге функций W

(r)
m (h,Φ),

определяемый заданной монотонно возрастающей на положительной полуоси мажорантой
Φ, h ∈ (0, π/n], n > r. При определенных условиях на мажоранту Φ для введенного клас-
са функций вычислены точные значения некоторых известных n -поперечников. В работе
используются методы решения экстремальных задач в нормированных пространствах ана-
литических в круге функций, а также метод оценки снизу n -поперечников функциональ-
ных классов в различных банаховых пространствах, разработанный В.М. Тихомировым.
Изложенные в данной работе результаты являются продолжением и обобщением некото-
рых ранее полученных результатов о наилучших приближениях и значениях поперечников
в весовом пространстве Бергмана B2,γ .
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majorant Φ, h ∈ (0, π/n], n > r, monotonically increasing on the positive semiaxis. Under
certain conditions on the majorant Φ, for the introduced class of functions, the exact values of
some known n -widths are calculated. We use methods for solving extremal problems in normed
spaces of functions analytic in a circle, as well as the method for estimating from below the
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Введение

В последние годы в теории приближений интенсивно изучаются неравенства, оценива-
ющие величину наилучшего приближения функции посредством модулей непрерывности
высших порядков в различных пространствах аналитических функций. Наиболее пол-
но вопросы приближения аналитических функций и вычисления поперечников классов
функций изучены в пространствах Харди. Первые точные результаты по наилучшим по-
линомиальным приближениям аналитических в круге функций получены в работах [1–3].
Именно результаты [1] стали отправным пунктом при получении точных значений колмо-
горовских поперечников в работах [3, 4]. В развитие этой тематики в работах [5, 6] были
получены точные значения колмогоровских n -поперечников (определенных в [7]) в мет-
рике пространства Харди для некоторых классов аналитических в единичном круге функ-
ций, граничные значения которых допускают представление сверткой, либо усредненные
модули непрерывности или гладкости их граничных значений мажорируются заданны-
ми функциями. Эта тематика была продолжена во многих работах, в том числе в [8–13].
В пространстве Бергмана исследование указанных вопросов было начато в [14,15], а пер-
вые результаты в весовом пространстве Бергмана B2,γ были получены в [16]. Дальнейшие
исследования в этом направлении проводились, например, в работах [17–23].

В настоящей работе приведем обобщение результатов, полученных в [16], и вычислим
значения поперечников классов аналитических в единичном круге функций в весовом
пространстве Бергмана.

1. Основные понятия

Пусть U = {z ∈ C : |z| < 1} — единичный круг в комплексной плоскости C, A(U) —
множество аналитических в U функций. Для произвольной функции f ∈ A(U) символом
B2,γ обозначим банахово пространство Бергмана с конечной нормой

‖f‖2,γ := ‖f‖B2,γ =

(
1

2π

∫∫
(U)

γ(|z|)|f(z)|2 dσ
)1/2

, (1.1)

где γ(|z|) — некоторая неотрицательная измеримая не эквивалентная нулю функция,
суммируемая на множестве U, dσ — элемент площади, а интеграл в (1.1) понимается в
смысле Лебега. Отметим, что B2,γ является гильбертовым пространством со скалярным
произведением, определенным для любых f, g ∈ B2,γ формулой

(f, g) =

∫∫
D

γ(|z|)f(z)g(z) dσ.

Переходя к полярным координатам z = ρeit, 0 ≤ ρ < 1, 0 ≤ t ≤ 2π, норму (1.1)
запишем в виде

‖f‖2,γ =

(
1

2π

1∫
0

2π∫
0

ργ(ρ)|f(ρeit)|2 dρ dt
)1/2

=

( 1∫
0

ργ(ρ)M2
2 (f ; ρ) dρ

)1/2

,

где

M2(f ; ρ) =

(
1

2π

2π∫
0

|f(ρeit)|2 dt
)1/2

.
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Обозначим через

Pn =
{
pn(z) : pn(z) =

n∑
k=0

akz
k, ak ∈ C

}
совокупность всех алгебраических комплексных полиномов степени n. Определим фор-
мулой

En(f)2,γ = inf{‖f − pn−1‖2,γ : pn−1 ∈Pn−1} (1.2)

величину наилучшего приближения функции f(z) ∈ B2,γ подпространством Pn−1. Легко
доказать, что среди произвольных полиномов pn−1 ∈ Pn−1 наименьшее значение нормы
‖f − pn−1‖2,γ в (1.2) доставляет частная сумма Тейлора

Tn−1(f ; z) =
n−1∑
k=0

ck(f)zk

в разложении f(z) в круге |z| < 1. При этом

En(f)2,γ = ‖f − Tn−1(f ; z)‖2,γ =

{ ∞∑
k=n

|ck(f)|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ) dρ

}1/2

. (1.3)

Далее, для произвольного множества M ⊂ B2,γ обозначим

En(M)2,γ := sup{En(f)2,γ : f ∈M}.

Положим

M2(∆m(f ; ·, ·, u), ρ) =

(
1

2π

2π∫
0

|∆m(f ; ρ, t, u)|2dt
)1/2

,

где символом

∆m(f ; ρ, t, u) =
m∑
k=0

(−1)kCk
mf
(
ρei(t+ku)

)
обозначена разность m -го порядка функции f(z) = f

(
ρei(t+ku)

)
по аргументу t. Введем

в рассмотрение модуль непрерывности, который определим соотношением

ωm(f ; ρ, δ)2 = sup{M2(∆m(f ; ·, ·, u), ρ) : |u| ≤ δ}. (1.4)

Для любого r ∈ Z+ производную r -го порядка функции f(z) обозначим

f (r)(z) =
drf

dzr
=
∞∑
k=r

αk,rckz
k−r, αk,r = k! [(k − r)!]−1 , k ≥ r.

Всюду далее через B
(r)
2,γ, r ∈ Z+, будем обозначать множество функций f ∈ A(U), у

которых zrf (r) ∈ B2,γ.

Пусть S — единичный шар в пространстве B2,γ, M — выпуклое центрально-симмет-
ричное множество из B2,γ, Λn ⊂ B2,γ — n -мерное подпространство, Λn ⊂ B2,γ — подпро-
странство коразмерности n; пусть L : B2,γ → Λn — непрерывный линейный оператор, а
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L⊥ : B2,γ → Λn — непрерывный оператор линейного проектирования пространства B2,γ

на подпространство Λn.

Величины

bn(M,B2,γ) = sup {sup {ε > 0 : εS ∩ Λn+1 ⊂M} : Λn+1 ⊂ B2,γ} ,

dn(M,B2,γ) = inf
{

sup
{
‖f‖B2,γ : f ∈M ∩ Λn

}
: Λn ⊂ B2,γ

}
,

dn(M,B2,γ) = inf
{

sup
{

inf
{
‖f − ϕ‖B2,γ : ϕ ∈ Λn

}
: f ∈M

}
: Λn ⊂ B2,γ

}
,

λn(M,B2,γ) = inf
{

inf
{

sup
{
‖f − Lf‖B2,γ : f ∈M

}
: LB2,γ ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ B2,γ

}
,

πn(M,B2,γ) = inf
{

inf
{

sup
{
‖f − L⊥f‖B2,γ : f ∈M

}
: L⊥B2,γ ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ B2,γ

}
называют, соответственно, бернштейновским, гельфандовским, колмогоровским, линей-
ным и проекционным n -поперечниками в пространстве B2,γ. Поскольку B2,γ является
гильбертовым пространством, для перечисленных n -поперечников выполняются следую-
щие соотношения (см. [24, с. 239]):

bn(M,B2,γ) ≤ dn(M,B2,γ) ≤ dn(M,B2,γ) = λn(M,B2,γ) = Πn(M,B2,γ). (1.5)

Пусть задана непрерывная возрастающая на полусегменте 0 ≤ h < ∞ функция Φ(h)

такая, что Φ(0) = 0. Через W
(r)
m (h,Φ), где m, r ∈ N, 0 < h ≤ π/n, обозначим класс

функций f ∈ B
(r)
2,γ, удовлетворяющих условию

1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2

sinν
β

h
t dρ dt ≤ Φ2(h),

0 < β ≤ π, 0 < ν ≤ 2n ln[n/(n − r)], n > r. Для этого класса функцию Φ(h) будем
называть мажорантой.

Положим

(1− cosnt)m∗ =

{
(1− cosnt)m, если nt < π,

2m, если nt ≥ π.

2. Основные результаты

Теорема 2.1. Пусть m,n, r ∈ N, n > r, 0 < h ≤ π/n и ϕ(t) — неотрицательная
суммируемая на отрезке [0, h] не эквивалентная нулю функция. Тогда для произвольной
функции f(z) ∈ B

(r)
2,γ имеет место точное неравенство

En(f)2,γ ≤

( 1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2
ϕ(t) dρ dt

)1/2

(
2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dt

)1/2
. (2.1)

Равенство в соотношении (2.1) реализуется функцией f0(z) = zn ∈ B2,γ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольной аналитической функции f(z) ∈ B
(r)
2,γ, со-

гласно определению модуля непрерывности (1.4), получаем

ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2

= 2msup
|u|≤t

∞∑
k=r+1

α2
k,r|ck(f)|2 (1− cos ku)m ρ2k. (2.2)

В силу соотношения (2.2) имеем

1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2
ϕ(t) dρ dt

≥ 2m
1∫

0

ργ(ρ)

[ ∞∑
k=n

|ck(f)|2α2
k,r

h∫
0

(1− cos kt)mρ2kϕ(t) dρ dt

]

= 2m
∞∑
k=n

(
α2
k,r

h∫
0

(1− cos kt)mϕ(t)dt

)
|ck(f)|2

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ) dρ. (2.3)

Введем в рассмотрение функцию натурального аргумента

y(k) = α2
k,r

h∫
0

(1− cos kt)mϕ(t)dt.

Это функция, как нами было показано в работе [22], для любого k ≥ n > r и неотрица-
тельного ϕ(t), является строго возрастающей. Поэтому

inf{y(k) : k ≥ n} = y(n),

и из (2.3) получим

1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2
ϕ(t) dρ dt ≥ 2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dt
∞∑
k=n

|ck(f)|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ) dρ.

С учетом равенства (1.3) отсюда следует

1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2
ϕ(t) dρ dt ≥ 2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dtE2
n(f)2,γ. (2.4)

Из соотношения (2.4) вытекает неравенство (2.1).
Чтобы доказать точность неравенства (2.1), рассмотрим функцию f0(z) = zn ∈ B

(r)
2,γ,

n ∈ N, r ∈ Z+, n > r. Для этой функции, с одной стороны, согласно соотношению (1.2)
непосредственным вычислением получим

En(f0)2,γ =

{ 1∫
0

ρ2n+1γ(ρ) dρ

}1/2

.
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С другой стороны, из правой части неравенства (2.1) и соотношения (1.4) получим( 1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf

(r)
0 ; ρ, t

)
2
ϕ(t)dρ dt

)1/2

(
2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dt

)1/2
=

( 1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)2mα2
n,rρ

2n(1− cosnt)mϕ(t)dρ dt

)1/2

(
2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dt

)1/2

=

( 1∫
0

ρ2n+1γ(ρ) dρ

)1/2(
2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dt

)1/2

(
2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dt

)1/2
=

{ 1∫
0

ρ2n+1γ(ρ) dρ

}1/2

,

т. е. правая и левая части неравенства (2.1) совпадают. Таким образом точность (2.1)
установлена, и тем самым теорема 2.1 доказана.

Из теоремы 2.1 вытекает следующий полученный М.Ш. Шабозовым и О.Ш. Шабозо-
вым в работе [16] результат.

Следствие 2.1. В условиях теоремы 2.1 при ϕ(t) = sinν
β

h
t, 0 < ν ≤ 2 ln[n/(n − r)]

имеет место соотношение

En(f)2,γ ≤

( 1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2

sinν
β

h
t dρ dt

)1/2

(
2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)m sinν
β

h
t dt

)1/2
. (2.5)

В частности, из соотношения (2.5), при ν = 1, β = π и h = π/n получаем

En(f)2,γ ≤
√
m+ 1

2m+1/2αn,r

(
n

1∫
0

π/n∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2

sinnt dρ dt

)1/2

.

Теорема 2.2. Если для любого заданного 0 < µ ≤ 1 и для всех λ > 0, 0 < β ≤ π,

0 < ν ≤ 2n ln[n/(n− r)], 0 < h ≤ π/n функция Φ(h) удовлетворяет условию

Φ2(µh)

λπ∫
0

(1− cos v)m∗ sinν
βv

λπ
dv ≤ Φ2(λh)

µπ∫
0

(1− cos v)m sinν
βv

µπ
dv, (2.6)

то имеет место равенство

σn

(
W (r)
m (h,Φ),B2,γ

)
=

1(
2mα2

n,r

µπ/n∫
0

(1− cosnt)m sinν
β

h
t dt

)1/2

Φ(µπ/n), (2.7)

где m,n, r ∈ N, а σn(·) — любой из вышеперечисленных n -поперечников.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (2.5) при h = µπ/n, соотношения (1.5) и
определения класса W (r)

m (h,Φ) получаем оценки сверху для проекционного n -поперечника

σn

(
W (r)
m (h,Φ),B2,γ

)
≤ En

(
W (r)
m (h,Φ)

)
2,γ

≤ 1(
2mα2

n,r

µπ/n∫
0

(1− cosnt)m sinν
β

h
t dt

)1/2

Φ(µπ/n). (2.8)

Для получения оценки снизу бернштейновского поперечника класса W
(r)
m (h,Φ) для

произвольного полинома pn(z) =
n∑
k=0

ak(f)zk ∈Pn оцениваем ωm(zrp
(r)
n ; ρ, t)2. На множе-

стве Pn ∩B2,γ введем в рассмотрение (n+ 1) -мерную сферу комплексных полиномов

Sn+1 =

{
pn(z) ∈Pn : ‖pn‖ =

1(
2mα2

n,r

µπ/n∫
0

(1− cosnt)m sinγ
β

h
t dt

)1/2

Φ(µπ/n)

}

и покажем, что Sn+1 ⊂ W
(r)
m (h,Φ).

Согласно определению (1.4) модуля непрерывности m -го порядка, с учетом равенства

‖pn(z)‖2,γ =

( n∑
k=0

|ak(f)|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ) dρ

)1/2

для произвольного pn(z) ∈ Sn+1 будем иметь

ω2
m(zrp(r)n ; ρ, t)2 ≤ 2mα2

n,r(1− cosnt)m∗

n∑
k=0

|ak(f)|2ρ2k.

Отсюда следует

1∫
0

λh∫
0

ργ(ρ)ω2
m(zrp(r)n ; ρ, t)2 sinν

βt

λh
dρ dt

≤ 2mα2
n,r

n∑
k=0

|ak(f)|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ) dρ

λh∫
0

(1− cosnt)m∗ sinν
βt

λh
dt

= 2mα2
n,r‖pn‖2

λh∫
0

(1− cosnt)m∗ sinν
βt

λh
dt. (2.9)

Заменив в (2.9) норму полинома по формуле радиуса сферы, получим неравенство

1∫
0

λh∫
0

ργ(ρ)ω2
m(zrp(r)n ; ρ, t)2 sinν

βt

λh
dρdt ≤

Φ2(µπ/n)

λh∫
0

(1− cosnt)m∗ sinν
βt

λh
dt

µπ/n∫
0

(1− cosnt)m sinν
nβt

µπ
tdt

.
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В правой части последнего неравенства сделаем замену переменной nt = v, затем введем
обозначение h = π/n и, используя условие (2.6), получим неравенство

1∫
0

λh∫
0

ργ(ρ)ω2
m(zrp(r)n ; ρ, t)2 sinν

βt

λh
dρ dt ≤

Φ2(µh)

λπ∫
0

(1− cos v)m∗ sinν
βv

λπ
dv

µπ∫
0

(1− cos v)m sinν
βv

µπ
dv

≤ Φ2(λh).

Это означает, что Sn+1 ⊂ W
(r)
m (h,Φ).

Учитывая соотношения (1.5), согласно определению бернштейновского n -поперечника
запишем оценки снизу всех n -поперечников

σn

(
W (r)
m (h,Φ),B2,γ

)
≥ bn

(
W (r)
m (h,Φ),B2,γ

)
≥ bn

(
Sn+1,B2,γ

)
≥ 1(

2mα2
n,r

µπ/n∫
0

(1− cosnt)m sinν
β

h
t dt

)1/2

Φ(µπ/n). (2.10)

Равенство (2.7) получаем путем сопоставления оценки сверху (2.8) с оценкой снизу (2.10),
чем и завершаем доказательство теоремы 2.2.
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Об исследовании задачи Неймана для эллиптических систем
двух уравнений шестого порядка на плоскости
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Аннотация. Как известно, на основе применения методов теории сингулярных интеграль-
ных уравнений были получены тонкие результаты в теории дифференциальных уравнений
в частных производных. В настоящей работе изучается вопрос о разрешимости задачи Ней-
мана для эллиптической системы двух уравнений шестого порядка с двумя независимыми
переменными по ограниченной области. При исследовании данной задачи используется
метод, разработанный Б. Боярским, суть которого заключается в построении матричной
функции по главной части системы и разбиении полиномов на гомотопические классы. С
помощью этого подхода нами показана эллиптичность рассматриваемой системы. Также
показано, что в соответствии с гомотопическими классами эллиптическая система двух
уравнений с двумя независимыми переменными шестого порядка эквивалентным образом
приводится к сингулярному интегральному уравнению по ограниченной области. Методом
перехода к эквивалентному сингулярному интегральному уравнению найдены эффектив-
ные условия нетеровости и получена формула для вычисления индекса изучаемой задачи.
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we study the question of solvability of the Neumann problem for an elliptic system of two
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Введение

В работе [1] в круге D = {z : |z| < 1} было изучено дифференциальное уравнение
второго порядка

2∑
j=0

aj(x, y)
∂2ω

∂xj∂y2−j + b1(x, y)
∂ω

∂x
+ b2(x, y)

∂ω

∂ω
+ b0(x, y)ω = g(x, y), (0.1)

где aj(x, y), bj(x, y) ( j = 0, 1, 2 ) — квадратные матрицы размера 2 × 2, ω = (ω1, ω2) —
неизвестная вектор-функция переменных x и y, g = (g1, g2) — заданная вектор-функция.

Оператор, стоящий в левой части (0.1), называется эллиптическим в области D = D∪Γ

с границей Γ = {z : |z| = 1}, если в любой точке (x, y) ∈ D выполняется условие

det
2∑
j=0

aj(x, y) 6= 0.

Для уравнения (0.1) задача Дирихле ставится следующим образом: в области D с
границей Γ требуется найти регулярное решение уравнения (0.1), принадлежащее классу
C(D) и удовлетворяющее граничному условию

ω|Γ = g(x, y). (0.2)

Из работы М.И. Вишика [2] следует, что если система (0.1) сильно эллиптическая (си-
стема (0.1) называется сильно эллиптической в точке (x, y), если матрица

∑2
j=0 aj(x, y)ξj

является положительной для любых действительных чисел ξ0, ξ1, ξ2, не обращающихся
одновременно в нуль), то задачи Дирихле для (0.1) и сопряженной системы образуют
фредгольмову пару граничных задач. Общие эллиптические системы этим свойством, во-
обще говоря, не обладают. Как показывают примеры А.В. Бицадзе (см. [3]), однородная
задача (0.1), (0.2) для эллиптической системы

∂2ω1

∂x2
− ∂2ω1

∂y2
− 2

∂2ω2

∂x∂y
= 0,

2
∂2ω1

∂x∂y
+
∂2ω2

∂x2
− ∂2ω2

∂y2
= 0

может допускать бесконечное число линейно независимых решений.
Для достаточно широкого класса эллиптических систем задача (0.1), (0.2) и более об-

щие граничные задачи изучены в работах А.В. Бицадзе [4–6], И.Н. Векуа [7, 8], Б. В. Бо-
ярского [9, 10]. Задачи, рассмотренные в этих работах, приведены к эквивалентному ин-
тегральному уравнению нормального типа, доказана нетеровость этих задач и найден их
индекс. Тесная связь между теорией эллиптических дифференциальных уравнений и тео-
рией функций комплексного переменного стала очевидной на примере уравнения Лапласа.
Это классическое направление в теории функций, восходящее к работам Эйлера и, особен-
но, Римана. В последнее время усиливается внимание выявлению связей теории функций
с более общими дифференциальными уравнениями с частными производными вида (0.1).

В работе [11] А.И. Вольперт исследовал систему дифференциальных уравнений вида

∂

∂x

(
a
∂ω

∂x

)
+
∂

∂x

(
b
∂ω

∂y

)
+
∂

∂y

(
c
∂ω

∂x

)
+
∂

∂y

(
a′
∂ω

∂y

)
= 0, (0.3)
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где

a =
1

4

(
q s− 1

s+ 1 −q

)
, b =

1

4

(
−s+ 1 q

q s+ 1

)
,

c =
1

4

(
s+ 1 −q
−q −s+ 1

)
, a′ =

1

4

(
q s+ 1

s− 1 −q

)
,

4 = 1 − s2 − q2, s, q — полиномы: s = λRezn, q = λImzn ( z = x + iy, 0 < λ < 1 );

ω =

(
ω1

ω2

)
; n — произвольное натуральное число ( ′ означает транспонирование). В [11]

показано, что система (0.3) эллиптическая в единичном круге, так как

det
(
aα2 + bαβ + cαβ + a′β2

)
=

1

4

(
α2 + β2

)2

.

Рассмотрены следующие сопряженные задачи:
Задача 1. Найти в круге |z| < 1 решение ω из класса K (где K — класс функций,

непрерывных вместе с первыми производными в D = D∪Γ и имеющих вторые непрерыв-
ные производные в D ) системы (0.3), удовлетворяющее граничному условию ω|Γ = 0.

Задача 1∗. Найти в круге |z| < 1 решение ω из класса K системы

∂

∂x

(
a′
∂ω

∂x

)
+
∂

∂y

(
b
∂ω

∂x

)
+
∂

∂x

(
c
∂ω

∂y

)
+
∂

∂y

(
a
∂ω

∂y

)
= 0,

удовлетворяющее граничному условию ω|Γ = 0.

Показано, что имеют место следующие утверждения:
1. Столбцы

ωkl =

(
RePkl
ImPkl

)
(k = 1, 2, ....., n; l = 0, 1)

образуют полную систему линейно независимых решений задачи 1, где

P1l = il
[
zn−1(1− r2)(n+ 1− λ2)− (−1)lλz(1− r2n)

]
,

Pkl = il
[
λzn−k(1− r2k)− (−1)lkzk−2(1− r2)

]
( z = x− iy, r = |z|, k ≥ 2 ).

2. Задача 1∗ не имеет отличных от нуля решений.
Из этих утверждений следует, что индекс задачи 1 равен 2n.

В работе [12] для равномерно эллиптической системы m уравнений

U
(
x,

∂

∂x

)
ω ≡

n∑
k,j=1

Akj(x)
∂2ω

∂xk∂xj
+ . . . = 0 (0.4)

(точками обозначены члены младших порядков по ω ) с достаточно гладкими веществен-
ными коэффициентами рассматриваются краевые задачи Дирихле

ω|Γ = f

и Неймана ∂ω

∂ν
|Γ = g

( ν — внутренняя нормаль) в классических предположениях.
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Известно, что в случае m = 2 так же, как для одного уравнения, задачи Дирихле
и Неймана для системы (0.4) при n > 2 поставлены корректно и имеют нулевой индекс
(см. [9,13]). Однако, как показывает пример (см. [14]), уже для эллиптических систем трех
уравнений задача Дирихле, а вместе с ней задача Неймана (см. [15]), вообще говоря, не
корректны. При m > 2 для обеспечения нетеровости краевой задачи Дирихле необходимо
потребовать выполнение условия регуляризуемости Я.Б. Лопатинского (см. [16]): ранг
матрицы ∫

D

{
U−1

(
y, λν + τ

)
, λU−1

(
y, λν + τ

)}
dλ, y ∈ Γ,

должен быть максимален. Всюду в дальнейшем оно предполагается выполненным. Но
тогда условие регуляризуемости будет выполнено и для задачи Неймана, поскольку обе
задачи регуляризуемы или нет одновременно (см. [15]), так что задача Неймана тоже будет
нетеровой. В [12] показано, что индексы задач Дирихле и Неймана совпадают и задача
Неймана фредгольмова в следующих двух случаях: p < n или n нечетно.

1. Постановка задачи. Основной результат

Следует отметить, что теория двумерных сингулярных интегральных операторов на-
ходится в тесной связи с теорией граничных задач для эллиптических систем дифферен-
циальных уравнений на плоскости (см. [7, 8, 17]). В последнее время Г. Джангибековым
были получены (см. например, [18–25]) эффективные необходимые и достаточные условия
нетеровости и формулы для подсчета индекса некоторых классов двумерных сингулярных
операторов по ограниченной области. Использование этих результатов позволило, в част-
ности, получить в работах [1,22,25] теорию разрешимости задач Дирихле и Неймана для
эллиптических систем уравнений второго и четвертого порядка на плоскости, и вычислить
индекс этих задач через коэффициенты системы.

В этом пункте изучается вопрос разрешимости задачи Неймана для эллиптической си-
стемы двух уравнений шестого порядка на плоскости методом перехода к эквивалентному
сингулярному интегральному уравнению по ограниченной области.

Пусть D = {z : |z| < 1} — единичный круг комплексной плоскости z = x + iy.

Рассмотрим дифференциальное уравнение шестого порядка

a(z)
∂6ω

∂z3∂z3
+ b(z)

∂6ω

∂z6 +
5∑

k+j=0

[
ak,j(z)

∂k+jω

∂zk∂zj
+ bk,j(z)

∂k+jω

∂zk∂zj

]
= g(z), (1.1)

где ω(z) = u(x, y) + iv(x, y), коэффициенты уравнения a(z), b(z) будем считать непре-
рывными в D, g(z) ∈ Lp(D), 2 < p <∞,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
.

По главной части системы (1.1) построим матрицу-функцию

G(z, σ) =

(
a(z) b(z)σ6

b(z)σ6 a(z)

)
.

Эллиптичность системы (1.1) означает, что для любой точки z ∈ D и любого не рав-
ного нулю комплексного числа σ = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π должно выполняться неравенство
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detG(z, σ) 6= 0. Очевидно, что

detG(z, σ) ≡ |a(z)|2 − |b(z)|2 6= 0

для всех z ∈ D. Отметим, что в работе [26] рассматривается эллиптическая система ше-
стого порядка общего вида, однако применительно к (1.1) полученные результаты охва-
тывают только случай сильно эллиптической системы, т. е. когда |a(z)| > |b(z)| для всех
z ∈ D.

Множество всех полиномиальных матриц вида G(z, σ), удовлетворяющих условию

detG(z, σ) = |a(z)|2 − |b(z)|2 > 0 (< 0) для всех z ∈ D,

обозначим через G+ (G−).

Две матрицы G1, G2 из класса G+ назовем гомотопными G1 ∼ G2, если существует
семейство полиномиальных матриц G+(τ) из G+, непрерывно зависящих от действитель-
ного параметра τ : 0 ≤ τ ≤ 1, такое, что

G+(0) ≡ G1, G+(1) ≡ G2.

Две эллиптические системы из множества всех эллиптических систем (9) с одинаковой
главной частью такой, что G(z, σ) ∈ G+ можно тогда и только тогда соединить непрерыв-
ным путем в G+, если характеристические матричные полиномы этих систем гомотопны.
Таким образом, соотношение гомотопии разбивает G+ на два класса гомотопии — связные
открытые множества:

класс ε+, в котором выполняется неравенство |a(z)| > |b(z)| для всех z ∈ D ;
класс ε−, в котором выполняется неравенство |a(z)| < |b(z)| для всех z ∈ D.

Эти классы образуют полную систему множества G±, т. е. G1 и G2 из F+ принадлежат
некоторому классу ε± тогда и только тогда, когда G1 ∼ G2.

Задача Неймана состоит в нахождении функции ω(z) из класса W 6
p (D) ∩ C(D),

удовлетворяющей внутри области D уравнению (1.1), а на ее границе Γ следующим
краевым условиям

ω(z)
∣∣
Γ
= 0,

∂ω

∂n

∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂2ω

∂n2

∣∣∣∣
Γ

= 0, (1.2)

где ∂ω
∂n

— производная по направлению внутренней нормали в точках контура Γ.

Известно (см. [8, 17]), что любая комплекснозначная функция класса W 6
p (D) ∩ C(D),

удовлетворяющая на границе Γ однородным краевым условиям (1.2), представляется в
виде

ω(z) = − 1

π

∫∫
D

G6(z, ζ)f(ζ)dsζ ,

с произвольной комплекснозначной плотностью f(z) ∈ Lp(D), где G6(z, ζ) функция Гри-
на бигармонического уравнения в области D :

G6(z, ζ) = |ζ − z|4 ln

∣∣∣∣1− zζζ − z

∣∣∣∣2 − |ζ − z|2(1− |z|2)(1− |ζ|2) +
1

2
(1− |z|2)2(1− |ζ|2)2.

Очевидно, что все производные от функции ω(z) по z и z до пятого порядка да-
ют интегральные операторы с непрерывными ядрами или с ядрами, имеющими слабую
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особенность и, следовательно, являются вполне непрерывными в Lp(D) (1 < p <∞) опе-
раторами.

Непосредственный подсчет показывает, что ∂6ω
∂z6

определяется по формуле

∂6ω

∂z6
=

∫∫
D

K(z, ζ)f(ζ)dsζ(z), (1.3)

где

K(z, ζ) = − 3

π

(ζ − z)2

(ζ − z)4
+K1(z, ζ), K1(z, ζ) =

3(ζ − z)2ζ
4

π(1− zζ)4
.

Аналогично получим
∂6ω

∂z3∂z3 = f(z). (1.4)

Здесь следует отметить, что интегральный оператор с ядром K(z, ζ) во внутренных
точках области D имеет особенность порядка 2, поэтому интеграл нужно понимать в
смысле главного значения по Коши. Что касается точек границы, т. е. когда ζ ∈ Γ, то
нетрудно проверить, что в этом случае K(z, ζ) = 0.

Подставляя значения производных из (1.3), (1.4) в исходное дифференциальное урав-
нение (1.1), для определения функции f(z) получим следующее двумерное сингулярное
интегральное уравнение

a(z)f(z) + b(z)(S∗f)(z) + (Tf)(z) = g(z), (1.5)

где T — вполне непрерывный в Lp(D), p > 2 оператор,

(S∗f)(z) = − 3

π

∫∫
D

((ζ − z)2

(ζ − z)4
− (ζ − z)2ζ

4

(1− zζ)4

)
f(ζ)dsζ .

Интегральное уравнение (1.5) относится к двумерным сингулярным интегральным
уравнениям с четными характеристиками по ограниченной области, которые изучены в
работе [20]. Далее к сингулярным интегральным уравнениям (1.5) применяется резуль-
таты из [20], и в зависимости от гомотопических классов ε± для задачи Неймана (1.2)
эллиптической системы (1.1) получим следующее утверждение.

Теорема. Для того, чтобы задача (1.2) для эллиптической системы (1.1) в классе
W 6
p (D), 2 < p <∞ была нетеровой, необходимо и достаточно выполнения условий

|a(z)| 6= |b(z)| для всех z ∈ D, a(t) 6= 0 для всех t ∈ Γ,

причем, если |a(z)| > |b(z)|, то индекс задачи равен 0, а если |a(z)| < |b(z)|, то индекс
задачи равен

κ = − 3

π

[
arg a(t)

]
Γ
.

Пример. В качестве примера рассмотрим следующее дифференциальное уравнение

zn
∂6ω

∂z3∂z3
+ λ

∂6ω

∂z6 = g(z),

где λ — комплексный параметр, удовлетворяющий неравенству |λ| ≥ 1, n — произволь-
ное натуральное число. Устанавливается, что соответствующее сингулярное интегральное
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уравнение задачи (1.2) методом разложения искомой функции f(z) в ряд Фурье по по-
лярному углу, относительно коэффициентов Фурье сводится к системам интегральных
уравнений с ядрами, однородными порядка −1. Доказывается, что однородная задача
(1.1), (1.2) имеет ровно 6n линейно независимых решений (над полем вещественных чи-
сел), а сопряженная однородная задача ненулевых решений не имеет. Отсюда следует, что
индекс задачи равен 6n.
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Решение начально-краевой задачи
в символьном виде
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Аннотация. Обсуждаются алгоритмы нахождения символьно-численного решения нача-
льно-краевой задачи для уравнения переноса сплошной среды. Аналитическое решение
таких уравнений, как правило, невозможно, поэтому активно разрабатываются прибли-
женные методы решения, обеспечивающие условие аппроксимации, устойчивости и схо-
димости. В данной статье предлагается символьное решение, что более удобно, чем чис-
ленное для использования, например, при синтезе систем управления. В основе алгоритма
лежит аппроксимация частных производных по одной из переменных разностным соотно-
шением и применение преобразования Лапласа к полученной системе дифференциально-
разностных уравнений. Представлена блок-схема алгоритма. Проводится описание струк-
туры программного комплекса на основе разработанного алгоритма. Программный ком-
плекс разработан на языке программирования Java. Для ввода исходных данных начально-
краевой задачи и вывода решения используется веб-интерфейс. В основе веб-интерфейса
программного комплекса лежит фреймворк Spring. Рассматривается пример решения на-
чально-краевой задачи с начальным и краевыми условиями при помощи данного про-
граммного комплекса.

Результаты представляют интерес для исследователей в прикладных областях, связанных
с переносом теплоты по сетевому теплоносителю, транспортировкой вязких жидкостей
по сетевому гидроносителю, диффузионными процессами в биофизике. Разработанный
алгоритм может найти свое применение для решения некоторых задач автоматического
управления.

Ключевые слова: начально-краевая задача, система дифференциально-разностных ура-
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Введение

Современные системы компьютерной алгебры (СКА) предоставляют возможности ре-
шения начально-краевой задачи для уравнения переноса сплошной среды, для чего СКА
содержат пакеты программ, которые базируются на различных приближенных методах.
Однако, решение начально-краевой задачи в СКА носит вычислительно трудный харак-
тер. В связи с этим, одной из актуальных задач компьютерной алгебры является разра-
ботка более эффективных алгоритмов и программ решения начально-краевой задачи для
уравнения переноса сплошной среды.

Приближенному решению начально-краевой задачи для уравнений в частных произ-
водных посвящены многочисленные работы. В частности, в [1–3] рассматривались методы,
основанные на расщеплении по пространственным переменным с применением операцион-
ного исчисления, на использовании специальных разностных схем, позволяющих вычис-
лять значения решения в узлах сеток различных типов (в частности, треугольных).

В данной статье к начально-краевой задаче для уравнения переноса сплошной среды
применяется аппроксимация разностным соотношением частных производных по одной из
двух переменных, в результате задача сводится к системе дифференциально-разностных
уравнений. Для построения символьного решения полученной системы можно использо-
вать, например, методы решения обыкновенных дифференциальных уравнений, основан-
ные на полиномиальной аппроксимации (см. [4] и библиографию этой работы). Здесь пред-
лагается построение символьного решения системы дифференциально-разностных урав-
нений, основанное на преобразовании Лапласа. Преобразование Лапласа позволяет перей-
ти от системы дифференциально-разностных уравнений к системе алгебраических урав-
нений, решив которую и применив обратное преобразование Лапласа, в итоге получим
решение в символьном виде. Алгоритмы символьного решения с использованием преоб-
разования Лапласа для систем линейных обыкновенных дифференциальных уравнений
с постоянными коэффициентами применялись в работах [5–7], с кусочно постоянными
коэффициентами — в работе [8]. Распространению методов символьного решения обык-
новенных дифференциальных уравнений на более общие классы уравнений, увеличению
размерности решаемых систем без существенного увеличения машинного времени, повы-
шению точности на основе распараллеливания вычислений посвящены работы [9–12]. На
основе этих исследований разработан Программный модуль для символьного решения
систем линейных дифференциальных уравнений и расчета динамических характеристик
систем автоматического управления [13].

Целью данной работы является разработка и программная реализация алгоритма на-
хождения символьно-численного решения начально-краевой задачи для уравнения пере-
носа сплошной среды.

Статья разделена на четыре параграфа. В первом параграфе сформулирована началь-
но-краевая задача для уравнения переноса и получена ее аппроксимация в виде системы
дифференциально-разностных уравнений. Алгоритм решения рассматриваемой началь-
но-краевой задачи сформулирован и описан во втором параграфе. В третьем параграфе
представлен разработанный на основе предложенного алгоритма программный комплекс
решения начально-краевой задачи для уравнения переноса. В четвертом заключитель-
ном параграфе представлены результаты решения конкретной начально-краевой задачи.
Проведенный вычислительный эксперимент подтверждает эффективность разработанно-
го программного комплекса.
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1. Постановка задачи

Для уравнения переноса сплошной среды, представляющего собой уравнение парабо-
лического типа с постоянными коэффициентами вида

∂u(x, t)

∂t
= a

∂2u(x, t)

∂x2
+ b

∂u(x, t)

∂x
+ cu(x, t), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ), (1.1)

рассмотрим задачу с начальным условием

u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, 1], (1.2)

и краевыми условиями
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ∈ [0, T ]. (1.3)

В рассматриваемой начально-краевой задаче полагаем заданными числа a, b, c, a > 0, и
непрерывную на отрезке [0, 1] функцию φ.

Аппроксимируем частную производную
∂u(x, t)

∂t
разностным отношением вида

1

τ
(u(x, tk)− u(x, tk−1)), (1.4)

где τ = T/M, M — количество узлов, tk = kτ, k = 0, . . . ,M, и обозначим uk(x) = u(x, tk),

k = 0, . . . ,M. В результате относительно неизвестных функций uk(x), k = 1, . . . ,M, полу-
чим систему дифференциально-разностных уравнений вида

1

τ
(u(x, tk)− u(x, tk−1)) = au′′k(x) + bu′k(x) + cuk(x), k = 1, . . . ,M, (1.5)

где
u0 = φ(x)

с краевыми условиями

uk(0) = 0, uk(1) = 0, k = 1, . . . ,M. (1.6)

Система (1.5) есть система M линейных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний 2-го порядка (ЛОДУ 2-го порядка) с постоянными коэффициентами. Для каждого
полученного уравнения применяем преобразование Лапласа. Отметим, что алгоритм сим-
вольного решения систем ЛОДУ n -го порядка с правыми частями специального вида,
использующий преобразование Лапласа, рассматривался в [6–8].

2. Алгоритм решения начально-краевой задачи

Предлагаемый алгоритм решения в символьном виде начально-краевой задачи (1.1),
(1.2), (1.3) состоит из следующих пяти шагов. Отметим, что шаги со второго по четвертый
выполняются итерационно в зависимости от количества M точек разбиения отрезка (0, T )

(совпадающего с количеством ЛОДУ 2-го порядка в системе (1.5)).
Приведем краткое описание каждого шага алгоритма.

1. Ввод данных. Для ввода данных используется веб-интерфейс программного ком-
плекса. Начально-краевая задача вида (1.1), (1.2), (1.3) предварительно должна быть
аппроксимирована системой (1.5)) дифференциально-разностных уравнений с краевыми
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условиями (1.6). Ввод данных осуществляется с помощью символьных операторов. На
данном шаге вводимые пользователем данные преобразуются в операторы внутреннего
языка. Далее операторы преобразуются в структуры данных для дальнейшего решения
задачи.

2. Решение дифференциального-разностного уравнения. На данном шаге опре-
деляется общее решение ЛОДУ 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Использу-
ется разработанный ранее авторами программный модуль [13] для символьного решения
систем линейных дифференциальных уравнений и расчета динамических характеристик
систем автоматического управления. Применяемый метод построения символьного общего
решения ЛОДУ основан на преобразовании Лапласа.

Метод решения ЛОДУ 2-го порядка, использующий преобразование Лапласа, состоит
из трех следующих основных этапов.

I. Прямое преобразование Лапласа. В результате преобразования функций, со-
держащихся в дифференциально-разностных уравнениях системы (1.5) и в начальных
условиях (1.2), получаем систему алгебраических уравнений (вид получаемой системы
алгебраических уравнений см. [12, с. 554]).

II. Решение алгебраической системы. Для решения системы алгебраических урав-
нений обращается соответствующий оператор (подробнее см. [12, с. 554]).

Результатом на данном этапе является вектор дробно-рациональных функций.
III. Обратное преобразование Лапласа. В результате получаем общее решение

системы (1.5) — вектор, имеющий компонентами функции uk(x), k = 1, . . . ,M, которые
содержат линейные комбинации двух линейно-независимых решений соответствующего
однородного уравнения.

Таким образом, результатом выполнения второго шага алгоритма является построение
функций uk(x), k = 1, . . . ,M, которые зависят от двух числовых параметров c2k−1 и c2k.

3. Решение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Для на-
хождения параметров c2k−1 и c2k, при которых функции uk(x), k = 1, . . . ,M, удовле-
творяют краевым условиям (1.6), составляется СЛАУ. Для этого вычисляются значения
каждой функции uk(x), k = 1, . . . ,M, в точках 0 и 1. Полученная таким образом СЛАУ
решается стандартным алгоритмом.

Результатом выполнения третьего шага алгоритма являются вычисленные значения
параметров c2k−1 и c2k.

4. Решение начально-краевой задачи. На данном шаге в выражение для каждо-
го общего решения uk(x), k = 1, . . . ,M, системы (1.5) подставляются вычисленные на
предыдущем шаге значения параметров c2k−1 и c2k.

Результатом выполнения четвертого шага является функция uk(x) — решение краевой
задачи (1.5), (1.6), и соответственно, решение u(x, tk) исходной начально-краевой задачи
(1.1), (1.2), (1.3) в точках tk, определяемое формулой

u(x, tk) = uk(x), k = 0, . . . ,M.

5. Вывод данных. Для вывода данных используется веб-интерфейс программного
комплекса.

Блок-схема описанного алгоритма решения начально-краевой задачи (1.1), (1.2), (1.3)
приведена ниже.
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Блок-схема алгоритма
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3. Описание программного комплекса для решения начально-краевой задачи

Для решения начально-краевой задачи (1.1), (1.2), (1.3) разработан программный ком-
плекс, который включает в себя программный модуль [13] для символьного решения си-
стем линейных дифференциальных уравнений и расчета динамических характеристик си-
стем автоматического управления, а также программный модуль для решения системы
дифференциально-разностных уравнений.

Описание программного модуля и результаты его использования для символьного ре-
шения некоторых конкретных систем линейных дифференциальных уравнений и для рас-
чета динамических характеристик некоторых конкретных систем автоматического управ-
ления представлены в статьях [9–12].

Комплекс включает также программный модуль для решения системы дифференци-
ально-разностных уравнений, состоящий из программного класса SystemLDEGRAPH,
который включает в себя программные методы, предназначенные для решения систе-
мы (1.5).

Программный метод solveSystemLDEGRAPH решает начально-краевую задачу
(1.1), (1.2), (1.3) для входной системы с заданными начальными и краевыми условиями.

Метод borderCond предназначен для преобразования краевых условий во внутренний
формат в виде вектора значений.

Программный метод borderCondValue предназначен для вычисления значений кра-
евых условий в виде вектора значений.

Программный метод value предназначен для вычисления значений функций в задан-
ной точке.

Программный метод solveLE предназначен для решения системы алгебраических ура-
внений.

4. Пример решения начально-краевой задачи

Рассмотрим начально-краевую задачу:

∂u(x, t)

∂t
= 9

∂2u(x, t)

∂x2
+ u(x, t), (x, t) ∈ (0, π)× (0, 1),

при начальном условии
u(x, 0) = sin(x), x ∈ [0, π],

и краевых условиях
u(0, t) = 0, u(1, π) = 0, t ∈ [0, 1].

Аппроксимируем частную производную
∂u(x, t)

∂t
разностным отношением (1.4), где

τ =
1

10
= 0.1, M = 10, tk = 0.1k, k = 0, . . . ,M.

Обозначим uk(x) = u(x, tk), k = 0, . . . ,M. Таким образом, относительно неизвестных
функций uk(x), k = 1, . . . ,M, получим систему дифференциально-разностных уравнений

10(u(x, tk)− u(x, tk−1)) = 9u′′k(x) + uk(x), k = 1, . . . ,M,

где
u0(x) = sin(x),
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с краевыми условиями

uk(0) = 0, uk(π) = 0, k = 1, . . . ,M.

К полученной системе применяем преобразование Лапласа.
При k = 1 краевая задача для дифференциально-разностного уравнения имеет вид

10(u1(x)− sin(x)) = 9u′′1(x) + u1(x), u1(0) = 0, u1(π) = 0.

Находим ее решение, получаем функцию u1(x) = 0.56 sin(x).

При k = 2 краевая задача для дифференциально-разностного уравнения имеет вид

10(u2(x)− 0.56 sin(x)) = 9u′′2(x) + u2(x), u2(0) = 0, u2(π) = 0.

Находим ее решение, получаем u2(x) = 0.31 sin(x).

Приведем полученные для остальных значений k краевые задачи и их решения:
при k = 3 краевая задача принимает вид

10(u3(x)− 0.31 sin(x)) = 9u′′3(x) + u3(x), u3(0) = 0, u3(π) = 0,

ее решение — функция u3(x) = 0.17 sin(x);

при k = 4 получаем задачу

10(u4(x)− 0.17 sin(x)) = 9u′′4(x) + u4(x), u4(0) = 0, u4(π) = 0,

и находим ее решение u4(x) = 0.09 sin(x);

при k = 5 получаем задачу

10(u5(x)− 0.09 sin(x)) = 9u′′5(x) + u5(x), u5(0) = 0, u5(π) = 0,

и находим ее решение u5(x) = 0.05 sin(x);

при k = 6 получаем задачу

10(u6(x)− 0.05 sin(x)) = 9u′′6(x) + u6(x), u6(0) = 0, u6(π) = 0,

и находим ее решение u6(x) = 0.03 sin(x);

при k = 7 получаем задачу

10(u7(x)− 0.03 sin(x)) = 9u′′7(x) + u7(x), u7(0) = 0, u7(π) = 0,

и находим ее решение u7(x) = 0.02 sin(x);

при k = 8 получаем задачу

10(u8(x)− 0.02 sin(x)) = 9u′′8(x) + u8(x), u8(0) = 0, u8(π) = 0,

и находим ее решение u8(x) = 0.01 sin(x);

при k = 9 получаем задачу

10(u9(x)− 0.01 sin(x)) = 9u′′9(x) + u9(x), u9(0) = 0, u9(π) = 0,

и находим ее решение u9(x) = 0.01 sin(x);

на заключительном шаге итераций при k = 10 получаем задачу

10(u10(x)− 0.01 sin(x)) = 9u′′10(x) + u10(x), u10(0) = 0, u10(π) = 0,

находим ее решение и получаем нулевую функцию u10(x) = 0.
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5. Заключение

Предполагается, что в дальнейшем возможности данного программного комплекса бу-
дут расширены и появится возможность решения задач переноса сплошной среды по се-
тевому носителю (задач тепломассопереноса). В качестве сетевого носителя будет взята
сеть (граф).
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