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Аннотация. В статье приведено новое свойство рекуррентных движений динамических
систем. В компактном метрическом пространстве данное свойство устанавливает связь
между движениями общего вида и рекуррентными движениями. Кроме того, это свой-
ство устанавливает весьма простой характер поведения рекуррентных движений, что ор-
ганично дополняет классическое определение, приведенное в монографии [В.В. Немыцкий,
В.В. Степанов. Качественная теория дифференциальных уравнений. URSS, М., 2004].

Впервые указанное выше новое свойство рекуррентных движений фактически было
анонсировано в более ранней статье авторов [А.П. Афанасьев, С.М. Дзюба. О рекуррент-
ных траекториях, минимальных множествах и квазипериодических движениях динамиче-
ских систем // Дифференц. уравнения. 2005, т. 41, № 11, с. 1469–1474]. В этой же статье
приведено краткое доказательство соответствующей теоремы. Это доказательство оказа-
лось слишком схематичным. Кроме того, оно (доказательство) содержит ряд очевидных
пробелов.

Некоторое время назад выяснилось, что на основании данного нового свойства мож-
но показать, что в компактном метрическом пространстве α - и ω -предельные множе-
ства каждого движения являются минимальными. Из этого следует, что в компактном
метрическом пространстве каждое положительно (отрицательно) устойчивое по Пуассону
движение является рекуррентным.
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Значение этих результатов очевидно. Они ясно указывают причину того, что в настоя-
щее время отсутствуют критерии существования устойчивых по Пуассону нерекуррентных
движений. Более того, они показывают причину того, что известные попытки построения
устойчивых по Пуассону нерекуррентных движений на компактных замкнутых многооб-
разиях оказались неудачными; во всяком случае примеров таких движений нет.

Ключевым для нового свойства минимальных множеств является указанное новое свой-
ство рекуррентных движений. Поэтому в настоящей статье мы приводим полное и подроб-
ное доказательство этого свойства.

Впервые результаты настоящей работы были доложены 28 января 2020 г. на семинаре
Добрушинской математической лаборатории в ИППИ РАН им. А.А. Харкевича.

Ключевые слова: динамические системы; минимальные множества; рекуррентные и
устойчивые по Пуассону движения

Благодарности: Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты № 18-01-00842_а,
№ 20-01-00347_а).

Для цитирования: Афанасьев А.П., Дзюба С.М. О новых свойствах рекуррентных дви-
жений и минимальных множеств динамических систем // Вестник российских универси-
тетов. Математика. 2021. Т. 26. № 133. С. 5–14. DOI 10.20310/2686-9667-2021-26-133-5-14.

Abstract. The article presents a new property of recurrent motions of dynamical systems.
Within a compact metric space, this property establishes the relation between motions of
general type and recurrent motions. Besides, this property establishes rather simple behaviour of
recurrent motions, thus naturally corroborating the classical definition given in the monograph
[V.V. Nemytskii, V.V. Stepanov. Qualitative Theory of Differential Equations. URSS Publ.,
Moscow, 2004 (In Russian)].

Actually, the above-stated new property of recurrent motions was announced, for the first
time, in the earlier article by the same authors [A. P. Afanas’ev, S.M. Dzyuba. On recurrent
trajectories, minimal sets, and quasiperoidic motions of dynamical systems // Differential
Equations. 2005, v. 41, № 11, p. 1544–1549]. The very same article provides a short proof for
the corresponding theorem. The proof in question turned out to be too schematic. Moreover, it
(the proof) includes a range of obvious gaps.

Some time ago it was found that, on the basis of this new property, it is possible to show
that within a compact metric space α - and ω -limit sets of each and every motion are minimal.
Therefore, within a compact metric space each and every motion, which is positively (negatively)
stable in the sense of Poisson, is recurrent.

Those results are of obvious significance. They clearly show the reason why, at present, there
are no criteria for existence of non-recurrent motions stable in the sense of Poisson. Moreover,
those results show the reason why the existing attempts of creating non-recurrent motions,
stable in the sense of Poisson, on compact closed manifolds turned out to be futile. At least,
there are no examples of such motions.

The key point of the new property of minimal sets is the stated new property of recurrent
motions. That is why here, in our present article, we provide a full and detailed proof for that
latter property.

For the first time, the results of the present study were reported on the 28th of January, 2020
at a seminar of Dobrushin Mathematic Laboratory at the Institute for Information Transmission
Problems named after A.A. Kharkevich of the Russian Academy of Sciences.

Keywords: dynamical systems; minimal sets; recurrent motions and motions stable in the sense
of Poisson
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Universities Reports. Mathematics, 2021, vol. 26, no. 133, pp. 5–14. DOI 10.20310/2686-9667-
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Введение

Пусть Σ — метрическое пространство с метрикой d и R = (−∞,+∞) — действитель-
ная ось. Рассмотрим отображение f : R× Σ→ Σ и положим

f(t, p) = gtp.

При этом будем считать, что:
(a) отображение f непрерывно по совокупности переменных t, p на множестве R×Σ;

(b) для всех p ∈ Σ справедливо равенство

g0p = p;

(c) для всех t, s ∈ R выполнено групповое свойство

gt+s = gtgs.

Тогда будем говорить, что группа преобразований gt — динамическая система, а функция
t→ f(t, p) — движение, если точка p ∈ Σ фиксирована (см. [1, с. 347]).

Примерами системы gt могут служить группы преобразований, порожденные авто-
номными системами обыкновенных дифференциальных уравнений и автономными систе-
мами функционально-дифференциальных уравнений запаздывающего типа, и некоторые
другие (см., например, [2, гл. 4]).

Важнейшим из движений, как известно, является рекуррентное. Напомним, что дви-
жение f(t, p) называется рекуррентным, если для каждого ε > 0 найдется такое T > 0,

что для всех τ ∈ R дуга
Kτ,T = {f(t, p) : t ∈ [τ, τ + T ]}

траектории
K = {f(t, p) : t ∈ R}

этого движения аппроксимирует всю траекторию K с точностью до ε (см. [1, с. 402]).
В полном метрическом пространстве замыкание траектории рекуррентного движения

представляет собой компактное минимальное множество (см. [1, с. 404]). При этом каждое
компактное инвариантное множество M1 содержит компактное минимальное множество
M (см. [1, с. 401]). Более полно, найдется такая вполне упорядоченная система компакт-
ных инвариантных множеств

M1 ⊃M2 ⊃ . . . ⊃Mk ⊃ . . . ⊃Mω ⊃Mω+1 ⊃ . . . , (0.1)

занумерованных всеми порядковыми числами первого и второго классов, что выполнено
равенство

M = M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Mk ∩ . . . ∩Mω ∩Mω+1 ∩ . . .

(см. [1, с. 349, 401]).
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Дальнейшие исследования в данном направлении главным образом свелись к распро-
странению определения рекуррентности на более широкий класс систем. При этом для
некоторых систем достаточно общего вида было подробно изучено существование движе-
ний, асимптотически приближающихся к рекуррентным (см., например, [3–7]). Что каса-
ется системы gt, то в работе [8] получено ранее не известное свойство рекуррентных дви-
жений. Дальнейшее развитие этого свойства позволило установить существование аналога
рекуррентного движения для некоторого достаточно широкого класса систем, содержаще-
го в себе как частный случай систему gt (см. [9]).

Заметим теперь, что свойства системы (0.1) детально не изучались. Рассмотрение дан-
ной проблемы позволило выявить новые свойства рекуррентных движений и минималь-
ных множеств системы gt. Целью настоящей работы является изложение этих свойств.

1. Новое свойство рекуррентных движений

Предположим, что пространство Σ компактно. В таком пространстве новое свойство
рекуррентных движений системы gt устанавливает следующая

Теорема 1.1. Пусть q — некоторая точка пространства Σ и f(t, q) — соответ-
ствующее движение. Тогда для каждого положительного числа T из каждой последо-
вательности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞ можно выбрать такую ее подпоследо-
вательность (Nkl)l∈N ↑ +∞, что существует рекуррентное движение f(t, p), удовле-
творяющее следующим условиям:

(i) равномерно на каждом из отрезков [a, b] ⊂ R выполнено равенство

lim
l→+∞

f(t+ (Nkl − 1)T, q) = f(t, p);

(ii) равномерно на всей оси R выполнено равенство

lim
l→+∞

f(t+ (Nkl+1
−Nkl)T, p) = f(t, p).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем некоторое положительное число T. Для всех
N = 1, 2, . . . положим

qN = f((N − 1)T, q). (1.1)

Тогда, как несложно заметить, при этих значениях N имеет место равенство

qN = gT . . . gT︸ ︷︷ ︸
N−1

q.

Поэтому
qN+1 = gT qN , N = 1, 2, . . . (1.2)

Пусть теперь (Nk)k∈N ↑ +∞ — произвольная последовательность натуральных чисел.
В соответствие с (Nk)k∈N из множества

q1, q2, . . . , qN , . . .

выберем последовательность (qNk
)k∈N. Согласно компактности пространства Σ из (qNk

)k∈N
можно выбрать сходящуюся подпоследовательность (qNkl

)l∈N, пределом которой является
точка p, лежащая в ω -предельном множестве

Ω =
⋂
s≥0

⋃
t≥s

f(t, q)
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движения f(t, q). При этом множество Ω компактно и инвариантно, а движение f(t, p)

расположено в множестве Ω (см. [1, с. 358]).
Для простоты обозначений будем считать, что выбранная подпоследовательность

(qNkl
)l∈N совпадает с последовательностью (qNk

)k∈N.

Так как отображение t→ gtx непрерывно, оно равномерно непрерывно на произволь-
ном отрезке [a, b] ⊂ R. Но пространство Σ компактно. Поэтому множество X функций

t→ f(t, qN), N = 1, 2, . . . ,

определенных на всей оси R, равностепенно непрерывно на произвольном отрезке
[a, b] ⊂ R (см., например, [10, с. 212]). Следовательно, при t ∈ R равномерно на каж-
дом из отрезков [a, b] ⊂ R выполнено равенство

lim
k→+∞

f(t, qNk
) = f(t, p). (1.3)

Из непрерывности отображения gtx по t, x и компактности пространства Σ следует, что
множество F функций

t→ f(t±NT, p), N = 0, 1, . . . ,

определенных на отрезке [0, T ], равностепенно непрерывно. Поэтому его замыкание F̄

компактно в топологии равномерной сходимости (см., например, [11, с. 489]).
Для всех k = 1, 2, . . . обозначим через XNk

— множество функций

t→ f(t+NT, qNk
), N = 0, 1, . . . ,

определенных на отрезке [0, T ]. Тогда согласно равенствам (1.1) и (1.3) имеет место вклю-
чение

F̄0 ⊂
⋂
k≥1

X̄Nk
, (1.4)

где X̄Nk
— замыкание множества XNk

, а F̄0 — замыкание множества F0 функций

t→ f(t+NT, p), N = 0, 1, . . . ,

также определенных на [0, T ], (см. [2, с. 101]).
Пусть

∆Nk
= Nk+1 −Nk, k = 1, 2, . . .

Поскольку в силу соотношений (1.1) и (1.2)

qNk+1
= f(∆Nk

T, qNk
),

то справедливо равенство
lim

k→+∞
f(∆Nk

T, qNk
) = p. (1.5)

Более того, так как множество Ω компактно, без потери общности можем считать, что
существует предел

lim
k→+∞

f(∆Nk
T, p) = p∗, (1.6)

где p∗ ∈ Ω.
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Если p 6= p∗, то в силу равенств (1.5) и (1.6) найдутся такие положительное ε и
натуральное k0, что при k > k0 выполнено неравенство

d(f(∆Nk
T, qNk

), f(∆Nk
T, p)) ≥ ε. (1.7)

В этом случае движение f(t, p) не является периодическим движением с периодом, крат-
ным T. Значит,

sup
k≥1

∆Nk
= +∞

и
sup
k≥1

(∆Nk+1
−∆Nk

) = +∞. (1.8)

Пусть
tk = (∆Nk

+ 1)T, k = 1, 2, . . .

Согласно неравенству (1.7) для всех k > k0 справедливо неравенство

max
0≤t≤tk

d(f(t, qNk
), f(t, p)) ≥ ε.

Тогда в силу равенства (1.3) несложно построить такие последовательности (εl)l∈N ↓ 0

положительных и (kl)l∈N ↑ +∞ натуральных чисел, что выполнены неравенства

max
0≤t≤tkl

d(f(t, qNkl
), f(t, p)) ≥ ε (1.9)

и
max

0≤t≤tkl
d(f(t, qNkl+1

), f(t, p)) < εl. (1.10)

Легко видеть, что объединение ⋃
l≥1

[0, tkl ]

расширяющихся отрезков

[0, tk1 ] ⊂ [0, tk2 ] ⊂ . . . ⊂ [0, tkl ] ⊂ . . .

исчерпывает всю полуось R+. Более того, на каждом из таких отрезков [0, tkl ] выполнены
неравенства (1.9) и (1.10). Последнее, однако, в силу равенства (1.8) и включения (1.4)
невозможно.

Полученное противоречие означает, что справедливо равенство

lim
k→+∞

f(∆Nk
T, p) = p.

Поэтому равномерно на каждом из отрезков [a, b] ⊂ R выполнено равенство

lim
k→+∞

f(t+ ∆Nk
T, p) = f(t, p). (1.11)

Поскольку множество F̄ компактно, то согласно равенству (1.11) также имеет место
равенство

F̄ =
⋂
k≥1

g∆Nk
T F̄ (1.12)
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(см. [2, с. 105]). Предположим, что сходимость в (1.11) не равномерна на всей оси R.
Тогда существует такое положительное число ε, что для всех k = 1, 2, . . . справедливо
неравенство

sup
t∈R

d(f(t+ ∆Nk
T, p), f(t, p)) ≥ ε.

Поэтому найдутся такие последовательности (εk)k∈N ↑ ε положительных и (mk)k∈N ↑ +∞
натуральных чисел, что

δk = max
−mkT≤t≤mkT

d(f(t+ ∆Nk
T, p), f(t, p)) ≥ εk.

Следовательно, выполнено неравенство

lim
k→+∞

sup δk ≥ ε.

Последнее, однако, противоречит равенству (1.12). Значит, сходимость в равенстве (1.11)
равномерна на всей оси R.

Для всех N = 1, 2, . . . обозначим через FN — множество функций

t→ f(t+ (N + l)T, p), l = 0, 1, . . . ,

определенных на отрезке [0, T ]. Пусть F̄N — замыкание множества FN . Тогда, поскольку
FN ⊂ F0, то каждое из множеств FN равностепенно непрерывно. Следовательно, все
множества F̄N компактны в топологии равномерной сходимости. Более того, согласно
равенству (1.12) каждое из множеств F̄N инвариантно. Поэтому существует компактное
в топологии равномерной сходимости минимальное множество

M ⊂
⋂
N≥1

F̄N

(см. [1, с. 401]). Но в силу соотношения (1.12) справедливы равенства

F̄1 = F̄2 = . . . = F̄N = . . . = F̄ .

Значит,
F̄ = M. (1.13)

Согласно (1.13) замыкание K̄ траектории K движения f(t, p) является компакт-
ным минимальным множеством. Следовательно, в силу теоремы Биркгофа о минималь-
ных множествах и рекуррентных движениях f(t, p) является рекуррентным движением
(см. [1, с. 402]).

З а м е ч а н и е 1.1. В условиях теоремы 1.1 выбор числа T не зависит от выбора
последовательности (Nk)k∈N и обратно.

2. Новое свойство минимальных множеств

Новое свойство минимальных множеств системы gt тривиально вытекает из теоре-
мы 1.1. Это свойство устанавливает следующая

Теорема 2.1. Пусть q — некоторая точка пространства Σ и Ω — ω -предельное
множество движения f(t, q). Тогда, если пространство Σ компактно, то Ω — мини-
мальное множество.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для всех N = 0, 1, . . . обозначим через QN — множество
функций

t→ f(t+N + l, q), l = 0, 1, . . . ,

определенных на отрезке [0, 1]. Пусть Q̄N — замыкание множества QN . Положим

Q =
⋂
N≥0

Q̄N . (2.1)

Очевидно, что
Q̄0 ⊃ Q̄1 ⊃ . . . ⊃ Q̄N ⊃ . . .

Поэтому для каждой последовательности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞ справедливо
равенство

Q =
⋂
k≥1

Q̄Nk
. (2.2)

Если пространство Σ компактно, то каждое из множеств QN равностепенно непре-
рывно (см., например, [10, с. 212]). В этом случае множество Q непусто (см. [2, с. 105]).
Более того,

Ω =
⋂
s≥0

⋃
t≥s

f(t, q).

Отсюда в силу теоремы 1.1 и равенств (2.1) и (2.2) следует, что Ω — минимальное мно-
жество.

Легко видеть, что утверждение, аналогичное теореме 2.1, справедливо также и для
α -предельных множеств. Поэтому справедлива следующая

Теорема 2.2. В компактном метрическом пространстве Σ каждое положительно
(отрицательно) устойчивое по Пуассону движение f(t, p) является рекуррентным.

З а м е ч а н и е 2.1. В монографии [1, с. 38, 365] предприняты две попытки постро-
ения устойчивых по Пуассону нерекуррентных движений на торе T с циклическими ко-
ординатами (ξ1, ξ2) с периодом, равным единице. Однако, обе эти попытки оказались
неудачными.

В самом деле, следуя [1, с. 38], на действительной плоскости R2 рассмотрим систему
дифференциальных уравнений

ẋ1 = x2
1 + x2

2, ẋ2 = λ(x2
1 + x2

2), (2.3)

где λ — некоторое положительное иррациональное число. Считается, что каждое непро-
должаемое решение этой системы определено на всей оси R, т. е. является движением.
Также считается, что движения системы (2.3) осуществляются по кривым уравнения

dx2

dx1

= λ. (2.4)

Кривые уравнения (2.4) порождают на торе T эргодический поток (см., например,
[12, с. 450]). Отсюда делается вывод, что на T на кривой x2 = λx1 система (2.3) по-
рождает три типа движений:

Вообще говоря, утверждение о том, что каждое непродолжаемое решение системы (2.3) является
движением, требует доказательства. Без этого доказательства разговор о движениях на торе T лишен
какого-либо смысла.
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(α ) положение равновесия (0, 0);

( β ) положительно асимптотические и отрицательно устойчивые по Пуассону;
( γ ) отрицательно асимптотические и положительно устойчивые по Пуассону.
Последнее, однако, неверно, поскольку правые части системы (2.3) не являются пе-

риодическими и, следовательно, непродолжаемые решения этой системы, отличные от
положения равновесия (0, 0), не могут быть представлены на торе T.

В примере на [1, с. 365] данная неточность устранена. Однако это никак не меняет
существо проблемы.

В самом деле, следуя [1, с. 365], на плоскости R2 рассмотрим систему дифференци-
альных уравнений

ẋ1 = sin2 πx1 + sin2 πx2, ẋ2 = λ(sin2 πx1 + sin2 πx2), (2.5)

где λ — положительное иррациональное число. Правые части системы (2.5) равномерно
ограничены. Поэтому все непродолжаемые решения этой системы являются движениями.
Считается, что все такие движения осуществляются по кривым уравнения (2.4). Если это
так, то на торе T на кривой x2 = λx1 система (2.5) порождает три указанных выше типа
движений (α ), ( β ) и ( γ ). Более того, для этих типов движений имеет место тождество

ẋ1(t) ≡ sin2 πx1(t) + sin2 πλx1(t).

Следовательно, на плоскости R2 движение (x1(t), x2(t)) типа ( γ ) удовлетворяет условиям

lim
t→+∞

x1(t) = +∞, lim
t→+∞

x2(t) = +∞. (2.6)

Для некоторой последовательности (tk)k∈N ↑ +∞ при всех достаточно больших k

положим
x1k = x1(tk)− ik, x2k = x2(tk)− jk,

где x1k ∈ [0, 1), x2k ∈ [0, 1) и ik, jk — соответствующие натуральные числа. В силу усло-
вий (2.6) без какой-либо потери общности можем считать, что в R2 точки (x1k, x2k) лежат
на разных траекториях системы (2.5). Поэтому говорить о положительной устойчивости
по Пуассону движения (x1(t), x2(t)) на торе T можно лишь в смысле равенств

x1(0) = lim
k→+∞

x1k, x2(0) = lim
k→+∞

x2k

и при условии, что движения системы (2.5) осуществляются по кривым уравнения (2.4);
последнее в [1, с. 365] не доказано.
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Аннотация. Рассматривается структурированная популяция, особи которой разделены
на n возрастных или типических групп x1, . . . , xn. Предполагаем, что в любой момент
времени k, k = 0, 1, 2 . . . численность популяции x(k) определяется как решение нор-
мальной автономной системы разностных уравнений x(k + 1) = F

(
x(k)

)
, где F (x) =

col
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
— заданные векторные функции с вещественными неотрицательны-

ми компонентами fi(x), i = 1, . . . , n. Исследуется случай, когда имеется возможность
влиять на размер популяции путем промыслового изъятия. В работе рассмотрена модель
эксплуатируемой популяции в виде

x(k + 1) = F
(
(1− u(k))x(k)

)
,

где вектор u(k) =
(
u1(k), . . . , un(k)

)
∈ [0, 1]n — управление, выбором которого можно

достигать увеличения показателей сбора ресурса. Предполагается, что стоимости условной
единицы каждого из рассматриваемых n классов постоянны и равны Ci � 0, i = 1, . . . , n.

Для определения стоимости ресурса, получаемого в результате промысла, в рассмотрение
вводится функция дисконтированного дохода, которая имеет вид

Hα

(
u, x(0)

)
=

∞∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj ,

где α > 0 — коэффициент дисконтирования. Решается задача построения управлений
на конечном и бесконечном промежутках времени, при которых дисконтированный до-
ход от извлечения возобновляемого ресурса достигает наибольшего значения. В качестве
следствий получены результаты о построении оптимального способа добычи однородной
популяции (т. е. при n = 1 ).

Ключевые слова: структурированная популяция; задача оптимизации для средней вре-
менной выгоды; дисконтированный доход; оптимальная эксплуатация; режим эксплуата-
ции популяции
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Abstract. A structured population the individuals of which are divided into n age or typical
groups x1, . . . , xn is considered. We assume that at any time moment k, k = 0, 1, 2 . . . the size
of the population x(k) is determined by the normal autonomous system of difference equations
x(k + 1) = F

(
x(k)

)
, where F (x) = col

(
f1(x), . . . , fn(x)

)
are given vector functions with real

non-negative components fi(x), i = 1, . . . , n. We investigate the case when it is possible to
influence the population size by means of harvesting. The model of the exploited population
under discussion has the form

x(k + 1) = F
(
(1− u(k))x(k)

)
,

where u(k) =
(
u1(k), . . . , un(k)

)
∈ [0, 1]n is a control vector, which can be varied to achieve

the best result of harvesting the resource. We assume that the cost of a conventional unit of
each of n classes is constant and equals to Ci > 0, i = 1, . . . , n. To determine the cost of the
resource obtained as the result of harvesting, the discounted income function is introduced into
consideration. It has the form

Hα

(
u, x(0)

)
=
∞∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj ,

where α > 0 is the discount coefficient. The problem of constructing controls on finite and
infinite time intervals at which the discounted income from the extraction of a renewable resource
reaches the maximal value is solved. As a corollary, the results on the construction of the optimal
harvesting mode for a homogeneous population are obtained (that is, for n = 1 ).

Keywords: structured population; optimization problem for the average temporary gain; dis-
counted income; optimal exploitation; mode of exploitation of the population

For citation: Egorova A.V. Optimizatsiya diskontirovannogo dokhoda dlya strukturirovan-
noy populyatsii, podverzhennoy promyslu [Optimization of discounted income for a structured
population exposed to harvesting]. Vestnik rossiyskikh universitetov. Matematika – Russian
Universities Reports. Mathematics, 2021, vol. 26, no. 133, pp. 15–25. DOI 10.20310/2686-9667-
2021-26-133-15-25. (In Russian, Abstr. in Engl.)

Введение

Проблема рационального использования возобновляемых природных ресурсов оста-
ется актуальной на протяжении многих лет. Подтверждением этому является большое
количество работ, посвященных исследованию динамики популяций: предложено большое
количество математических моделей, предназначенных как для чисто теоретических, так
и для численных исследований, опирающихся на данные реальных популяций [1]. Многие
работы посвящены исследованиям развития структурированных популяций, разделенных
на возрастные группы или типические группы; в частности, в [2, 3] рассмотрены задачи
оптимальной эксплуатации с постоянной долей изъятия.

В настоящее время большой интерес вызывают задачи оптимального сбора возобновля-
емого ресурса в вероятностных моделях. Эти исследования, мотивированные современны-
ми задачами экологии и экономики, являются также источником новых задач в математи-
ческой теории управления и оптимизации. В работах [4, 5] рассматриваются модели сбора
возобновляемого ресурса, описанные дифференциальными уравнениями с импульсными
воздействиями; определен способ добычи такого ресурса в долгосрочной перспективе, при
котором сохраняется часть популяции, и приведена оценка функции средней временной
выгоды. Обзор литературы, посвященной данной тематике, приведен в [6].

Модели периодического сбора ресурса предложены и исследованы в [7–9] и ряде других
работ. В [7] предполагается, что периодический сбор осуществляется достаточно быстро
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и описывается импульсным воздействием, а возобновляемый ресурс имеет логистический
закон роста. В [8] исследуется задача оптимизации для циклического сбора ресурса, рас-
пределенного на окружности с заданной плотностью. В [9] рассмотрена актуальная для
математической экономики задача максимизации чистого дисконтированного дохода от
эксплуатации популяции. Показано, что периодический сбор ресурса является оптималь-
ным для моделей динамики популяций, структурированных по возрасту.

В данной статье рассматривается модель динамики структурированной популяции,
разделенной на возрастные или типические группы и подверженной промыслу. Исследу-
ется задача определения оптимального сбора ресурса на конечном и бесконечном проме-
жутках времени при заданных ограничениях на условия промысла, для которого функция
дисконтированного дохода максимальна.

1. Дисконтированный доход для моделей структурированных популяций,
заданных нормальной автономной системой разностных уравнений

Рассмотрим популяцию, состоящую из n > 2 видов или возрастных групп x1, . . . , xn.

Модель данной популяции исследовалась в работе [10]; приведем описание этой модели
для полноты изложения.

Стандартно обозначим Rn
+
.
= {x ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0} — конус неотрицательных

векторов в Rn, C2(Rn
+) — класс функций, определенных на Rn

+ и имеющих непрерыв-
ные производные до второго порядка включительно. Обозначим через xi(k), i = 1, . . . , n

количество ресурса каждого класса в момент времени k = 0, 1, 2, . . . . Динамику попу-
ляции при отсутствии эксплуатации будем описывать следующей системой нелинейных
разностных уравнений

x(k + 1) = F
(
x(k)

)
, k = 0, 1, 2, . . . , (1.1)

где x(k) = col
(
x1(k), . . . , xn(k)

)
∈ Rn

+, F (x) = col
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
. Будем предпола-

гать, что функции fi ∈ C2(Rn
+) удовлетворяют условию fi(0) = 0 и матрица Якоби( ∂fi

∂xj

)
i,j=1,...,n

является невырожденной для всех x ∈ Rn
+. Будем также предполагать, что

для некоторой области I ⊆ Rn
+ такой, что 0 ∈ I, выполнено включение F (I) ⊆ I. Это

условие обеспечивает продолжаемость решения системы (1.1) в области I.

Здесь и везде далее в работе в скобках обозначены временны́е параметры, а нижними
индексами — пространственные параметры.

Обозначим через ui(k) долю ресурса i -го вида, добытого в момент k ∈ {0, 1, 2, . . .}.
Очевидно, что ui(k) ∈ [0, 1]. Определим вектор

U
.
=
{
u : u =

(
u(0), u(1), . . . , u(k), . . .

)}
,

где u(k) =
(
u1(k), . . . , un(k)

)
∈ [0, 1]n и рассмотрим последовательность u ∈ U как

управление, которым можно варьировать для достижения лучшего результата сбора ре-
сурса. Полагая, что xi(k) — количество ресурса i -го вида перед сбором в момент k , а
(1−ui(k))xi(k) — количество ресурса, оставшееся после сбора, запишем модель популяции,
подверженной промыслу, в виде системы

x(k + 1) = F
(
(1− u(k))x(k)

)
, k = 0, 1, 2, . . . , (1.2)

где (1− u(k))x(k)
.
= col

(
(1− u1(k))x1(k), . . . , (1− un(k))xn(k)

)
.
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Положим x̃(k)
.
= (1− u(k))x(k) и запишем систему (1.2) в эквивалентной форме

x̃(k + 1) = (1− u(k + 1))F
(
x̃(k)

)
, k = 0, 1, 2, . . . .

Будем предполагать что стоимости единицы каждого из классов добываемой продук-
ции постоянны и равны Ci > 0 , i = 1, . . . , n (естественно считаем, что одновременно
все Ci не могут обращаться в 0). Стоимость всей продукции в момент времени j будем
определять формулой

hα(j) =
n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj,

где α > 0 — коэффициент дисконтирования. Определим функцию

Hα

(
u, x(0)

) .
=
∞∑
j=0

hα(j) =
∞∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj , (1.3)

аргументов u ∈ U и x(0) ∈ Rn
+, которую назовем дисконтированным доходом от извле-

чения ресурса.
Стоит отметить, что в работе [10] рассматриваются задачи оптимизации для средней

временной выгоды, заданной в виде

H
(
u, x(0)

)
= lim

k→∞

1

k

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j).

2. Оптимальный режим промысла структурированной популяции на
конечном промежутке времени

Обозначим u(k)
.
= (u(0), . . . , u(k− 1)) для всех k = 1, 2, . . . , где, как и выше, полагаем

u(j) = (u1(j), . . . , un(j)) ∈ [0, 1]n, j = 0, ..., k − 1. Определим функцию

Hα

(
u(k), x(0)

)
=

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj, (2.1)

равную стоимости ресурса, полученного в результате k сборов.
Следующая теорема определяет оптимальный режим сборов для достижения макси-

мума функции Hα

(
u(k), x(0)

)
. Отметим, что близкий результат получен в [10, теорема 1],

где рассматривалась задача максимизации функции

H
(
u(k), x(0)

)
=

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j).

Теорема 2.1. Пусть функция D(x)
.
=

n∑
i=1

Ci
(
fi(x)− xieα

)
достигает максимального

значения в единственной точке x∗ ∈ Rn
+, координаты которой удовлетворяют неравен-

ству x∗i 6 fi(x
∗) 6= 0, i = 1, . . . , n. Тогда для любого x(0) ∈ Rn

+ такого, что xi(0) > x∗i ,

i = 1, . . . , n, функция Hα

(
u(k), x(0)

)
достигает наибольшего значения

Hα

(
u∗(k), x(0)

)
= D(x∗)

e−α(k−1) − 1

1− eα
+

n∑
i=1

Cixi(0) (2.2)
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на множестве [0, 1]kn при следующем значении u∗(k) (определяющем режим эксплуа-
тации):
если k = 1, то u∗(1) = (u∗(0)), где u∗(0) = (1, . . . , 1);

если k = 2, то u∗(2) =
(
u∗(0), u∗(1)

)
, где u∗(0) =

(
1− x∗1

x1(0)
, . . . , 1− x∗n

xn(0)

)
,

u∗(1) = (1, . . . , 1);

если k > 3, то u∗(k) =
(
u∗(0), . . . , u∗(k − 1)

)
, где u∗(0) =

(
1 − x∗1

x1(0)
, . . . , 1 − x∗n

xn(0)

)
,

u∗(j) =
(

1− x∗1
f1(x∗)

, . . . , 1− x∗n
fn(x∗)

)
при j = 1, . . . , k − 2, u∗(k − 1) = (1, . . . , 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае k = 1 функция Hα принимает вид

Hα

(
u(1), x(0)

)
=

n∑
i=1

Cixi(0)ui(0).

Очевидно, что ее максимальное значение достигается при u∗(0) = (1, . . . , 1) и равно

Hα

(
u∗(1), x(0)

)
=

n∑
i=1

Cixi(0).

При k > 2 рассмотрим режим эксплуатации u∗(k) =
(
u∗(0), . . . , u∗(k− 1)

)
, определен-

ный в условии теоремы. Найдем

x(1) = F
(
(1− u∗(0))x(0)

)
= F

( x∗1
x1(0)

x1(0), . . . ,
x∗n
xn(0)

xn(0)
)

= F (x∗). (2.3)

Если k > 3, то для любого j = 2, . . . , k − 1

x(j) = F
(
(1− u∗(j − 1))x(j − 1)

)
= F

( x∗1
f1(x∗)

f1(x
∗), . . . ,

x∗n
fn(x∗)

fn(x∗)
)

= F (x∗). (2.4)

Подставляя значения x(1), . . . , x(k − 1) и u∗(k) в (2.1), получаем равенство (2.2).
Зафиксируем x(0) ∈ Rn

+ такое, что xi(0) > x∗i , i = 1, . . . , n и докажем, что

Hα

(
u(k), x(0)

)
6 Hα

(
u∗(k), x(0)

)
= D(x∗)

e−α(k−1) − 1

1− eα
+

n∑
i=1

Cixi(0) (2.5)

для любых u(k) ∈ [0, 1]kn. Стоит отметить, что D(x) достигает максимального значения
в точке x∗ ∈ Rn

+, поэтому для всех ∆x = (∆x1, . . . ,∆xn) ∈ Rn таких, что x∗ + ∆x ∈ Rn
+ ,

выполнено неравенство D(x∗ + ∆x) 6 D(x∗), которое равносильно

n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗ + ∆x)− (x∗i + ∆xi)e
α
)
6

n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗)− x∗i eα
)
.

Из последнего неравенства получаем

n∑
i=1

Cifi(x
∗ + ∆x) 6

n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗) + ∆xie
α
)
. (2.6)
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Представим u(j) ∈ [0, 1]n в виде u(j) = u∗(j) + ∆u(j), ∆u(j) =
(
∆u1(j), . . . ,∆un(j)

)
,

j = 0, . . . , k − 1. Найдем

Hα

(
u(k), x(0)

) .
=

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj =

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)
(
u∗i (j) + ∆ui(j)

)
e−αj =

=
k−2∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)(u
∗
i (j) + ∆ui(j))e

−αj +
n∑
i=1

Cixi(k − 1)(1 + ∆ui(k − 1))e−α(k−1). (2.7)

Оценим последнее слагаемое в (2.7). Поскольку u∗(k − 1) = (1, . . . , 1), то ∆ui(k − 1) 6 0

для всех i = 1, . . . , n и
n∑
i=1

Cixi(k − 1)(1 + ∆ui(k − 1))e−α(k−1) 6
n∑
i=1

Cixi(k − 1)e−α(k−1). (2.8)

Пусть k = 2, тогда из (2.8) получаем

Hα

(
u(2), x(0)

) .
=

1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj =

=
n∑
i=1

Cixi(0)
(
u∗i (0) + ∆ui(0)

)
+

n∑
i=1

Cixi(1)
(
1 + ∆ui(1)

)
e−α 6

6
n∑
i=1

Cixi(0)
(

1− x∗i
xi(0)

+ ∆ui(0)
)

+
n∑
i=1

Cixi(1)e−α =

=
n∑
i=1

Cixi(0)−
n∑
i=1

Cix
∗
i +

n∑
i=1

Ci∆ui(0)xi(0) +
n∑
i=1

Cixi(1)e−α. (2.9)

Найдем

x(1) = F
(
(1− u(0))x(0)

)
= F

(
(1− u1(0))x1(0), . . . , (1− un(0))xn(0)

)
=

= F
(( x∗1

x1(0)
−∆u1(0)

)
x1(0), . . . ,

( x∗n
xn(0)

−∆un(0)
)
xn(0)

)
=

= F
(
x∗1 −∆u1(0)x1(0), . . . , x∗n −∆un(0)xn(0)

)
= F (x∗ −∆u(0)x(0)). (2.10)

Тогда из (2.6) следует
n∑
i=1

Cixi(1)e−α = e−α
n∑
i=1

Cifi
(
x∗ −∆u(0)x(0)

)
6 e−α

n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗)−∆ui(0)xi(0)eα
)
. (2.11)

Таким образом, из (2.9) и (2.11) имеем

Hα

(
u(2), x(0)

)
6

6
n∑
i=1

Cixi(0)−
n∑
i=1

Cix
∗
i +

n∑
i=1

Ci∆ui(0)xi(0) +
n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗)e−α −∆ui(0)xi(0)
)

=

=
n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗)e−α − x∗i
)

+
n∑
i=1

Cixi(0) = e−αD(x∗) +
n∑
i=1

Cixi(0) = Hα

(
u∗(2), x(0)

)
, (2.12)

т. е. (2.2) выполнено.
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Затем, если k > 3, то

u(k−2) = u∗(k−2)+∆u(k−2) =
(

1− x∗1
f1(x∗)

+∆u1(k−2), . . . , 1− x∗n
fn(x∗)

+∆un(k−2)
)
, (2.13)

следовательно,

x(k − 1) = F
(
(1− u(k − 2))x(k − 2)

)
=

= F
(( x∗1

f1(x∗)
−∆u1(k − 2)

)
x1(k − 2), . . . ,

( x∗n
fn(x∗)

−∆un(k − 2)
)
xn(k − 2)

)
. (2.14)

Пусть ∆x(k − 2)
.
=
(
∆x1(k − 2), . . . ,∆xn(k − 2)

)
, где

∆xi(k − 2) =
( x∗i
fi(x∗)

−∆ui(k − 2)
)
xi(k − 2)− x∗i . (2.15)

Тогда x(k − 1) = F (x∗ + ∆x(k − 2)) и xi(k − 1) = fi(x
∗ + ∆x(k − 2)), i = 1, . . . , n. Таким

образом, учитывая (2.6), получаем

n∑
i=1

Cixi(k − 1)e−α(k−1) =

=
n∑
i=1

Cifi
(
x∗ + ∆x(k − 2)

)
e−α(k−1) 6

n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗) + ∆xi(k − 2)eα
)
e−α(k−1) =

=
n∑
i=1

Ci

(
fi(x

∗) +
( x∗i
fi(x∗)

−∆ui(k − 2)
)
xi(k − 2)eα − x∗i eα

)
e−α(k−1) =

= D(x∗)e−α(k−1) +
n∑
i=1

Ci

( x∗i
fi(x∗)

−∆ui(k − 2)
)
xi(k − 2)e−α(k−2).

Следовательно,

k−2∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj +

n∑
i=1

Cixi(k − 1)e−α(k−1) 6

6
k−3∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj +

n∑
i=1

Cixi(k − 2)
(

1− x∗i
fi(x∗)

+ ∆ui(k − 2)
)
e−α(k−2)+

+D(x∗)e−α(k−1) +
n∑
i=1

Ci

( x∗i
fi(x∗)

−∆ui(k − 2)
)
xi(k − 2)e−α(k−2) =

= D(x∗)e−α(k−1) +
k−3∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j) +
n∑
i=1

Cixi(k − 2)e−α(k−2). (2.16)
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Далее, из (2.8), (2.12) и (2.16) (при k > 3 ) следуют неравенства

Hα

(
u(k), x(0)

) .
=

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j) 6

6
k−2∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj +

n∑
i=1

Cixi(k − 1)e−α(k−1) 6

6 D(x∗)e−α(k−1) +
k−3∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj +

n∑
i=1

Cixi(k − 2)e−α(k−2) 6

6 D(x∗)
(
e−α(k−1) + e−α(k−2)

)
+

k−4∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj +

n∑
i=1

Cixi(k − 3)e−α(k−3) 6 . . . 6

6 D(x∗)
k−1∑
j=2

e−αj +
n∑
i=1

Cixi(0)ui(0) +
n∑
i=1

Cixi(1)e−α 6

6 D(x∗)
k−1∑
j=1

e−αj +
n∑
i=1

Cixi(0) = D(x∗)
e−α(k−1) − 1

1− eα
+

n∑
i=1

Cixi(0) = Hα

(
u∗(k), x(0)

)
.

Следовательно, Hα

(
u(k), x(0)

)
6 Hα

(
u∗(k), x(0)

)
для всех u(k) ∈ [0, 1]kn. �

Отметим, что равенства (2.10), (2.13), (2.14), (2.15) получены аналогично работе [10].
Здесь они приводятся для полноты доказательства.

3. Оптимальный режим промысла структурированной популяции для
достижения наибольшего дисконтированного дохода

Как и выше, полагаем, что стоимость ресурса, извлеченного за k изъятий, задается
равенством

Hα

(
u(k), x(0)

)
=

k−1∑
j=0

n∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj ,

где u(k)
.
= (u(0), . . . , u(k − 1)), u(j) = (u1(j), . . . , un(j)) ∈ [0, 1]n для всех j= 0, 1, . . . , k − 1

и k = 1, 2, . . . . Тогда из (1.3) следует, что Hα

(
u, x(0)

)
= lim

k→∞
Hα

(
u(k), x(0)

)
.

Теорема 3.1. Предположим, что D(x)
.
=

n∑
i=1

Ci
(
fi(x)− xieα

)
достигает максималь-

ного значения в единственной точке x∗ ∈ Rn
+ , координаты которой удовлетворяют

неравенству x∗i 6 fi(x
∗) 6= 0 , i = 1, . . . , n. Тогда для любого x(0) ∈ Rn

+ такого, что
xi(0) > x∗i , i = 1, . . . , n, функция Hα

(
u, x(0)

)
достигает наибольшего значения

Hα

(
u∗, x(0)

)
=
D(x∗)

eα − 1
+

n∑
i=1

Cixi(0)

на множестве U при следующем режиме эксплуатации:

u∗(0) =
(

1− x∗1
x1(0)

, . . . , 1− x∗n
xn(0)

)
, u∗(k) =

(
1− x∗1

f1(x∗)
, . . . , 1− x∗n

fn(x∗)

)
для всех k > 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим x(0) ∈ Rn
+ такое, что xi(0) > x∗i для всех

i = 1, . . . , n. В (2.5) перейдем к пределу при k →∞ :

Hα

(
u, x(0)

) .
= lim

k→∞
Hα

(
u(k), x(0)

)
6 lim

k→∞
Hα

(
u∗(k), x(0)

)
= lim

k→∞
Hα

(
u∗(k), x(0)

)
=

= lim
k→∞

D(x∗)
e−α(k−1) − 1

1− eα
+ lim

k→∞

n∑
i=1

Cixi(0) =
D(x∗)

eα − 1
+

n∑
i=1

Cixi(0).

Покажем, что равенство Hα

(
u∗, x(0)

)
=
D(x∗)

eα − 1
+

n∑
i=1

Cixi(0) выполняется при режиме

эксплуатации u∗, описанном в условии теоремы. Действительно, аналогично (2.3) и (2.4)
при таких управлениях получаем, что x(j) = F (x∗) (т. е. xi(j) = fi(x

∗),

i = 1, . . . , n ) для каждого j > 1. Следовательно,

Hα

(
u∗, x(0)

)
= lim

k→∞
Hα

(
u∗(k), x(0)

)
=

= lim
k→∞

(
n∑
i=1

Cixi(0)
(

1− x∗i
xi(0)

)
+

k−1∑
j=1

n∑
i=1

Cixi(j)
(

1− x∗i
fi(x∗)

)
e−αj

)
=

= lim
k→∞

n∑
i=1

Cixi(0) + lim
k→∞

n∑
i=1

Cix
∗
i + lim

k→∞

k−1∑
j=1

n∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗)− x∗i
)
e−αj =

=
D(x∗)

eα − 1
+

n∑
i=1

Cixi(0). (3.1)

Таким образом, Hα

(
u, x(0)

)
6
D(x∗)

eα − 1
+

n∑
i=1

Cixi(0) = H
(
u∗, x(0)

)
для всех u ∈ U. �

4. Оптимальный режим эксплуатации однородной популяции

Рассмотрим модель развития однородной популяции (при n = 1 ) при отсутствии экс-
плуатации. Такая модель задается разностным уравнением

x(k + 1) = f
(
x(k)

)
, k = 0, 1, 2, . . . ,

где x(k) ∈ R+, f ∈ C2(R+) — вещественная неотрицательная функция, удовлетворяющая
условию f(0) = 0 . Также будем рассматривать класс функций, определенных в I = [0, a] ,
т. е. f ∈ C2(I) , и удовлетворяющих условию f(0) = 0 и f(I) ⊆ I. Считая, что x(k) —
количество ресурса до изъятия в момент k , рассмотрим модель однородной популяции,
подверженной промыслу, в виде

x(k + 1) = f
(
(1− u(k))x(k)

)
, k = 0, 1, 2, . . . .

Без ограничения общности при n = 1 можно полагать C1 = 1 . В таком случае дис-
контированный доход от извлечения ресурса за k изъятий равен

Hα

(
u, x(0)

)
=
∞∑
j=0

x(j)u(j)e−αj.
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Следствие 4.1. Предположим, что d(x)
.
= f(x)−xeα достигает максимального зна-

чения в единственной точке x∗ > 0. Тогда для любого x(0) > x∗ функция Hα

(
u(k), x(0)

)
достигает наибольшего значения

Hα

(
u∗(k), x(0)

)
= d(x∗)

e−α(k−1) − 1

1− eα
+ x(0)

на множестве [0, 1]k при следующем режиме эксплуатации:
если k = 1, то u∗(0) = 1;

если k = 2, то u∗(0) = 1− x∗

x(0)
, u∗(1) = 1;

если k > 3, то u∗(0) = 1− x∗

x(0)
; u∗(j) = 1− x∗

f(x∗)
при j = 1, . . . , k − 2; u∗(k − 1) = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Наибольшее значение функции d(x) , которое достигается в
точке x∗ , положительное, так как выполнено условие f(0) = 0 . Значит d(x∗) = f(x∗) −
x∗eα > 0. Отсюда получаем, что f(x∗) > x∗eα > x∗ . Таким образом, все условия теоремы
2.1 выполнены, а данное утверждение является ее следствием для случая n = 1 . �

Следствие 4.2. Пусть d(x)
.
= f(x)−xeα достигает максимального значения в един-

ственной точке x∗ > 0. Тогда для любого x(0) > x∗ функция Hα

(
u, x(0)

)
достигает

наибольшего значения
Hα

(
u∗, x(0)

)
=

d(x∗)

eα − 1
+ x(0)

на множестве U при следующем режиме эксплуатации:

u∗(0) = 1− x∗

x(0)
, u∗(k) = 1− x∗

f(x∗)

для всех k > 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично (3.1) при n = 1 получаем, что при управлени-
ях, указанных в условии следствия 4.2, x(j) = f(x∗) для всех j > 1. Значит,

Hα

(
u∗, x(0)

)
= lim

k→∞
Hα

(
u∗(k), x(0)

)
=

d(x∗)

eα − 1
+ x(0).

Отсюда получаем, что Hα

(
u, x(0)

)
6

d(x∗)

eα − 1
+

n∑
i=1

Cixi(0) = H
(
u∗, x(0)

)
для всех u ∈ U.

Таким образом, данное утверждение является следствием теоремы 3.1 для случая
n = 1. �

Работа выполнена под руководством д.ф.-м.н., профессора кафедры функционального
анализа и его приложений Владимирского государственного университета
им. А. Г. и Н. Г. Столетовых Людмилы Ивановны Родиной.
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Аннотация. В статье обсуждается ряд аспектов применения i -гладкого анализа в разра-
ботке численных методов решения функционально-дифференциальных уравнений (ФДУ).
На конкретных примерах демонстрируется принцип разделения конечномерных и беско-
нечномерных составляющих в структуре численных схем для ФДУ, а также применение
различных типов интерполяции предыстории: Лагранжа и Эрмита. Представлен общий
подход к построению численных методов типа Рунге–Кутты для нелинейных дифферен-
циальных уравнений нейтрального типа. Получены условия сходимости и установлен по-
рядок сходимости таких методов.
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Abstract. The article discusses a number of aspects of the application of i -smooth analysis
in the development of numerical methods for solving functional differential equations (FDE).
The principle of separating finite- and infinite-dimensional components in the structure of
numerical schemes for FDE is demonstrated with concrete examples, as well as the usage of
different types of prehistory interpolation, those by Lagrange and Hermite. A general approach
to constructing Runge–Kutta-like numerical methods for nonlinear neutral differential equations
is presented. Convergence conditions are obtained and the order of convergence of such methods
is established.
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Введение

С самого начала разработки приближенных методов решения функционально-диффе-
ренциальных уравнений (ФДУ) математики, естественно, старались перенести на системы
с запаздыванием классические численные схемы решения обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (ОДУ). Для этого, аналогично конечномерному случаю, тем или иным
способом аппроксимировали соответствующие члены в разложении решения x(·) в ряд
Тейлора

X(tk + ∆) = x(tk) + ∆ẋ(tk) + . . .+
∆n

n!
x(n)(tk) + . . . .

Анализ разработанных подходов показывает, что, пытаясь копировать численные методы
ОДУ, математики интуитивно использовали (правда, не осознавая этого и, соответственно,
строгого не обосновывая) методологию i -гладкого анализа:

a) копирование по конечномерной переменной численных схем ОДУ,
b) «обработка» запаздывания операторами интерполяции.
На таком пути нередко удавалось получить формальные аналоги численных методов

ОДУ, однако, их практическая реализация зачастую осложняется требованием разработ-
ки трудоемких процедур счета в точках разрывов и другими проблемами. Такая трудо-
емкость и «искусственность» многих построений связана была с тем, что классический
конечномерный анализ не позволяет адекватно учитывать специфику и особенности ди-
намики решений систем с последействием, функциональная природа которых требует при-
менения специальных функциональных методов. Оказалось, i -гладкий анализ включает
инфинитезимальные конструкции и методы, эффективно учитывающие («обрабатываю-
щие») в соответствующих построениях и доказательствах конечномерную составляющую
решения и функциональное последействие, что позволило построить завершенную теорию
численных методов для ФДУ [1–3], полностью аналогичную конечномерной (ОДУ) теории
численных методов: в случае исключения запаздывания, теория [1–3] совпадает с теорией
численных методов ОДУ.

В [1–3] рассматривались, в основном, уравнения запаздывающего типа. В настоящей
работе обсуждаются некоторые аспекты применения i -гладкого анализа в разработке чис-
ленных методов для ФДУ нейтрального типа. Принципиальное отличие состоит в том, что
для таких уравнений необходимо использовать более гладкую, чем для «обычных» систем
с последействием, интерполяцию. В целом же, как показывают примеры конкретных чис-
ленных схем, общая методология применения i -гладкого анализа в численных методах
для ФДУ нейтрального типа аналогична [1–3].

Во втором разделе статьи обсуждается ряд общих аспектов применения i -гладкого
анализа в теории численных методов ФДУ.

В третьем и четвертом разделах на примерах конкретных уравнений рассматриваются
численные схемы, использующие методологию i -гладкого анализа и различные варианты
интерполяции: Лагранжа и Эрмита.
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В заключении представлен общий подход, основанный на методологии i -гладкого ана-
лиза, к построению численных методов типа Рунге–Кутты для нелинейных ФДУ ней-
трального типа.

1. i -гладкий анализ и общий подход к разработке численных методов
для ФДУ

Для исследования и описания инфинитезимальных свойств операторов сдвигов теории
ФДУ была разработана методология i -гладкого анализа [3–5], состоящая в:

1) разделении конечномерных и бесконечномерных (функциональных) составляющих
в структуре и свойствах ФДУ,

2) применении инвариантной производной [3–6].

З а м е ч а н и е 1.1. Удобство и «эффективность» класса инвариантных производ-
ных состоит в определенной «универсальности», заключающейся в установленной связи
инвариантной производной с обобщенной производной теории распределений (обобщен-
ных функций) и обобщенной производной Соболева [3–5].

Первоначально i -гладкий анализ был разработан [4, 5] для исследования задач устой-
чивости систем с последействием, но оказалось, что методология i -гладкого анализа поз-
воляет разрабатывать и другие разделы теории ФДУ аналогично (с точностью до обо-
значений) теории ОДУ. Поэтому, по совету А.Д. Мышкиса, автор начал переизлагать
различные разделы теории ФДУ в на основе методологии и конструкций i -гладкого ана-
лиза; и к началу 90-годов прошлого столетия у автора сложились принципы разработки
численных методов для ФДУ на основе методологии i -гладкого анализа:

a) по конечномерной составляющей — численная схема ОДУ,
b) применение инвариантной производной для строго обоснования метода (доказатель-

ства сходимости и т.д.).
Примерно в это же время (начало 90-х) инженеры поставили перед автором вопрос

о возможности разработки методов численного решения систем с последействием и со-
ответствующего эффективного программного обеспечения для ФДУ. Автор был уверен в
правильности приведенных выше принципов разработки численных методов для ФДУ и
предложил В. Г. Пименову (в то время доценту УрГУ) совместно поработать в этом на-
правлении. В. Г. Пименов занимался дифференциальными играми систем с запаздыванием
и преподавал на кафедре вычислительной математики, в силу чего был специалистом как
в теории ФДУ, так и в численных методах. К работе были также привлечены аспиранты
А.Б. Ложников и О.В. Онегова. Расчеты, проведенные по нескольким несложным числен-
ным схемам, построенным без строгого обоснования, показали эффективность и неслож-
ность программирования численных алгоритмов, разрабатываемых на основе i -гладкого
анализа. Это придало автору уверенность в правильности предложенного подхода и в
окончательном успехе разработки численных методов и программного обеспечения на ос-
нове методологии i -гладкого анализа. Поэтому автор обратился к Н.Н. Красовскому и
А.Ф. Сидорову (в то время директору ИММ УрО РАН) с предложением о создании груп-
пы по разработке численных методов и комплекса программ решения ФДУ. После доклада
автора на ученом совете института, 1 сентября 1997 года, в ИММ УрО РАН была офици-
ально сформирована группа ФДУ (А.В. Ким, В. Г. Пименов, А.Б. Ложников, О.В. Оне-
гова). К этому времени стала уже понятна структура численных схем типа Рунге–Кутты
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для нелинейных ФДУ, и компьютерное моделирование показало их работоспособность и
эффективность. Теперь уже все сотрудники группы были уверены в правильности под-
хода и успехе. Так как разработанное программное обеспечение работало эффективно,
то теперь основной акцент следовало сделать на строгом математическом обосновании
разработанных численных алгоритмов. С этим блестяще справился В. Г. Пименов, и со-
ответствующие результаты были опубликованы в монографии [1]; завершенная и полная
теория численных методов ФДУ представлена в [2, 3].

Так как практически все инженеры и многие научные работники знакомы с паке-
том прикладных программ MATLAB, то было принято решение разрабатывать комплекс
программ в формате Time-Delay System Toolbox (for use with MATLAB). Разработка
Time-Delay System Toolbox велась совместно со специалистами Control Information System
Laboratory (School of Electrical Engineering, Seoul National University), и в 1998 году была
выпущена beta-версия Time-Delay System Toolbox (Исходные программы и руководство
пользователя можно скачать с www.dropmefiles.com./33omA).

2. Численный метод с интерполяцией Лагранжа

Рассмотрим задачу нахождения на интервале [t0, θ] приближенного решения линейно-
го уравнения нейтрального типа

ẋ(t) = Lx(t) +Mx(t− τ) +Nẋ(t− τ), (2.1)

с постоянными коэффициентами L,M,N, запаздыванием τ > 0, при заданной начальной
функции φ(·).

Зададим на [t0, θ] равномерную сетку {tn}Nn=0 с шагом ∆ = θ−t0
n
. Через xn ≈ x(tn)

будем обозначать значение приближенного решения в узле tn.

В работе [7] для приближенного решения уравнения (2.1) используется следующий
численный метод s -го порядка

xn+1 = xn +
s∑
i=1

biKn,i,

Kn,i = ∆L(un +
s∑
j=1

αijKn,j) + ∆(Mun−l+δ +
s∑
j=1

αijKn−l+δ,j) +NKn−l+δ,i, i = 1, 2, . . . , s,

в котором aij и bj — параметры метода ( i, j = 1, 2, . . . , s ); l =
[
τ
∆

]
(символом

[
·
]

обозначено наименьшее целое число, которое больше заданного числа или равно ему);
δ = l− τ

∆
; значения un−l+δ, Kn−l+δ,j, n = 1, 2, . . . определяются через начальную функцию

φ(·) и интерполяцию Лагранжа

Lp(δ) =

p∏
k=−r, k 6=p

δ − k
p− k

( r, q > 0 — целые числа и r ≤ q ≤ r + 2 ) соотношениями

un−l−δ =


φ(n− l − δ) при n− l − δ ≤ 0,
q∑

p=−r

Lp(δ)un−l−δ при n− l − δ ≥ 0;
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Kn−l+δ, j =


φ̇(n− l − δ) при n− l + δ ≤ 0,
q∑

p=−r

Lp(δ)Kn−l+p, j при n− l + δ ≥ 0.

Приведенная выше схема является естественным методом типа Рунге–Кутты с при-
менением интерполяции Лагранжа, см. [8]. Отметим, что, в соответствии с методологией
i -гладкого анализа, по конечномерной компоненте данная численная схема является s -
этапным методом Рунге–Кутты для ОДУ. В сочетании с интерполяцией Лагранжа это
дает соответствующую численную схему для уравнения нейтрального типа.

3. Одинарно диагональный неявный метод типа Рунге–Кутты
с интерполяцией Эрмита

Для ОДУ
ẋ(t) = g(t, x(t))

m -этапный одинарно диагональный неявный метод Рунге–Кутты, задается формулами
(в точке tn )

k1 = g(tn + c1h, xn + ha11k1),

k2 = g(tn + c2h, xn + h a21 k1 h a22 k2),

...

ki = g(tn + cih, x+ h
i∑

j=1

aijkj),

xn+1 = xn + h
m∑
i=1

bi kj (i = 1, ...,m).

В работе [9] для приближенного решения задачи Коши

ẋ(t) = f
(
t, x(t), x(t− τ)

)
, t > t0,

x(t) = φ(t), t ≤ t0

(с постоянным запаздыванием τ > 0 и начальной функцией φ(·) ) применялся аналог
этого метода в форме

ki = f(tn + cih, xn + h
i∑

j=1

aijkj, y(tn + cih− τ)),

xn+1 = xn + h

q∑
i=1

biki,

и для вычисления значений x(tn + cih− τ) в правой части ФДУ использовалась интерпо-
ляция Эрмита.

В частности, в приложении к линейному ФДУ

ẋ(t) = λx(t) + µx(t− τ), t ≥ t0,
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с начальным условием
ẋ(t) = φ(t), t ≤ t0,

полином Эрмита наименьшей степени, согласованный с x и ẋ в точках t0, . . . , tn, является
полиномом максимально степени 2n+ 1, определяемым как

p2n+1(t) =
n∑
j=0

Hn,j(t)x(tj) +
m∑
j=0

Hn,jẋ(tj),

где
Hn,j = [1− 2(t− tj)L′n,j]L2

n,j,

Hn,j(t) = (t− tj)L2
n,j(t),

и

Lj(t) =
s∏
j=r

t− l
j − l

(j 6= l);

в этом случае коэффициенты 3-точечной интерполяции Эрмита равны

H2.0 = (c) = 0.25(4 + 3c)c2(c− 1)2,

H2.1 = (c+ 1)2c(c− 1)2,

H2.2 = 0.25(1 + c)2c2(c− 1)2,

H2.0(c) = 0.25(1 + c)2c2(c− 1)2,

H2.1(c) = (1 + c)(c− 1)2,

H2.2(c) = 0.25(1 + c)2c2(c− 1)2.

4. Общая схема численных методов типа Рунге–Кутты
для ФДУ нейтрального типа

Дифференциальные уравнения нейтрального типа формируют специальный класс ФДУ,
в которых правая часть дифференциального уравнения зависит от значений производной
в предшествующие моменты времени. В данном разделе представлена общая схема мето-
дов типа Рунге–Кутты для решения ФДУ нейтрального типа. С применением методологии
i -гладкого анализа обоснование результатов данного раздела проводится аналогично слу-
чаю ФДУ запаздывающего типа [1–3].

Задача Коши для уравнения нейтрального типа состоит в решении уравнения

ẋ(t) = F (t, x(t), x(t + s), ẋ(t+ s)), −τ ≤ s < 0, (4.1)

с начальными условиями
x(t0) = x0, (4.2)

x(t0 + s) = y0(s), −τ ≤ s < 0, (4.3)

где F (f, x, y(·), ẏ(·)) : [t0, θ]×Rn×Q[−τ, 0)×Q[−τ, 0)→ Rn, θ > 0, Q[−τ, 0) — множество
кусочно-непрерывных на [−τ, 0) функций, x0 — начальная точка, y0(·) — начальное за-
паздывание (см., например, [3, 5]).
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Предполагаем, что для задачи (4.1)–(4.3) выполняются условия, гарантирующие суще-
ствование и единственность решения задачи Коши, например [10].

Для простоты будем рассматривать одномерный случай: (4.1) — уравнение нейтраль-
ного типа. Отметим, что все результаты с соответствующими изменениями (в частности
заменой R на Rn ) обобщаются на случай n -мерной системы ФДУ.

Для численного решения уравнения (4.1) зададим на [t0, t0 + θ] временну́ю сетку
tk = t0 + ∆k, k = 0, 1, . . . , N с равномерным шагом ∆ = θ

N
(N — целое число). Для

простоты будем предполагать, что отношение τ
∆

= m является натуральным числом.
Численный метод основывается на введении дискретной численной модели ul уравнения
(4.1). Будем через xl ∈ R обозначать значение точного решения x(tl) = xl в точке tl.

Сделаем несколько пояснений относительно используемых обозначений.
1. Для обозначения числовых последовательностей часто используется индекс n, на-

пример, xn. Для простоты в данном разделе мы рассматриваем одномерное уравнение
нейтрального типа, но в общем случае x может быть и n -мерным вектором, поэтому для
обозначения последовательностей будем использовать нижний индекс l, например xl, в
то время как n зарезервируем для обозначения размерности системы.

2. Отметим, что дискретная модель обозначается буквой u, а ее значение в момент tl
через ul, в то время как xl обозначает значение точного решения в этот же момент.

В соответствии с базовыми принципами методологии i -гладкого анализа [3, 5], общий
подход к построению численных методов для уравнений нейтрального типа аналогичен
случаю ФДУ запаздывающего типа [1–3], поэтому рассмотрим только ключевые понятия
и конструкции.

В численном методе необходимо вычислять значения правой части ФДУ (отображения
f ) на основе конечного набора значений {ui}k = {ui : i ≥ 0, k−N ≤ i ≤ k}, называемого
предысторией дискретной модели в момент tk и определяющего дальнейшую динамику
дискретной модели. Для вычисления f необходимо использовать процедуру интерполя-
ции. Для ФДУ запаздывающего типа интерполяция сплайнами является одним из наибо-
лее эффективных способов интерполяции предыстории (см, например, [1–3]). Так как в
правые части уравнений нейтрального типа входят производная решения x(t) в предше-
ствующие моменты времени, то при интерполяции следует учитывать и согласованность
производных в узлах интерполяции. Для этого удобно использовать интерполяцию Эрми-
та. В дальнейшем, для определенности, под интерполяцией Эрмита понимаются интерпо-
ляционные многочлены Эрмита, построенные методами, описанными в [11]. Отображение
I : {ul} → uH(·) будем называть оператором интерполяции Эрмита. Так как мы применя-
ем только интерполяцию Эрмита, то букву H (Hermite) в интерполяционном полиноме
uH(·) будем опускать и просто писать u(·).

О п р е д е л е н и е 4.1. Оператор интерполяции I имеет порядок погрешности p на
точном решении x(t), если найдутся константы C1 и C2 такие, что для всех
l = 0, 1, . . . , N и t ∈ [tl − τ, tl] выполняется неравенство

‖x(t)− u(t)‖ ≤ C1 max
l−m≤i≤l

‖ui − xi‖+ C2∆p.

О п р е д е л е н и е 4.2. Для любого a > 0 оператором экстраполяции E предысто-
рии численной модели называется отображение E : {ui}l → u(·) ∈ Q[ti, ti + a∆].
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Оператор экстраполяции получается, например, продолжением интерполяционного мно-
гочлена Эрмита на [ti, ti + a∆], что и предполагается в дальнейшем.

О п р е д е л е н и е 4.3. Экстраполяция предыстории модели имеет порядок погреш-
ности p на точном решении, если существуют константы C3 и C4 такие, что для всех
a > 0 и всех i = 0, 1, . . . , N − 1 и t ∈ [tl, tl + a∆] выполняется неравенство

‖x(t)− u(t)‖ ≤ C3 max
l−m≤i≤l

‖ui − xi‖+ C4∆p.

Опишем общую схему численных методов типа Рунге–Кутты численного решения функ-
ционально-дифференцируемых уравнений нейтрального типа.

О п р е д е л е н и е 4.4. Явным m -стадийным методом типа Рунге–Кутты (с опера-
тором интерполяции-экстраполяции IE ) называется дискретная модель

u0 = x0, (4.4)

ul+1 = ul + ∆
k∑
i=1

σihi(uti), l = 1, . . . , N − 1, (4.5)

h1(ul, utl(·)) = f(tl, ul, utl(·), u̇tl(·)), (4.6)

hi(ul, utl(·)) = f(ti + ai∆, ui + ∆
i∑

j=1

bijhj(ul, utl , utl+ai∆(·), u̇tl(·)). (4.7)

Числа ai, σi, bij называются коэффициентами метода.

О п р е д е л е н и е 4.5. Невязкой (погрешностью аппроксимации) метода типа Рунге–
Кутты называется

ψ(tl) =
xl+1 − xl

∆
−

k∑
i=1

σihi(xl, xtl(·)).

О п р е д е л е н и е 4.6. Невязка имеет порядок p, если ψ(tl) ≤ C∆p для некоторой
константы C > 0 при всех i = 0, 1, . . . , N − 1.

Теорема 4.1. Если:

• метод (4.4)–(4.7) имеет невязку порядка p1 > 0,

• интерполяция предыстории модели имеет порядок p2 > 0,

• экстраполяция модели имеет порядок p3 > 0,

то метод сходится, причем порядок сходимости p метода удовлетворяет условию

p ≥ min{p1, p2, p3}.
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Аннотация. В работе рассматривается смешанная задача для уравнения Лапласа в обла-
сти в круговом цилиндре. На боковой поверхности цилидрической области заданы одно-
родные краевые условия первого рода. Цилиндрическую область с одной стороны ограни-
чивает поверхность общего вида, на которой заданы условия Коши, т. е. заданы функция
и ее нормальная производная. Другая граница цилиндрической области свободна. Такая
задача некорректно поставлена, и для построения ее приближенного решения в случае
данных Коши, известных с некоторой погрешностью, необходимо применение регуляри-
зирующих алгоритмов. В работе рассматриваемая задача сведена к интегральному урав-
нению Фредгольма первого рода. На основе решения интегрального уравнения получено
явное представление точного решения поставленной задачи в виде ряда Фурье по соб-
ственным функциям первой краевой задачи для уравнения Лапласа в круге. Устойчивое
решение интегрального уравнения получено методом регуляризации Тихонова. В качестве
его приближенного решения рассматривается экстремаль функционала Тихонова. На ос-
нове этого решения строится приближенное решение задачи в целом. Приведена теорема
сходимости приближенного решения поставленной задачи к точному при стремлении к
нулю погрешности в данных Коши и при согласовании параметра регуляризации с по-
грешностью в данных. Результаты работы могут быть использованы для математической
обработки данных тепловидения в медицинской диагностике.
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Abstract. In this paper, we consider a mixed problem for the Laplace equation in a region
in a circular cylinder. On the lateral surface of a cylidrical region, the homogeneous boundary
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conditions of the first kind are given. The cylindrical area is bounded on one side by an arbitrary
surface on which the Cauchy conditions are set, i.e. a function and its normal derivative are
given. The other border of the cylindrical area is free. This problem is ill-posed, and to construct
its approximate solution in the case of Cauchy data known with some error it is necessary to use
regularizing algorithms. In this paper, the problem is reduced to a Fredholm integral equation
of the first kind. Based on the solution of the integral equation, an explicit representation of the
exact solution of the problem is obtained in the form of a Fourier series with the eigenfunctions
of the first boundary value problem for the Laplace equation in a circle. A stable solution
of the integral equation is obtained by the Tikhonov regularization method. The extremal of
the Tikhonov functional is considered as an approximate solution. Based on this solution, an
approximate solution of the problem in the whole is constructed. The theorem on convergence of
the approximate solution of the problem to the exact one as the error in the Cauchy data tends
to zero and the regularization parameter is matched with the error in the data is given. The
results can be used for mathematical processing of thermal imaging data in medical diagnostics.
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Введение

В работе рассматривается некорректно поставленная смешанная краевая задача для
уравнения Лапласа в круговом цилиндре с условиями Коши на поверхности общего вида.
Такая задача возникает в медицинской диагностике как задача обработки термографиче-
ских данных с целью выявления патологий у пациента, которые могут быть сопоставлены
аномальным стационарным источниками тепла в теплопроводящей среде со стационарным
распределением температуры, удовлетворяющем стационарному уравнению теплопровод-
ности, т. е. уравнению Лапласа. Функция температуры на поверхности тела дает пред-
ставление о плотности распределения источников тепла внутри тела. Как правило, такое
представление сильно искажено за счет удаленности источников тепла от поверхности ис-
следуемого тела. Уточненную информацию об источниках можно получить, анализируя
распределение температуры вблизи источников, решая задачу продолжения гармониче-
ской функции с границы в сторону источников по известной функции и нормальной про-
изводной на границе. Следуя работам [1,2], в которых решена соответствующая задача для
уравнения Лапласа в цилиндрической области прямоугольного сечения, краевая задача
приведена к линейному интегральному уравнению первого рода, устойчивое решение ко-
торого строится на основе метода регуляризации Тихонова [3]. Задача аналогична задаче
продолжения поля ньютоновского потенциала с плоской поверхности [4].
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1. Постановка задачи

Имеется цилиндрическая область кругового сечения

D(F,H) = {(r, ϕ, z) : 0 < r < a, 0 < ϕ < 2π, F (r, ϕ) < z < H} ,

ограниченная поверхностью общего вида

S = {(r, ϕ, z) : 0 < r < a, 0 < ϕ < 2π, z = F (r, ϕ) < H}.

В этой области рассмотрим краевую задачу для уравнения Лапласа

∆u(M) = 0, M ∈ D(F,H),

u|S = f,
∂u

∂n

∣∣∣
S

= g,

u|r=a = 0,

(1.1)

включающую условия Коши на поверхности S и однородные условия первого рода на
боковой поверхности цилиндра. Граница z = H открыта.

Будем считать, что функции f и g непрерывны на S и обеспечивают существование
решения u ∈ C2(D(F,H))

⋂
C1(D(F,H)) .

Смешанная задача (1.1) с условиями Коши некорректно поставлена. Решение задачи
неустойчиво по отношению к погрешности в данных f и g . Получим явное выражение
точного решения задачи в зависимости от точных данных Коши f и g .

2. Точное решение краевой задачи

Пусть ϕ(M,P ) — функция источника первой краевой задачи для уравнения Лапласа

∆v(P ) = −ρ(P ), P ∈ D∞,
v|r=a = 0,

v → 0 при |z| → ∞.

в бесконечном круговом цилиндре

D∞ = {(r, ϕ, z) : 0 < r < a, 0 < ϕ < 2π, −∞ < z <∞}. (2.1)

Функция источника есть сумма фундаментального решения уравнения Лапласа и гармо-
нической по P функции W (M,P )

ϕ(M,P ) =
1

4πrMP

+W (M,P ), (2.2)

где rMP — расстояние между точками M и P и удовлетворяет граничным условиям.
Функция источника (2.2) может быть представлена в виде разложения по собственным
функциям оператора Лапласа в круге

ϕ(M,P ) =
1

π

∞∑
n=0

∞∑
k=1

εn exp{−µ
k
n

a
|zM − zP |}

Jn(µkn
rM
a

)Jn(µkn
rP
a

)

µkna[J ′n(µkn)]2
cosn(ϕM − ϕP ),

ε0 = 0.5, εn = 1 при n 6= 0.
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Здесь Jn — функция Бесселя, µkn, k = 1, 2, 3, . . . — нули функции Jn.

Пусть M ∈ D(F,H) . Применяя формулы Грина в области D(F,H) к функции u(P )

— решению задачи (1.1) и функции источника ϕ(M,P ), получим

u(M) =

∫
∂D(F,H)

[∂u
∂n

(P )ϕ(M,P )− u(P )
∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP , M ∈ D(F,H). (2.3)

Учитывая однородные граничные условия для ϕ и u на боковой поверхности цилиндри-
ческой области D(F,H), получим

u(M) =

∫
S

[
g(P )ϕ(M,P )− f(P )

∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP+

+

∫
Π(H)

[∂u
∂n

(P )ϕ(M,P )− u(P )
∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP , (2.4)

где второй интеграл берется по кругу

Π(H) = {(r, ϕ, z) : 0 < r < a, 0 < ϕ < 2π, z = H}. (2.5)

Обозначим

Φ(M) =

∫
S

[
g(P )ϕ(M,P )− f(P )

∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP , zM < H, (2.6)

v(M) =

∫
Π(H)

[∂u
∂n

(P )ϕ(M,P )− u(P )
∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP , zM < H, (2.7)

тогда решение задачи (1.1) получим в виде

u(M) = v(M) + Φ(M), M ∈ D(F,H), (2.8)

где функция Φ вычисляется по известным функциям f и g .
Функцию v можно рассматривать как решение задачи

∆v(M) = 0, M ∈ D(−∞, H),

v|z=H = vH ,

v|r=a = 0,

v → 0 при z → −∞.

Отсюда следует, что если решение задачи (1.1) существует, то функция v может быть
представлена в виде ряда Фурье

v(M) =
∞∑
n=0

∞∑
k=1

exp{µ
k
n

a
(zM −H)}Jn(µkn

r

a
)[(ṽH)cnk cosnϕ− (ṽH)snk sinnϕ], (2.9)

(ṽH)cnk =
2εn

πa2[J ′n(µkn)]2

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdrvH(r, ϕ)Jn(µkn
r

a
) cosnϕ,

ε0 = 0.5, εn = 1 при n 6= 0,

(ṽH)snk =
2

πa2[J ′n(µkn)]2

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdrvH(r, ϕ)Jn(µkn
r

a
) sinnϕ.

(2.10)
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Ряд (2.9) сходится равномерно области D(−∞, H − ε) при любом ε > 0, так как

∣∣(ṽH)cnk exp{µ
k
n

a
(zM −H)}Jn(µkn

r

a
) cosnϕ

∣∣ 6 ∣∣(ṽH)cnk
∣∣ exp{µ

k
n

a
ε},

и аналогичная оценка справедлива и для (ṽH)snk .
Таким образом, из представления (2.8) решения задачи (1.1) и представления (2.9)

функции v следует, что для получения явного выражения для точного решения задачи
(1.1) достаточно выразить функцию vH в (2.9) через заданные функции f и g.

Покажем, что функция vH удовлетворяет интегральному уравнению Фредгольма пер-
вого рода. Пусть M ∈ D(−∞, F ), где

D(−∞, F ) = {(r, ϕ, z) : 0 < r < a, 0 < ϕ < 2π, −∞ < z < F (r, ϕ)}.

Применяя формулу Грина в области D(F,H) к функции u(P ) — решению задачи (1.1)
и функции ϕ(M,P ) вида (2.2), аналогично (2.3), получим

0 =

∫
∂D(F,H)

[∂u
∂n

(P )ϕ(M,P )− u(P )
∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP , M ∈ D(F,H).

Отсюда с учетом однородных граничных условий для ϕ и u и обозначений (2.6) и (2.7)
получим

v(M) = −Φ(M), M ∈ D(−∞, F ). (2.11)

Из (2.9), (2.10) функция v может быть выражена через vH в виде интеграла

v(M) =

∫
Π(H)

G(M,P )vH(P )rPdrPdϕP , M ∈ D(−∞, H), (2.12)

где

G(M,P ) =
1

π

∞∑
n=0

∞∑
k=1

exp{−µ
k
n

a
|zM − zP |}

Jn(µkn
rM
a

)Jn(µkn
rP
a

)

a2[J ′n(µkn)]2
cosn(ϕM − ϕP ),

ε0 = 0.5, εn = 1 при n 6= 0.

(2.13)

Пусть b < min
(r,ϕ)

F (r, ϕ) и M ∈ Π(b), где Π(b) — область вида (2.5) при z = b, тогда из

(2.11) и (2.12) получим интегральное уравнение первого рода∫
Π(H)

G(M,P )vH(P )dxPdyP = −Φ(M), M ∈ Π(b). (2.14)

Из уравнения (2.14) с учетом разложения (2.13) при zM = b получаем соотношение между
коэффициентами Фурье единственного решения vH и коэффициентами Фурье правой
части

−(ṽH)cnk exp{−µ
k
n

a
(H − b)} = Φ̃c

nk(b),

−(ṽH)snk exp{−µ
k
n

a
(H − b)} = Φ̃s

nk(b),

(2.15)



40 Е.Б. Ланеев, Д.Ю. Быков и др.

где Φ̃c
nk(b), Φ̃

s
nk(b) — коэффициенты Фурье функции Φ(M)|M∈Π(b) :

(Φ̃)cnk(b) =
2εn

πa2[J ′n(µkn)]2

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdrΦ(r, ϕ, b)Jn(µkn
r

a
) cosnϕ,

ε0 = 0.5, εn = 1 при n 6= 0,

(Φ̃)snk(b) =
2

πa2[J ′n(µkn)]2

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdrΦ(r, ϕ, b)Jn(µkn
r

a
) sinnϕ.

Отметим, что формулы (2.15) характеризуют убывание коэффициентов Фурье Φ̃nm(b)

с ростом n и k, если функции f и g таковы, что обеспечивают существование реше-
ния задачи (1.1) и, следовательно, — функции vH вида (2.9). Подставляя коэффициенты
Фурье (ṽH)nm из (2.15) в ряд (2.9), получим функцию v в области D(−∞, H)

v(M) = −
∞∑
n=0

∞∑
k=1

exp{µ
k
n

a
(H − b)}Jn(µkn

r

a
)[(Φ̃)cnk(b) cosnϕ− (Φ̃)snk(b) sinnϕ]. (2.16)

Ряд (2.16), как и ряд (2.9), сходится равномерно в D(−∞, H − ε) при любом ε > 0, если
решение задачи (1.1) существует при данных f и g.

Формула (2.8), где функции v и Φ вида (2.16) и (2.6) соответственно, дает явное вы-
ражение для решения задачи (1.1).

3. Построение приближенного решения задачи
в случае приближенных данных Коши

Пусть функции f и g в задаче (1.1) заданы с погрешностью, то есть вместо f и g

заданы функции f δ и gδ, такие что

‖f δ − f‖L2(S) 6 δ, ‖gδ − g‖L2(S) 6 δ.

Построим приближенное решение задачи (1.1), сходящееся к точному решению при
δ → 0. Функция Φ вида (2.6) в этом случае может быть получена приближенно:

Φδ(M) =

∫
S

[
gδ(P )ϕ(M,P )− f δ(P )

∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP . (3.1)

Применяя неравенство Коши–Буняковского к разности функций (3.1) и (2.6) при

M ∈ Π(b), b < min
(r,ϕ)

F (r, ϕ),

получим оценку погрешности правой части интегрального уравнения (2.14)

|Φδ(M)− Φ(M)| 6 max
M∈Π(b)

( ∫
S

ϕ2(M,P )dσP
)1/2‖gδ − g‖L2(S)+

+ max
M∈Π(b)

( ∫
S

[ ∂ϕ
∂nP

(M,P )
]2
dσP

)1/2‖f δ − f‖L2(S) 6 Cδ.
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В качестве приближенного решения интегрального уравнения (2.14) с приближенной
правой частью (3.1) будем рассматривать экстремаль функционала Тихонова [3] со стаби-
лизатором нулевого порядка

Mα[w] =
∥∥Gw − Φδ

∥∥2

L2(Π(b))
+ α‖w‖2

L2(Π(H)), α > 0. (3.2)

Экстремаль функционала может быть получена как решение уравнения Эйлера для функ-
ционала (3.2)

G∗Gw + αw = G∗Φδ,

которое, в свою очередь, с использованием разложения (2.13) ядра интегрального опера-
тора G, может быть представлено в виде алгебраических уравнений относительно коэф-
фициентов Фурье функции w

exp{−2
µkn
a

(H − b)}w̃nk + αw̃nk = − exp{−µ
k
n

a
(H − b)}Φ̃δ

nk(b), (3.3)

где

Φ̃δ
nk(b) = (Φ̃δ)cnk(b) =

2εn
πa2[J ′n(µkn)]2

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdrΦδ(r, ϕ, b)Jn(µkn
r

a
) cosnϕ,

ε0 = 0.5, εn = 1 при n 6= 0,

Φ̃δ
nk(b) = (Φ̃δ)snk(b) =

2

πa2[J ′n(µkn)]2

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdrΦδ(r, ϕ, b)Jn(µkn
r

a
) sinnϕ,

— коэффициенты Фурье функции Φδ(M)|M∈Π(b).

Решая алгебраические уравнения относительно коэффициентов Фурье экстремали и
подставляя экстремаль wδα вместо vH в (2.9), найдем приближение vδα к функции v в
области D(−∞, H) :

vδα(M) = −
∞∑
n=0

∞∑
k=1

exp{µ
k
n

a
(zM − b)}

1 + α exp{2µkn
a

(H − b)}
Jn(µkn

r

a
)[(Φ̃δ)cnk(b) cosnϕ− (Φ̃δ)snk(b) sinnϕ]. (3.4)

Функция (3.4) отличается от точной функции v вида (2.16) регуляризирующим множи-
телем (1 + α exp{2µ

k
n

a
(H − b)})−1, обеспечивающим сходимость ряда.

В соответствии с (2.8) приближенное решение задачи (1.1) получим в виде

uδα(M) = vδα(M) + Φδ(M), M ∈ D(F,H), (3.5)

где vδα и Φδ — функции вида (3.4) и (3.1) соответственно.
Для приближенного решения (3.5) имеет место

Теорема 3.1. Пусть решение задачи (1.1) существует. Тогда для любого α = α(δ)

такого, что α(δ) → 0 и δ/
√
α(δ) → 0 при δ → 0 функция uα(δ) вида (3.5) равномерно

сходится при δ → 0 к точному решению в D(F +ε,H−ε), 0 < ε < 0, 5(H−max
(r,ϕ)

F (r, ϕ)).

Доказательство теоремы повторяет доказательство соответствующей теоремы в [1].
Формулы (3.5), (3.4) и (3.1) решают поставленную задачу (1.1).
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4. Приложение результатов к обратной задаче термографии

Построенное решение задачи (1.1) может быть использовано для решения обратной
задачи термографии [5] в приложении к задачам математической обработки термограмм
в тепловизионных исследованиях в медицине [6]. При моделировании участка тела па-
циента к задаче (1.1) приводит модель теплопроводящего тела цилиндрической формы,
содержащего стационарные источники тепла. На боковой поверхности цилиндра поддер-
живается постоянная температура, что соответствует первому краевому условию в (1.1),
а на поверхности S имеет место конвективный теплообмен с внешней средой, описывае-
мый законом Ньютона. В этом случае поток тепла через поверхность S, т. е. нормальная
производная, прямо пропорционален разности температур внутри тела и снаружи, что
соответствует третьему краевому условию. Если распределение температуры на поверх-
ности S может быть измерено как функция f, например, тепловизионными методами, то
в рамках описанной модели оказывается известной и нормальная производная, что приво-
дит к рассмотренной здесь задаче (1.1) восстановления пространственного распределения
температуры, аномалии которого могут быть связаны с патологиями внутренних органов
пациента.
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Аннотация. Рассматривается уравнение G(x) = ỹ, где отображение G действует из мет-
рического пространства X в пространство Y, на котором определено расстояние, ỹ ∈ Y.

Метрика в X и расстояние в Y могут принимать значение ∞, расстояние удовлетворяет
лишь одному свойству метрики: расстояние между y, z ∈ Y равно нулю тогда и только
тогда, когда y = z. Для отображений X → Y определены понятия множеств накрывания,
липшицевости и замкнутости. В этих терминах получено утверждение об устойчивости в
метрическом пространстве X решений рассматриваемого уравнения к изменениям отоб-
ражения G и элемента ỹ. Это утверждение применено к исследованию интегрального
уравнения

f
(
t,

∫ 1

0

K(t, s)x(s)ds, x(t)
)
= ỹ(t), t ∈ [0, 1],

относительно неизвестной измеримой по Лебегу функции x : [0, 1] → R. Получены доста-
точные условия устойчивости решений (в пространстве измеримых функций с топологией
равномерной сходимости) к изменениям функций f,K, ỹ.

Ключевые слова: операторное уравнение; существование решений; устойчивость реше-
ний; накрывающее отображение; расстояние; пространство измеримых функций; инте-
гральное уравнение
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Abstract. Consider the equation G(x) = ỹ, where the mapping G acts from a metric space
X into a space Y, on which a distance is defined, ỹ ∈ Y. The metric in X and the distance in
Y can take on the value ∞, the distance satisfies only one property of a metric: the distance
between y, z ∈ Y is zero if and only if y = z. For mappings X → Y the notions of sets of
covering, Lipschitz property, and closedness are defined. In these terms, the assertion is obtained
about the stability in the metric space X of solutions of the considered equation to changes
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of the mapping G and the element ỹ. This assertion is applied to the study of the integral
equation

f
(
t,

∫ 1

0

K(t, s)x(s)ds, x(t)
)

= ỹ(t), t ∈ [0.1],

with respect to an unknown Lebesgue measurable function x : [0, 1]→ R. Sufficient conditions
are obtained for the stability of solutions (in the space of measurable functions with the topology
of uniform convergence) to changes of the functions f,K, ỹ.

Keywords: operator equation; existence of solutions; stability of solutions; covering mapping;
distance; space of measurable functions; integral equation

For citation: Merchela W. Ob ustoychivosti resheniy integral’nykh uravneniy v klasse iz-
merimykh funktsiy [On stability of solutions of integral equations in the class of measurable
functions]. Vestnik rossiyskikh universitetov. Matematika – Russian Universities Reports. Ma-
thematics, 2021, vol. 26, no. 133, pp. 44–54. DOI 10.20310/2686-9667-2021-26-133-44-54. (In Rus-
sian, Abstr. in Engl.)

Введение

Результаты о неподвижных точках операторов — один из основных инструментов до-
казательства теорем существования решений различных классов уравнений, в том числе
дифференциальных, интегральных, функционально-дифференциальных. Так, в большин-
стве работ по интегральным уравнениям (см., например, [1–3]) исследуются уравнения
вида

x(t) = f
(
t,

∫ 1

0

K(t, s)x(s)ds, x(t)
)
, t ∈ [0, 1]. (0.1)

Разрешенность уравнения (0.1) относительно неизвестной функции x позволяет приме-
нить к его изучению результаты о неподвижных точках. Однако, если уравнение не раз-
решено относительно неизвестной функции (или ее производной), условия его разреши-
мости, как правило, не удается получить с помощью теорем о неподвижной точке. Для
исследования таких уравнений часто оказываются эффективными утверждения о точках
совпадения и об операторных уравнениях, использующие свойства накрывания (также
называемого регулярностью) отображений в метрических пространствах или в более об-
щих пространствах с расстоянием. Такой подход для нелинейных интегральных уравнений
Вольтерры, не разрешенных относительно неизвестной существенно ограниченной функ-
ции, был реализован в [4]. Аналогичные методы были использованы в [5] при исследовании
задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения, не разрешенного относи-
тельно производной. Для таких уравнений утверждения об уравнениях с накрывающими
отображениями метрических пространств позволили также исследовать корректность за-
дачи Коши (см. [6]), получить условия существования и оценки решений краевых задач
(см. [7]), задач управления (см. [8, 9]).

Распространения на обобщенные метрические пространства результатов о накрываю-
щих отображениях, полученные в работах [10–12], открывают возможности исследования
более широких классов уравнений. В данной статье демонстрируются такие возможности
применительно к интегральному уравнению в пространстве измеримых функций.

В первой части вводятся основные понятия, в том числе определяются множества на-
крывания и липшицевости отображения, действующего из метрического пространства в
пространство с расстоянием. Далее рассматривается абстрактное уравнение с отображени-
ем, действующим из метрического пространства в пространство с расстоянием. Получены
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условия устойчивости решений к изменениям этого отображения. Во второй части статьи
определяются расстояния между измеримыми функциями, а также исследуются множе-
ства накрывания и липшицевости конкретных отображений, действующих в полученных
пространствах. Это утверждение в третьей заключительной части статьи применяется к
исследованию нелинейного интегрального уравнения в пространстве измеримых функций.
Здесь получены условия существования и устойчивости решений к изменениям функций,
определяющих уравнение.

1. Основные понятия

Стандартно обозначаем через R+ множество неотрицательных действительных чисел,
R+ = [0,+∞]. Эти множества полагаем линейно упорядоченными «естественным число-
вым порядком», причем +∞ > r при любом r ∈ R+.

Пусть X = (X, ρ) — метрическое пространство с метрикой ρ : X×X → R+. Обозначим
BX(x0, r) = {x ∈ X : ρ(x, x0) ≤ r} — замкнутый шар в X с центром в точке x0 ∈ X

радиуса r ∈ R+ (если r = +∞, то BX(x0,+∞) = X при любом x0 ).
Пусть также задано множество Y 6= ∅. Расстоянием в Y называют отображение

d : Y × Y → R+ такое, что

∀y1, y2 ∈ Y d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2 (1.1)

(в отличие от метрики, расстояние d может быть несимметричным и может не удовле-
творять неравенству треугольника). Будем говорить, что последовательность {yi} ⊂ Y

сходится к элементу y ∈ Y и писать yi → y, если d(yi, y)→ 0.

Для отображения f : X → Y при определении аналогов классических понятий непре-
рывности и замкнутости следует учитывать, что в случае сходимости последовательности
f(xi) ее предел может быть не единственным. Поэтому, например, требование замкнуто-
сти графика отображения f : X → Y является чрезвычайно ограничительным. В связи
с этим обстоятельством в [11, 13] введено следующее понятие множества замкнутости
отображения f относительно множества U ⊂ X,

Cl[f ;U ] :=
{

(x, y) ∈ X × Y | ∀{xi} ⊂ U xi → x, f(xi)→ y ⇒ f(x) = y
}
.

Для характеристики свойств накрывания и липшицевости определим еще два терми-
на, введенные для отображений метрических пространств в [14] и распространенные на
рассматриваемые здесь отображения X → Y в [11,13]. Пусть заданы числа α > 0, β ≥ 0

и множество U ⊂ X. Определим множества

Covα[f ;U ] :=
{

(x, y) ∈ X × Y | ∃u ∈ U f(u) = y, ρ(x, u) ≤ α−1d(f(x), y), ρ(x, u) <∞
}
,

Lipβ[f ;U ] :=
{

(x, y) ∈ X × Y | ∀u ∈ U f(u) = y ⇒ d(f(x), y) ≤ βρ(x, u)
}
,

которые будем называть, соответственно, множествами α -накрывания и β -липшицевости
отображения f относительно U.

Для определенных здесь множеств справедливы соотношения:

U ⊂ U ⊂ X × Y ⇒
Cl[f ;U ] ⊃ Cl[f ;U ], Covα[f ;U ] ⊂ Covα[f ;U ], Lipβ[f ;U ] ⊃ Lipβ[f ;U ].

(1.2)
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Отметим, что используемые в теореме Арутюнова [15] о точках совпадения отображе-
ний ψ, ϕ : X → Y (в случае, когда оба пространства X и Y метрические) свойства α -
накрывания отображения ψ и β -липшицевости отображения ϕ равносильны равенствам
Covα[ψ;X] = X × Y, Lipβ[ϕ;X] = X × Y. Теорема Арутюнова в [10] была распространена
на отображения f -квазиметрических пространств, в [12] — на отображения, действующие
из метрического пространства в пространство с расстоянием. Сформулируем это утвер-
ждение.

Пусть заданы отображение F : X ×X → Y и элемент ỹ ∈ Y. Рассмотрим уравнение

G(x) := F (x, x) = ỹ. (1.3)

Исследуем устойчивость решений уравнения (1.3) к изменениям отображения F и эле-
мента ỹ. Но прежде приведем условия разрешимости этого уравнения.

Лемма 1.1 (см. [11]). Пусть метрическое пространство X полное и задан элемент
x0 ∈ X такой, что d

(
F (x0, x0), ỹ

)
< ∞. Предположим, что существуют α > β ≥ 0

такие, что для любого x ∈ U := BX(x0, R), где R := (α − β)−1d
(
F (x0, x0), ỹ

)
, выполнены

включения

(x, ỹ) ∈ Covα[F (·, x);X], (x, ỹ) ∈ Lipβ[F (x, ·);U ], (x, ỹ) ∈ Cl[G;U ].

Тогда в шаре U существует решение уравнения (1.3).

Теперь рассмотрим задачу об устойчивости решений уравнения (1.3), которую будем
трактовать следующим образом. Пусть заданы отображения Fi : X ×X → Y и элементы
ỹi ∈ Y ( i ∈ N ). Нас интересуют достаточные условия существования при каждом i

решения x = ξi уравнения

Gi(x) := Fi(x, x) = ỹi, i ∈ N . (1.4)

и сходимости последовательности {ξi} к решению уравнения (1.3).

Теорема 1.1. Пусть метрическое пространство X полное и задано решение x = ξ∈X
уравнения (1.3). Предположим, что при каждом i ∈ N существуют αi > βi ≥ 0 такие,
что при i→∞ имеет место сходимость

Ri :=
1

αi − βi
d
(
Fi(ξ, ξ), ỹi

)
→ 0

и для любого x ∈ Ui := BX(ξ, Ri) выполнены включения

(x, ỹi) ∈ Covαi [Fi(·, x);X], (x, ỹi) ∈ Lipβi [Fi(x, ·);Ui], (x, ỹi) ∈ Cl[Gi;Ui]. (1.5)

Тогда для любого i ∈ N существует решение x = ξi уравнения (1.4) такое, что ξi → ξ

при i→∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 1.1 уравнение (1.4) имеет решение x = ξi,

принадлежащее шару Ui = BX(ξ, Ri). Так как при i → ∞ для радиуса этого шара
выполнено Ri → 0, получаем, что последовательность {ξi} сходится в метрическом про-
странстве X к элементу ξ.

Отметим, что в случае, когда оба пространства X и Y являются метрическими, усло-
вия устойчивости операторных уравнений вида (1.4) получены в [4], а условия устойчиво-
сти точек совпадения — в [16].
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2. Множества накрывания и липшицевости отображений
в пространствах измеримых функций

Здесь рассматриваются множества замкнутости, липшицевости и накрывания опера-
торов, порождающих интегральное уравнение. Формулируемые здесь результаты с дока-
зательствами содержатся в рукописи статьи «Метод исследования интегральных урав-
нений, использующий множество накрывания оператора Немыцкого в пространствах из-
меримых функций» (авторы: Е.С. Жуковский, В. Мерчела), недавно представленной в
журнал «Дифференциальные уравнения», и частично в работе [11].

Мы будем рассматривать интегральные уравнения в классе измеримых по Лебегу
функций. Если окажется, что интеграл от некоторой измеримой функции не существует,
будем писать, что этот интеграл равен ∞. Поэтому наряду с «обычным пространством»
R действительных чисел будем рассматривать его расширение R = R ∪ {∞}. В R опре-
делим разность двух элементов, среди которых есть ∞, соотношениями

∞−∞ = 0, ∀x ∈ R x−∞ =∞− x =∞.

Определим операцию вычисления модуля как отображение | · | : R→ R+, причем, будем
полагать, что |∞| = +∞.

Обозначим через S пространство измеримых (по Лебегу) функций u : [0, 1] → R,
а через S его подпространство, содержащее измеримые функции, принимающие только
конечные значения. В пространстве S определим расстояние следующим образом.

Пусть задана функция двух аргументов θ : R×R→ R+ такая, что при любом фиксиро-
ванном втором аргументе z ∈ R функция первого аргумента θ(·, z) : R→ R+ непрерывна
в точке z, выполнено θ(z, z) = 0 и

∀δ > 0 ∃γ = γ(z, δ) > 0 ∀z′ ∈ R |z′ − z| ≥ δ ⇒ θ(z′, z) ≥ γ.

В силу принятых предположений θ является расстоянием в R, обозначим Rθ
:= (R, θ).

Будем также предполагать, что функция θ суперпозиционно измерима: выполнено
θ(z1, z2) ∈ S для любых z1, z2 ∈ S (условия суперпозиционной измеримости для простран-
ства S получены в [17], см. также [18, с. 110]; эти условия сохраняются и для рассматри-
ваемого здесь пространства S ). Определим отображение

d θ : S× S→ R+, ∀z1, z2 ∈ S d θ(z1, z2) = vraisup
t∈[0,1]

θ(z1(t), z2(t)).

Для отображения d θ, очевидно, выполнено соотношение (1.1), поэтому d θ — расстояние
в S. Определим пространство Sθ := (S, d θ) и его подпространство Sθ := (S, d θ).

Примером функции θ : R × R → R+, отвечающей всем сформулированным требова-
ниям, является функция

θ0 : R× R→ R+, ∀z1, z2 ∈ R θ0(z1, z2) = |z1 − z2|.

Эта функция является метрикой в R, обозначим Rθ0
:= (R, θ0).

Легко проверяется, что сходимости в пространствах Rθ и Rθ0 равносильны. Поэтому
в дальнейшем при рассмотрении непрерывных функций, определенных или имеющих зна-
чения в R, мы не будем оговаривать, относительно какого из расстояний θ или θ0 они
непрерывны.
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Через функцию θ0 в S определяется метрика

d θ0 : S× S→ R+, ∀z1, z2 ∈ S d θ0(z1, z2) = vrai sup
t∈[0,1]

|z1(t)− z2(t)|.

Соответствующее метрическое пространство измеримых функций обозначим через
Sθ0 := (S, θ0), а его подпространство конечных функций — через Sθ0 := (S, θ0). Оба метри-
ческих пространства Sθ0 , Sθ0 являются полными.

Теперь рассмотрим отображения Sθ0 → Sθ, которые в следующем разделе будут ис-
пользоваться для исследования интегральных уравнений.

Пусть задана функция g : [0, 1]× R→ R такая, что при любом x ∈ R и п.в. t ∈ [0, 1]

функция g(·, x) : [0, 1] → R измерима, функция g(t, ·) : R → R непрерывна. Определим
оператор суперпозиции (оператор Немыцкого) соотношением

Ng : Sθ0 → Sθ, ∀u ∈ Sθ0 (Ngu)(t) = g(t, u(t)), t ∈ [0, 1].

П р е д л о ж е н и е 2.1. Cl[Ng; Sθ0 ] = Sθ0 × Sθ.

Пусть задано измеримое многозначное отображение Φ : [0, 1] ⇒ R такое, что при
любом t ∈ [0, 1] множество Φ(t) ⊂ R не пусто и замкнуто. Обозначим

Sel(Φ) :=
{
u ∈ S | u(t) ∈ Φ(t) при п.в. t ∈ [0, 1]

}
.

Это множество измеримых сечений измеримого многозначного отображения Φ не пусто
и, более того, для Φ имеет место представление Кастэна (см. [19, п. 8.1.2], [20, § 1.5]).

П р е д л о ж е н и е 2.2. Пусть заданы α > 0, x ∈ S, y ∈ S. Если для функции
g(t, ·) : Rθ0 → Rθ при п.в. t ∈ [0, 1] выполнено соотношение

(
x(t), y(t)

)
∈ Covα

[
g(t, ·); Φ(t)

]
,

то (x, y) ∈ Covα
[
Ng; Sel(Φ)

]
. В частности, если

(
x(t), y(t)

)
∈ Covα

[
g(t, ·);R

]
при п.в.

t ∈ [0, 1], то (x, y) ∈ Covα
[
Ng; S

]
.

Утверждения, аналогичные предложениям 2.1 и 2.2, при более ограничительных пред-
положениях на функцию θ получены в [11].

Теперь пусть заданы две функции: измеримая функция K : [0, 1]×[0, 1]→ R и функция
g : [0, 1]×R→ R такая, что при любом x ∈ R и п.в. t ∈ [0, 1] функция g(·, x) : [0, 1]→ R
измерима, функция g(t, ·) : R → R непрерывна. Определим линейный интегральный
оператор

K : Sθ0 → Sθ0 , ∀u ∈ S (Ku)(t) =

∫ 1

0

K(t, s)u(s)ds, t ∈ [0, 1],

и нелинейный интегральный оператор

Υ : Sθ0 → Sθ, ∀u ∈ Sθ0 (Υu)(t) = g
(
t,

∫ 1

0

K(t, s)u(s)ds
)
, t ∈ [0, 1]. (2.1)

Опишем множество липшицевости отображения Υ следующим утверждением.

П р е д л о ж е н и е 2.3. Пусть

k0 := vrai sup
t∈[0,1]

∫ 1

0

|K(t, s)|ds <∞,
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заданы x ∈ S, y ∈ S, β ≥ 0 и многозначное отображение Φ : [0, 1] ⇒ R, со значениями
Φ(t) 6= ∅, t ∈ [0, 1], и такое, что Sel(Φ) :=

{
u ∈ S | u(t) ∈ Φ(t) при п.в. t ∈ [0, 1]

}
6= ∅.

Определим функцию v = Kx ∈ S и многозначное отображение

Ω : [0, 1] ⇒ R, Ω(t) = (KΦ)(t) :=
{∫ 1

0

K(t, s)u(s)ds, ∀u ∈ Sel(Φ)
}
, t ∈ [0, 1].

Тогда, если для функции g(t, ·) : Rθ0 → Rθ при п.в. t ∈ [0, 1] выполнено соотношение(
v(t), y(t)

)
∈ Lipβ

[
g(t, ·); Ω(t)

]
, то (x, y) ∈ Lipk0β[Υ; Sel(Φ)].

3. Интегральное уравнение

Применим полученные утверждения к задаче об устойчивости решений интегрального
уравнения.

Пусть заданы измеримые функции K,Ki : [0, 1]× [0, 1]→ R ( i ∈ N ), удовлетворяющие
условию

ki := vrai sup
t∈[0,1]

∫ 1

0

|Ki(t, s)|ds <∞, i ∈ N . (3.1)

Пусть также заданы функции ỹ, ỹi ∈ S и функции f : [0, 1] × R × R → R, измеримые
по первому аргументу и непрерывные по совокупности второго и третьего аргументов.
Рассмотрим последовательность уравнений

fi
(
t,

∫ 1

0

Ki(t, s)x(s)ds, x(t)
)

= ỹi(t), t ∈ [0, 1]. (3.2)

Сформулируем условия существования при каждом i решения x = ξi ∈ S уравнения (3.2)
такого, что последовательность {ξi} ⊂ S сходится к решению x = ξ ∈ S уравнения

f
(
t,

∫ 1

0

K(t, s)x(s)ds, x(t)
)

= ỹ(t), t ∈ [0, 1]. (3.3)

Для произвольной функции x ∈ S при любом i ∈ N определим функции

g
[x]
i : [0, 1]× Rθ0 → Rθ

, ∀t ∈ [0, 1] ∀u ∈ R g
[x]
i (t, u) = fi(t, u, x(t)),

g
[x]
i : [0, 1]× Rθ0 → Rθ

, ∀t ∈ [0, 1] ∀u ∈ R g
[x]
i (t, u) = fi(t,

∫ 1

0

Ki(t, s)x(s)ds, u).

Заданные здесь функции g
[x]
i , g

[x]
i , очевидно, измеримы по первому аргументу и непрерыв-

ны по второму аргументу. Определим также при любом i ∈ N операторы Ki : Sθ0 → Sθ0

соотношением

∀u ∈ S (Kiu)(t) =

∫ 1

0

Ki(t, s)u(s)ds, t ∈ [0, 1].

Теорема 3.2. Пусть задано решение ξ ∈ S уравнения (3.3). Предположим, что при
каждом i ∈ N существует σi > 0 такое, что при i→∞ имеет место сходимость

Ri :=
1

σi
vrai sup
t∈[0,1]

θ
(
fi
(
t, (Kiξ)(t), ξ(t)

)
, ỹi(t)

)
→ 0.
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Далее, пусть для всех i ∈ N существует αi > σi такое, что для любой функции
x ∈ Ui := BSθ0 (ξ, Ri) при п.в. t ∈ [0, 1] выполнены включения(

x(t), ỹi(t)
)
∈ Covαi

[
g
[x]
i (t, ·);R

]
, (3.4)(

(Kix)(t), ỹi(t)
)
∈ Lipβi

[
g
[x]
i (t, ·); Ωi(t)

]
, (3.5)

где βi := ki
−1(αi − σi), Ωi(t) := [(Kiξ)(t) − kiRi, (Kiξ)(t) + kiRi]. Тогда для любого i ∈ N

существует решение x = ξi ∈ Sθ0 уравнения (3.2) такое, что последовательность {ξi}
при i→∞ сходится в пространстве Sθ0 к заданному решению ξ уравнения (3.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнение (3.2) — это уравнение вида (1.4), в котором отоб-
ражения Fi : Sθ0 × Sθ0 → Sθ ( i ∈ N ) определены соотношением

∀x, u ∈ Sθ0 (Fi(x, u))(t) = fi
(
t, (Kiu)(t), x(t)

)
, t ∈ [0, 1],

а отображения Gi : Sθ0 → Sθ ( i ∈ N ) — соотношением

∀x ∈ Sθ0 Gix = Fi(x, x).

Покажем, что из предположений доказываемого утверждения следует выполнение усло-
вий теоремы 1.1 для данных отображений Fi, Gi.

Пространство Sθ0 является полным.
Зафиксируем произвольное i. Покажем, что Cl[Gi; S] = Sθ0 × Sθ. Из этого равен-

ства будет следовать третье включение в (1.5), так как в этом случае, в силу включения
Cl[Gi;Ui] ⊃ Cl[G; S], будет выполнено Cl[Gi;Ui] = Sθ0 × Sθ.

Итак, пусть дана произвольная последовательность {xn} ⊂ Sθ0 , элементы x ∈ Sθ0 и
y ∈ Sθ такие, что

d θ0(xn, x)→ 0, d θ
(
Gixn, y

)
→ 0 (при n→∞).

Покажем, что справедливо равенство Gix = y.

Из условия (3.1) вытекает, что d θ0(Kxn, Kx) ≤ k0ρ(xn, x)→ 0. Согласно определению
расстояний d θ0 , d θ между измеримыми функциями, получаем, что при п. в. t ∈ [0, 1]

выполнены соотношения

θ0
(
xn(t), x(t)

)
→ 0, θ0

(
(Kixn)(t), (Kix)(t)

)
→ 0, θ

(
(Gixn)(t), y(t)

)
→ 0.

Эти соотношения, в силу определения функций θ0, θ равносильны «обычной сходимости»

xn(t)→ x(t), (Kixn)(t)→ (Kix)(t), (Gixn)(t)→ y(t).

Отсюда в силу непрерывности при п. в. t ∈ [0, 1] функции f(t, ·, ·) (по совокупности двух
аргументов) (Gixn)(t) = fi

(
t, (Kixn)(t), xn(t)

)
сходится к (Gix)(t) = fi

(
t, (Kix)(t), x(t)

)
. А

так как, согласно принятым предположениям, имеет место сходимость (Gixn)(t) → y(t),

получаем (Gix)(t) = y(t), t ∈ [0, τ ]. Равенство Cl[Gi; S] = Sθ0 × Sθ доказано.
При заданном фиксированном i для произвольного x ∈ BSθ0 (ξ, Ri) отображение Fi(x, ·)

представляется в виде оператора Υ : Sθ0 → Sθ, определенного соотношением (2.1), где
функция g := g[x]. Определим отображение Φi : [0, 1]→ R со значениями

∀t ∈ [0, 1] Φi(t) = [ξ(t)−Ri, ξ(t) + Ri].
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Очевидно, это отображение измеримо, и множество его измеримых сечений Sel(Φi) =

BSθ0 (ξ, Ri). Для Ωi(t) := (KiΦi)(t) имеем Ωi(t) ⊂ Ωi(t), и поэтому из предположения (3.5)
следует (см. третье из соотношений (1.2))

(
(Kix)(t), ỹ(t)

)
∈ Lipβi

[
g
[x]
i (t, ·); Ωi(t)

]
. Соглас-

но предложению 2.3 выполнено включение (x, ỹi) ∈ Lipkiβi [Fi(x, ·);BSθ0 (ξ, Ri)], в котором
константа липшицевости kiβi = αi − σi < αi.

Для произвольного x ∈ BSθ0 (ξ, Ri) исследуем множество αi -накрывания отображения
Fi(·, x) : Sθ0 → Sθ. Это отображение есть оператор Немыцкого N

g
[x]
i

: Sθ0 → Sθ, порожден-

ный функцией g
[x]
i : [0, 1]×Rθ0 → Rθ

. Из условия (3.4) согласно предложению 2.2 следует
включение (x, ỹ) ∈ Covαi [Fi(·, x); S].

Итак, для отображений Fi, Gi выполнены все условия теоремы 1.1, и согласно этой
теореме существует решение x = ξi ∈ Sθ0 уравнения (3.2) такое, что ξi → ξ.

В заключение отметим, что в большинстве работ по интегральным уравнениям ис-
следуется уравнение (0.1), разрешенное относительно неизвестной функции. Это урав-
нение обычно рассматривается в банаховых пространствах непрерывных или суммируе-
мых функций. Полученные здесь результаты позволяют исследовать не разрешенное от-
носительно неизвестной функции интегральное уравнение не только в классе измеримых
функций, но и в пространстве Lp суммируемых со степенью p ∈ [1,∞] на отрезке [0, 1]

функций. При выполнении предположений теоремы 3.2, если дополнительно известно, что
решение ξ «предельного уравнения» (3.3) принадлежит пространству Lp, то для любого
i ∈ N существует решение ξi ∈ Lp уравнения (3.2) такое, что последовательность {ξi}
сходится к функции ξ равномерно, а следовательно, и по норме пространства Lp.
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Аннотация. В работе указаны условия устойчивости решения эволюционной гиперболи-
ческой системы с распределенными параметрами на графе, описывающей колебательный
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имеющих интересные аналогии с колебаниями многофазовых сред многомерной гидроди-
намики.
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Abstract. In the work, the stability conditions for a solution of an evolutionary hyperbolic
system with distributed parameters on a graph describing the oscillating process of continuous
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medium in a spatial network are indicated. The hyperbolic system is considered in the weak
formulation: a weak solution of the system is a summable function that satisfies the integral
identity which determines the variational formulation for the initial-boundary value problem.
The basic idea, that has determined the content of this work, is to present a weak solution in the
form of a generalized Fourier series and continue with an analysis of the convergence of this series
and the series obtained by its single termwise differentiation. The used approach is based on a
priori estimates of a weak solution and the construction (by the Fayedo–Galerkin method with
a special basis, the system of eigenfunctions of the elliptic operator of a hyperbolic equation)
of a weakly compact family of approximate solutions in the selected state space. The obtained
results underlie the analysis of optimal control problems of oscillations of netset-like industrial
constructions which have interesting analogies with multi-phase problems of multidimensional
hydrodynamics.
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Введение

Настоящая работа является естественным продолжением исследования по слабой раз-
решимости гиперболической системы с распределенными параметрами на графе [1]. Рас-
сматриваются слабые решения начально-краевой задачи для гиперболического уравнения
второго порядка

∂2u (x, t)

∂t2
− ∂

∂x

(
a (x)

∂u (x, t)

∂x

)
+ b (x) u (x, t) = f (x, t) , (0.1)

с распределенными параметрами на произвольном ориентированном графе Γ : x ∈ Γ.

Подробное описание коэффициентов уравнения a(x), b(x) и функции f(x, t) приведе-
но ниже. Слабые решения определяются с помощью интегрального тождества, заменя-
ющего собой уравнение, начальные и граничные условия (см., например, монографию
О.А. Ладыженской [2, с. 196]). При этом указываются пространства, в которых предлага-
ется отыскание слабого решения, приводятся условия слабой разрешимости такой задачи
и последующий анализ устойчивости решения.

Центральная идея, определившая все содержание настоящей работы, состоит в приме-
нении используемых в работах [1,3] подходов к анализу эволюционных начально-краевых
задач и представлении решения в виде обобщенного ряда Фурье с последующим анализом
сходимости этого ряда и рядов, полученным его однократным почленным дифференци-
рованием. Существенную роль будет играть система обобщенных собственных функций и
спектральные характеристики эллиптического оператора приведенного выше уравнения
(0.1). При этом рассматриваются однородные граничные условия первого рода (условия
Дирихле), для граничных условий второго и третьего рода будут даны необходимые ука-
зания.

Полученные результаты открывают возможности для исследования задач оптималь-
ного управления колебаниями сетеподобных промышленных конструкций.
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1. Понятия и обозначения, пространства функций с носителем на графе

Используются обозначения, принятые в работах [1,3,4]: ребра γ графа Γ имеют одина-
ковую длину, параметризованы и ориентированы отрезком [0, 1], при этом концевые точки
произвольного ребра γ принимают значения 0 или 1 в зависимости от ориентации; γ0 —
произвольное ребро без концевых точек; Γ0 — множество всех ребер γ0; ΓT = Γ0× (0, T ),

γT = γ0×(0, T ), ∂ΓT = ∂Γ×(0, T ); ∂Γ — множество граничных узлов, J(Γ) — множество
внутренних узлов графа Γ. На протяжении всей работы используется интеграл Лебега по
Γ0 или ΓT :

∫
Γ0

f(x)dx =
∫
Γ

f(x)dx =
∑
γ

∫
γ

f(x)γdx или
∫

ΓT

f(x, t)dxdt =
∑
γ

∫
γT

f(x, t)γdxdt,

где f(·)γ — сужение функции f(·) на ребро γ.

Рассмотрим гиперболическое уравнение (0.1), коэффициенты которого a(x), b(x) яв-
ляются измеримыми ограниченными функциями и удовлетворяют условиям

0 < a∗ ≤ a(x) ≤ a∗, |b(x)| ≤ b∗, x ∈ Γ, (1.1)

функция f(x, t) определена в области ΓT .

Обозначим через L1(Γ) и L2(Γ) пространства функций, интегрируемых и интегриру-
емых с квадратом на Γ (аналогично вводятся пространства L1(ΓT ) и L1(ΓT ) ); W 1

2 (Γ) —
пространство функций из L2(Γ), имеющих обобщенную производную 1 -го порядка так-
же из L2(Γ); W 1

2 (ΓT ) — пространство функций из L2(ΓT ), имеющих обобщенные про-
изводные первого порядка из L2(ΓT ) (аналогично определяется пространство W 2

2 (ΓT ) );
L2,1(ΓT ) — пространство функций из L1(ΓT ) с нормой

‖u‖L2,1(ΓT ) =

T∫
0

(∫
Γ

u2(x, t)dx
)1/2

dt,

при этом L2(ΓT ) ⊂ L2,1(ΓT ), что следует из неравенства ‖u‖L2,1(ΓT ) ≤
√
T‖u‖L2,1(ΓT ).

З а м е ч а н и е 1.1. Следует отметить, что элементы W 1
2 (ΓT ) определены на каждом

сечении цилиндра ΓT плоскостью t = t0 как элементы пространства L2(Γ) и непрерывны
по t в норме L2(Γ) (см. [2, с. 70]).

В пространстве W 1
2 (Γ) введем билинейную форму

l(µ, ν) =

∫
Γ

(
a(x)

dµ(x)

dx

dν(x)

dx
+ b(x)µ(x)ν(x)

)
dx,

имеет место следующее утверждение [5].

Лемма 1.1. Пусть функция u(x) ∈ W 1
2 (Γ) такова, что `(u, ν) −

∫
Γ

f(x)η(x)dx = 0

для любой функции η(x) ∈ W 1
2 (Γ) ( f(x) ∈ L2(Γ) — фиксированная функция). Тогда для

любого ребра γ ⊂ Γ сужение a(x)γ
du(x)γ
dx

непрерывно в концевых точках ребра γ.

Из утверждения леммы следует, что пространство W 1
2 (Γ) содержит множество Ωa(Γ)

непрерывных на Γ функций u(x), для которых при каждом γ ⊂ Γ сужение a(x)γ
du(x)γ
dx

непрерывно в концевых точках γ и имеют место соотношения∑
γ∈R(ξ)

a(1)γ
du(1)γ
dx

=
∑
γ∈r(ξ)

a(0)γ
du(0)γ
dx

(1.2)
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для внутреннего узла ξ этого ребра γ (здесь R(ξ) и r(ξ) — множества ребер, соответ-
ственно ориентированных «к узлу ξ » и «от узла ξ »). Замыкание в норме W 1

2 (Γ) множе-
ства Ωa(Γ) обозначим через W 1(a,Γ); очевидно W 1(a,Γ) ⊂ W 1

2 (Γ). Если при этом функ-
ции u(x) из Ωa(Γ) удовлетворяют еще и условию u(x)|∂Γ = 0, то получим пространство
W 1

0 (a,Γ).

Пусть далее Ωa(ΓT ) — множество функций u(x, t) ∈ W 1
2 (ΓT ), чьи следы определены на

сечениях области ΓT плоскостью t = t0 ( t0 ∈ [0, T ] ) как функции класса W 1(a,Γ) (см. за-
мечание 1.1) и удовлетворяют соотношениям (1.2) для всех узлов ξ ∈ J(Γ). Замыкание
множества Ωa(ΓT ) в норме W 1

2 (ΓT ) обозначим через W 1(a,ΓT ), W 1(a,ΓT ) ⊂ W 1
2 (ΓT ).

В пространстве W 1(a,ΓT ) для уравнения (0.1) рассматривается первая начально-кра-
евая задача с начальными условиями

u|t=0 = ϕ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Γ, (1.3)

и однородным граничным условием

u|∂Γ = 0, 0 ≤ t ≤ T ; (1.4)

здесь ϕ(x) ∈ W 1(a,Γ), ψ(x) ∈ L2(Γ), f(x, t) ∈ L2,1(ΓT ), для коэффициентов a(x) и b(x)

имеют место предположения (1.1).

О п р е д е л е н и е 1.1. Слабым решением класса W 1
2 (ΓT ) краевой задачи (0.1),

(1.3), (1.4) называется функция u(x, t) ∈ W 1(a,ΓT ), равная ϕ(x) при t = 0 и удовле-
творяющая интегральному тождеству∫

ΓT

(
−∂u(x,t)

∂t
∂η(x,t)
∂t

+ a(x)∂u(x,t)
∂x

∂η(x,t)
∂x

+ b(x)u(x, t)η(x, t)
)
dxdt =

=
∫
Γ

ψ(x)η(x, 0)dx+
∫

ΓT

f(x, t)η(x, t)dxdt
(1.5)

при любых η(x, t) ∈ W̃ 1(a,ΓT ) (элементы η пространства W̃ 1(a,ΓT ) принадлежат
W 1(a,ΓT ) и удовлетворяют равенству η(x, T ) = 0 ).

Следуя идеям работы [1] и основываясь на полученных там результатах, приведем
утверждения и краткие пояснения к ним, необходимые для дальнейшего анализа поведе-
ния слабого решения u(x, t) задачи (0.1), (1.3), (1.4).

2. Предварительные рассуждения, используемые результаты

Сформулируем утверждения, имеющие для последующего вспомогательный характер,
не останавливаясь на деталях рассуждений. Подробные доказательства представлены в
работе [1] (см. также [6]).

Основополагающие условия, определяющие слабую разрешимость задачи (0.1), (1.3),
(1.4), вытекают из априорной оценки в пространстве W 2(a,ΓT ) для решения u(x, t) через
исходные данные ϕ(x), ψ(x), f(x, t) этой задачи (здесь W 2(a,ΓT ) — замыкание в норме
W 2

2 (ΓT ) множества функций u(x, t) из W 1(a,ΓT ), имеющих обобщенные производные
∂2u(x,t)
∂x2

, ∂2u(x,t)
∂t2

также из L2(ΓT ) ).
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Обозначим через ω(t) =
∫
Γ

(u2 +u2
t +u2

x)dx, тогда ( [1, теорема 1]) для решений u(x, t) ∈

W 2(a,ΓT ) задачи (0.1), (1.3), (1.4) при выполнении предположений (1.1) и для любого
t ∈ [0, T ] имеет место априорная оценка

ω1/2(t) ≤ C1(t)ω1/2(0) + C2(t)‖f‖2,Γt , (2.1)

где C1(t) и C2(t) определяются постоянными a∗, a∗, b∗ и временем t. Неравенство
(2.1) является аналогом энергетического неравенства для гиперболической системы (0.1) с
распределенными параметрами на графе Γ, позволяющее оценить норму решения u(x, t)

в пространстве W 1(a,ΓT ) через исходные данные ϕ(x), ψ(x) и внешнюю силу f(x, t).

Отсюда нетрудно получить аналогичную оценку энергетической нормы решения u(x, t).

Обратимся к вопросу слабой разрешимости начально-краевой задачи (0.1), (1.3), (1.4)
в пространстве W 1(a,ΓT ). Дальнейшее предварим рассмотрением спектральной задачи
на графе Γ [5, 7]

− d

dx

(
a(x)

dφ

dx

)
+ b(x)φ = λφ, φ|∂Γ = 0,

т. е. задачи определения множества таких чисел λ, каждому из которых соответствует по
крайней мере одно нетривиальное решение φ(x) ∈ W 1(a,Γ), удовлетворяющее тождеству

l(φ, ν) = λ(φ, ν)

при любой функции ν(x) ∈ W 1(a,Γ). Это означает тот факт, что φ(x) есть обобщенная
собственная функция класса W 1(a,Γ), а λ — соответствующее ей собственное значение.

Лемма 2.1. Пусть выполнены предположения (1.1). Имеют место следующие утвер-
ждения.

1. Собственные значения вещественные и имеют конечную кратность, их можно
занумеровать в порядке возрастания модулей с учетом кратностей: {λk}k≥1; соответ-
ственно нумеруются и обобщенные собственные функции: {φk(x)}k≥1.

2. Собственные значения λk положительны, за исключением, может быть, конеч-
ного числа первых; если b(x) ≥ 0, тогда собственные значения неотрицательны.

3. Система обобщенных собственных функций {φk(x)}k≥1 образует ортогональный
базис в пространстве W 1(a,Γ) и пространстве L2(Γ) (везде ниже ‖φk‖L2(Γ) = 1).

Условия существования слабого решения начально-краевой задачи (0.1), (1.3), (1.4)
представлены следующей теоремой 2.1.

Теорема 2.1. Для любых ϕ(x) ∈ W 1(a,Γ), ψ(x) ∈ L2(Γ), f(x, t) ∈ L2,1(ΓT ) и при вы-
полнении предположений (1.1) начально-краевая задача (0.1), (1.3), (1.4) имеет по мень-
ше мере одно слабое решение из пространства W 1(a,ΓT ).

Для доказательства используется метод Фаедо–Галеркина со специальным базисом
{φk(x)}k≥1, приближения uN(x, t) слабого решения ищутся в виде

uN(x, t) =
N∑
k=1

cNk (t)φk(x), (2.2)
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функции cNk (t) ( dc
N
k (t)

dt
∈ L1(0, T ) ) определяются из соотношений∫

Γ

∂2uN (x,t)
∂t2

φl(x)dx+
∫
Γ

(
a(x)∂u

N (x,t)
∂x

∂φl(x)
∂x

+ b(x)uN(x, t)φl(x)
)
dx =

=
∫
Γ

f(x, t)φl(xdx (l = 1, N),
(2.3)

cNk (0) = ϕNk ,
dcNk (0)

dt
=

∫
Γ

ψ(x)φk(x)dx (k = 1, N), (2.4)

где ϕNk — коэффициенты Фурье сумм ϕN(x) =
N∑
k=1

ϕNk φk(x), аппроксимирующих при

N → ∞ функцию ϕ(x) в норме W 1
2 (Γ). Равенства (2.3) являются системой линейных

обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка относительно неизвестных
cNk (t) (k = 1, N). Коэффициенты ее суть ограниченные функции, а правые части принад-
лежат L1(0, T ). Система (2.3) однозначно разрешима при начальных данных (2.4). Для
приближений uN(x, t) справедлива оценка (2.1). Действительно, умножая каждое из ра-
венств (2.3) на свое dcNl (t)

dt
и суммируя по l от 1 до N, приходим к равенству∫

Γ

(∂2uN (x,t)
∂t2

∂uN (x,t)
∂t

+ a(x)∂u
N (x,t)
∂x

∂2uN (x,t)
∂t∂x

+ b(x)uN(x, t)∂u
N (x,t)
∂t

)
dx =

=
∫
Γ

f(x, t)∂u
N (x,t)
∂t

dx,

из которого следует (см. [1]) неравенство (2.1) при u(x, t) = uN(x, t) . Правая часть этого
неравенства в пространстве W 1(a,Γ) мажорируется постоянной C∗ , не зависящей от N

и t ∈ [0, T ] , так что в результате получаем оценку∫
Γ

((
uN(x, t)

)2
+
(∂uN(x, t)

∂x

)2
+
(∂uN(x, t)

∂t

)2)
dx ≤ C∗, t ∈ [0, T ],

а значит, после интегрирования по t от 0 до T

‖uN‖W 1
2(ΓT ) ≤ C∗1 .

В силу полученного неравенства из последовательности {uN}N≥1 можно выбрать подпо-
следовательность {uNi}i≥1, слабо сходящуюся в W 1

2 (ΓT ) и равномерно по t ∈ [0, T ] в
норме L2(Γ) к некоторому элементу u(x, t) ∈ W 1

a(ΓT ), которое, как нетрудно проверить,
удовлетворяет тождеству (1.5).

З а м е ч а н и е 2.1. Спектральный подход, использующий при доказательстве тео-
ремы существования слабого решения u(x, t) специальный базис {φk(x)}k≥1 и представле-
ние приближений uN(x, t) этого решения в виде конечных разложений (2.2) по функциям
φk(x), позволяет формировать системы (2.3), (2.4), аппроксимирующие исходную задачу
(0.1), (1.3), (1.4) (представление (2.2) — аппроксимация состояния u(x, t) дифференци-
альной системы (0.1)). Вместе с анализом устойчивости решения u(x, t), представленным
ниже, это позволяет получать теоремы об аппроксимации, применяемые в задачах при-
кладного характера.

Далее переходим к основному результату исследования — построению слабого решения
задачи (0.1), (1.3), (1.4) и анализу его устойчивости.
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3. Устойчивость системы (0.1)

Для получения более глубоких результатов несколько сузим пространство L2,1(ΓT )

и будем предполагать, что f(x, t) ∈ L2(ΓT ) ⊂ L2,1(ΓT ), а 0 < b(x) ≤ β при x ∈ Γ.

Последнее гарантирует положительность собственных значений λk, k ≥ 1 (утверждение
3 леммы 2.1), которые для упрощения дальнейших технических выкладок обозначим через
µ2
k : λk = µ2

k. В пространстве W 1,0(a,ΓT ) рассмотрим систему (0.1). Нетрудно проверить,
что сумма конечного числа частных решений

uN(x, t) =
N∑
k=1

(ak cosµkt+ bk sinµkt)φk(x)

при произвольных коэффициентах ak и bk является слабым решением задачи (0.1), (1.3),

(1.4) (при f(x, t) = 0 ) с начальными условиями ϕ(x) =
N∑
k=1

akφk(x) и ψ(x) =
N∑
k=1

µkbkφk(x).

Здесь следует заметить, что представление uN(x, t) лишь формально отличается от упо-
мянутого выше представления (2.2). Использование его продиктовано только необходимо-
стью указания роли собственных значений в дальнейших рассуждениях.

Разлагая функцию f(x, t) в ряд Фурье

f(x, t) =
∞∑
k=1

fk(t)φk(x), fk(t) =

∫
Γ

f(x, t)φk(x)dx,

получим слабое решение задачи (0.1), (1.3), (1.4) в виде

uN(x, t) =
N∑
k=1

[ak cosµkt+ bk sinµkt+
1

µk

∫
Γ

fk(τ) sinµk(t− τ)dτ ]φk(x) (3.1)

(правая часть соотношения (3.1) есть сумма конечного числа слабых решений задачи (0.1),

(1.3), (1.4), где f(x, t) в (0.1) заменено на
N∑
k=1

fk(t)φk(x) ), а значит, формальное решение

u(x, t) задачи (0.1), (1.3), (1.4) представимо рядом

u(x, t) =
∞∑
k=1

[ak cosµkt+ bk sinµkt+
1

µk

t∫
0

fk(τ) sinµk(t− τ)dτ ]φk(x). (3.2)

Установим условия, при которых сумма ряда (3.2) будет слабым решением начально-
краевой задачи (0.1), (1.3), (1.4) в пространстве W 1(a,ΓT ), для чего укажем, когда сам
ряд (3.2) и ряды, полученные его однократным дифференцированием по x и t, сходятся
в среднем (т. е. в L2(Γ) ). Такая сходимость рядов и будет означать, что u(x, t) является
слабым решением задачи (0.1), (1.3), (1.4).

Рассмотрим отрезок ряда (3.2)

up q(x, t) =

q∑
k=p

[ak cosµkt+ bk sinµkt+
1

µk

t∫
0

fk(τ) sinµk(t− τ)dτ ]φk(x)
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при p ≥ q и коэффициенты bk, Tk(t) этого ряда (коэффициенты ak рассмотрим ниже):

bk =
1

µk

∫
Γ

ψ(x)φk(x)dx, Tk(t) =
1

µk

t∫
0

fk(τ) sinµk(t− τ)dτ.

Обозначим через βk = µkbk и θk(t) = µkTk(t), причем отметим, что
∞∑
k=1

β2
k =

∫
Γ

ψ2(x)dx, а

ряд
∞∑
k=1

θ2
k(t) сходится равномерно относительно t. Последнее следует из неравенств

θ2
k(t) ≤

t∫
0

sin2 µk(t− τ)dτ

t∫
0

f 2
k (τ)dτ ≤ T

T∫
0

f 2
k (τ)dτ,

а значит, ряд
∞∑
k=1

θ2
k(t) мажорируется сходящимся числовым рядом T

∞∑
k=1

T∫
0

f 2
k (τ)dτ.

Далее рассмотрим коэффициенты ak и в силу тождества l(φk, η) = µ2
k(φk, η) при любой

функции η(x) ∈ W 1(a,Γ) имеем (при η(x) = ϕ(x) )

ak =

∫
Γ

ϕ(x)φk(x)dx =
1

µ2
k

∫
Γ

[
a(x)

dϕ(x)

dx

dφk(x)

dx
+ b(x)ϕ(x)φk(x)

]
dx =

1

µ2
k

`(ϕ, φk).

Обозначим через αk = 1
µk
`(ϕ, φk) и оценим сумму ряда

∞∑
k=1

α2
k из соотношений `(φk, φs) =

µ2
kδk s (здесь δk s — символ Кронекера), вытекает

0 ≤ `(ϕ−
N∑
k=1

αk
µk
φk, ϕ−

N∑
k=1

αk
µk
φk) =

= `(ϕ, ϕ)− 2
N∑
k=1

αk
µk
`(ϕ, φk) +

N∑
k=1

α2
k

µ2k
`(φk, φk) = `(ϕ, ϕ)−

N∑
k=1

α2
k.

Из последнего следует неравенство
N∑
k=1

α2
k ≤ `(ϕ, ϕ).

Ряд (3.2) запишем в виде

u(x, t) =
∞∑
k=1

1

µk
[αk cosµkt+ βk sinµkt+ θk(t)]φk(x) =

∞∑
k=1

1

µk
ϑk(t)φk(x) (3.3)

(здесь через ϑk(t) обозначено выражение αk cosµkt + βk sinµkt + θk(t) ). Из полученных

оценок для θk(t) следует, что ряд
∞∑
k=1

ϑ2
k(t) мажорируется сходящимся числовым рядом

3
∞∑
k=1

[α2
k + β2

k + T
T∫
0

f 2
k (τ)dτ ], тогда сумма его оценивается сверху:

∞∑
k=1

ϑ2
k(t) ≤ C(‖ϕ‖2

W 1
0(Γ) + ‖ψ‖2

L2(Γ) + ‖f‖2
L2(ΓT )). (3.4)

Отсюда вытекает равномерная сходимость по t ∈ [0, T ] ряда (3.3) в норме, определяемой
билинейной формой `(µ, ν) ( ‖ · ‖ =

√
`(·, ·) ), так как для отрезка up q(x, t) ряда (3.3)
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(а значит, и ряда (3.2)) и любого ε > 0 найдется номер Nε, не зависящий от t, что имеет
место соотношение

`(up q, up q) =

q∑
k=p

ϑ2
k(t) < ε ∀ p ≥ Nε, q ≥ p. (3.5)

Вследствие определения первого собственного значения µ2
1 > 0 для любой функции ν(x)

из W 1
0(a,Γ) справедливо неравенство∫

Γ

ν2(x)dx ≤ 1

µ2
1

`(ν, ν). (3.6)

Кроме того, из (1.1) следует: ∫
Γ

dν(x)

dx
dx ≤ 1

a∗
`(ν, ν), (3.7)

поэтому, складывая (3.6) и (3.7), получаем

‖η‖W 1
2 (Γ) ≤ C∗`(η, η), C∗ =

1

µ2
1

+
1

a∗
. (3.8)

Так как функция up q(x, t) ∈ W 1
0(a,Γ) для любого t, то из (3.5) и (3.8) вытекает неравен-

ство
‖up q‖W 1

2(Γ) ≤ C∗`(up q, up q) ≤ C∗ε

для любых p ≥ Nε, q ≥ p и любого t. Последнее показывает, что ряд (3.2) сходится в
норме W 1

2 (Γ) равномерно относительно t ∈ [0, T ], сумма u(x, t) ряда является элементом
W 1

0(a,Γ), непрерывно зависящим от t ∈ [0, T ].

Аналогичные рассуждения для ряда, полученного почленным дифференцированием
один раз по t, приводят к установлению его равномерной сходимости в L2(Γ) относи-
тельно t ∈ [0, T ], и поэтому ∂u(x,t)

∂t
есть элемент L2(Γ), непрерывно зависящий от t.

Как следствие, можем утверждать, что сумма u(x, t) ряда (3.2) принадлежит W 1
0 (a,ΓT ).

Действительно, каждый член ряда (3.2) (а значит, сумма конечного числа членов) при-
надлежит W 1

0 (a,ΓT ). Ряд (3.2) сходится в W 1
2 (Γ) равномерно по t ∈ [0, T ], а тогда он

сходится в W 1
2 (ΓT ) и сумма его принадлежит W 1

0 (a,ΓT ) в силу замкнутости W 1
0 (a,ΓT ) в

норме W 1
2 (ΓT ).

Учитывая сказанное, для начальных условий (1.3) получаем:

‖u(·,∆t)− ϕ(·)‖W 1
2 (Γ) ≤ ‖u(·,∆t)− u(·, 0)‖W 1

2 (Γ) + ‖u(·, 0)− ϕ(·)‖W 1
2 (Γ) =

= ‖u(·,∆t)− u(·, 0)‖W 1
2 (Γ) → 0

при ∆x→ 0. Аналогично

‖∂u(·,∆t)
∂t
− ψ(·)‖W 1

2(Γ) ≤ ‖
∂u(·,∆t)

∂t
− ∂u(·,0)

∂t
‖W 1

2(Γ) + ‖∂u(·,0)
∂t
− ψ(·)‖W 1

2(Γ) =

= ‖∂u(·,∆t)
∂t
− ∂u(·,0)

∂t
‖W 1

2(Γ) → 0

при ∆x→ 0.

Остается проверить, что сумма u(x, t) ряда (3.2) является слабым решением начально-
краевой задачи (0.1), (1.3), (1.4), т. е. удовлетворяет тождеству (1.5). Следуя [8, с. 81],
представим (3.2) в виде
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uN(x, t) =
N∑
k=1

[ωk(t) + Tk(t)]φk(x),

где ωk(t) = ak cosµkt + bk sinµkt, а Tk(t) определены выше. В силу своего представления
функции Tk(t) имеют производную второго порядка для почти всех t ∈ [0, T ], равную
−µ2

kTk(t)+fk(t) и суммируемые с квадратом на [0, T ]. Тогда и uN(x, t) имеет обобщенные
производные по t до второго порядка, суммируемые с квадратом на ΓT .

Для любой фиксированной функции η(x, t) ∈ W̃ 1(a,ΓT ) (пространство W̃ 1(a,ΓT )

определено выше — см. определение 1.1) рассмотрим интеграл

IN =
∫

ΓT

(
−∂uN (x,t)

∂t
∂η(x,t)
∂t

+ a(x)∂u
N (x,t)
∂x

∂η(x,t)
∂x

+ b(x)uN(x, t)η(x, t)− f(x, t)η(x, t)
)
dxdt−

−
∫
Γ

ψ(x)η(x, 0)dx.

Проинтегрируем по частям первое слагаемое в интеграле по ΓT :

IN =
∫

ΓT

{
N∑
k=1

[(−µ2
kTk(t) + fk(t) + µ2

kωk(t))φk(x)η(x, t)−

−(Tk(t) + ωk(t))
(
a(x)dφk(x)

dx
∂η(x,t)
∂x

+ b(x)φk(x)η(x, t)
)
]− f(x, t)η(x, t)}dxdt−

−
∫
Γ

(
ψ(x)−

N∑
k=1

µkbkφk(x)
)
η(x, 0)dx.

Учитывая тождество `(φ, ν) = µ2
k(φ, ν) для любой функции ν(x) ∈ W 1

0 (a,Γ), которому
удовлетворяет φk, и соотношение a(x)dφk(x)

dx
∂η(x,t)
∂x

+ b(x)φk(x)η(x, t) = `(φk, η) для любой
функции η(x, t) ∈ W̃ 1(a,ΓT ), окончательно получаем

IN =

∫
ΓT

( N∑
k=1

fk(t)φk(x)− f(x, t)
)
η(x, t)dxdt−

∫
Γ

(
ψ(x)−

N∑
k=1

µkbkφk(x)
)
η(x, 0)dx.

Переходя в этом равенстве к пределу при N →∞, приходим к доказательству, что сумма
u(x, t) ряда (3.2) удовлетворяет тождеству (1.5), а значит, u(x, t) является слабым реше-
нием начально-краевой задачи (0.1), (1.3), (1.4), причем (см. (3.4)), для любого t ∈ [0, T ]

и любого T <∞
‖u(·, t)‖2

W 1
2 (Γ) ≤ C(‖ϕ‖2

W 1
0 (Γ) + ‖ψ‖2

L2(Γ) + ‖f‖2
L2(ΓT )).

Кроме того, вводя норму ‖u(·, t)‖W 1
2 (Γ,t) соотношением

‖u(·, t)‖2
W 1

2 (Γ,t) =

∫
Γ

(
u2 + u2

t + u2
x

)
dx,

получаем, ряд (1.1) сходится в метрике ‖u(·, t)‖W 1
0 (Γ,t) равномерно относительно t и

‖u(·, t)‖2
W 1

2 (Γ,t) ≤ C(‖ϕ‖2
W 1

0 (Γ) + ‖ψ‖2
L2(Γ) + ‖f‖2

L2(ΓT ))

для любого t ∈ [0, T ] и при любом T <∞.
Из последнего неравенства следует корректность рассматриваемой задачи: малому из-

менению исходных данных ϕ(x), ψ(x), f(x, t) в норме пространств, элементами которых
они являются, соответствует малое изменение в метрике ‖u(·, t)‖W 1

2 (Γ,t) решения u(x, t),

т. е. при всех t ∈ [0, T ] имеет место неравенство
‖u(·, t)− ũ(·, t)‖2

W 1
2 (Γ,t) ≤ C(‖ϕ− ϕ̃‖2

W 1
0 (Γ) + ‖ψ − ψ̃‖2

L2(Γ) + ‖f − f̃‖2
L2(ΓT )),

где ũ — слабое решение задачи (0.1), (1.3), (1.4) с измененными исходными данными ϕ̃(x),

ψ̃(x) и f̃(x, t), постоянная C зависит только от T, a∗, a
∗ и b. �
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Теорема 3.1. Пусть коэффициенты a(x), b(x) — ограниченные измеримые функции
на графе Γ, удовлетворяющие условиям (1.1), и пусть ϕ(x) ∈ W 1(a,Γ), ψ(x) ∈ L2(Γ),

f(x, t) ∈ L2(ΓT ). Слабое решение u(x, t) начально-краевой задачи (0.1), (1.3), (1.4) имеет
представление в виде ряда (3.2), который сходится в метрике ‖ · ‖W 1

2 (Γ,t) равномерно
по t ∈ [0, T ]. Начально-краевая задачи (0.1), (1.3), (1.4) корректна по исходным данным
ϕ(x), ψ(x) и f(x, t) .

Как следствие из полученной теоремы вытекает: решение однородного уравнения (0.1)
(при f(x, t) = 0 ) представимо рядом

u0(x, t) =
∞∑
k=1

[ak cosµkt+ bk sinµkt],

сходящимся в норме ‖ · ‖W 1
2 (Γ,t) равномерно относительно t ∈ (−∞,∞). Решение u0(x, t)

обладает устойчивостью в норме ‖ · ‖W 1
2 (Γ,t) при всех t ∈ (−∞,∞).

В работе [9] представлены достаточные условия на функцию f(x, t), гарантирующие
ее определение в области Γ0 × [0,∞) и открывающие пути анализа устойчивости неод-
нородного решения уравнения (0.1). Получение этих условий опирается на рассуждения,
представленные в монографии Ж.–Л. Лионса [10, с. 519].

Представленные выше результаты (утверждения теорем 2.1 и 3.1) можно распростра-
нить на многомерный случай. В евклидовом пространстве Rn, n ≥ 2, рассмотрим се-
теподобную ограниченную область =, состоящую из N областей =k ( k = 1, N ) и M

узловых мест ωj ( j = 1,M, M < N ): = = =̂
⋃
ω̂, где =̂ =

N⋃
k=1

= k, ω̂ =
M⋃
j=1

ωj, причем

=k
⋂
=l = ∅ ( k 6= l ), ωj

⋂
ωi = ∅ ( j 6= i ), =k

⋂
ωj = ∅ [1, 2]. Области =k в узловых

местах ωj имеют общие границы в виде поверхностей сочленения Sj (meas Sj > 0 ).
В каждом узловом месте ωj поверхность сочленения Sj состоит из mj областей =k0 и

=ki ( 1 ≤ i ≤ mj ≤ N − 1 ): Sj =
mj⋃
i=1

Sj i (meas Sj i > 0 ), где Sj и Sj i являются частями

границ ∂=k0 и ∂=ki областей =k0 и =ki , соответственно; Sj i — двусторонняя область
для каждого j, i : S−j i — внутренняя поверхность, S+

j i — внешняя поверхность. Таким
образом, ωj определяется поверхностью сочленения Sj, для которой только Sj i явля-
ются поверхностями сочленения =k0 с =ki , i = 1,mj. Граница ∂= области = состоит
из объединения границ ∂=k областей =k ( k = 1, N ), которые не содержат поверхности

сочленения каждого узлового места: ∂= =
N⋃
k=1

∂=k\
M⋃
j=1

Sj.

Область = имеет сетеподобную структуру, аналогичную геометрическому графу
[11,12], каждая область =k соединена с другой, ей смежной, посредством узлового места
и имеет одну или больше поверхностей сочленения этих областей (сравните со структурой
графа: каждое ребро графа имеет две концевые точки (узлы), к которым примыкает один
или больше концевых точек (узлов) других ребер).

Используется те же, что и выше, обозначения для пространства Лебега Lq(U) (q = 1, 2)

и пространства Соболева W 1
2 (U), где U — ограниченная область в Rn. Для каждого k

( 1 ≤ k ≤ N ) обозначим через W 1
2,0(=k) замыкание в W 1

2 (=k) множества бесконечно
дифференцируемых на =k функций, равных нулю на ∂=k ⊂ ∂=.

Пусть Ωa(=) — множество функций u : = → R1, u|=k ∈ W 1
2,0(=k) для каждого

k = 1, 2, . . . , N, и пусть u удовлетворяет условиям согласования
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u|
S+
j i

= u|
S−
j i

, i = 1,mj,

∫
Sj⊂∂=k0

a(x)
∂u(x)

∂nj
dx+

mj∑
i=1

∫
Sj i⊂∂=ki

a(x)
u(x)

∂nj i
dx = 0,

для каждого узлового места ωj на поверхности Sj =
mj⋃
i=1

Sj i, j = 1,M ; здесь векторы nj

и nj i — внешние нормали к Sj и Sj i, соответственно; a(x) — измеримая ограниченная
функции из L2(=).

Замыкание множества Ωa(=) в норме ‖u‖= = ((u, u)=)1/2, где

(u, v)= =
N∑
k=1

(u, v)W 1
2 (=k) =

N∑
k=1

∫
=k

(
u(x)v(x) +

n∑
κ=1

∂u(x)

∂xκ

∂v(x)

∂xκ

)
dx,

назовем пространством W̃ 1
0 (a,=).

В пространстве W̃ 1
0 (a,=) рассматривается уравнение

∂2u(x, t)

∂t2
− ∂

∂xι

(
a(x)

∂u(x, t)

∂xκ

)
+ b(x)u(x, t) = f(x, t),

с начальными (1.3) и граничными (1.4) условиями, измеримые ограниченные функции
a(x), b(x) удовлетворяют условиям (1.1) (везде Γ заменяется на = ); f(x, t) ∈ L2,1(=T )

(L2,1(=T ) — пространство суммируемых на =T функций, ‖u‖L2,1(=T ) =
T∫
0

(
∫
=
u2dx)

1
2dt );

∂
∂xι

(
a(x)∂u(x,t)

∂xκ

)
≡

n∑
ι,κ=1

∂
∂xι

(
a(x)∂u(x,t)

∂xκ

)
.

Основная сложность при анализе такой начально-краевой задачи и доказательстве
утверждений, аналогичных представленным в теоремах 2.1 и 3.1, состоит в установле-
нии условий, гарантирующих выполнение утверждений леммы 2.1. В работе [5] указаны
пути получения таких условий.

В заключение отметим, что результаты, представленные в работе, можно использовать
при анализе задач оптимального управления дифференциальными системами с сетеподоб-
ными носителями [6,11, 13].
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Аннотация. Рассматривается начально-краевая задача для системы уравнений в част-
ных производных третьего порядка. Уравнениями и системами уравнений со старшей
смешанной третьей производной описывается теплообмен в почве, осложненный дви-
жением почвенной влаги, квазистационарные процессы в двухкомпонентной полупро-
водной плазме и т. д. Система сводится к дифференциальному уравнению с вырож-
денным оператором при старшей производной по выделенной переменной в банаховом
пространстве. Этот оператор обладает свойством иметь число 0 нормальным собствен-
ным числом, позволяющим расщеплять исходное уравнение на уравнения в подпро-
странствах. Получены условия, при которых решение задачи существует, единственно;
найдена аналитическая формула.

Ключевые слова: начально-краевая задача; система уравнений в частных производ-
ных третьего порядка; смешанная производная; 0 — нормальное собственное число;
дифференциальное уравнение в банаховом пространстве; решение
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Abstract. An initial-boundary value problem for a system of third-order partial differential
equations is considered. Equations and systems of equations with the highest mixed third
derivative describe heat exchange in the soil complicated by the movement of soil moisture,
quasi-stationary processes in a two-component semiconductor plasma, etc. The system is
reduced to a differential equation with a degenerate operator at the highest derivative with
respect to the distinguished variable in a Banach space. This operator has the property of
having 0 as a normal eigenvalue, which makes it possible to split the original equations into
an equation in subspaces. The conditions are obtained under which a unique solution to the
problem exists; the analytical formula is found.
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Введение

Исследуется задача:(
∂

∂x2
− γ2

)
∂u1
∂t

+

(
2α

∂

∂x

)
∂u2
∂t

= B11u1(x, t) + B12u2(x, t) + f1(x, t), (0.1)

(
2β

∂

∂x

)
∂u1
∂t

+

(
∂

∂x2
− γ2

)
∂u2
∂t

= B21u1(x, t) + B22u2(x, t) + f2(x, t), (0.2)

u1(x, 0) = g1(x), u2(x, 0) = g2(x),

g1(0) = g1(2π/γ), g2(0) = g2(2π/γ),
(0.3)

u1(0, t) = u1(2π/γ, t), u2(0, t) = u2(2π/γ, t), (0.4)

где заданы постоянные α, β, γ, γ > 0, γ2 = −αβ > 0; линейные стационарные операто-
ры Bij, i, j = 1, 2, действующие в пространстве C2(X); достаточно гладкие функции
fi(x, t), gi(x), i = 1, 2; (x, t) ∈ Π = X× T, X = [0; 2π/γ], T = [0;T ].

Под решением задачи подразумеваются функции u1(x, t), u2(x, t)

1) дважды непрерывно дифференцируемые по x при каждом t ∈ T,

2) единожды непрерывно дифференцируемые по t при каждом x ∈ X,

3) удовлетворяющие равенству
∂2v

∂x∂t
=

∂2v

∂t∂x
в Π,

4) удовлетворяющие (0.1)–(0.4) в Π.

Уравнениями и системами уравнений со старшей смешанной третьей производной
описывается теплообмен в почве, осложненный движением почвенной влаги (уравнение
Аллера) [1], квазистационарные процессы в двухкомпонентной полупроводной плазме
[2] и т. д.

Задача записывается в векторном виде с квадратом вырожденного оператора при
старшей производной по выделенной переменной t; этот оператор обладает свойством
иметь 0 нормальным собственным числом (далее, 0-NEV) [3]. Данное свойство позво-
ляет расщепить исходное уравнение на уравнения в подпространствах и решать эти
уравнения.

Уравнение, не разрешенное относительно старшей производной (далее, УНОП), на-
зывается алгебро-дифференциальным, дескрипторным. Задачи для таких уравнений с
различными видами вырожденных операторов изучаются в различных работах (см., на-
пример, [4–7]). УНОП в частных производных с выделенной производной относятся к
уравнениям соболевского типа [8]. Решению задач для таких уравнений посвящены,
например, работы [9, 10].
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1. Решение линейного уравнения с вырожденным оператором

Рассмотрим уравнение
A2v = w, (1.1)

где A : E → E — линейный оператор, E — банахово пространство, A является 0-NEV
оператором, v ∈ E ∩ domA2 — искомый элемент, w ∈ E — заданный элемент.

Пространство E раскладывается в прямую сумму

E = M ⊕N,

где N — корневое подпространство оператора A, а M — инвариантное подпростран-
ство, дополнительное к N. Рассматривается случай: dim KerA = n, элементы ядра
не имеют присоединенных элементов, т.е. корневое подпространство N = KerA. Обо-
значим Q,P — проекторы на M,N соответственно, Ã — сужение оператора A на
M ∩ domA2.

Для решения уравнения (1.1) разложим элементы v, w в суммы элементов в под-
пространствах

v = Qv + Pv, (1.2)

w = Qw + Pw

и подставим их в это уравнение. Получим

A2Qv = Qw + Pw,

так как A(Pv) = 0. Условие M ∩ N = {0} и инвариантность M относительно A

приводят к следующим двум уравнениям в подпространствах M и N, соответственно:

Ã2Qv = Qw,

Pw = 0. (1.3)

Обратим первое уравнение и запишем его в виде

Qv = Hw, (1.4)

где
H = (Ã−1)2Q. (1.5)

Подставив (1.4) в (1.2), получим

v = Hw + Pv ∀Pv ∈ KerA. (1.6)

Верно и обратное: при выполнении (1.3) подстановка (1.2), (1.4) в уравнение (1.1)
обращает его в тождество.

Тем самым доказано следующее утверждение.

Лемма 1.1. Уравнение (1.1) равносильно системе (1.6), (1.3).
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Теперь разложим элемент ядра по базису e1, e2, . . . , en. В N вводится скалярное
произведение так, чтобы

< ei, ej >= δij. (1.7)

Применение функционалов < (·), ej >, j = 1, 2, . . . , n, к элементу Pw в равенстве (1.3)
позволяет переформулировать лемму 1.1 следующим образом.

Лемма 1.2. При выполнении (1.7) уравнение (1.1) равносильно системе (1.6) и
соотношениям

< Pw, ej >= 0, j = 1, 2, . . . , n.

2. О матрично-дифференциальном операторе

Рассматривается линейный оператор

A = A =

 d

dx
α

β
d

dx


с областью определения

domA = {y(x) =

(
y1(x)

y2(x)

)
: yi(x) ∈ C1(X), yi(0) = yi(2π/γ), i = 1, 2},

действующий в банаховом пространстве

E = {y(x) =

(
y1(x)

y2(x)

)
: yi(x) ∈ C(X), i = 1, 2}. (2.1)

В работе [11] установлено, что оператор A обладает свойством 0-NEV; при этом
доказано следующее утверждение.

Лемма 2.1. Элементы ядра оператора A не имеют присоединенных элементов.

В силу леммы 2.1, корневое подпространство оператора A — это

N = KerA = {c1e1(x) + c2e2(x), c1, c2 ∈ C},

e1(x) =

(
cos(γx)
γ

α
sin(γx),

)
, e2(x) =

(
sin(γx)

−γ
α

cos(γx)

)
.

Базис {e1(x), e2(x)} ортонормируется (условие (1.7)) введением в N скалярного про-
изведения

<

(
v1(x)

v2(x)

)
,

(
w1(x)

w2(x)

)
>= v1(x)w1(x) +

α2

γ2
v2(x)w2(x). (2.2)

Проектор P равен

P (x) =

 J1(x) J2(x)
β

α
J2(x) J1(x)

 ,
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где

J1(x)(·)=
γ

2π
(cos(γx)J11(·)+sin(γx)J12(·)), J2(x)(·)=− α

2π
(sin(γx)J11(·)−cos(γx)J12(·)),

J11(·) =

2π
γ∫

0

(·) cos(γs) ds, J12(·) =

2π
γ∫

0

(·) sin(γs) ds. (2.3)

Для дальнейших вычислений найдем квадрат оператора A :

A2 =

 d2

dx2
− γ2 2α

d

dx

2β
d

dx

d2

dx2
− γ2

 .

Его область определения

domA2 = {y(x) =

(
y1(x)

y2(x)

)
: yi(x) ∈ C2(X), yi(0) = yi(2π/γ), i = 1, 2}.

В силу леммы 2.1, для определяемого формулой (1.5) оператора получим представ-
ление в виде матрицы

H =

(
H11 H12

H21 H22

)
,

с элементами

H11(x) = J3(x)− γ

2π
J4(x), H12(x) =

γ

β
J5(x) +

α

2π
J6(x),

H21(x) =
β

α
H12(x), H22(x) = H11(x),

где

J3(x) =

2π/γ∫
x

2π/γ∫
s

(·) cos(γ(x− s1)) ds1 ds, J4(x) =

2π/γ∫
0

2π/γ∫
s

(·) cos(γ(x− s1))s ds1 ds,

J5(x) =

2π/γ∫
x

2π/γ∫
s

(·) sin(γ(x− s1)) ds1 ds, J6(x) =

2π/γ∫
0

2π/γ∫
s

(·) sin(γ(x− s1))s ds1 ds.

З а м е ч а н и е 2.1. Операторы P,H ограничены.

3. Разрешение дифференциального уравнения второго порядка

Рассмотрим уравнение

A2du

dt
= Bu(t) + F (t), (3.1)

где A,B : E → E — замкнутые линейные стационарные операторы, domA2 = E,

domB = E, A — 0-NEV оператор, F (t) — заданная достаточно гладкая функция со
значениями в E.
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Рассматривается случай: dim KerA = n = 2, элементы ядра не имеют присоеди-
ненных элементов.

В силу леммы 1.2 уравнение (3.1) равносильно системе

du

dt
= H(Bu(t) + F (t)) +

2∑
i=1

ci(t)ei, (3.2)

< P (Bu(t) + F (t)), ej >= 0, j = 1, 2, (3.3)

где ci(t) — непрерывно дифференцируемые функции, которые надлежит найти.

У с л о в и е 3.1. Функция F (t) непрерывно дифференцируема.

Дифференцирование соотношений (3.3) и подстановка выражения (3.2) в эти соот-
ношения при выполнении условия 3.1 приводят к системе относительно ci(t)

2∑
i=1

ci(t)dij = −KjHBx(t) + Fj(t), j = 1, 2, (3.4)

в обозначениях

Kj =< PB(·), ej >, Fj(t) = −KjHF (t)− < PF ′(t), ej >, dij = Kjei, i, j = 1, 2.

Далее определим матрицу

D =

(
d11 d21
d12 d22

)
(3.5)

и обозначим ее определитель через ∆ = detD.

У с л о в и е 3.2.
∆ 6= 0.

При выполнении условия 3.2 система (3.4) однозначно разрешима. Подстановка ее
решения в уравнение (3.2) приводит к уравнению

du

dt
= Ru(t) + Φ(t) (3.6)

в обозначениях

R(·) = HB(·) +
2∑
i=1

Ri(·)ei, Φ(t) = HF (t) +
2∑
i=1

Φi(t)ei,

R1(·) = −∆−1 det

(
K1HB(·) d21
K2HB(·) d22,

)
, R2(·) = ∆−1 det

(
K1HB(·) d11
K2HB(·) d12

)
,

Φ1(t) = ∆−1 det

(
F1(t) d21
F2(t) d22

)
, Φ2(t) = −∆−1 det

(
F1(t) d11
F2(t) d12

)
.

(3.7)

Таким образом получено следующее утверждение.

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия 3.1 и 3.2. Тогда уравнение (3.1) равносильно
системе (3.6), (3.7) и (3.3).
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4. Решение задачи Коши для уравнения (3.1)

Рассмотрим задачу Коши для уравнения (3.1) на T :

u(0) = u0 ∈ E. (4.1)

У с л о в и е 4.1. Операторы PB, HB ограничены.

У с л о в и е 4.2. Функции PF ′(t), HF (t) ограничены.

При выполнении этих условий, применяя неравенство треугольника и неравенство
Коши–Буняковского на элементах v(x) ∈ E (формулы (3.7), (2.2), ‖ei‖ = 1 ), получаем
следующие оценки:

|KjHBv(x)| 6 ‖PB‖‖HB‖‖v‖, |Rjv(x)| 6 µj+2‖PB‖‖HB‖‖v‖, |Φj(t)| 6 µjµ5, j = 1, 2,

в обозначениях

µ1 = |∆−1|(|d21|+ |d22|) > 0, µ2 = |∆−1|(|d11|+ |d12|) > 0,

µ3 = µ1‖PB‖‖HB‖ > 0, µ4 = µ2‖PB‖‖HB‖ > 0,

µ5 = ‖PB‖‖HF (t)‖+ ‖PF ′(t)‖ > 0, µ6 = ‖HB‖+ µ1 + µ2 > 0,

влекущие искомые оценки

‖Rv‖ 6 µ6‖v‖, ‖Φ(t)‖ 6 ‖HF (t)‖+ µ5(µ1 + µ2).

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Лемма 4.1. Функционал R и функция Φ(t) ограничены.

Применение лемм 3.1, 4.1 и результатов монографии [12] приводит к следующему
результату.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия 3.1, 3.2, 4.1, 4.2. Тогда решение задачи
(3.1), (4.1) существует при выполнении условий

< P (Bu0 + F (0)), ej >= 0, j = 1, 2. (4.2)

Это решение единственно и определяется формулой

u(t) = exp(tR)u0 +

t∫
0

exp((t− τ)R)Φ(τ)dτ. (4.3)

Оно обладает свойством

< P (Bu(t) + F (t)), ej >≡ 0, j = 1, 2, t ∈ T.
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5. Решение задачи (0.1)–(0.4)

Задачу (0.1)–(0.4) относительно искомой функции u(x, t) =

(
u1(x, t)

u2(x, t)

)
, можно за-

писать в виде задачи Коши (3.1), (4.1) с операторами A2 = A2, B =

(
B11 B12

B21 B22

)
,

начальной функцией u0(x) =

(
g1(x)

g2(x)

)
и заданной функцией f(x, t) =

(
f1(x, t)

f2(x, t)

)
.

Применим к ней результаты, полученные выше.
Обозначим

ϕ
(1)
ij (x) = Bij(cos(γx)), ϕ

(2)
ij (x) = Bij(sin(γx)), i, j = 1, 2,

ψ11(x) =
γ

2π
ϕ
(1)
11 (x)− β

2π
ϕ
(2)
12 (x), ψ12(x) =

α

2π
ϕ
(1)
21 (x) +

γ

2π
ϕ
(2)
22 (x),

ψ21(x) =
γ

2π
ϕ
(2)
11 (x) +

β

2π
ϕ
(1)
12 (x), ψ22(x) =

α

2π
ϕ
(2)
21 (x)− γ

2π
ϕ
(1)
22 (x).

Определим матрицы

J =

(
J11 J12
J12 −J11

)
, Ψ(x) =

(
ψ11(x) ψ21(x)

ψ12(x) ψ22(x)

)
,

где Jij, i, j = 1, 2, заданы формулами (2.3). Определим также матрицу D (см. (3.5))
соотношением

D(x) = JΨ(x). (5.1)

Используя обозначения hi(x) =
2∑
j=1

Bijgj(x), f̃i(x, t) = hi(x) + fi(x, t), i = 1, 2, запи-

шем равенства (4.2) в виде

2π/γ∫
0

γf̃1(s, 0)

(
cos(γs)

sin(γs)

)
+ αf̃2(s, 0)

(
sin(γs)

− cos(γs)

)
ds = 0. (5.2)

Таким образом получено следующее утверждение.

Теорема 5.1. Пусть определитель матрицы, определенной формулой (5.1), отли-
чен от нуля. Пусть функции ϕ

(1)
ij (x), ϕ

(2)
ij (x), i, j = 1, 2, непрерывны в X, функции

f1(x, t), f2(x, t) непрерывны по x в X и непрерывно дифференцируемы в Π. Тогда
при выполнении условия (5.2) решение задачи (0.1)–(0.4) существует, единственно,
определяется формулой (4.3) и удовлетворяет условию (4.1).
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Аннотация. Рассматриваются сцепленные и максимальные сцепленные системы (МСС)
на π -системах измеримых (в широком смысле) прямоугольников (π -система есть семей-
ство множеств, замкнутое относительно конечных пересечений). Структуры в виде семей-
ства измеримых прямоугольников используются в теории меры и теории вероятностей и
приводят обычно к полуалгебре подмножеств декартова произведения. В настоящей работе
пространства-сомножители предполагаются оснащенными π -системами с «нулем» и «еди-
ницей», что, в частности, может соответствовать стандартной измеримой структуре в виде
полуалгебры, алгебры или σ -алгебры множеств. В общем случае семейство измеримых
прямоугольников (измеримость отождествляется с принадлежностью к π -системе) само
образует π -систему множества-произведения, что позволяет рассматривать МСС на дан-
ной π -системе (измеримых прямоугольников). Устанавливается следующее основное свой-
ство: во всех рассматриваемых вариантах π -системы измеримых прямоугольников МСС
на произведении исчерпываются произведениями МСС на пространствах-сомножителях.
При этом в случае бесконечного произведения, наряду с традиционным, рассматривается
«ящичный» вариант, допускающий естественную аналогию с базой ящичной топологии.
Для случая произведения двух широко понимаемых измеримых пространств установлено
одно свойство гомеоморфности, касающееся оснащений топологиями стоуновского типа.
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Abstract. Linked and maximal linked systems (MLS) on π -systems of measurable (in the
wide sense) rectangles are considered (π -system is a family of sets closed with respect to finite
intersections). Structures in the form of measurable rectangles are used in measure theory and
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probability theory and usually lead to semi-algebra of subsets of cartesian product. In the
present article, sets-factors are supposed to be equipped with π -systems with “zero” and “unit”.
This, in particular, can correspond to a standard measurable structure in the form of semi-
algebra, algebra, or σ -algebra of sets. In the general case, the family of measurable rectangles
itself forms a π -system of set-product (the measurability is identified with belonging to a π -
system) which allows to consider MLS on a given π -system (of measurable rectangles). The
following principal property is established: for all considered variants of π -system of measurable
rectangles, MLS on a product are exhausted by products of MLS on sets-factors. In addition, in
the case of infinity product, along with traditional, the “box” variant allowing a natural analogy
with the base of box topology is considered. For the case of product of two widely understood
measurable spaces, one homeomorphism property concerning equipments by the Stone type
topologies is established.
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Введение

При исследовании ультрафильтров (у/ф) широко понимаемых измеримых пространств
(ИП) оказалось полезным изучение более общих структур в виде так называемых макси-
мальных сцепленных систем (МСС); см. [1–3] и др. Таким образом реализуется внешнее
описание пространства у/ф; выясняется, в частности, что некоторые свойства у/ф явля-
ются на самом деле свойствами МСС (всякий у/ф есть МСС, но обратное, вообще говоря,
неверно). Поэтому, следуя [1–3], мы анализируем свойства МСС. В этой связи напомним
важные понятия суперрасширения топологического пространства (ТП) и суперкомпакт-
ности (см. [4–6]); отметим здесь же систематическое изложение в [7, гл. VII, § 4], а так-
же обзор в [8, 5.11]. В [1–3] дано развитие некоторых положений [4–6] для случая МСС
на π -системе [9, c. 14] с «нулем» и «единицей» (имеется в виду семейство подмножеств
фиксированного множества, замкнутое относительно конечных пересечений и содержащее
упомянутое множество и пустое множество). Отметим, что часть конструкций [1–3] пер-
воначально была реализована для случая МСС на решетке множеств с «нулем» и «еди-
ницей». Обращение к π -системам позволяет, наряду с «топологическим направлением»
(см. [4–8]), исследовать некоторые вопросы, касающиеся измеримых пространств (ИП),
что определяет некоторую перспективу применения в теории меры. Один из таких во-
просов связан с представлениями МСС на произведениях ИП. Такого рода произведения,
применяемые в теории меры и теории вероятностей, на промежуточных этапах построе-
ния используют обычно семейства измеримых прямоугольников; эти семейства типично
являются полуалгебрами множеств даже в случае «перемножения» стандартных ИП с σ -
алгебрами множеств. Имея в виду соображения общности, связанные с применением π -
систем (каждая полуалгебра множеств является π -системой), представляется логичным
допущение об использовании прямоугольников, измеримых в широком смысле (полезно
отметить, что топологии являются π -системами и, более того, решетками множеств с
«нулем» и «единицей»).
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Заметим, что в [10] подобные вопросы исследовались в связи с представлениями у/ф;
изучение последних, в свою очередь, важно в связи с описанием нормированных конечно-
аддитивных (0,1)-мер (отметим также в этой связи построения [11, гл. 10]). Поскольку у/ф
являются МСС, представляется естественным распространение некоторых положений ра-
боты [10] на случай пространств, элементами которых являются МСС. Здесь имеется в
виду как случай «обычного» произведения двух широко понимаемых ИП, так и вари-
ант обобщенного декартова произведения (см. [12, гл. IV, § 5]). В этих построениях мы
широко используем индексную форму записи отображений (см. [13, c. 11]), что особенно
важно в случае обобщенных декартовых произведений; в этой связи см. также построе-
ния [14, гл. III], касающиеся случайных функций. Конструкции настоящей работы являют-
ся логическим продолжением построений [15, раздел 7]. Основное положение имеет здесь
следующий смысл: МСС на произведении широко понимаемых ИП исчерпываются произ-
ведениями МСС на пространствах-сомножителях. В заключительном разделе статьи мы
дополняем положения [15, раздел 7] соответствующим утверждением о гомеоморфности
для оснащений множеств МСС топологиями стоуновского типа.

1. Общие понятия и обозначения

Используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, связки и
др.). Через ∅ обозначаем пустое множество, 4= — равенство по определению. Семей-
ством называем множество, все элементы которого сами являются множествами. Прини-
маем аксиому выбора. Если x и y — объекты, то {x; y} есть неупорядоченная пара этих
объектов, т. е. множество, содержащее x, y и не содержащее никаких других элементов.
Тогда для каждого объекта z в виде {z} 4= {z; z} имеем синглетон, содержащий z. Если
u, v и w — объекты, то, как обычно, {u; v;w} 4= {u; v}∪{w}. Множества являются объек-
тами. С учетом этого используем следующее общее определение: если x и y — объекты,
то (x, y)

4
= {{x}; {x; y}} [12, с. 67] есть упорядоченная пара (УП) с первым элементом x и

вторым элементом y. Вообще, для каждой УП h через pr1(h) и pr2(h) обозначаем соот-
ветственно первый и второй элементы этой УП; они однозначно определяются условием
h = (pr1(h), pr2(h)).

Каждому множеству X сопоставляем семейство P(X) всех подмножеств (п/м) X;

тогда P ′(X)
4
= P(X) \ {∅} есть семейство всех непустых п/м X, а Fin(X) — семейство

всех конечных множеств из P ′(X), т. е. семейство всех непустых конечных п/м X. Если
H — семейство и S — множество, то полагаем, что

[H](S)
4
= {H ∈ H |S ⊂ H}. (1.1)

Для всяких двух множеств A и B через BA обозначаем (см. [12, c. 77]) множество всех
отображений, действующих из A в B; значения таких отображений и прообразы п/м B

обозначаются традиционно. Если же g ∈ BA и C ∈ P(A), то

g1(C)
4
= {g(x) : x ∈ C} ∈ P(B)

есть образ множества C при действии g. Для отображений часто используем индексную
форму записи (семейство с индексом, см. [13, c. 11]).

В дальнейшем, R — вещественная прямая, N 4
= {1; 2; . . .} и 1,m

4
= {k ∈ N | k 6 m}

при m ∈ N. Полагая, что элементы N — натуральные числа — не являются множествами,
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для всякого множества (в частности, семейства) H вместо H1,m используем более тра-
диционное Hm для обозначения множества всех кортежей (hi)i∈1,m : 1,m → H (то есть
множества всех отображений из 1,m в H ).

Специальные семейства. Фиксируем до конца раздела непустое множество I и рас-
сматриваем семейства из P ′(P(I)), т. е. непустые семейства п/м I. Тогда в виде

π[I]
4
= {I ∈ P ′(P(I)) | (∅ ∈ I)&(I ∈ I)&(A ∩ B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)}

имеем семейство всех π -систем п/м I с «нулем» и «единицей». Полезный вариант π -
системы доставляет полуалгебра множеств (см. [14, гл. I]). В этой связи при L ∈ π[I],

A ∈ P(I) и n ∈ N полагаем, что

∆n(A,L)
4
= {(Li)i∈1,n ∈ Ln | (A =

n⋃
i=1

Li)&(Lp ∩ Lq = ∅ ∀p ∈ 1, n ∀q ∈ 1, n \ {p})},

получая множество всех разбиений A множествами из L, имеющих «длину» n. Тогда

Π[I]
4
= {L ∈ π[I] | ∀L ∈ L ∃n ∈ N : ∆n(I \ L,L) 6= ∅}

есть семейство всех полуалгебр п/м I.

Сцепленность. Если X — непустое семейство п/м I, то полагаем, что

〈X− link〉[I] 4= {X ∈ P ′(X) |A ∩ B 6= ∅ ∀A ∈ X ∀B ∈ X}, (1.2)

получая семейство всех сцепленных подсемейств X; тогда

〈X− link〉0[I]
4
= {X ∈ 〈X− link〉[I] | ∀Y ∈ 〈X− link〉[I] (X ⊂ Y) =⇒ (X = Y)} (1.3)

есть семейство всех максимальных сцепленных подсемейств X. Для всех наших последу-
ющих построений будет достаточен случай X ∈ π[I], которым мы и ограничимся в смысле
реализации (1.2), (1.3). Отметим три существенных в дальнейшем свойства, фиксируя до
конца раздела π -систему L ∈ π[I]. Так,

〈L − link〉0[I] = {E ∈ 〈L − link〉[I] | ∀L ∈ L (L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E) =⇒ (L ∈ E)}. (1.4)

Кроме того, имеем (см. (1.1)) с очевидностью, что ∀E ∈ 〈L − link〉0[I] ∀Σ ∈ E

[L](Σ) ⊂ E . (1.5)

Свойство (1.5) подобно аналогичному свойству фильтров. Отметим здесь же, что I ∈ E
∀E ∈ 〈L − link〉0[I].

2. Сцепленные семейства на π -системах измеримых прямоугольников

Рассмотрим сначала применение (1.2)–(1.5) в простейшем случае произведения двух
ИП, используя построения [15, раздел 7]. Итак, пусть (в настоящем разделе) E1 и E2 —
непустые множества, L1 ∈ π[E1] и L2 ∈ π[E2]. Если L1 ∈ P ′(P(E1)) и L2 ∈ P ′(P(E2)),

то полагаем, что
L1{×}L2

4
= {pr1(z)× pr2(z) : z ∈ L1 × L2}. (2.1)
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Элементы семейства (2.1) — суть (L1,L2) -прямоугольники. Легко видеть, что (см. (2.1))

L1{×}L2 = {pr1(z)× pr2(z) : z ∈ L1 × L2} ∈ π[E1 × E2]. (2.2)

Мы имеем три (широко понимаемых) ИП: (E1,L1), (E2,L2) и (E1×E2,L1{×}L2). Совсем
кратко напомним основные положения [15, раздел 7]. Так,

E1{×}E2 ∈ 〈L1{×}L2 − link〉[E1 × E2] ∀E1 ∈ 〈L1 − link〉[E1] ∀E2 ∈ 〈L2 − link〉[E2]. (2.3)

В частности, (2.3) применимо к МСС и, более того (см. [15, предложение 22]),

E1{×}E2 ∈ 〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2] ∀E1 ∈ 〈L1 − link〉0[E1] ∀E2 ∈ 〈L2 − link〉0[E2]. (2.4)

С другой стороны, в виде следствия [15, предложение 21] имеем, что

∀E ∈ 〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2] ∃E1 ∈ 〈L1 − link〉0[E1] ∃E2 ∈ 〈L2 − link〉0[E2] :

E = E1{×}E2.
(2.5)

Из (2.4), (2.5) вытекает, что (см. [15, теорема 2]) справедлива цепочка равенств

〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2]

= {pr1(z){×}pr2(z) : z ∈ 〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2]}
= {A{×}B : (A,B) ∈ 〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2]}.

(2.6)

В этой связи отметим, что для сцепленных (не максимальных) систем аналог (2.5) (а, стало
быть, и аналог (2.6)) уже может не иметь места.

Пример. Пусть E1 = 1, 3 = {1; 2; 3} и E2 = 1, 3 = {1; 2; 3} , L1 = P(E1), L2 = P(E2)

и E 4= {E1 × {2}; {2} ×E2; {(2, 2)}}. Заметим, что {(2, 2)} = {2} × {2}. Легко видеть, что

E ∈ 〈L1{×}L2 − link〉[E1 × E2]. (2.7)

Допустим, что E1 ∈ 〈L1− link〉[E1] и E2 ∈ 〈L2− link〉[E2] таковы, что E = E1{×}E2. Тогда
E1 × {2} ∈ E1{×}E2 и {2} × E2 ∈ E1{×}E2. Таким образом (см. [15, предложение 17]),
E1 ∈ E1 и E2 ∈ E2. Поэтому E1×E2 ∈ E1{×}E2 в силу (2.1). Следовательно, E1 × E2 ∈ E ,
что невозможно. Полученное противоречие показывает, что наше предположение о суще-
ствовании сцепленных семейств E1 и E2 со свойством E = E1{×}E2 неверно и на самом
деле

E 6= E1{×}E2 ∀E1 ∈ 〈L1 − link〉[E1] ∀E2 ∈ 〈L2 − link〉[E2]. (2.8)

Итак, мы указали сцепленное семейство (2.7) со свойством (2.8). �

Из сопоставления (2.6) и только что рассмотренного примера видно, какую важную
роль играет максимальность сцепленных систем в вопросе представления в виде произ-
ведения. В следующем разделе мы рассмотрим аналогичные вопросы для общего случая
ИП и МСС.
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3. Некоторые общие свойства произведений широко понимаемых
измеримых пространств

Всюду в дальнейшем будут, если не оговорено противное, фиксированы непустые мно-
жества X и E, а также отображение (Ex)x∈X ∈ P ′(E)X . Итак, при x ∈ X в виде Ex
имеем непустое п/м E. Получаем, что

E 4
=

∏
x∈X

Ex = {f ∈ EX | f(x) ∈ Ex ∀x ∈ X} ∈ P ′(EX) (3.1)

(здесь и ниже используется аксиома выбора). Кроме того, фиксируем в дальнейшем

(Lx)x∈X ∈
∏
x∈X

π[Ex]; (3.2)

тогда Lt ∈ π[Et] при t ∈ X. Ниже рассматриваются следующие два варианта оснащения
E π -системами (см. [16, (6.4), (6.5)]):⊗

x∈X
Lx

4
= {H ∈ P(E) | ∃(Lx)x∈X ∈

∏
x∈X
Lx : (H =

∏
x∈X

Lx)&(∃K ∈ Fin(X) :

Ls = Es ∀s ∈ X \K)} ∈ π[E],
(3.3)

⊙
x∈X

Lx
4
= {

∏
x∈X

Lx : (Lx)x∈X ∈
∏
x∈X

Lx} ∈ π[E]; (3.4)

⊗
x∈X

Lx ⊂
⊙
x∈X

Lx. (3.5)

Итак, получаем два варианта широко понимаемого понимаемого ИП:

(E,
⊗
x∈X

Lx), (E,
⊙
x∈X

Lx). (3.6)

В настоящем разделе сосредоточимся на вопросах описания МСС для второго (в (3.6))
варианта, имея в виду построение аналога (2.6). Для этого нам потребуется распростра-
нить (3.4) на случай произведения произвольных непустых семейств, каждое из которых
является подсемейством P(Ex), где x ∈ X. Итак, полагаем в дальнейшем, что⊙

x∈X

Ex
4
= {

∏
x∈X

Σx : (Σx)x∈X ∈
∏
x∈X

Ex} ∀(Ex)x∈X ∈
∏
x∈X

P ′(P(Ex)); (3.7)

разумеется, в (3.7) мы всякий раз получаем семейство из P ′(P(EX)). Теперь (3.4) является
частным случаем (3.7). Более того (см. (3.7)), как легко проверить,⊙

x∈X

Ex ∈ P ′(P(E)) ∀(Ex)x∈X ∈
∏
x∈X

P ′(P(Ex)). (3.8)

В частности, (3.8) может использоваться в случае, когда заданы (сцепленные) семейства
Ex ∈ 〈Lx − link〉[Ex] ∀x ∈ X.

П р е д л о ж е н и е 3.1. Если (Ex)x∈X ∈
∏
x∈X
〈Lx − link〉[Ex], то

⊙
x∈X

Ex ∈ 〈
⊙
x∈X

Lx − link〉[E].
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Доказательство является (в условиях аксиомы выбора) простым следствием свойства
[16, (6.3)]. Здесь же отметим очевидное свойство: если выполнено (Ax)x∈X ∈ P ′(E)X и
(Bx)x∈X ∈ P ′(E)X , то

(
∏
x∈X

Ax =
∏
x∈X

Bx)⇐⇒ (Ax = Bx ∀x ∈ X). (3.9)

Из (3.9) вытекает, что ∀H ∈ (
⊙
x∈X
P(Ex)) \ {∅} ∃!(Σx)x∈X ∈

∏
x∈X
P(Ex) :

H =
∏
x∈X

Σx. (3.10)

С учетом (3.10) корректно следующее общее определение: полагаем, что

P : (
⊙
x∈X

P(Ex)) \ {∅} −→
∏
x∈X

P(Ex) (3.11)

определяется условиями: при H ∈ (
⊙
x∈X
P(Ex))\{∅} мультиотображение P(H) ∈

∏
x∈X
P(Ex)

таково, что
H =

∏
χ∈X

P(H)(χ). (3.12)

Легко видеть, что P(H) ∈
∏
x∈X
P ′(Ex) при H ∈ (

⊙
x∈X
P(Ex)) \ {∅}. Отметим, что

E ∈ (
⊙
x∈X

P(Ex)) \ {∅}.

Кроме того, легко видеть, что∏
x∈X

Σx ∈ (
⊙
x∈X

P(Ex)) \ {∅} ∀(Σx)x∈X ∈
∏
x∈X

P ′(Ex). (3.13)

Поэтому (3.12) можно применять в случае, отмеченном в (3.13). Кроме того, имеем оче-
видное (см. (3.11), (3.12)) свойство

P(H) ∈
∏
x∈X

P ′(Ex) ∀H ∈ (
⊙
x∈X

P(Ex)) \ {∅}. (3.14)

Итак, на самом деле P : (
⊙
x∈X
P(Ex)) \ {∅} −→

∏
x∈X
P ′(Ex). С учетом (3.10) имеем при

(Σx)x∈X ∈
∏
x∈X
P ′(Ex) и t ∈ X равенство

Σt = P(
∏
x∈X

Σx)(t). (3.15)

В связи с (3.2) отметим следующие очевидные свойства:

(
∏
x∈X
Lx ⊂

∏
x∈X
P(Ex))&(

∏
x∈X

(Lx \ {∅}) ⊂
∏
x∈X
P ′(Ex))&

((
⊙
x∈X
Lx) \ {∅} ⊂ (

⊙
x∈X
P(Ex)) \ {∅}).

(3.16)
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Из (3.16) следует, что (3.15) выполняется при (Σx)x∈X ∈
∏
x∈X

(Lx \ {∅}). Тогда∏
x∈X

Lx ∈ (
⊙
x∈X

Lx) \ {∅} ∀(Lx)x∈X ∈
∏
x∈X

(Lx \ {∅}).

С учетом (3.14) полагаем теперь при χ ∈ X, что

Pχ : (
⊙
x∈X

P(Ex)) \ {∅} −→ P ′(Eχ) (3.17)

определяется естественным правилом проектирования: если H ∈ (
⊙
x∈X
P(Ex)) \ {∅}, то

Pχ(H) ∈ P ′(Eχ) имеет вид
Pχ(H)

4
= P(H)(χ). (3.18)

Из (3.15) и (3.18) вытекает, что при χ ∈ X и (Σx)x∈X ∈
∏
x∈X
P ′(Ex) справедливо равенство

Pχ(
∏
x∈X

Σx) = Σχ.

С учетом (3.16) получаем теперь следующее свойство:

Pχ(
∏
x∈X

Lx) = Lχ ∀(Lx)x∈X ∈
∏
x∈X

(Lx \ {∅}) ∀χ ∈ X. (3.19)

Заметим, что определения (3.11), (3.12) и (3.17), (3.18) имеют общий характер и «не при-
вязаны» к варианту (3.4) (построения произведения π -систем); это будет использовано в
дальнейшем в связи с (3.3). С учетом (3.12) и (3.18) получаем, конечно, что

H =
∏
χ∈X

Pχ(H) ∀H ∈ (
⊙
x∈X

P(Ex)) \ {∅}. (3.20)

В (3.20) могут использоваться варианты, отмеченные в (3.16). Так, в частности,

H =
∏
χ∈X

Pχ(H) ∀H ∈ (
⊙
x∈X

Lx) \ {∅}. (3.21)

Для отображений (3.17) и (3.18) используем стандартную операцию взятия образа. Так,
при H ∈ P((

⊙
x∈X
P(Ex)) \ {∅}) и χ ∈ X

P1
χ(H)

4
= (Pχ)1(H) ∈ P(P ′(Eχ)). (3.22)

Вместе с тем, Pχ(H) ∈ Lχ \ {∅} ∀H ∈ (
⊙
x∈X
Lx) \ {∅} ∀χ ∈ X. Поэтому

P1
χ(H) ∈ P(Lχ \ {∅}) ∀H ∈ P((

⊙
x∈X

Lx) \ {∅}). (3.23)

В связи с (3.23) отметим одно общее свойство: если M — непустое множество и M∈ π[M ],

то
〈M− link〉[M ] ⊂ P(M\ {∅}). (3.24)

Свойство (3.24) позволяет использовать в (3.23) сцепленные подсемейства
⊙
x∈X
Lx.
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П р е д л о ж е н и е 3.2. Если E ∈ 〈
⊙
x∈X
Lx − link〉[E] и χ ∈ X, то

P1
χ(E) ∈ 〈Lχ − link〉[Eχ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем T ∈ 〈
⊙
x∈X
Lx − link〉[E] и χ ∈ X, получая, в

частности, что
T ⊂ (

⊙
x∈X

Lx) \ {∅}.

Легко видеть, что P1
χ(T ) ⊂ Lχ, а потому

P1
χ(T ) ∈ P ′(Lχ),

где Lχ ∈ π[Eχ]. Выберем произвольно Γ1 ∈ P1
χ(T ) и Γ2 ∈ P1

χ(T ). Тогда (см. (3.23)) по
определению операции взятия образа для некоторых T1 ∈ T и T2 ∈ T

(Γ1 = Pχ(T1))&(Γ2 = Pχ(T2)). (3.25)

В частности, T1 ∈ (
⊙
x∈X
Lx) \ {∅} и T2 ∈ (

⊙
x∈X
Lx) \ {∅}. Поэтому для некоторых

((T(1)
x )x∈X ∈

∏
x∈X

(Lx \ {∅}))&((T(2)
x )x∈X ∈

∏
x∈X

(Lx \ {∅}))

реализуются следующие равенства

(T1 =
∏
x∈X

T(1)
x )&(T2 =

∏
x∈X

T(2)
x ). (3.26)

В силу (3.19), (3.25) и (3.26) получаем, что Γ1 = T(1)
χ и Γ2 = T(2)

χ . В силу сцепленности T
имеем, однако, что T1∩T2 6= ∅, а потому (см. (3.26)) T(1)

x ∩T(2)
x 6= ∅ ∀x ∈ X. В частности,

получаем, что
Γ1 ∩ Γ2 = T(1)

χ ∩ T(2)
χ 6= ∅.

Поскольку выбор Γ1 и Γ2 был произвольным, установлено свойство

P1
χ(T ) ∈ 〈Lχ − link〉[Eχ],

что и требовалось доказать. �
С учетом предложений 3.1 и 3.2 получаем, что при E ∈ 〈

⊙
x∈X
Lx − link〉[E]

(P1
χ(E))χ∈X ∈

∏
χ∈X

〈Lχ − link〉[Eχ],

а потому согласно предложению 3.1 определено сцепленное семейство⊙
x∈X

P1
x(E) ∈ 〈

⊙
x∈X

Lx − link〉[E]. (3.27)

П р е д л о ж е н и е 3.3. Если E ∈ 〈
⊙
x∈X
Lx − link〉[E], то непременно

E ⊂
⊙
x∈X

P1
x(E). (3.28)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем E ∈ 〈
⊙
x∈X
Lx − link〉[E]. Тогда, в частности,

E ∈ P ′((
⊙
x∈X

Lx) \ {∅}).

Кроме того, имеем (3.27), где⊙
x∈X

P1
x(E) = {

∏
x∈X

Σx : (Σx)x∈X ∈
∏
x∈X

P1
x(E)} (3.29)

в силу (3.7). Выберем произвольно T ∈ E , получая, в частности, что T ∈ (
⊙
x∈X
Lx) \ {∅}.

С учетом (3.21) имеем
T =

∏
x∈X

Px(T ). (3.30)

Тогда согласно (3.22) Pχ(T ) ∈ P1
χ(E) при χ ∈ X. Как следствие

(Px(T ))x∈X ∈
∏
x∈X

P1
x(E)

и согласно (3.29), (3.30) получаем следующее свойство

T ∈
⊙
x∈X

P1
x(E).

Поскольку T выбиралось произвольно, требуемое свойство (3.28) установлено. �
Отметим очевидное свойство:∏

x∈X

〈Lx − link〉0[Ex] ⊂
∏
x∈X

〈Lx − link〉[Ex]. (3.31)

В силу (3.31) предложение 3.1 и (3.27) могут использоваться в случае произведения МСС.

П р е д л о ж е н и е 3.4. Если E ∈ 〈
⊙
x∈X
Lx − link〉0[E], то непременно

E =
⊙
x∈X

P1
x(E).

Доказательство получается комбинацией (1.3), (3.27) и предложения 3.3.

П р е д л о ж е н и е 3.5. Если E ∈ 〈
⊙
x∈X
Lx − link〉0[E] и t ∈ X, то

P1
t (E) ∈ 〈Lt − link〉0[Et]. (3.32)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем E ∈ 〈
⊙
x∈X
Lx − link〉0[E] и t ∈ X. Используем

предложение 3.2: P1
t (E) — сцепленное подсемейство Lt, где Lt ∈ π[Et]. Пусть L ∈ Lt и

при этом
L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ P1

t (E). (3.33)

Введем в рассмотрение отображение (M∗
x)x∈X ∈ P(E)X посредством следующего правила:

(M∗
t

4
= L)&(M ∗

x

4
= Ex ∀x ∈ X \ {t}).
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Ясно, что (M∗
x)x∈X ∈

∏
x∈X

(Lx \ {∅}) и

∏
x∈X

M∗
x ∈ (

⊙
x∈X

Lx) \ {∅}. (3.34)

С учетом (1.4) и (3.34) получаем импликацию

((
∏
x∈X

M∗
x) ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E) =⇒ (

∏
x∈X

M∗
x ∈ E). (3.35)

Пусть Σ∗ ∈ E . Тогда, в частности, имеем, что

Σ∗ ∈ (
⊙
x∈X

Lx) \ {∅}.

Используя (3.17), получаем, что Pχ(Σ∗) ∈ P ′(Eχ) ∀χ ∈ X. Более того,

(Px(Σ
∗))x∈X ∈

∏
x∈X

(Lx \ {∅}). (3.36)

При этом, как легко видеть, справедливо равенство (см. (3.21))

Σ∗ =
∏
x∈X

Px(Σ
∗).

Как следствие получаем равенство

(
∏
x∈X

M∗
x) ∩ Σ∗ =

∏
χ∈X

(M∗
χ ∩Pχ(Σ∗)). (3.37)

Отметим, что (см. (3.22)) Pt(Σ
∗) ∈ P1

t (E), а тогда в силу (3.33)

M∗
t ∩Pt(Σ

∗) = L ∩Pt(Σ
∗) 6= ∅.

С другой стороны, в силу (3.36) при x ∈ X \ {t} имеем, что

M∗
x ∩Px(Σ

∗) = Ex ∩Px(Σ
∗) = Px(Σ

∗) 6= ∅.

Получили, что M∗
x ∩ Px(Σ

∗) 6= ∅ ∀x ∈ X. Из (3.37) имеем теперь (с использованием
аксиомы выбора), что

(
∏
x∈X

M∗
x) ∩ Σ∗ 6= ∅.

Поскольку Σ∗ было выбрано произвольно, установлено свойство

(
∏
x∈X

M∗
x) ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E .

В силу (3.35) получаем, как следствие, включение
∏
x∈X

M∗
x ∈ E , а тогда

L = M∗
t = Pt(

∏
x∈X

M∗
x) ∈ P1

t (E)
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при условии (3.33). Итак, установлена следующая импликация:

(L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ P1
t (E)) =⇒ (L ∈ P1

t (E)).

Поскольку выбор L ∈ Lt был произвольным, получили, что ∀L ∈ Lt

(L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ P1
t (E)) =⇒ (L ∈ P1

t (E)).

С учетом (1.4) и предложения 3.2 получаем требуемое положение (3.32). �
Из предложений 3.4 и 3.5 следует, в частности, что

∀E ∈ 〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E] ∃(Sx)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex] : E =
⊙
x∈X

Sx. (3.38)

Действительно, из предложения 3.5 вытекает, что

(P1
x(E))x∈X ∈

∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex] ∀E ∈ 〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E]; (3.39)

теперь для проверки (3.38) достаточно учесть (1.3), (3.7) и (3.39).

П р е д л о ж е н и е 3.6. Если (Ex)x∈X ∈
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex], то

⊙
x∈X

Ex ∈ 〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E]. (3.40)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем (Ex)x∈X ∈
∏
x∈X
〈Lx−link〉0[Ex]. Тогда в силу (3.31)

и предложения 3.1 имеем с очевидностью, что⊙
x∈X

Ex ∈ 〈
⊙
x∈X

Lx − link〉[E]. (3.41)

Выберем произвольно L ∈
⊙
x∈X
Lx. С учетом (3.4) подберем (Λx)x∈X ∈

∏
x∈X
Lx со свойством

L =
∏
x∈X

Λx. (3.42)

Допустим теперь, что L обладает свойством

L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈
⊙
x∈X

Ex. (3.43)

Выберем произвольно u ∈ X, получая при этом Λu ∈ Lu. Тогда в силу (1.4) имеем
импликацию

(Λu ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ Eu) =⇒ (Λu ∈ Eu) (3.44)

(действительно, Eu есть МСС). Проверим истинность посылки в (3.44). Пусть T ∈ Eu.
Тогда, в частности, T ∈ Lu \ {∅}. Введем в рассмотрение отображение ϕu(T ) ∈ P(E)X

по следующему правилу:

(ϕu(T )(u)
4
= T )&(ϕu(T )(x)

4
= Ex ∀x ∈ X \ {u}).
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Легко видеть (см. раздел 1), что в этом случае ϕu(T ) ∈
∏
x∈X
Ex и определено множество

∏
x∈X

ϕu(T )(x) = {f ∈ EX |f(s) ∈ ϕu(T )(s) ∀s ∈ X} ∈ P(EX).

При этом, конечно, имеет место следующее свойство:∏
x∈X

ϕu(T )(x) ∈
⊙
x∈X

Ex.

Далее, в силу (3.42) и (3.43) имеем, что

L ∩ (
∏
x∈X

ϕu(T )(x)) =
∏
x∈X

(Λx ∩ ϕu(T )(x)) 6= ∅.

Это означает, что Λx ∩ ϕu(T )(x) 6= ∅ ∀x ∈ X. В частности,

Λu ∩ T = Λu ∩ ϕu(T )(u) 6= ∅.

Поскольку выбор T был произвольным, установлено, что

Λu ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ Eu. (3.45)

Из (3.44) и (3.45) получаем, что Λu ∈ Eu. Итак, установлено, что

Λx ∈ Ex ∀x ∈ X.

Как следствие получаем с очевидностью, что (см. (3.7), (3.42))

L =
∏
x∈X

Λx ∈
⊙
x∈X

Ex

при условии (3.43). Поскольку выбор L был произвольным, установлено, что ∀L ∈
⊙
x∈X
Lx

(L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈
⊙
x∈X

Ex) =⇒ (L ∈
⊙
x∈X

Ex).

С учетом (1.4) и (3.41) получаем требуемое свойство (3.40). �

Теорема 3.1. Справедливо равенство

〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E] = {
⊙
x∈X

Ex : (Ex)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]}.

Доказательство получается непосредственной комбинацией (3.38) и предложения 3.6.
Итак, в случае «ящичной» π -системы (3.4) (здесь отмечена аналогия с базой ящич-

ной топологии на декартовом произведении множеств; см. [17, c. 198]) МСС на про-
изведении исходных π -систем исчерпываются произведениями МСС на пространствах-
сомножителях.
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4. Максимальные сцепленные системы на обобщенном декартовом
произведении широко понимаемых измеримых пространств

Рассмотрим первое в (3.6) ИП, определяемое π -системой (3.3). Здесь мы также рас-
пространяем (3.3) на более общий случай. В этой связи условимся о некоторых общих
обозначениях. Если H — непустое множество, то

(Fam)[H]
4
= {H ∈ P ′(P(H)) |H ∈ H},

получая непустое подсемейство P ′(P(H)) (заметим, что при H ∈ (Fam)[H] объединение
всех множеств из H совпадает с H ); π[H] ⊂ (Fam)[H]. В случае, связанном с (3.1), имеем,
что ∏

x∈X

(Fam)[Ex] = {(Fx)x∈X ∈ P ′(P(E))X | Ft ∈ (Fam)[Et] ∀t ∈ X}. (4.1)

При этом, конечно, у нас π[Ex] ⊂ (Fam)[Ex] ∀x ∈ X. Поэтому (см. (4.1))∏
x∈X

Π[Ex] ⊂
∏
x∈X

π[Ex] ⊂
∏
x∈X

(Fam)[Ex]. (4.2)

Тогда, как обычно (см. [14, раздел III.3]), полагаем, обобщая (3.3), что

⊗
x∈X
Fx

4
=

{H∈ P(E) | ∃(Fx)x∈X ∈
∏
x∈X
Fx : (H =

∏
x∈X

Fx)&(∃K∈ Fin(X) : Fs = Es ∀s ∈ X\K)}

∀(Fx)x∈X ∈
∏
x∈X

(Fam)[Ex];

(4.3)

в дальнейшем мы следуем (4.3). Полезно отметить, что (см. (4.2))⊗
x∈X

Sx ∈ Π[E] ∀(Sx)x∈X ∈
∏
x∈X

Π[Ex]

(данное свойство устанавливается подобно [14, предложение III.3.1]). Если M — непустое
множество и M ∈ π[M ], то 〈M − link〉0[M ] ⊂ (Fam)[M ] (см. раздел 1). Как следствие
получаем, что ∏

x∈X

〈Lx − link〉0[Ex] ⊂
∏
x∈X

(Fam)[Ex]. (4.4)

Поэтому (см. (4.3), (4.4)) определено, в частности, произведение МСС:⊗
x∈X
Ex = {H ∈ P(E)|∃(Σx)x∈X ∈

∏
x∈X
Ex : (H =

∏
x∈X

Σx)&( ∃K ∈ Fin(X) :

Σs = Es ∀s ∈ X \K)} ∈ P(P(E)) ∀(Ex)x∈X ∈
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex].

(4.5)

П р е д л о ж е н и е 4.1. Если (Ex)x∈X ∈
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex], то

⊗
x∈X

Ex ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E]. (4.6)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (Ex)x∈X ∈
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex]. С учетом (3.1) и (4.5)

отметим, что E ∈
⊗
x∈X
Ex. Итак,

⊗
x∈X

Ex ∈ P ′(P(E)).

При этом Et ∈ 〈Lt − link〉0[Et] ∀t ∈ X. Тогда, в частности, Et ⊂ Lt при t ∈ X. С учетом
(3.3) и (4.5) получаем, что ⊗

x∈X

Ex ∈ P ′(
⊗
x∈X

Lx). (4.7)

Выберем произвольно Γ′ ∈
⊗
x∈X
Ex и Γ′′ ∈

⊗
x∈X
Ex. С учетом (4.5) подберем (Γ′x)x∈X ∈

∏
x∈X
Ex

со свойствами
(Γ′ =

∏
x∈X

Γ′x)&(∃K ∈ Fin(X) : Γ′s = Es ∀s ∈ X \K). (4.8)

Кроме того, подберем (см. (4.5)) (Γ′′x)x∈X ∈
∏
x∈X
Ex со свойствами

(Γ′′ =
∏
x∈X

Γ′′x)&(∃K ∈ Fin(X) : Γ′′s = Es ∀s ∈ X \K). (4.9)

Из (4.8), (4.9) вытекает, что справедливо равенство

Γ′ ∩ Γ′′ =
∏
x∈X

(Γ′x ∩ Γ′′x). (4.10)

По выбору (Γ′x)x∈X и (Γ′′x)x∈X имеем, что Γ′t ∩ Γ′′t 6= ∅ при t ∈ X. Тогда в силу (4.10)
получаем (с использованием аксиомы выбора), что Γ′ ∩ Γ′′ 6= ∅. Поскольку выбор Γ′ и
Γ′′ был произвольным, получаем (см. (4.7)) свойство сцепленности

⊗
x∈X
Ex :

⊗
x∈X

Ex ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉[E]. (4.11)

Выберем произвольно множество Λ ∈
⊗
x∈X
Lx, для которого

Λ ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈
⊗
x∈X

Ex. (4.12)

По выбору Λ имеем для некоторого отображения (Λx)x∈X ∈
∏
x∈X
Lx свойство

(Λ =
∏
x∈X

Λx)&(∃K ∈ Fin(X) : Λs = Es ∀s ∈ X \K). (4.13)

Выберем произвольно u ∈ X, получая семейство Eu ∈ 〈Lu− link〉0[Eu]. При этом, конечно,
Λu ∈ Lu, а потому (см. (1.4))

(Λu ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ Eu) =⇒ (Λu ∈ Eu). (4.14)
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Пусть N ∈ Eu. Введем в рассмотрение отображение (Nx)x∈X ∈ P(E)X по следующему
правилу

(Nu
4
= N)&(Nx

4
= Ex ∀x ∈ X \ {u}). (4.15)

Тогда (см. раздел 1) Nx ∈ Ex ∀x ∈ X, причем ∃K ∈ Fin(X) : Ns = Es ∀s ∈ X \K. Как
легко видеть,

N
4
=

∏
x∈X

Nx ∈
⊗
x∈X

Ex. (4.16)

Из (4.12) и (4.16) вытекает, что Λ ∩N 6= ∅, а потому (см. (4.13), (4.16))∏
x∈X

(Λx ∩Nx) = (
∏
x∈X

Λx) ∩ (
∏
x∈X

Nx) 6= ∅.

Последнее означает, что Λx ∩Nx 6= ∅ при x ∈ X. В частности (см. (4.15)),

Λu ∩N = Λu ∩Nu 6= ∅.

Поскольку N выбиралось произвольно, установлено, что Λu ∩Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ Eu. С учетом
(4.14) получаем, что Λu ∈ Eu. Коль скоро и u выбиралось произвольно, установлено, что
Λx ∈ Ex ∀x ∈ X. Итак,

(Λx)x∈X ∈
∏
x∈X

Ex. (4.17)

Из (4.13) и (4.17) вытекает при условии (4.12), что (см. (4.3)) Λ ∈
⊗
x∈X
Ex. Итак, истинна

импликация
(Λ ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈

⊗
x∈X

Ex) =⇒ (Λ ∈
⊗
x∈X

Ex).

Поскольку Λ выбиралось произвольно, получаем, что ∀L ∈
⊗
x∈X
Lx

(L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈
⊗
x∈X

Ex) =⇒ (L ∈
⊗
x∈X

Ex).

С учетом (1.4) и (4.11) получаем требуемое свойство (4.6). �
Напомним очевидное следствие определений:

(
⊗
x∈X

Lx) \ {∅} ⊂ (
⊙
x∈X

P(Ex)) \ {∅}. (4.18)

Поэтому (см. (3.11), (4.18)) у нас определено P(H) ∈
∏
x∈X
P(Ex) при H ∈ (

⊗
x∈X
Lx) \ {∅}.

В силу (3.12) и (4.18)

H =
∏
x∈X

P(H)(x) ∀H ∈ (
⊗
x∈X

Lx) \ {∅}. (4.19)

Разумеется (см. (4.19)), получаем с очевидностью свойство

P(H) ∈
∏
x∈X

P ′(Ex) ∀H ∈ (
⊗
x∈X

Lx) \ {∅}.
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Далее, с учетом (3.17) и (4.18) имеем, что

Pχ(H) ∈ P ′(Eχ) ∀H ∈ (
⊗
x∈X

Lx) \ {∅} ∀χ ∈ X;

в этой связи см. (3.18). С учетом (3.18) и (4.18) при H ∈ (
⊗
x∈X
Lx) \ {∅} и χ ∈ X имеем

равенство Pχ(H) = P(H)(χ). Используя (4.19), получаем следующее полезное следствие:
при H ∈ (

⊗
x∈X
Lx) \ {∅}

H =
∏
x∈X

Px(H). (4.20)

Отметим здесь же очевидное свойство: при H ∈ (
⊗
x∈X
Lx) \ {∅} и χ ∈ X имеет место

Pχ(H) ∈ Lχ \ {∅}. Если же H ∈ P((
⊗
x∈X
Lx) \ {∅}) и χ ∈ X, то P1

χ(H) ∈ P(Lχ \ {∅});

см. (3.23). В частности, при
E ∈ 〈

⊗
x∈X

Lx − link〉0[E]

непременно E ⊂ (
⊗
x∈X
Lx) \ {∅}, а потому определено семейство P1

χ(E) ∈ P(Lχ \ {∅}) при

χ ∈ X.

П р е д л о ж е н и е 4.2. Если T ∈ 〈
⊗
x∈X
Lx − link〉0[E] и u ∈ X, то

P1
u(T ) ∈ 〈Lu − link〉0[Eu]. (4.21)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем T ∈ 〈
⊗
x∈X
Lx − link〉0[E], а также u ∈ X. Тогда

определено P1
u(T ) ∈ P(Lu \ {∅}). Поскольку T 6= ∅, имеем P1

u(T ) ∈ P ′(Lu). Отметим
(см. (4.20)), что

H =
∏
x∈X

Px(H) ∀H ∈ T . (4.22)

Покажем, что P1
u(T ) — сцепленное семейство. Действительно, пусть Γ ∈ P1

u(T ) и Λ ∈
P1
u(T ). Тогда для некоторых множеств Γ̃ ∈ T и Λ̃ ∈ T имеем равенства

(Γ = Pu(Γ̃))&(Λ = Pu(Λ̃)) (4.23)

(при этом Γ ∈ Lu \ {∅} и Λ ∈ Lu \ {∅} ). Заметим, что в силу (4.22)

(Γ̃ =
∏
x∈X

Px(Γ̃))&(Λ̃ =
∏
x∈X

Px(Λ̃)). (4.24)

В силу сцепленности T получаем, что Γ̃ ∩ Λ̃ 6= ∅, а тогда (см. (4.24))∏
x∈X

(Px(Γ̃) ∩Px(Λ̃)) = (
∏
x∈X

Px(Γ̃)) ∩ (
∏
x∈X

Px(Λ̃)) 6= ∅.

В этом случае Px(Γ̃) ∩ Px(Λ̃) 6= ∅ ∀x ∈ X. В частности, имеем с учетом (4.23), что
Γ ∩ Λ 6= ∅. Итак, получаем, что

Σ1 ∩ Σ2 6= ∅ ∀Σ1 ∈ P1
u(T ) ∀Σ2 ∈ P1

u(T ).
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В итоге получаем требуемое свойство сцепленности:

P1
u(T ) ∈ 〈Lu − link〉[Eu]. (4.25)

Выберем произвольно множество M ∈ Lu, для которого

M ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ P1
u(T ). (4.26)

Ясно, что (см. (4.26)) M ∈ Lu \ {∅} и, в частности, M ∈ P ′(Eu). Введем в рассмотрение
отображение

(M∗x)x∈X ∈ P(E)X ,

для которого M∗u
4
= M и M∗x

4
= Ex ∀x ∈ X \ {u}. Ясно, что

(M∗x)x∈X ∈
∏
x∈X

(Lx \ {∅}).

Поскольку {u} ∈ Fin(X), получаем свойство

M̃ 4
=

∏
x∈X

M∗x ∈
⊗
x∈X

Lx. (4.27)

В силу максимальности T имеем следующую импликацию

(M̃ ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ T ) =⇒ (M̃ ∈ T ). (4.28)

Выберем произвольно Ω ∈ T . Тогда, в частности, имеем, что

Ω ∈ (
⊗
x∈X

Lx) \ {∅}.

Поэтому при x ∈ X определено множество Px(Ω) ∈ Lx \ {∅}. В частности, Pu(Ω) ∈
Lu \ {∅}. С учетом (4.20) имеем равенство

Ω =
∏
x∈X

Px(Ω).

Тогда с учетом (4.27) получаем следующее равенство

M̃ ∩ Ω =
∏
x∈X

(M∗x ∩Px(Ω)). (4.29)

При этом (см. (3.22)) Pu(Ω) ∈ P1
u(T ) по выбору Ω, а тогда в силу (4.26)

M∗u ∩Pu(Ω) = M ∩Pu(Ω) 6= ∅. (4.30)

Если же x ∈ X \ {u}, то M∗x ∩ Px(Ω) = Ex ∩ Px(Ω) = Px(Ω) 6= ∅. В итоге (см. (4.30))
M∗x ∩Px(Ω) 6= ∅ ∀x ∈ X. Из (4.29) имеем, что M̃ ∩ Ω 6= ∅ (используем аксиому выбора).
Поскольку выбор Ω был произвольным, установлено, что M̃ ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ T . В силу
(4.28) M̃ ∈ T , а тогда Pu(M̃) ∈ P1

u(T ), где (см. (3.15))

Pu(M̃) = Pu(
∏
x∈X

M∗x) = M∗u = M.
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Итак, M ∈ P1
u(T ) при условии (4.26), т. е. истинна импликация

(M ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ P1
u(T )) =⇒ (M ∈ P1

u(T )).

Коль скоро и выбор M был произвольным, установлено, что ∀L ∈ Lu

(L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ P1
u(T )) =⇒ (L ∈ P1

u(T )).

С учетом (1.4) и (4.25) получаем требуемое свойство (4.21). �
Из предложения 4.2 следует, что

(P1
x(E))x∈X ∈

∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex] ∀E ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E]. (4.31)

С учетом (4.3) и (4.4) получаем теперь (см. (4.31)), что определено⊗
x∈X

P1
x(E) ∈ P(P(E)) ∀E ∈ 〈

⊗
x∈X

Lx − link〉0[E].

П р е д л о ж е н и е 4.3. Если E ∈ 〈
⊗
x∈X
Lx − link〉0[E], то непременно справедливо

равенство
E =

⊗
x∈X

P1
x(E). (4.32)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем E ∈ 〈
⊗
x∈X
Lx − link〉0[E]. Тогда согласно (4.31)

имеем, что
P1
x(E) ∈ 〈Lx − link〉0[Ex] ∀x ∈ X

(см. предложение 4.2). В силу (4.5) и предложения 4.1 имеем, что⊗
x∈X

P1
x(E) = {H ∈ P(E)|∃(Σx)x∈X ∈

∏
x∈X

P1
x(E) : (H =

∏
x∈X

Σx)&(∃K ∈ Fin(X) :

Σs = Es ∀s ∈ X \K)} ∈ 〈
⊗
x∈X
Lx − link〉0[E].

(4.33)

Поэтому (см. (1.3), (4.33)) получаем импликацию

(E ⊂
⊗
x∈X

P1
x(E)) =⇒ (E =

⊗
x∈X

P1
x(E)). (4.34)

Выберем произвольно Ω ∈ E . Тогда по выбору E имеем, в частности, что (см. (1.2), (1.4))

Ω ∈
⊗
x∈X

Lx.

Поэтому для некоторого отображения (Ωx)x∈X ∈
∏
x∈X
Lx имеем

(Ω =
∏
x∈X

Ωx)&(∃K ∈ Fin(X) : Ωs = Es ∀s ∈ X \K). (4.35)

С учетом сцепленности E получаем, что Ω 6= ∅, а тогда (см. (4.35)) Ωx 6= ∅ при x ∈ X.
Поэтому

(Ωx)x∈X ∈
∏
x∈X

(Lx \ {∅}), (4.36)
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а тогда (см. (3.19), (4.36)) получаем, что

Pχ(Ω) = Pχ(
∏
x∈X

Ωx) = Ωχ ∀χ ∈ X. (4.37)

С учетом сцепленности семейства E имеем (см. (3.5), (3.16)), что Ω ∈ (
⊗
x∈X
Lx) \ {∅}, где

(
⊗
x∈X

Lx) \ {∅} ⊂ (
⊙
x∈X

Lx) \ {∅} ⊂ (
⊙
x∈X

P(Ex)) \ {∅},

а тогда согласно (3.22) получаем, что

P1
x(E) = (Px)

1(E) ∈ P(P ′(Ex)) ∀x ∈ X.

С другой стороны, по выбору Ω имеем свойство

Px(Ω) ∈ P1
x(E) ∀x ∈ X. (4.38)

С учетом (4.37) и (4.38) получаем, что

Ωx ∈ P1
x(E) ∀x ∈ X. (4.39)

В свою очередь, из (4.39) имеем с очевидностью включение

(Ωx)x∈X ∈
∏
x∈X

P1
x(E),

и при этом реализуются свойства (4.35). Получили в итоге, что Ω ∈ P(E) и, кроме того,

∃(Σx)x∈X ∈
∏
x∈X

P1
x(E) : (Ω =

∏
x∈X

Σx)&(∃K ∈ Fin(X) : Σs = Es ∀s ∈ X \K).

Из (4.5) и (4.31) получаем, как следствие, что Ω ∈
⊗
x∈X

P1
x(E). Тем самым установлено,

что
E ⊂

⊗
x∈X

P1
x(E). (4.40)

Из (4.34) и (4.40) вытекает требуемое свойство (4.32). �
Из (4.31) и предложения 4.2 вытекает, что

∀E ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E] ∃(Ex)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex] : E =
⊗
x∈X

Ex. (4.41)

Теорема 4.1. Справедливо равенство

〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E] = {
⊗
x∈X

Ex : (Ex)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]}.

Доказательство сводится к очевидной комбинации (4.41) и предложения 4.1. Мы полу-
чили аналог теоремы 3.1 для варианта π -системы измеримых в широком смысле прямо-
угольников, определяемого в (3.3).
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5. Добавление: одно свойство гомеоморфности

В настоящем разделе мы вернемся к построениям [15] (см. также раздел 2), фиксируя
непустые множества E1 и E2, а также π -системы L1∈ π[E1] и L2∈ π[E2]. Следуем обо-
значениям раздела 2 (см., в частности, (2.1), (2.2)). Рассматриваем далее топологии стоу-
новского типа на множествах 〈L1− link〉0[E1], 〈L2− link〉0[E2] и 〈L1{×}L2− link〉0[E1×E2].

Наша цель здесь состоит в том, чтобы дополнить (2.6) соответствующим положением о
гомеоморфности. Нам потребуются при этом некоторые представления из [1–3, 15, 16].
Прежде всего введем ряд общих обозначений.

Для любого множества S через (top)[S] обозначаем семейство всех топологий на S :

(top)[S]
4
= {τ ∈ π[S] |

⋃
G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)}.

Если E — непустое множество и L ∈ π[E], то полагаем, что

〈L − link〉0[E|L]
4
= {E ∈ 〈L − link〉0[E]|L ∈ E} ∀L ∈ L; (5.1)

кроме того, введем в рассмотрение семейство

Ĉ∗0[E;L]
4
= {〈L − link〉0[E|Λ] : Λ ∈ L} ∈ P ′(P(〈L − link〉0[E])), (5.2)

являющееся (открытой) предбазой топологии стоуновского типа

T∗〈E|L〉 ∈ (top)[〈L − link〉0[E]], (5.3)

определяемой в [1, (6.1)] на множестве всех МСС на L (в связи с [1, (6.1)] напомним
операции над семействами в [1, раздел 2]). Напомним (2.4)–(2.6). Справедливо следующее

П р е д л о ж е н и е 5.1. Если A ∈ L1 и B ∈ L2, то

{z ∈ 〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2]| A× B ∈ pr1(z){×}pr2(z)}
= 〈L1 − link〉0[E1|A]× 〈L2 − link〉0[E2|B].

Доказательство следует из определений (см. (2.1), (5.1)). С учетом (2.6) введем в рас-
смотрение отображение

f
4
= (pr1(z){×}pr2(z))z∈〈L1−link〉0[E1]×〈L2−link〉0[E2]

∈ 〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2]
〈L1−link〉0[E1]×〈L2−link〉0[E2].

(5.4)

Итак, f : 〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2] −→ 〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2] таково, что

f(E1, E2) = E1{×}E2 ∀E1 ∈ 〈L1 − link〉0[E1] ∀E2 ∈ 〈L2 − link〉0[E2].

Напомним, что (см. (2.2)) A× B ∈ L1{×}L2 при A ∈ L1 и B ∈ L2.

П р е д л о ж е н и е 5.2. Если A ∈ L1 и B ∈ L2, то справедливо равенство

f−1(〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2|A× B]) = 〈L1 − link〉0[E1|A]× 〈L2 − link〉0[E2|B].
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Доказательство легко извлекается из (2.4), (5.4) и предложения 5.1. Как следствие
получаем (см. (5.2)), что

f−1(H) ∈ Ĉ∗0[E1;L1]{×}Ĉ∗0[E2;L2] ∀H ∈ Ĉ∗0[E1 × E2;L1{×}L2]. (5.5)

В связи с (5.5) отметим использование следующего расширительно понимаемого аналога
(2.1):

Ĉ∗0[E1;L1]{×}Ĉ∗0[E2;L2]
4
= {pr1(z)× pr2(z) : z ∈ Ĉ∗0[E1;L1]× Ĉ∗0[E2;L2]}. (5.6)

Заметим, что аналоги (5.6) потребуются и при введении оснащения множества 〈L1 −
link〉0[E1] × 〈L2 − link〉0[E2] стандартным произведением топологий стоуновского типа.
В этой связи напомним, что топология

T∗〈E1|L1〉 ⊗ T∗〈E2|L2〉 ∈ (top)[〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2]], (5.7)

отвечающая упомянутому произведению, порождается (открытой) базой

T∗〈E1|L1〉{×}T∗〈E2|L2〉
4
= {pr1(z)× pr2(z) : z ∈ T∗〈E1|L1〉 × T∗〈E2|L2〉}, (5.8)

где также используется расширительное толкование (2.1).

П р е д л о ж е н и е 5.3. Отображение f (5.4) непрерывно в смысле топологий
T∗〈E1|L1〉 ⊗ T∗〈E2|L2〉 и T∗〈E1 × E2|L1{×}L2〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним, что

Ĉ∗0[E1;L1] ⊂ T∗〈E1|L1〉 и Ĉ∗0[E2;L2] ⊂ T∗〈E2|L2〉,

а потому (см. (5.6), (5.8))

Ĉ∗0[E1;L1]{×}Ĉ∗0[E2;L2] ⊂ T∗〈E1|L1〉{×}T∗〈E2|L2〉 ⊂ T∗〈E1|L1〉 ⊗ T∗〈E2|L2〉. (5.9)

Из (5.5), (5.9) получаем, что

f−1(H) ∈ T∗〈E1|L1〉 ⊗ T∗〈E2|L2〉 ∀H ∈ Ĉ∗0[E1 × E2;L1{×}L2]. (5.10)

Поскольку (см. (5.2), (5.3)) Ĉ∗0[E1 × E2;L1{×}L2] есть открытая предбаза, порождаю-
щая топологию T∗〈E1×E2|L1{×}L2〉, (5.10) означает, что f — непрерывное отображение
(см. [18, предложение 1.4.1]). �

П р е д л о ж е н и е 5.4. Отображение f , заданное соотношением (5.4), является
биекцией множества 〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2] на 〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего отметим, что в силу (2.6) и (5.4) отображение
f сюръективно:

f1(〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2]) = 〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2]. (5.11)

Для проверки инъективности введем в рассмотрение отображения

(ϕ1 ∈ (L1 \ {∅})(L1{×}L2)\{∅})&(ϕ2 ∈ (L2 \ {∅})(L1{×}L2)\{∅}),
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определяемые в [15, (7.3),(7.4)] при очевидных переобозначениях (имеются в виду замены

X → E1, Y → E2, X → L1, Y → L2,

где X, Y,X ,Y соответствуют [15, раздел 7]). Важно, что

S = ϕ1(S)× ϕ2(S) ∀S ∈ (L1{×}L2) \ {∅}.

При этом, как легко проверить с учетом определений [15, раздел 7], имеет место следу-
ющее свойство образов семейств при действии ϕ1 и ϕ2 : если A ∈ 〈L1 − link〉0[E1] и
B ∈ 〈L2 − link〉0[E2], то (см. (2.6)) A{×}B ∈ 〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2], где

〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2] ⊂ P((L1{×}L2) \ {∅}),

и при этом справедливы следующие два равенства:

((ϕ1)
1(A{×}B) = A)&((ϕ2)

1(A{×}B) = B). (5.12)

Пусть выбраны произвольно

(α ∈ 〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2])&(β ∈ 〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2]),

для которых справедливо равенство

f(α) = f(β). (5.13)

Тогда определены сцепленные семейства (а, точнее, МСС)

(U1
4
= pr1(α) ∈ 〈L1 − link〉0[E1])&(U2

4
= pr2(α) ∈ 〈L2 − link〉0[E2])&

&(V1
4
= pr1(β) ∈ 〈L1 − link〉0[E1])&(V2

4
= pr2(β) ∈ 〈L2 − link〉0[E2]).

(5.14)

При этом в силу (5.4) и (5.14) α = (U1,U2), β = (V1,V2), f(α) = U1{×}U2, f(β) =

V1{×}V2. Получили (см. (5.13)) равенство

U1{×}U2 = V1{×}V2. (5.15)

С учетом (5.12) и (5.15) получаем теперь цепочки равенств

(U1 = (ϕ1)
1(U1{×}U2) = (ϕ1)

1(V1{×}V2) = V1)&

&(U2 = (ϕ2)
1(U1{×}U2) = (ϕ2)

1(V1{×}V2) = V2).
(5.16)

Из (5.16) вытекает (при условии (5.13)), что α = β. Итак, установлена импликация

(f(α) = f(β)) =⇒ (α = β). (5.17)

Поскольку выбор α и β был произвольным, из (5.17) следует инъективность f и, с учетом
(5.11), получаем требуемое свойство биективности. �

П р е д л о ж е н и е 5.5. Если A ∈ L1 и B ∈ L2, то справедливо равенство

f1(〈L1 − link〉0[E1|A]× 〈L2 − link〉0[E2|B]) = 〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2|A× B].
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A ∈ L1 и B ∈ L2. Тогда

〈L1 − link〉0[E1|A]× 〈L2 − link〉0[E2|B] ∈ P(〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2]) (5.18)

(см. (5.1)). Отметим (см. предложение 5.4), что

f1(f−1(H)) = H ∀H ∈ P(〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2]). (5.19)

При этом A× B ∈ L1{×}L2, а потому согласно (5.1)

〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2|A× B] ∈ P(〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2]).

Из (5.18), (5.19) и предложения 5.2 получаем, что

〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2|A× B] = f1(f−1(〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2|A× B]))

= f1(〈L1 − link〉0[E1|A]× 〈L2 − link〉0[E2|B]),

что и требовалось доказать. �

П р е д л о ж е н и е 5.6. Отображение f , заданное соотношением (5.4), открыто:
при G ∈ T∗〈E1|L1〉 ⊗ T∗〈E2|L2〉

f1(G) ∈ T∗〈E1 × E2|L1{×}L2〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предложения 5.4 имеем при m ∈ N и (Hi)i∈1,m ∈
P(〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2])

m

f1(
m⋂
i=1

Hi) =
m⋂
i=1

f1(Hi). (5.20)

Фиксируем G ∈ T∗〈E1|L1〉 ⊗ T∗〈E2|L2〉. Выберем произвольно E ∈ f1(G). Поэтому для
некоторого η ∈ G имеем равенство E = f(η). Тогда, в частности,

η ∈ 〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2].

При этом U
4
= pr1(η) ∈ 〈L1 − link〉0[E1] и V

4
= pr2(η) ∈ 〈L2 − link〉0[E2]; тогда η = (U,V).

Можно указать (см. (5.7), (5.8)) M ∈ T∗〈E1|L1〉{×}T∗〈E2|L2〉, для которого

(η ∈M)&(M ⊂ G). (5.21)

С учетом (5.8) можно указать

(Γ′ ∈ T∗〈E1|L1〉)&(Γ′′ ∈ T∗〈E2|L2〉,

для которых реализуется следующее равенство:

M = Γ′ × Γ′′. (5.22)

При этом, конечно, получаем очевидные включения

(U ∈ Γ′)&(V ∈ Γ′′).
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Таким образом, множества Γ′ и Γ′′ являются (открытыми) окрестностями МСС U и V

соответственно. Поэтому (см. [19, (2.6.3)]) можно указать

p ∈ N, q ∈ N, (Ũi)i∈1,p ∈ Ĉ∗0[E1;L1]
p, (Ṽj)j∈1,q ∈ Ĉ∗0[E2;L2]

q,

для которых имеют место следующие свойства:

(U ∈
p⋂
i=1

Ũi)&(

p⋂
i=1

Ũi ⊂ Γ′)&(V ∈
q⋂
j=1

Ṽj)&(

q⋂
j=1

Ṽj ⊂ Γ′′). (5.23)

Здесь учитывается отмеченная в начале раздела связь семейств (5.2) и (5.3). При этом
согласно (5.2) и предложению 5.5 при A ∈ Ĉ∗0[E1;L1] и B ∈ Ĉ∗0[E2;L2]

f1(A× B) ∈ Ĉ∗0[E1 × E2;L1{×}L2]

(в самом деле, A× B ∈ Ĉ∗0[E1;L1]{×}Ĉ∗0[E2;L2] ), а тогда, в частности,

f1(A× B) ∈ T∗〈E1 × E2|L1{×}L2〉. (5.24)

Отметим здесь же, что, как легко видеть, справедливо равенство

(

p⋂
i=1

Ũi)× (

q⋂
j=1

Ṽj) =

p⋂
i=1

q⋂
j=1

(Ũi × Ṽj).

Как следствие получаем очевидное равенство:

f1((

p⋂
i=1

Ũi)× (

q⋂
j=1

Ṽj)) = f1(

p⋂
i=1

q⋂
j=1

(Ũi × Ṽj)).

С учетом (5.20) имеем теперь следующее представление:

f1((

p⋂
i=1

Ũi)× (

q⋂
j=1

Ṽj)) =

p⋂
i=1

q⋂
j=1

f1(Ũi × Ṽj). (5.25)

Вместе с тем в силу (5.24) имеем по выбору Ũ1, . . . , Ũp и Ṽ1, . . . , Ṽq, что

f1(Ũi × Ṽj) ∈ T∗〈E1 × E2|L1{×}L2〉 ∀i ∈ 1, p ∀j ∈ 1, q. (5.26)

Из (5.25), (5.26) получаем по аксиомам топологии свойство

f1((

p⋂
i=1

Ũi)× (

q⋂
j=1

Ṽj)) ∈ T∗〈E1 × E2|L1{×}L2〉. (5.27)

В силу (5.23) получаем, в частности, что справедливо

(U ∈ Ũi ∀i ∈ 1, p)&(V ∈ Ṽj ∀j ∈ 1, q).

Поэтому η = (U,V) ∈ Ũi × Ṽj ∀i ∈ 1, p ∀j ∈ 1, q. Как следствие по выбору η получаем,
что

E = f(η) ∈ f1(Ũi × Ṽj) ∀i ∈ 1, p ∀j ∈ 1, q. (5.28)
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Из (5.25) и (5.28) получаем очевидное включение

E ∈ f1((

p⋂
i=1

Ũi)× (

q⋂
j=1

Ṽj)). (5.29)

Тогда в силу (5.27), (5.29) имеем, что

f1((

p⋂
i=1

Ũi)× (

q⋂
j=1

Ṽj)) ∈ T∗〈E1 × E2|L1{×}L2〉 : E ∈ f1((

p⋂
i=1

Ũi)× (

q⋂
j=1

Ṽj)). (5.30)

Иными словами, (5.27) есть открытая окрестность МСС E . Покажем, что она содержится
в множестве f1(G). Действительно, в силу (5.21), (5.22)

Γ′ × Γ′′ ⊂ G. (5.31)

Из (5.23) и (5.31) имеем теперь, что справедливо свойство

(

p⋂
i=1

Ũi)× (

q⋂
j=1

Ṽj) ⊂ G. (5.32)

В свою очередь, из (5.32) вытекает следующее вложение

f1((

p⋂
i=1

Ũi)× (

q⋂
j=1

Ṽj)) ⊂ f1(G). (5.33)

Из (5.30) и (5.33) получаем, что f1(G) есть окрестность E в смысле [20, гл. I]. Поскольку
E выбиралось произвольно, получили, что f1(G) является окрестностью (в смысле [20,
гл. I]) каждой своей точки. Поэтому (см. [20, гл. I, § 1, предложение 1]) множество f1(G)

открыто: f1(G) ∈ T∗〈E1 × E2|L1{×}L2〉. �

Теорема 5.1. Отображение f , заданное соотношением (5.4), есть гомеоморфизм ТП
(〈L1−link〉0[E1]×〈L2−link〉0[E2],T∗〈E1|L1〉⊗T∗〈E2|L2〉) на ТП (〈L1{×}L2−link〉0[E1×E2],

T∗〈E1 × E2|L1{×}L2〉).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предложений 5.3–5.5 получаем, что f есть открытая
(и непрерывная) биекция, что и означает требуемое свойство гомеоморфности данного
отображения (см. [21, предложение 3.12]). �

Итак, установлена гомеоморфность ТП:

(〈L1 − link〉0[E1]× 〈L2 − link〉0[E2],T∗〈E1|L1〉 ⊗ T∗〈E2|L2〉),
(〈L1{×}L2 − link〉0[E1 × E2],T∗〈E1 × E2|L1{×}L2〉).
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