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О существовании и единственности положительного решения
краевой задачи для нелинейного обыкновенного
дифференциального уравнения четного порядка

Гусен Эльдерханович АБДУРАГИМОВ,
Патимат Эльдерхановна АБДУРАГИМОВА,

Мадина Магомедрасуловна КУРАМАГОМЕДОВА
ФГБОУ ВО «Дагестанский государственный университет»

367025, Российская Федерация, г. Махачкала, ул. М. Гаджиева, 43а

Аннотация. В настоящей статье рассматривается краевая задача для нелинейного обык-
новенного дифференциального уравнения четного порядка, которая, очевидным образом,
имеет тривиальное решение. Получены достаточные условия существования и единствен-
ности положительного решения данной задачи. С помощью линейных преобразований
Ц. На [T.Y. Na, Computational Methods in Engineering Boundary Value Problems, Acad.
Press, NY, 1979, ch. 7] граничная задача сводится к задаче Коши, начальные условия
которой позволяют однозначно определить параметр преобразования. Показано, что пре-
образования Ц. На единственным образом определяют решение исходной задачи. Кроме
того, на основе доказательства единственности положительного решения краевой зада-
чи получен достаточно эффективный неитерационный численный алгоритм построения
такого решения. Приведен соответствующий пример.

Ключевые слова: краевая задача, положительное решение, существование, единствен-
ность

Для цитирования: Абдурагимов Г.Э., Абдурагимова П.Э., Курамагомедова М.М. О су-
ществовании и единственности положительного решения краевой задачи для нелинейного
обыкновенного дифференциального уравнения четного порядка // Вестник российских
университетов. Математика. 2021. Т. 26. № 136. С. 341–347. DOI 10.20310/2686-9667-2021-
26-136-341-347.
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Abstract. In the article, we consider a boundary value problem for a nonlinear ordinary
differential equation of even order which, obviously, has a trivial solution. Sufficient conditions
for the existence and uniqueness of a positive solution to this problem are obtained. With the
help of linear transformations of T.Y. Na [T.Y. Na, Computational Methods in Engineering
Boundary Value Problems, Acad. Press, NY, 1979, ch. 7], the boundary value problem is reduced
to the Cauchy problem, the initial conditions of which make it possible to uniquely determine the
transformation parameter. It is shown that the transformations of T.Y. Na uniquely determine
the solution of the original problem. In addition, based on the proof of the uniqueness of a
positive solution to the boundary value problem, a sufficiently effective non–iterative numerical
algorithm for constructing such a solution is obtained. A corresponding example is given.

Keywords: boundary value problem, positive solution, existence, uniqueness
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Посвящается памяти
Эльдерхана Исрапиловича Абдурагимова

Введение

Краевым задачам для нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений по-
священа многочисленная литература (см., например, монографию [1], статьи [2–4] и биб-
лиографические списки этих работ). В связи с данным исследованием отметим рабо-
ты [5–7] и другие работы цитируемых авторов, в которых рассмотрены вопросы существо-
вания и численного нахождения положительных решений краевых задач для дифферен-
циального уравнения четвертого порядка. Данная работа продолжает исследования [7–10].
Здесь с помощью линейных преобразований Ц. На (см. [11, гл. 7]) получены достаточные
условия существования и единственности положительного решения граничной задачи для
нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения четного порядка, а также на
основе этих преобразований получен численный неитерационный алгоритм построения
такого решения.

1. Постановка задачи

Пусть заданы n ∈ N, γ > 1, а также определенная на (0,∞) положительная, непре-
рывная и однородная степени τ ≥ 0 функция p(t) (т. е. при любых λ > 0 выполнено
p(λt) = λτp(t), t ∈ (0,∞) ). Рассмотрим краевую задачу

x(2n)(t) + p(t)|x(t)|γ = 0, 0 < t < 1, (1.1)

x′(0) = x′′(0) = . . . = x(2n−1)(0) = 0, (1.2)
x(1) = 0. (1.3)

О п р е д е л е н и е 1.1. Под положительным решением задачи (1.1)–(1.3) будем по-
нимать функцию x ∈ C2n

[0,1], положительную в интервале (0, 1), удовлетворяющую на
указанном интервале уравнению (1.1) и граничным условиям (1.2), (1.3).

Наряду с краевой задачей для уравнения (1.1) рассмотрим также задачу Коши

x(2n)(t) + p(t)|x(t)|γ = 0, t > 0, (1.4)

x′(0) = x′′(0) = . . . = x(2n−1) = 0, (1.5)
x(0) = θ, (1.6)

где θ — некоторый положительный параметр. Как известно (см., например, [12, гл. 7,
§ 14]), решение задачи (1.4)–(1.6) существует и единственно. Проинтегрировав уравнение
(1.4) с учетом начальных условий (1.5), (1.6), получим

x(2n−1)(t) = −
∫ t

0

p(s)|x(s)|γ ds,

x(2n−2)(t) = −
∫ t

0

t− s
1!

p(s)|x(s)|γ ds,

. . . . . .

x′(t) = −
∫ t

0

(t− s)2n−2

(2n− 2)!
p(s)|x(s)|γ ds,

x(t) = θ −
∫ t

0

(t− s)2n−1

(2n− 1)!
p(s)|x(s)|γ ds.

(1.7)
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Используем эти соотношения для доказательства следующего утверждения о достижении
решением задачи Коши (1.4)–(1.6) нулевого значения.

Лемма 1.1. Для решения x(t) задачи (1.4)–(1.6) существует единственная точка
t∗ > 0 такая, что x(t∗) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из равенств (1.7) следует, что x′′(t) < 0 и x′(t) < 0. Таким
образом, решение x(t) задачи (1.4)–(1.6) является выпуклой вверх и строго убывающей на
(0,∞) функцией. А так как x(0) = θ > 0, существует единственная точка t∗, в которой
x(t∗) = 0 (очевидно выполнено x(t) > 0 при t ∈ [0, t∗) и x(t) < 0 при t > 0 ).

2. Основные результаты

Теорема 2.1. Краевая задача (1.1)–(1.3) имеет единственное положительное реше-
ние.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для установления существования и единственности поло-
жительного решения задачи (1.1)–(1.3) воспользуемся следующей линейной группой пре-
образований Ц. На (см. [11, гл. 7]): {

t = θαt̃,

x = θβx̃,
(2.1)

где α и β — неизвестные постоянные. После подстановки соотношений (2.1) в уравнение
(1.1) с учетом однородности функции p(t) получим

θβ−2nαx̃(2n) + p(t̃)θατ+βγ|x̃|γ = 0. (2.2)

Положим
β − 2nα = τα + βγ. (2.3)

Тогда уравнение (2.2) примет соответственно вид

x̃(2n) + p(t̃)|x̃|γ = 0.

Следовательно, уравнение (1.1) инвариантно относительно преобразования (2.1).
Выберем теперь параметр θ так, чтобы решение задачи Коши (1.4)–(1.6) удовлетворя-

ло граничному условию (1.3) (т. е. чтобы для существующего в силу леммы 1.1 значения
было выполнено t∗ = 1 ). Запишем условие (1.3) в новых обозначениях:

θβx̃ = θ.

Выбрав β = 1, получим
x̃(0) = 1.

При β = 1 из соотношения (2.3) имеем

α =
1− γ
τ + 2n

. (2.4)
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Окончательно в новых переменных с учетом начальных условий (1.5) получаем следу-
ющую задачу Коши

υ̃(2n) + p(t̃)|υ̃|γ = 0, (2.5)

υ′(0) = υ′′(0) = . . . = υ(2n−1)(0) = 0, (2.6)
υ(0) = 1, (2.7)

где υ(t̃) = x̃(t̃).

Требование t = 1 позволяет однозначно определить параметр θ с помощью (2.1):

θ = t̃
−
1

α , (2.8)

где α определено формулой (2.4).
Таким образом, преобразования (2.1) единственным образом определяют решение кра-

евой задачи (1.1)–(1.3). �

На основании изложенной схемы доказательства теоремы 2.1 сформулируем алгоритм
численного построения единственного решения краевой задачи (1.1)–(1.3) (являющегося
в силу леммы 1.1 положительным).

1. Полагаем β = 1, а параметр α определим по формуле (2.4).

2. Численно решим задачу Коши (2.5)–(2.7) на промежутке от t̃ = 0 до выполнения
равенства x̃(t̃) = 0.

3. Вычислим θ по формуле (2.8).

4. По формулам (2.1) найдем искомое решение.

В качестве примера рассмотрим следующую краевую задачу

x′′(t) + x2(t) = 0, 0 < t < 1, (2.9)
x′(0) = 0, (2.10)
x(1) = 0. (2.11)

В данном случае p(t) ≡ 1, n = 1, τ = 0 и γ = 2. Из соотношений (2.4) и (2.3) получим,
соответственно, α = −1

2
и β = 1. В соответствии с приведенным выше алгоритмом

при численной реализации методом Рунге–Кутта 4-го порядка точности соответствующей
задачи Коши получим следующее положительное решение краевой задачи (2.9)–(2.11).

Таблица 1

Положительное решение задачи (2.9)–(2.11)

t 0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00
x 2,95 2,91 2,78 2,57 2,30 1,99 1,62 1,23 0,82 0,41 0,00
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Аннотация. Статья посвящена исследованию неявных дифференциальных уравнений
на основе утверждений о накрывающих отображениях произведений метрических про-
странств. Сначала рассмотрена система уравнений

Φi(xi, x1, x2, . . . , xn) = yi, i = 1, n,

где Φi : Xi × X1 × . . . × Xn → Yi, yi ∈ Yi, Xi и Yi — метрические пространства,
i = 1, n. Предполагается, что отображение Φi является накрывающим по первому аргу-
менту и липшицевым по каждому из остальных аргументов начиная со второго. Получены
условия разрешимости этой системы и оценки расстояния от произвольного заданного эле-
мента x0 ∈ X до множества решений. Далее в статье получено утверждение о действии
оператора Немыцкого в пространствах суммируемых функций и установлена взаимосвязь
свойств накрывания оператора Немыцкого и накрывания порождающей его функции. Пе-
речисленные результаты применены к исследованию системы неявных дифференциальных
уравнений, для которой доказано утверждение о локальной разрешимости задачи Коши с
ограничениями на производную решения. Такие задачи возникают, в частности, в моделях
управляемых систем. В заключительной части статьи аналогичными методами исследо-
вано дифференциальное уравнение n -го порядка, не разрешенное относительно старшей
производной. Получены условия существования решения задачи Коши.
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Abstract. The article is devoted to the study of implicit differential equations based on
statements about covering mappings of products of metric spaces. First, we consider the system
of equations

Φi(xi, x1, x2, . . . , xn) = yi, i = 1, n,

where Φi : Xi ×X1 × . . . ×Xn → Yi, yi ∈ Yi, Xi and Yi are metric spaces, i = 1, n. It is
assumed that the mapping Φi is covering in the first argument and Lipschitz in each of the
other arguments starting from the second one. Conditions for the solvability of this system and
estimates for the distance from an arbitrary given element x0 ∈ X to the set of solutions are
obtained. Next, we obtain an assertion about the action of the Nemytskii operator in spaces
of summable functions and establish the relationship between the covering properties of the
Nemytskii operator and the covering of the function that generates it. The listed results are
applied to the study of a system of implicit differential equations, for which a statement about
the local solvability of the Cauchy problem with constraints on the derivative of a solution is
proved. Such problems arise, in particular, in models of controlled systems. In the final part of
the article, a differential equation of the n -th order not resolved with respect to the highest
derivative is studied by similar methods. Conditions for the existence of a solution to the Cauchy
problem are obtained.
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Введение

В статье рассматриваются системы неявных дифференциальных уравнений первого
порядка и неявные дифференциальные уравнения высших порядков. Исследование ос-
новано на результатах об абстрактных уравнениях с отображениями, действующими в
метрических пространствах и обладающими свойством накрывания. Идея применения
результатов о накрывающих отображениях к исследованию различных классов функци-
ональных уравнений была предложена в работе [1]. В этой работе и в работах [2–4] были
получены утверждения о нелинейных липшицевых возмущениях накрывающих отобра-
жений и на их основе определены условия существования и непрерывной зависимости от
параметров решений интегральных уравнений и задачи Коши для скалярного неявного
дифференциального уравнения первого порядка. В связи с исследованием краевых задач
для неявных дифференциальных уравнений в работах [5, 6] начато исследование накры-
вающих отображений в произведениях метрических пространств. Системы абстрактных
уравнений с «векторно накрывающими» отображениями, действующими в произведени-
ях метрических пространств (включая системы, описывающие кратные точки совпадения
и задачи о липшицевых возмущениях), подробно рассмотрены в [7–9]. С использовани-
ем утверждений о векторно накрывающих отображениях в [10] были получены условия
управляемости для дифференциальной системы неявного вида.

В данной работе предлагается уточнение утверждений работ [5, 6,10] о системах урав-
нений с отображениями произведений метрических пространств. Предполагается, что эти
отображения по диагональным переменным являются накрывающими, а по остальным
аргументам обладают свойством липшицевости. На основании полученного утверждения
о системах операторных уравнений рассматривается система неявных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка и скалярное неявное дифференциальное уравнение n -го
порядка, n ≥ 2.

Статья разбита на четыре части. В секции 1. приведены определения основных поня-
тий и получено утверждение о разрешимости системы операторных уравнений. С целью
применения этих результатов к конкретным классам функциональных уравнений в сек-
ции 2. сформулированы утверждение о действии оператора Немыцкого и утверждение,
устанавливающее взаимосвязь свойств накрывания оператора Немыцкого и накрывания
порождающей его функции. В секции 3. доказано утверждение о локальной разрешимости
системы неявных дифференциальных уравнений. В секции 4. исследован вопрос разреши-
мости дифференциального уравнения n -го порядка.

1. Разрешимость системы операторных уравнений

Напомним определение свойства накрываемости отображений, действующих в метри-
ческих пространствах.

Пусть X и Y — метрические пространства с метриками ρX , ρY , соответственно.
Замкнутый шар пространства X с центром в x ∈ X радиуса r ≥ 0 будем обозначать
через BX(x, r) (аналогичное обозначение будем использовать и для других метрических
пространств). Пусть задано отображение Φ : X → Y, множество V ⊂ Y и положительное
число α.
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О п р е д е л е н и е 1.1. Будем говорить, что отображение Φ является α -накрываю-
щим множество V (или α -накрывает множество V ), если для любых r > 0 и u ∈ X
справедливо включение

V ∩ BY

(
Φ(u), αr

)
⊂ Φ

(
BX(u, r)

)
.

В случае V = Y отображение Φ будем называть α -накрывающим (без упоминания
множества). Такие отображения исследованы в [11–13] в связи с задачей о существова-
нии и свойствах точек совпадения. В работах [1–3] исследованы вопросы разрешимости
уравнений с накрывающими отображениями метрических пространств. Отметим, что при-
веденное определение 1.1 свойства α -накрывания множества V равносильно следующему
соотношению

∀y ∈ V ∀u ∈ X ∃x ∈ X Φ(x) = y, ρX(x, u) ≤ kρY (y,Φ(u)),

где k = α−1. Это соотношение в случае V = Y называют k -метрической регулярностью
отображения Φ (см. [14, 15]).

Пусть для i, j = 1, n заданы метрические пространства (Xj, ρXj
), (Yi, ρYi), множества

Vi ⊂ Yi, элементы yi ∈ Vi и отображения Φi : Xi ×
n∏
j=1

Xj → Yi. Рассмотрим систему n

операторных уравнений c n неизвестными x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . , xn ∈ Xn вида

Φi(xi, x1, x2, . . . , xn) = yi, i = 1, n. (1.1)

Обозначим X =
n∏
j=1

Xj, Y =
n∏
i=1

Yi, V =
n∏
i=1

Vi. Систему (1.1) нам удобно будет рассмат-

ривать как операторное уравнение с отображением, действующим из X в Y, относитель-
но неизвестного вектора x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X. Произведение X можно метризовать:
метрика в X может быть задана равенством

ρX(x, u) =
∣∣(ρX1(x1, u1), ρX2(x2, u2), . . . , ρXn(xn, un)

)∣∣
Rn ,

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X, u = (u1, u2, . . . , un) ∈ X,
(1.2)

где | · |Rn — любая монотонная норма в Rn. Аналогично может быть задана метрика в
произведении Y. Определим отображение Φ : X ×X → Y соотношением

Φ(u, x) =
(
Φi(ui, x)

)
i=1,n

, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X, u = (u1, u2, . . . , un) ∈ X.

В принятых обозначениях система уравнений (1.1) записывается в виде операторного урав-
нения

Φ(x, x) = y, (1.3)

где y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ V.
Если отображение Φ по первому аргументу является α -накрывающим, а по второ-

му аргументу — β -липшицевым, то при α > β разрешимость уравнения (1.3) может
быть установлена на основании утверждений цитируемых выше работ [1–3]. Возникает
вопрос об определении чисел α, β и проверке неравенства α > β, если известны констан-
ты накрывания и липшицевости для компонент Φi по первому и второму аргументам,
соответственно. В случае Vi = Yi подходы к исследованию данной проблемы предложены
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в [5, 6]. Здесь мы применим близкие идеи, которые позволят исследовать разрешимость
векторного операторного уравнения (1.3) при правых частях y ∈ V.

Пусть заданы числа αi > 0, βij ≥ 0, i, j = 1, n. Определим матрицы

A = diag(αi)n×n, B = (βij)n×n, C = A−1B = (α−1i βij)n×n. (1.4)

Обозначим через %(C) — спектральный радиус матрицы C.

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1.1. Пусть метрические пространства Xj, j = 1, n, являются полными
и выполнены условия:

при всех i = 1, n, для любого x ∈ X отображение Φi(·, x) : Xi → Yi является αi -на-
крывающим множество Vi ;

при всех i, j = 1, n, для любых ui ∈ Xi, x1 ∈ X1, . . . , xj−1 ∈ Xj−1, xj+1 ∈ Xj+1, . . . ,

xn ∈ Xn отображение Φi(ui, x1, . . . , xj−1, ·, xj+1, . . . , xn) : Xj → Yi является βij -липши-
цевым;

для любых {uk} ⊂ X, u ∈ X, y ∈ V из сходимостей uki → ui (в пространстве Xi )
и Φi(u

k
i , u)→ yi (в пространстве Yi ) при всех i = 1, n следует равенство Φ(u, u) = y.

Тогда если для матрицы C, определенной формулой (1.4), выполнено %(C) < 1, то
при любом y ∈ V система операторных уравнений (1.1) разрешима и, более того, для
любого ε > 0 можно так задать монотонную норму | · |Rn в пространстве Rn, что
для любого u0 = (u01, u

0
2, . . . , u

0
n) ∈ X существует решение x = ξ ∈ X системы (1.1),

удовлетворяющее оценке

∣∣∣(ρXi
(ξi, u

0
i )
)
i=1,n

∣∣∣
Rn
≤
(

1

1− %(C)
+ ε

) ∣∣∣∣∣
(
ρYi
(
yi,Φi(u

0
i , u

0)
)

αi

)
i=1,n

∣∣∣∣∣
Rn

.

Схема доказательства теоремы 1.1 в основном повторяет схему доказательства тео-
ремы 1 о разрешимости системы уравнений с условно накрывающими отображениями в
произведении метрических пространств из [5], поэтому здесь не приводится.

Отметим, что для случая V = Y близкие теореме 1.1 условия накрывания отображе-
ний, действующих в произведении метрических пространств, получены в работе [6].

2. Оператор Немыцкого в пространствах измеримых функций

Предлагаемое в этой секции исследование свойств оператора суперпозиции (называе-
мого в литературе оператором Немыцкого) требуется для получения основанных на теоре-
ме 1.1 условий разрешимости неявных дифференциальных уравнений. Здесь будут сфор-
мулированы утверждение о действии оператора Немыцкого и утверждение, устанавливаю-
щее взаимосвязь свойств накрывания оператора Немыцкого и накрывания порождающей
его функции.

Обозначим через cl(Rn) совокупность непустых замкнутых подмножеств пространства
Rn. Для измеримого многозначного отображения Ξ : [a, b]→ cl(R) определим следующие
полные метрические пространства: L∞([a, b],Ξ) — пространство существенно ограничен-
ных функций t ∈ [a, b] 7→ y(t) ∈ Ξ(t) с метрикой ρ

L∞
(y1, y2) = vrai sup

s∈ [a, b]
|y1(s) − y2(s)|;

Lp([a, b],Ξ), 1 ≤ p <∞ — пространство функций t ∈ [a, b] 7→ y(t) ∈ Ξ(t), суммируемых в
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p -й степени, с метрикой ρ
Lp

(y1, y2) =

(
b∫
a

|y1(s)− y2(s)|pds
)1/p

. Отметим, что множество

Lp([a, b],Ξ), 1 ≤ p ≤ ∞, не пусто тогда и только тогда, когда ρR
(
Ξ(·)

)
∈ Lp([a, b],R), где

ρR
(
Ξ(t)

)
= inf{|ξ|, ξ ∈ Ξ(t)}, t ∈ [a, b].

Определим также пространство ACp([a, b],Ξ), 1 ≤ p ≤ ∞, абсолютно непрерывных функ-
ций x : [a, b]→ R таких, что ẋ ∈ Lp([a, b],Ξ), с метрикой

ρ
ACp

(x1, x2) =
∣∣(ρ

Lp
(ẋ1, ẋ2), x1(a)− x2(a)

)∣∣
R2 .

Заметим, что при Ξ(t) ≡ R пространства Lp([a, b],R), ACp([a, b],R) являются банахо-
выми, а определенные выше метрики стандартно выражаются через норму этих про-
странств: ρ

Lp
(y1, y2) = ‖y1−y2‖Lp

, ρ
ACp

(x1, x2) = ‖x1−x2‖ACp
. Таким образом, метрические

пространства Lp([a, b],Ξ), ACp([a, b],Ξ) — это подпространства «обычных» пространств
Lp([a, b],R), ACp([a, b],R), метрика в которых определяется через норму приведенными
выше формулами.

Пусть задана измеримая функция η : [a, b] → R такая, что η(t) ∈ Ξ(t) при по-
чти всех t ∈ [a, b]. Определим пространство Wp

(
η, [a, b],Ξ

)
, 1 ≤ p ≤ ∞, измеримых

функций t ∈ [a, b] 7→ y(t) ∈ Ξ(t), удовлетворяющих условию y − η ∈ Lp([a, b],R), с метри-
кой ρ

Wp
(y1, y2) = ‖y1 − y2‖Lp (очевидно, что y1 − y2 = (y1 − η) − (y2 − η) ∈ Lp([a, b],R)

для любых y1, y2 ∈ Wp

(
η, [a, b],Ξ

)
). Отметим, что Wp

(
η, [a, b],Ξ

)
вложено в пространство

Wp

(
η, [a, b],R

)
.

Пусть заданы числа 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞ и определены измеримые многозначные отобра-
жения Ω : [a, b] → cl(R), Θ : [a, b] → cl(Rl2), Предположим, что ρR

(
Ω(·)

)
∈ Lp1

(
[a, b],R

)
.

Пусть, далее, задана функция
(
t ∈ [a, b], x ∈ Ω(t)

)
7→ g

(
t, x
)
∈ R, удовлетворяющая

условиям Каратеодори. Зафиксируем функцию ω ∈ Lp1([a, b],Ω) и определим функцию
η(·) = g

(
·, ω(·)

)
. В случае p1 6= ∞ относительно функции g будем предполагать, что

существует λ ∈ R, для которых при почти всех t ∈ [a, b] и всех w ∈ Ω(t) выполнено
неравенство |g(t, w) − η(t)| ≤ λ|w|p1/p2 . Если p1 = ∞, то предполагаем, что при любом
r > 0 существует такая функция ζr ∈ Lp2

(
[a, b],R

)
, что |g(t, w)− η(t)| ≤ ζr(t) при почти

всех t ∈ [a, b] и любых w ∈ Ω(t) таких, что |w| ≤ r.

Определим оператор Немыцкого соотношением

∀w ∈ Lp1([a, b],Ω) (Ngw)(t) = g
(
t, w(t)

)
, t ∈ [a, b]. (2.1)

Рассмотрим также функцию ĝ(t, w) = g(t, w) − η(t) и соответствующий оператор
Немыцкого

∀w ∈ Lp1([a, b],Ω) (Nĝw)(t) = ĝ
(
t, w(t)

)
, t ∈ [a, b]. (2.2)

В силу известных теорем об операторе Немыцкого в лебеговых пространствах (см., на-
пример, [16, § 17]), оператор Nĝ действует из пространства Lp1([a, b],Ω) в пространство
Lp2([a, b],R) и при p1 6= ∞ является непрерывным и ограниченным, а при p1 =∞ —
замкнутым и ограниченным. Поэтому, в силу определения пространства Wp2

(
η, [a, b],R

)
,

справедливо следующее утверждение.
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Лемма 2.1. Определенный формулой (2.2) оператор Ng действует из пространства
Lp1([a, b],Ω) в пространство Wp2

(
η, [a, b],R

)
. В случае p1 6= ∞ оператор Ng является

непрерывным и ограниченным, а при p1 =∞ — замкнутым и ограниченным.

Теперь приведем условия накрывания оператора Ng : Lp1([a, b],Ω)→ Wp2

(
η, [a, b],R

)
.

Лемма 2.2. Пусть существует такое αg > 0, что при почти всех t ∈ [a, b] отоб-
ражение g(t, ·) : Ω(t) → R является αg -накрывающим множество Θ(t). Тогда опера-
тор Немыцкого Ng : Lp1([a, b],Ω) → Wp2

(
η, [a, b],R

)
будет αN -накрывающим множе-

ство Wp2

(
η, [a, b],Θ

)
, где αN = (b− a)−(p2−p1)/(p1p2)αg, в частности, при p1 = p2 кон-

станты накрывания равны: αN = αg, в случае p1 < p2 = ∞ выполнено равенство
αN = (b− a)−1/p1αg.

Доказательство леммы 2.2 аналогично доказательству теоремы 3 из [5] о накрывании
оператора Немыцкого, действующего из Lp1([a, b],Ω) в Lp2([a, b],Θ).

3. Система неявных дифференциальных уравнений

Полученные в секции 1. условия разрешимости системы операторных уравнений (1.1)
и полученные в секции 2. утверждения о свойствах оператора Немыцкого здесь применя-
ются к исследованию задачи Коши для системы дифференциальных уравнений, не раз-
решенных относительно производной искомой функции.

Сформулируем рассматриваемую задачу Коши. Пусть заданы: измеримые многознач-
ные отображения

Ωi,Θi : [a, b]→ cl(R), i = 1, n,

удовлетворяющие условиям Каратеодори функции(
t ∈ [a, b], x ∈ Rn, wi ∈ Ωi(t)

)
7→ fi(t, x, wi) ∈ R, i = 1, n

(т. е. функции fi измеримы по первому аргументу и непрерывны по совокупности осталь-
ных аргументов), а также измеримые функции

t ∈ [a, b] 7→ yi(t) ∈ Θi(t), i = 1, n,

и числа γi ∈ R, i = 1, n.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

fi
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t), ẋi(t)

)
= yi(t), i = 1, n, t ∈ [a, b], (3.1)

с начальными условиями
xi(a) = γi, i = 1, n, (3.2)

и дополнительными ограничениями на производные

ẋi(t) ∈ Ωi(t), t ∈ [a, b], i = 1, n. (3.3)

Отметим, что дополнительные ограничения на искомую функцию или ее производную
возникают, например, в моделях систем управления (см. [10]).

Пусть заданы числа 1 ≤ p1i ≤ p2i ≤ ∞, i = 1, n. Будем предполагать, что имеет место
включение ρR

(
Ωi(·)

)
∈ Lp1i([a, b],R), i = 1, n. При каждом i = 1, n зафиксируем функцию
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ωi ∈ Lp1i([a, b],Ωi) и определим функцию ηi(·) = fi
(
·, γ, ωi(·)

)
. Для любого i = 1, n, если

p1i 6= ∞, то относительно функции fi будем предполагать, что для некоторого λi ∈ R
при почти всех t ∈ [a, b] и любых wi ∈ Ωi(t) выполнено неравенство∣∣fi(t, γ, wi)− ηi(t)∣∣ ≤ λi|wi|p1i/p2i .

Если p1i = ∞, то будем предполагать, что для любого r > 0 существует такая функция
ζr ∈ L∞([a, b],R), что для всех |wi| ≤ r выполнено неравенство∣∣fi(t, γ, wi)− ηi(t)∣∣ ≤ ζr(t).

Будем рассматривать локальные решения задачи Коши (3.1), (3.2), (3.3), то есть опре-
деленные не обязательно на всем [a, b], а на некотором «меньшем» отрезке [a, a + τ ],

где τ ∈ (0, b − a]. Решение задачи (3.1), (3.2), (3.3) будем искать в классе абсолют-
но непрерывных функций x = (x1, x2, . . . , xn) : [a, a + τ ] → Rn, компоненты которых
xi ∈ ACp1i([a, a+ τ ],Ωi), i = 1, n.

Теорема 3.1. Предположим, что если p1j = 1 при некотором j, то p1i 6= ∞ при
всех номерах i 6= j. Пусть при всех i = 1, n, j = 1, n существуют такие αi > 0 и
βij ≥ 0, что для почти всех t ∈ [a, b] выполнены условия:

для любого x ∈ Rn отображение fi(t, x, ·) : Ωi(t) → R является αi -накрывающим
множество Θi(t);

для любого wi ∈ Ωi(t) отображение fi(t, ·, wi) : Rn → R является βij -липшицевым
по каждой компоненте xj ∈ R второго аргумента.

Тогда для любых yi ∈ Wp2i

(
ηi, [a, b],Θi

)
, i = 1, n, существует τ ∈ (0, b − a] и суще-

ствует определенное на [a, a+ τ ] решение x ∈
n∏
j=1

ACp1j([a, a+ τ ],Ωj) задачи Коши (3.1),

(3.2), (3.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольное τ ∈ (0, b−a]. Рассмотрим вспо-
могательную задачу Коши для системы

ẋi(t) = vi(t), i = 1, n, t ∈ [a, a+ τ ],

с начальным условием (3.3). Для любой правой части v = (vi)i=1,n ∈
n∏
i=1

Lp1i([a, a + τ ],Ωi)

решением этой задачи является функция x = (xi)i=1,n ∈
n∏
i=1

ACp1i([a, a+ τ ],Ωi), определя-

емая формулой x(t) = γ +
∫ t
a
v(s) ds (то есть xi(t) = γi +

∫ t
a
vi(s) ds, i = 1, n ). Рассматри-

ваемая вспомогательная задача позволяет представить исходную задачу Коши (3.1), (3.2),
(3.3) при t ∈ [a, a+ τ ] в виде системы

fi

(
t, γ +

∫ t

a

v(s) ds, vi(t)
)

= yi(t), i = 1, n, t ∈ [a, a+ τ ], (3.4)

относительно неизвестного v ∈
n∏
i=1

Lp1i([a, a+ τ ],Ωi) — производной от искомой абсолютно

непрерывной функции.
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Чтобы применить к полученной системе (3.4) теорему 1.1, определим отображения Φi,

i = 1, n, сопоставляющие любым wi ∈ Lp1i([a, a+τ ],Ωi), v ∈
n∏
j=1

Lp1j([a, a+τ ],Ωj) функцию

Φi(wi, v)(t) = fi

(
t, γ +

∫ t

a

v(s) ds, wi(t)
)
, t ∈ [a, a+ τ ], (3.5)

и покажем, что Φi : Lp1i([a, a+τ ],Ωi)×
n∏
j=1

Lp1j([a, a+τ ],Ωj)→ Wp2i

(
η, [a, a+τ ],R

)
, i = 1, n.

Действительно, во-первых, согласно лемме 2.1 fi
(
·, γ, wi(·)

)
∈ Wp2i

(
η, [a, a+τ ],R

)
, а во-

вторых, в силу предположения βij -липшицевости отображения fi по каждой компоненте
второго аргумента получаем

(∫ a+τ

a

∣∣∣fi(t, γ +

∫ t

a

v(s) ds, wi(t)
)
− fi

(
t, γ, wi(t)

)∣∣∣p2idt)1/p2i
≤
(∫ a+τ

a

n∑
j=1

βij
∣∣ ∫ t

a

v(s) ds
∣∣p2idt)1/p2i ≤ (∫ a+τ

a

n∑
j=1

βij‖vi‖Lp1i
τ 1−1/p1i dt

)1/p2i
≤
( n∑
j=1

τβij‖vi‖Lp1i
τ 1−1/p1i

)1/p2i
<∞.

Таким образом,

(∫ a+τ

a

∣∣∣fi(t, γ +

∫ t

a

v(s) ds, wi(t)
)
− η(t)

∣∣∣p2idt)1/p2i ≤ (∫ a+τ

a

∣∣∣fi(t, γ, wi(t))− η(t)
∣∣∣p2idt)1/p2i

+
(∫ a+τ

a

∣∣∣fi(t, γ +

∫ t

a

v(s) ds, wi(t)
)
− fi

(
t, γ, wi(t)

)∣∣∣p2idt)1/p2i <∞,
то есть Φi(wi, v) ∈ Wp2i

(
η, [a, a+ τ ],R

)
.

Итак, система функциональных уравнений (3.4) записывается в виде следующей си-
стемы операторных уравнений

Φi(vi, v1, v2, . . . , vn) = yi, i = 1, n. (3.6)

Осталось проверить условия теоремы 1.1 для заданных формулой (3.5) отображений

Φi : Lp1i([a, a + τ ],Ωi) ×
n∏
j=1

Lp1j([a, a + τ ],Ωj) → Wp2i

(
η, [a, a + τ ],R

)
. Рассмотрим толь-

ко ситуацию 1 ≤ p1i ≤ p2i <∞, в случае 1 ≤ p1i ≤ p2i =∞ доказательство аналогичное.
Согласно лемме 2.2 отображение Φi(·, v) : Lp1i([a, a+ τ ],Ωi)→ Wp2i

(
η, [a, a+ τ ],R

)
при

любом v ∈
n∏
j=1

Lp1j([a, a+ τ ],Ωj) является накрывающим с константой τ−(p2i−p1i)/(p1ip2i)αi.

Далее, для всех wi ∈ Lp1i([a, a+τ ],Ωi), v ∈
n∏
l=1

Lp1l([a, a+τ ],Ωl), произвольного j = 1, n
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и любого ṽj ∈ Lp1i([a, a+ τ ],Ωj) выполнено

ρWp2i

(
Φi(wi, v1, . . . , vj, . . . , vn), Φi(wi, v1, . . . , ṽj, . . . , vn)

)
≤ βij

(∫ a+τ

a

(∫ t

a

∣∣vj(s)− ṽj(s)∣∣ ds)p2i dt)1/p2i

≤ βij

(∫ a+τ

a

(∫ a+τ

a

|vj(s)− ṽj(s)|p1j ds
)p2i/p1j

(t− a)(p1j−1)p2i/p1j dt

)1/p2i

=
βijτ

(p1jp2i−p2i+p1j)/(p1jp2i)(
(p1jp2i − p2i + p1j)/p1j

)1/p2i ρLp1j
(vj, ṽj).

Итак, отображение Φi(wi, v1, . . . , vj−1, · , vj+1, . . . , vn) удовлетворяет условию Липшица с
константой (

(p1jp2i − p2i + p1j)/p1j
)−1/p2iτ (p1jp2i−p2i+p1j)/(p1jp2i)βij.

Используя вычисленные значения, определяем для системы (3.6) матрицу (1.4):

C =

(
τ (p1ip1j−p1i+p1j)/(p1ip1j)p1j

1/p2iβij
(p1jp2i − p2i + p1j)1/p2iαi

)
n×n

. (3.7)

Оценим элементы этой матрицы.
Покажем, что при основании τ показатель степени ςij = (p1ip1j − p1i + p1j)/(p1ip1j)0

при любых i, j является положительным числом. Очевидно, что ςij > 0, если p1i <∞ и
p1j < ∞. Пусть теперь конечно только одно из этих чисел. Если p1i = ∞, то, согласно
принятым предположениям, p1j > 1, и поэтому ςij = (p1j − 1)/p1j > 0. Если же p1j =∞,
то ςij = (p1i + 1)/p1i > 0. Наконец, при p1i = p1j = ∞ получаем ςij = 1. Из доказанных
оценок следует, что если определить ς = min{ςij}, то ς > 0.

Теперь для элементов матрицы (3.7) докажем конечность выражений

qij = (p1jp2i − p2i + p1j)
−1/p2ip1j

1/p2i

при всех i, j = 1, n. При конечных значениях p1i, p1j выполнено p1jp2i − p2i + p1j > 0 и
поэтому qij <∞. Далее, легко проверяется, что:

p2i <∞, p1j =∞ ⇒ qij = (p2i + 1)−1/p2i ;

p2i =∞, p1j <∞ ⇒ qij = 1;

p2i =∞, p1j =∞ ⇒ qij = 1.

Положим q = max{qij}. Из приведенных выше рассуждений следует, что q < ∞.
При всех i, j = 1, n для элементов cij матрицы (3.7) выполнено 0 ≤ cij ≤ τ ςqK, где
K = max{αi−1βij}. Из этой оценки следует, что cij → 0 при τ → 0. Поэтому можно
выбрать τ > 0 так, чтобы %(C) < 1.

Итак, все условия теоремы 1.1 выполнены.

В теореме 3.1 предположения накрывания отображением fi(t, x, ·) множества Θi(t)

при почти всех t ∈ [a, b] и любых x ∈ Rn и предположение липшицевости отображения
fi(t, ·, wi) на всем Rn при любых wi ∈ Ωi(t) можно ослабить. Можно потребовать выпол-
нение этих условий для второго аргумента, принадлежащего не всему пространству Rn,
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а только множеству D =
n∏
j=1

[γj−σj, γj +σj], σj > 0. Отметим, что подобные ослабленные

условия использовались в работах [1–3, 5].
Итак, будем считать, что функция fi(t, x, wi) определена для аргументов t ∈ [a, b],

x ∈ D, wi ∈ Ωi(t). Предположим, что при почти всех t ∈ [a, b] для любого x ∈ D

отображение fi(t, x, ·) : Ωi(t) → R является αi -накрывающим множество Θi(t), i = 1, n,

для любого wi ∈ Ωi(t) отображение fi(t, ·, wi) : D → R является βij -липшицевым по
каждой компоненте xj ∈ R второго аргумента, а также выполнены остальные условия
теоремы 3.1. Определим отображение

(
t ∈ [a, b], x ∈ Rn, wi ∈ Ωi(t)

)
7→ f̂i(t, x, wi) ∈ R, i = 1, n

соотношением

f̂i(t, x, wi) = f(t,Π(x), wi), Π(x) = (x̂i)i=1,n, x̂i =


xi, если xi ∈ D,
γj − σj, если xi < γj − σj,
γj + σj, если xi > γj + σj.

Рассуждениями, аналогичными использовавшимся в [1, 2, 5], доказывается, что для опре-
деленных здесь функций f̂i, i = 1, n, выполнены все условия теоремы 3.1. Таким образом,
для любых yi ∈ Wp2i

(
ηi, [a, b],Θi

)
, i = 1, n, существует τ ∈ (0, b − a] и существует опре-

деленное на [a, a+ τ ] решение x ∈
n∏
j=1

ACp1j([a, a+ τ ],Ωj) задачи Коши для системы

f̂i
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t), ẋi(t)

)
= yi(t), i = 1, n, t ∈ [a, b],

с условиями (3.2), (3.3). Для достаточно малого положительного τ ′ < τ будет выполнено
x(t) ∈ D при t ∈ [a, a + τ ′]. Следовательно, сужение функции x на отрезок [a, a + τ ′]

будет решением исходной задачи Коши.
Итак, из теоремы 3.1 выводится следующие более общие условия разрешимости задачи

Коши (3.1), (3.2), (3.3).

Следствие 3.1. Предположим, что если p1j = 1 при некотором j, то p1i 6=∞ при
всех номерах i 6= j. Пусть при всех i = 1, n, j = 1, n существуют такие αi > 0 и
βij ≥ 0, что для почти всех t ∈ [a, b] выполнены условия:

для любого x ∈ D отображение fi(t, x, ·) : Ωi(t) → R является αi -накрывающим
множество Θi(t);

для любого wi ∈ Ωi(t) отображение fi(t, ·, wi) : D → R является βij -липшицевым по
каждой компоненте xj ∈ R второго аргумента.

Тогда для любых yi ∈ Wp2i

(
ηi, [a, b],Θi

)
, i = 1, n, существует τ ∈ (0, b − a] и суще-

ствует определенное на [a, a+ τ ] решение x ∈
n∏
j=1

ACp1j([a, a+ τ ],Ωj) задачи Коши (3.1),

(3.2), (3.3).
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4. Дифференциальное уравнение n -го порядка

Здесь на основании полученных в секции 3. результатов о системе (3.1) неявных диффе-
ренциальных уравнений получены условия разрешимости дифференциального уравнения
n -го порядка, не разрешенного относительно старшей производной.

Пусть заданы векторы γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Rn, σ = (σ1, . . . , σn) ∈ Rn
+. Обозначим

Di = [γi − σi, γi + σi], i = 1, n, D =
n∏
i=1

Di. Пусть также определены измеримые мно-

гозначные отображения Ω,Θ : [a, b] → cl(R), удовлетворяющая условиям Каратеодори
(измеримая по первому и непрерывная по совокупности остальных аргументов) функция(

t ∈ [a, b], x ∈ D1, w1 ∈ D2, . . . , wn−1 ∈ Dn, wn ∈ Ω(t)
)
7→ g(t, x, w1, . . . , wn) ∈ R,

а также измеримая функция t ∈ [a, b] 7→ y(t) ∈ Θ(t).

Рассмотрим дифференциальное уравнение

g
(
t, x(t), ẋ(t), . . . , x(n)(t)

)
= y(t) (4.1)

с начальными условиями

x(a) = γ1, ẋ(a) = γ2, . . . , x(n−1)(a) = γn (4.2)

и дополнительным ограничением на старшую n -ую производную искомой функции

x(n)(t) ∈ Ω(t), t ∈ [a, b], i = 1, n. (4.3)

Сделаем «стандартную» замену переменных, обозначив

x1 = x, x2 = ẋ, . . . , xn = x(n−1).

Относительно новых неизвестных уравнение (4.1) превращается в систему
ẋ1 − x2 = 0,
...
ẋn−1 − xn = 0,

g(t, x1, . . . , xn, ẋn) = y(t).

(4.4)

Если определить функцию

(
t ∈ [a, b], x ∈ D, u1 ∈ D2, . . . , un−1 ∈ Dn, un ∈ Ω(t)

)
7→ f(t, x, u) =


−x2 + u1

...
−xn + un−1
g(t, x, un)


и обозначить

y1(t) ≡ 0, . . . , yn−1(t) ≡ 0, yn(t) = y(t),

Ω1(t) ≡ R, . . . , Ωn−1(t) ≡ R, Ωn(t) = Ω(t),

Θ1(t) ≡ {0}, . . . , Θn−1(t) ≡ {0}, Θn(t) = Θ(t),
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то становится очевидным, что задача Коши (4.1), (4.2), (4.3) для рассматриваемого урав-
нения n -го порядка представима в виде задачи Коши (3.1), (3.2), (3.3) для системы урав-
нений первого порядка, которая рассматривалась в секции 3. Это позволяет применить к
исследованию задачи (4.1), (4.2), (4.3) теорему 3.1 и следствие 3.1.

Пусть заданы числа 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞. Будем предполагать, что имеет место включе-
ние ρR

(
Ω(·)

)
∈ Lp1([a, b],R). Зададим некоторую функцию ω ∈ Lp1([a, b],Ω) и определим

функцию η(·) = g
(
·, γ1, . . . , γn, ω(·)

)
. Если p1i 6= ∞, то относительно функции g будем

предполагать, что для некоторого λ ∈ R при почти всех t ∈ [a, b] и любых w ∈ Ω(t)

выполнено неравенство ∣∣g(t, γ1, . . . , γn, w)− η(t)
∣∣ ≤ λ|w|p1/p2 .

Если p1 = ∞, то будем предполагать, что для любого r > 0 существует такая функция
ζr ∈ L∞([a, b],R), что для всех |w| ≤ r выполнено неравенство∣∣g(t, γ1, . . . , γn, w)− η(t)

∣∣ ≤ ζr(t).

Определим пространство ACn
p1

(
[a, b],Ω

)
таких n раз дифференцируемых функций

x : [a, b]→ R, что (n − 1) -ая производная является абсолютно непрерывной функцией, а
для n -й производной выполнено x(n) ∈ Lp1([a, b],Ω). Локальным решением задачи (4.1),
(4.2), (4.3) будем называть функцию x ∈ ACn

p1
([a, a+ τ ],Ω), удовлетворяющую при почти

всех t ∈ [a, a+ τ ] уравнению (4.1), а также начальному условию (4.2).
Применяя к задаче (4.4), (3.2), (3.3) следствие 3.1, получаем следующее утверждение

о задаче Коши (4.1), (4.2), (4.3) для уравнения n -го порядка.

Теорема 4.1. Пусть существуют такие α > 0 и βj ≥ 0, j = 1, n, что для почти
всех t ∈ [a, b] выполнены условия:

для любых x ∈ D1, u1 ∈ D2, . . . , un−1 ∈ Dn отображение g(t, x, ·) : Ω(t) → R явля-
ется α -накрывающим множество Θ(t);

для любого un ∈ Ω(t) отображение g(t, ·, w) : D → R является липшицевым по каж-
дой компоненте x ∈ D1, u1 ∈ D2, . . . un−1 ∈ Dn второго аргумента с коэффициентом
β1, β2, . . . , βn, соответственно.

Тогда для любого y ∈ Wp2

(
η, [a, b],Θ

)
существует τ ∈ (0, b − a] и существует опре-

деленное на [a, a+ τ ] решение x ∈ ACn
p1

([a, a+ τ ],Ω) задачи Коши (4.1), (4.2), (4.3).

Проиллюстрируем применение теоремы 4.1 к исследованию конкретных уравнений.

П р и м е р 4.1. Рассмотрим задачу

1

t

∣∣ẍ(t)− 1
∣∣+ ẋ2(t) exp x(t) = y(t), ẍ(t) ∈ [0, 2], t ∈ [0, 1], x(0) = 0, ẋ(0) = γ. (4.5)

В принятых выше обозначениях для этой задачи имеем

g(t, x, w1, w2) =
1

t

∣∣w2 − 1
∣∣+ w2

1 exp x, Ω(t) ≡ [0, 2].

Положим Θ(t) =
[
ε, 1

t

]
, t ∈ [0, 1], где ε — любое достаточно малое положительное число.

Выберем функцию w(t) ≡ 0, тогда η(t) = 1
t

∣∣0− 1
∣∣+ 0 exp γ = 1

t
, t ∈ [0, 1]. Выберем также

любые 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞.
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Определенные здесь функция g и многозначные функции Ω,Θ удовлетворяют усло-
виям теоремы 4.1. Следовательно, для любого γ и любой измеримой функции y такой,
что y(t) ∈

[
ε, 1

t

]
и
∫ 1

0

(
1
t
−y(t)

)p2dt <∞, существует τ ∈ (0, 1] и существует определенное
на [0, τ ] решение x ∈ ACp1([0, τ ],Ω) задачи (4.5).
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Аннотация. В работе исследуется интегро-дифференциальное уравнение с интеграль-
ным оператором типа Гаммерштейна следующего вида:

∂tu(t, x) = −τu(t, x, xf) +
∫
R2

ω(x− y)f(u(t, y))dy, t ≥ 0, x ∈ R2.

Данное уравнение формализует динамику распределения электрических потенциалов
u(t, x) в плоской нейронной среде и носит название уравнения нейронного поля. Изу-
чаются решения типа «кольцо», представляющие собой стационарные радиально сим-
метричные решения, отвечающие состоянию активности нейронной среды в некото-
рой области, ограниченной двумя концентрическими окружностями, и состоянию покоя
нейронного поля за пределами данной области. В работе предлагаются условия суще-
ствования решений-колец, а также метод их приближенного численного нахождения.
Используемые подходы основываются на замене в уравнении нейронного поля веро-
ятностной функции f активации нейронов, имеющей сигмоидальную форму, функ-
цией типа Хевисайда. Теоретическая часть работы сопровождается примером, иллю-
стрирующим процедуру исследования решений типа «кольцо» уравнения нейронного
поля, содержащего типично используемую в математической нейробиологии функцию
межнейронной связи, позволяющую учитывать как возбуждающие, так и тормозящие
взаимодействия нейронов. Подобно случаю решений-бампов (стационарных решений
уравнения нейронного поля, отвечающих активации области нейронного поля, пред-
ставляющей собой внутренность некоторой окружности), при высоких значениях поро-
га активации нейронов имеет место одновременное существование двух решений — так
называемых «широкого кольца» и «узкого кольца», сливающихся вместе при критиче-
ском значении порога активации нейронов, при превышении которого решений-колец
не существует.

Ключевые слова: двумерное уравнение нейронного поля, решение типа «кольцо»,
существование решений, приближенное построение решений
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Abstract. The article is devoted to investigation of integro-differential equation with the
Hammerstein integral operator of the following form:

∂tu(t, x) = −τu(t, x, xf) +
∫
R2

ω(x− y)f(u(t, y))dy, t ≥ 0, x ∈ R2.

The equation describes the dynamics of electrical potentials u(t, x) in a planar neural
medium and has the name of neural field equation. We study ring solutions that are represen-
ted by stationary radially symmetric solutions corresponding to the active state of the neural
medium in between two concentric circles and the rest state elsewhere in the neural field.
We suggest conditions of existence of ring solutions as well as a method of their numerical
approximation. The approach used relies on the replacement of the probabilistic neuronal
activation function f that has sigmoidal shape by a Heaviside-type function. The theory is
accompanied by an example illustrating the procedure of investigation of ring solutions of
a neural field equation containing a typically used in the neuroscience community neuronal
connectivity function that allows taking into account both excitatory and inhibitory inter-
neuronal interactions. Similar to the case of bump solutions (i. e. stationary solutions of
neural field equations, which correspond to the activated area in the neural field represented
by the interior of some circle) at a high values of the neuronal activation threshold there
coexist a broad ring and a narrow ring solutions that merge together at the critical value of
the activation threshold, above which there are no ring solutions.
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Введение

В математической нейробиологии большое внимание уделяется изучению стацио-
нарных решений уравнений нейронного поля

∂tu(t, x) = −τu(t, x, xf) +

∫
Ξ

ω(x− y)f(u(t, y))dy,

t ≥ 0, x ∈ Ξ ⊆ Rm,

(0.1)

(см., например, библиографию настоящей работы). В уравнении (0.1) величина u(t, x)

отвечает значению трансмембранного потенциала u нейрона в позиции x нейронного
поля Ξ в момент времени t; τ > 0 задает скорость процессов динамики электриче-
ских потенциалов нейронного поля; функции ω и f определяют вероятностную силу
связи нейронов, зависящую от их удаленности, и вероятность активации f(u) нейро-
на u при трансмембранном потенциале u(t, x), соответственно. В наиболее подробно
исследованном одномерном варианте уравнения (0.1) ( Ξ = R ) функция межнейронной
связи ω стандартно задается четной функцией, положительная ветвь которой являет-
ся линейной комбинацией экспоненциально убывающих функций. Типичные способы
задания функции активации f можно обобщить, например, следующим образом:

f(u) =


0, u < u0,

ϕ(u), u ∈ [u0, u1],

1, u > u1,

(0.2)

где 0 < u0 < u1, а функция ϕ непрерывна, не убывает и удовлетворяет условиям
ϕ(u0) = 0, ϕ(u1) = 1.

В исследовании стационарных решений (0.1) преобладает подход, заключающийся
в замене функции f функцией Хевисайда

H(u) =


0, u < θ,

Hθ ∈ {0, 1/2, 1}, u = θ,

1, u > θ,

(0.3)

где θ ∈ (u0, u1), в предположении того, что из сходимости u1−u0 → 0 должна следовать
сходимость соответствующих решений к решению (0.1) при f = H (см, например,
работы [1, 2] и приведенную в них библиографию). Однако, как было показано в [1, 2],
установление вышеупомянутой сходимости решений достаточно нетривиально и требует
доказательства в каждом рассматриваемом случае.

Для Ξ = R и f = H наиболее изученными являются стационарные симметричные
относительно прямой x = 0 решения (0.1) типов «одиночный бамп» (U1 ) и «двойной
бамп» (W 1 ), обладающие свойствами

U1(x) ≥ θ ⇔ x ∈ [−a, a], a > 0,

и
W 1(x) ≥ θ ⇔ x ∈ [−b,−a] ∪ [a, b], b > a > 0,
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соответственно (см., например, статьи [3–6] и обзор [7]). Исследования решений данных
типов, соответствующих непрерывным функциям активации нейронов типа (0.2), гораз-
до менее многочисленны (см. [8–11]). Среди этих работ следует выделить статьи [10,11],
в которых доказывается, что условие u1 − u0 → 0 обеспечивает сходимость решений
U1 и W 1 уравнения (0.1) к соответствующим решениям (0.1) в случае f = H.

При рассмотрении двумерного варианта уравнения (0.1) (т. е. отвечающего случаю
Ξ = R2 ), функция межнейронной связи ω, как правило, предполагается радиально
симметричной, имеющей в качестве образующей ω(| · |) линейную комбинацию экс-
поненциально убывающих функций. Типично исследуются, соответственно, радиально
симметричные аналоги U2 и W 2 решений U1 и W 1, имеющие названия «бамп» и
«кольцо». Изучению бампов и колец в случае Ξ = R2 и f = H посвящены рабо-
ты [12,13]. Условия существования решений-бампов для функции f вида (0.2), а также
непрерывная зависимость таких решений при переходе от f к H получены в рабо-
тах [14, 15]. Основным объектом настоящего исследования являются стационарные ра-
диально симметричные решения типа «кольцо» двумерных уравнений нейронного поля
(0.1) (Ξ = R2 ). В настоящей работе приводятся условия существования решений-колец
как для функции Хевисайда (0.3), так и для непрерывных функций активации нейро-
нов, а также условия, гарантирующие непрерывный переход между этими решениями
при сходимости u1 − u0 → 0.

1. Основные результаты

Полагая x ∈ R2, имеющим компоненты (r cosα, r sinα), где r ≥ 0, α ∈ [0, 2π),

представим решение-бамп радиуса a > 0 в явном виде следующим образом (см., на-
пример, [12, 15]):

U2(r)=2πa

∞∫
0

ω̂(%)J0(r%)aJ1(a%)
)
d%,

где ω̂ — преобразование Ханкеля функции ω, Jν — функция Бесселя первого рода
порядка ν ( ν ∈ N ). Решение-кольцо в данном случае может быть записано в виде
разности бампа радиуса b > 0 и бампа радиуса a, b > a > 0 (см., например, [13]):

W 2(r)=2π

∞∫
0

ω̂(%)J0(r%)
(
bJ1(b%)−aJ1(a%)

)
d%. (1.1)

Приведем определение решения-кольца, с которым будем работать всюду ниже.

О п р е д е л е н и е 1.1. Зафиксируем θ > 0, b > a > 0. Решением типа «коль-
цо» внешнего радиуса b и внутреннего радиуса a уравнения (0.1) (Ξ = R2 ) назовем
гладкую функцию W 2 : R2 → R), удовлетворяющую уравнению (0.1) при Ξ = R2 и
обладающую следующими свойствами:

• W 2(x) ≡ W 2(|x|), x ∈ R2, x = |x| exp(iα), α ∈ [0, 2π) ;

• W 2(x) = θ, x ∈ {x ∈ R2, |x| = a} ∪ {x ∈ Ξ, |x| = b} ;

• W 2(x) > θ ⇔ a < |x| < b.
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Решение W 2 типа «кольцо» назовем правильным, если W 2′(x) 6= 0 при всех
x ∈ {x ∈ R2, |x| = a} ∪ {x ∈ R2, |x| = b}.

Определим при помощи функции (0.2) семейство функций fi : R→ [0, 1], полагая

fi(u) =


0, u < u0

i ,

ϕ(u), u ∈ [u0
i , u

1
i ],

1, u > u1
i ,

(1.2)

где u0
i ↗ θ ↙ u1

i при i → ∞. Тогда, очевидно, fi → f∞ = H по мере на R. Будем
обозначать соответствующие решения уравнения (0.1) типа «правильное кольцо» через
W 2
i и W 2

∞ (в том случае, если они существуют).
Справедливо следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 1.1. Пусть образующая функция ω(|·|) : [0,∞)→ R радиаль-
но симметричной функции межнейронной связи ω является суммируемой дважды
непрерывно дифференцируемой функцией, такой что

∞∫
0

|ω̂(r)|r2dr <∞. (1.3)

Пусть также имеют место неравенства

∞∫
0

ω̂(r)
(
J0(ξr)J1(ξr) + ξr

2

(
J2

0 (ξr)− 2J2
1 (ξr)− J0(ξr)J2(ξr)

))
dr 6= 0, (1.4)

∞∫
0

ω̂(r)J0(· r)
(
J1(ξr) + ξr

2

(
J0(ξr)− J2(ξr)

))
dr 6≡ 0, (1.5)

при ξ = a, b. Пусть, наконец, выполнено

(1 + X (b)
Y(b)

)X (a)
Y(b)
− X (b)
Y(a)
− X (a)X (b)
Y(a)Y(b)

6= 1, (1.6)

где

X (ξ) =
∞∫
0

ω̂(r)J0(ξ, r)
(
J1(ξr) + ξr

2

(
J0(ξr)− J2(ξr)

))
dr,

Y(ξ) =
∞∫
0

ω̂(r)rJ1(ξr)
(
aJ1(ar)− bJ1(br)

)
dr.

Тогда если существует решение W 2
∞ уравнения (0.1) при Ξ = R2, то найдутся

такие R � b и N ∈ N, что для всех i > N существуют решения W 2
i уравнения

(0.1) при Ξ = {x ∈ R2, |x| ≤ R}. Кроме того, имеет место сходимость max
x∈R2, |x|≤R

|W 2
i (x)−W 2

∞(x)| → 0,

max
x∈R2, |x|≤R

|W 2
i
′
(x)−W 2

∞
′
(x)| → 0,

(1.7)

при i→∞.
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Доказательство данного утверждения основывается на использовании теорем 2.1 и
2.2 работы [14] для исследования решений (в смысле определения 1.1) уравнения (0.1).
Выполнение условий (1.4)–(1.6) и существование решения W 2

∞ проверяются численно.
Гарантируемая соотношениями (1.7) сходимость позволяет трактовать условия пред-

ложения 1 в качестве условий, допускающих приближенное численное отыскание реше-
ний типа «кольцо» уравнения статистической физики (0.1) в случае Ξ = R2.

Проиллюстрируем применение предложения 1, используя следующую типичную
функцию межнейронной связи:

ω(x) =
1

4π
exp(−|x|)− 1

8π
exp(−|x|

2
) (1.8)

(см., например, [6, 12, 13, 15]). Условие существования решения-кольца W 2
∞, имеющего

внешний радиус b и внутренний радиус a, записывается следующим образом [13]:

W 2
∞(b) = W 2

∞(a) = θ, b > a > 0, (1.9)

где W 2
∞(r) имеет вид (1.1). Результат проверки условия (1.9) в случае (1.8) представ-

лен на рис. 1. Подобно случаю решений-бампов (подробнее см. [6, 15]), при высоких

Рис. 1. Значения внутреннего и внешнего радиусов решений-колец, удовлетворяющих (1.9) при за-
данных порогах θ активации функции (0.3). Ветви a1 и b1 отвечают так называемому «широкому
кольцу», ветви a2 и b2 – «узкому кольцу»

значениях порога функции активации наблюдается сосуществование двух решений —
так называемых «широкого» и «узкого» решений-колец. Графики, отражающие зависи-
мость радиальных образующих данных решений от порога θ функции активации (0.3)
и являющихся приближениями соответствующих решений-колец W 2

i при сходимости
u0
i ↗ θ ↙ u1

i ( i→∞ ) в (1.2), представлены на рис. 2 и 3.
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Рис. 2. Профили радиальных образующих «широкого кольца» в зависимости от порога θ функции
активации (0.3)

Рис. 3. Профили радиальных образующих «узкого кольца» в зависимости от порога θ функции акти-
вации (0.3)
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Аннотация. Обсуждается остающийся до сих пор не решенным поставленный в [S. Reich,
Some Fixed Point Problems, Atti Accad. Naz. Lincei Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Natur., 57:8
(1974), 194–198] вопрос о существовании в полном метрическом пространстве X непо-
движной точки обобщенно сжимающего многозначного отображения Φ : X ⇒ X, имею-
щего замкнутые значения Φ(x) ⊂ X при всех x ∈ X. Обобщенное сжатие понимается как
естественное распространение определения Браудера–Красносельского этого свойства на
многозначные отображения:

∀x, u ∈ X h
(
ϕ(x), ϕ(u)

)
≤ η

(
ρ(x, u)

)
,

где функция η : R+ → R+ возрастает, непрерывна справа и для всех d > 0 выполнено
η(d) < d (символом h(·, ·) обозначено расстояние по Хаусдорфу между множествами в
пространстве X). Приводится описание полученных в литературе утверждений, решаю-
щих проблему С. Райха при дополнительных требованиях на обобщенное сжатие Φ. В про-
стейшем случае, когда многозначное обобщенно сжимающее отображение Φ действует в
R, без каких-либо дополнительных условий доказано существование у этого отображения
неподвижной точки.

Ключевые слова: неподвижная точка, обобщенное сжатие, многозначное отображение в
метрическом пространстве, теорема Браудера–Красносельского о неподвижной точке
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Abstract. We discuss the still unresolved question, posed in [S. Reich, Some Fixed Point
Problems, Atti Accad. Naz. Lincei Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Natur., 57:8 (1974), 194–198], of
existence in a complete metric space X of a fixed point for a generalized contracting multivalued
map Φ : X ⇒ X having closed values Φ(x) ⊂ X for all x ∈ X. Generalized contraction is
understood as a natural extension of the Browder–Krasnoselsky definition of this property to
multivalued maps:

∀x, u ∈ X h
(
ϕ(x), ϕ(u)

)
≤ η

(
ρ(x, u)

)
,

where the function η : R+ → R+ is increasing, right continuous, and for all d > 0,

η(d) < d ( h(·, ·) denotes the Hausdorff distance between sets in the space X). We give an
outline of the statements obtained in the literature that solve the S. Reich problem with
additional requirements on the generalized contraction Φ. In the simplest case, when the
multivalued generalized contraction map Φ acts in R, without any additional conditions,
we prove the existence of a fixed point for this map.
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Введение

В 2022 году исполнится 100 лет опубликования С. Банахом [1] теоремы существования
в полном метрическом пространстве неподвижной точки сжимающего оператора (данный
результат был получен С. Банахом двумя годами раньше в его диссертации). Эта теорема,
получившая название принципа Банаха, остается одним из самых широко используемых в
различных разделах математики инструментов анализа, продолжает являться источником
многочисленных исследований (см., например, работу [2] о связи полноты метрического и
обобщенно метрических пространств с существованием в них неподвижной точки сжатий,
а также работы из обширного списка литературы к этой статье).

Напомним, что отображение ϕ метрического пространства (X, ρ) называют сжатием,
если существует β ∈ [0, 1) такое, что при всех x, u ∈ X выполнено неравенство

ρ
(
ϕ(x), ϕ(u)

)
≤ βρ(x, u), (0.1)

отображение ϕ в этом случае также называют β -сжимающим или β -сжатием. Согласно
принципу Банаха всякое β -сжатие ϕ полного метрического пространства имеет един-
ственную неподвижную точку — элемент ξ ∈ X такой, что

ξ = ϕ(ξ),

к этой точке сходятся итерации xi+1 = ϕ(xi) с любым начальным элементом x0, и вы-
полнено неравенство

ρ(x0, ξ) ≤
1

1− β
ρ
(
x0, ϕ(x0)

)
. (0.2)

Многозначный аналог этого утверждения получен в 1969 г. С.Б. Надлером (см. [3]).
Многозначное отображение Φ : X ⇒ X называют β -сжатием, β ∈ [0, 1), если при всех
x, u ∈ X выполнено неравенство

h
(
Φ(x),Φ(u)

)
≤ βρ(x, u), (0.3)

где символом h(·, ·) обозначено расстояние по Хаусдорфу между множествами в X. Для
β -сжимающего многозначного отображения Φ полного метрического пространства X и
такого, что множество Φ(x) ⊂ X замкнуто при любом x ∈ X, теорема Надлера утвержда-
ет существование неподвижной точки — элемента ξ ∈ X, удовлетворяющего включению

ξ ∈ Φ(ξ).

Более того, для любого x0 ∈ X и любого ε > 0 может быть определена последователь-
ность итераций xi+1 ∈ Φ(xi), которая сходится к некоторой неподвижной точке ξ, причем

ρ(x0, ξ) ≤
1 + ε

1− β
dist

(
x0,Φ(x0)

)
, (0.4)

где dist(·, ·) — расстояние от точки до множества, определяемое формулой

∀x ∈ X ∀U ⊂ X dist(x, U) = inf
u∈U

ρ(x, u).

Если значения многозначного отображения компактны, то оценка (0.4) справедлива при
ε = 0. В отличие от однозначных отображений, многозначные отображения могут иметь
более одной неподвижной точки (см. утверждения о мощности множества неподвижных
точек и точек совпадения в [4], а также [5, теорема 2.1.3]).
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1. Некоторые обобщения теоремы Банаха и теоремы Надлера

Несмотря на то, что теорема Банаха известна уже 100 лет, а теорема Надлера — бо-
лее 50 лет, не утихают попытки исследователей усилить и обобщить эти утверждения,
ослабить предположения сжатия или аксиомы метрики. Содержательные результаты по
теории неподвижной точки можно найти в монографии [6]); этой тематике целиком по-
священы несколько известных научных журналов, в том числе: Journal of Fixed Point
Theory and Applications (см. сайт), Fixed Point Theory (см. сайт), Fixed Point Theory And
Algorithms For Sciences And Engineering — Fixed Point Theory And Applications до 2020
года (см. сайт). Коротко остановимся только на работах, имеющих непосредственное от-
ношение к рассматриваемой здесь задаче об обобщенном сжатии.

Среди многочисленных распространений теорем Банаха и и Надлера на пространства
с «ослабленными» метриками выделим статьи [7–10]), в которых исследовались сжатия
в различных классах квазиметрических пространств, и работу [11], в которой получены
аналоги теорем Банаха и Надлера в пространствах с векторными метриками и (см. также
библиографии перечисленных здесь работ).

Многочисленные работы посвящены вопросу о существовании неподвижных точек при
менее ограничительных, чем (0.1) и (0.3) условиях сжатия (см., например, [6, 12, 13]). Об-
судим некоторые обобщения свойства сжатия. Для однозначных отображений наиболее
известны результаты, полученные Ф.Э. Браудером [12] и в 1969 г. М.А. Красносель-
ским [13, теорема 3.4]. Отображение ϕ : X → X называется обобщенным сжатием по
Браудеру, если

∀x, u ∈ X ρ
(
ϕ(x), ϕ(u)

)
≤ η

(
ρ(x, u)

)
,

где функция η : R+ → R+ (здесь и ниже R+ = [0,∞) ) удовлетворяет условию
(B) функция η возрастает, непрерывна справа и при всех d > 0 выполнено η(d) < d.

Отображение ϕ : X → X называется обобщенным сжатием по Красносельскому, если для
некоторой функции γ : (0,∞)× (0,∞)→ [0, 1) справедливо соотношение

∀R′ ≥ R > 0 ∀x, u ∈ X R ≤ ρ(x, u) ≤ R′ ⇒ ρ
(
ϕ(x), ϕ(u)

)
≤ γ(R,R′)ρ(x, u).

Определенные таким образом обобщенные сжатия согласно теоремам Браудера и Крас-
носельского имеют единственную неподвижную точку, и к ней сходятся итерации с лю-
бым начальным элементом. В [14, теорема 8] показано, что понятия обобщенного сжатия
Браудера и Красносельского эквивалентны, а соответствующие теоремы о существовании
неподвижной точки равносильны. Примерно одновременно с работами Ф.Э. Браудера и
М.А. Красносельского аналогичную теорему о неподвижной точке обобщенного сжатия
получили Д.В. Бойд и Дж.С.В. Вонг в [15].

Отметим, что в этих утверждениях не была предъявлена оценка отклонения непо-
движной точки от произвольного x0 ∈ X. Соответствующая оценка, совпадающая для
«классического» сжатия с неравенством (0.2), получена в [16]. Распространению теорем
Браудера и Красносельского на пространства с обобщенными метриками посвящены ра-
боты [17–19]. Теорема об обобщенном сжатии в f -квазиметрических пространствах, т. е.
в пространствах с наименее ограничительными требованиями на расстояние, получена
в [18].

Проблема распространения теорем об обобщенных сжатиях на многозначные отобра-
жения метрических пространств была рассмотрена С. Райхом в работах [20–22]. Много-

https://www.springer.com/journal/11784/?error=cookies_not_supported&code=9c471d71-675e-4ecf-a883-f604090fc940
http://www.math.ubbcluj.ro/~nodeacj/sfptcj.htm
https://fixedpointtheoryandapplications.springeropen.com/
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значное отображение Φ : X ⇒ X называется обобщенным сжатием, если

∀x, u ∈ X h
(
ϕ(x), ϕ(u)

)
≤ η

(
ρ(x, u)

)
,

где функция η : R+ → R+ удовлетворяет условию (B). В [20] показано, что если обоб-
щенно сжимающее многозначное отображение Φ полного метрического пространства X

имеет компактные значения Φ(x) при любом x ∈ X, то неподвижная точка существует.
В [21, 22] С. Райхом поставлен вопрос о существовании неподвижной точки отображения
Φ, если его значения замкнуты. В [23] существование неподвижной точки замкнутознач-
ного отображения доказано при дополнительном условии на функцию η, в [24] также
используются более обременительные условия на функцию η, а значения Φ(x) предпола-
гаются замкнутыми и ограниченными. Полностью данная проблема до сих пор не решена,
т.е. в общем случае не доказана и не опровергнута гипотеза о существовании в полном
метрическом пространстве неподвижной точки обобщенно сжимающего отображения с
замкнутыми значениями.

Ниже дается положительный ответ на вопрос, поставленный С. Райхом, в простейшей
ситуации, когда X = R, но без дополнительных ограничений на функцию η и для случая
замкнутости значений многозначного отображения. Также целью данной статьи является
привлечение исследователей к решению задачи об обобщенном многозначном сжатии в
общей постановке.

2. Существование неподвижной точки обобщенно сжимающего
многозначного отображения в R

Приведем вначале необходимое для исследования одно простое свойство функций
η : R+ → R+, удовлетворяющих условию (B) (уточним, что в этом условии возраста-
ние понимается в широком смысле: η(d) ≥ η(r) при d > r ). Обозначим через CR(R+)

совокупность таких функций.

С в о й с т в о 2.1. Для произвольной функции η ∈ CR(R+) и любых R′ ≥ R > 0

существует неотрицательное β < 1, при котором для всех r ∈ [R,R′] справедливо
неравенство

η(r)

r
≤ β.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть утверждение не верно. Тогда для некоторой последо-
вательности {ri} ⊂ [R,R′] выполнено

η(ri)

ri
>
i− 1

i
.

Из этой последовательности можно извлечь сходящуюся монотонную подпоследователь-
ность, которую обозначим как и исходную последовательность {ri}. Пусть эта последо-
вательность возрастает и сходится к r. Тогда в силу возрастания функции η имеем

η(r)

r
≥ η(ri)

r
=
η(ri)

ri

ri
r
>
i− 1

i

ri
r
⇒ η(r)

r
≥ 1,

что противоречит неравенству η(r) < r. Теперь пусть последовательность {ri} убывает
и сходится к r. Тогда в силу непрерывности справа функции η имеем

η(r)

r
= lim

i→∞

η(ri)

ri
= 1.
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Снова получено противоречие с условием η(r) < r. �

Пусть задано многозначное отображение Φ : R ⇒ R. Предполагаем, что при любом
x ∈ R множество Φ(x) ⊂ R не пусто и замкнуто.

О п р е д е л е н и е 2.1. Отображение Φ : R ⇒ R называют обобщенно сжимающим
(или обобщенным сжатием), если существует функция η ∈ CR(R+) такая, что

∀x, y ∈ R h
(
Φ(x),Φ(y)

)
≤ η

(
|x− y|

)
([здесь через h(·, ·) обозначено расстояние по Хаусдорфу в R ).

Теорема 2.1. Пусть отображение Φ : R ⇒ R является обобщенным сжатием.
Тогда это отображение имеет неподвижную точку.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем предполагать, что Φ не имеет неподвижной точки.
Определим для каждого x ∈ R

ϕ∗(x) = sup{y ∈ Φ(x) | y < x}, ϕ∗(x) = inf{y ∈ Φ(x) | y > x}.

Очевидно, при любом x ∈ R выполнено −∞ ≤ ϕ∗(x) < x < ϕ∗(x) ≤ ∞, по крайней мере,
одно из значений ϕ∗(x), ϕ∗(x) конечно и

ϕ∗(x) > −∞ ⇒ ϕ∗(x) ∈ Φ(x), ϕ∗(x) <∞ ⇒ ϕ∗(x) ∈ Φ(x).

Далее мы рассмотрим отображения ϕ∗, ϕ
∗ : R → [−∞,∞] и из предположения, что

Φ не имеет неподвижной точки, установим свойства этих отображений, противоречащие
определению значений ϕ∗(x), ϕ∗(x).

Обозначим R = [−∞,∞] и определим на R «обычное» расстояние ρ(x, y) = |y − x|,
где операции с символами −∞,∞ определены соотношениями

∀x ∈ R −∞− x = −∞, ∞− x =∞, x−∞ = −∞,
∞− (−∞) =∞, −∞−∞ = −∞, −∞− (−∞) = 0, ∞−∞ = 0, | −∞| =∞.

Вначале покажем, что отображения ϕ∗, ϕ
∗ : R → R непрерывны. Для произвольного

x ∈ R положим
δ∗(x) =

ϕ∗(x)− x
2

.

Для любых δ ∈ (0, δ∗(x)], u ∈ (x, x + δ] выполнено h(Φ(u),Φ(x)) ≤ η(δ) < δ. Следова-
тельно множество Φ(u) должно содержать по крайней мере одну точку y∗ такую, что
|y∗ − ϕ∗(x)| ≤ η(δ), и для этой точки выполнено

y∗ ≤ ϕ∗(x) + η(δ) < x+ η(δ) < x+ δ ≤ u.

Далее, множество Φ(u) должно содержать по крайней мере одну точку y∗ такую, что
|y∗ − ϕ∗(x)| ≤ η(δ), и для этой точки выполнено

y∗ ≥ ϕ∗(x)− η(δ) > ϕ∗(x)− δ ≥ ϕ∗(x)− δ∗(x) = x+ δ∗(x) ≥ u.

Очевидно, что в множестве Φ(u) нет точек из интервала
(
ϕ∗(x)+η(δ), ϕ∗(x)−η(δ)

)
. Таким

образом, установлено, что

|ϕ∗(u)− ϕ∗(x)| ≤ η(δ), |ϕ∗(u)− ϕ∗(x)| ≤ η(δ). (2.1)
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Если теперь определить

δ∗(x) =
x− ϕ∗(x)

2
,

то аналогично устанавливается, что для любых δ ∈ (0, δ∗(x)], u ∈ [x− δ, x) выполнено

|ϕ∗(u)− ϕ∗(x)| ≤ η(δ), |ϕ∗(u)− ϕ∗(x)| ≤ η(δ). (2.2)

Если в случае u > x положить δ = u − x, а при u < x положить δ = x − u, то
неравенства (2.1), (2.2) можно записать в виде

x−δ∗(x) ≤ u ≤ x+δ∗(x) ⇒ |ϕ∗(u)−ϕ∗(x)| ≤ η(|x−u|), |ϕ∗(u)−ϕ∗(x)| ≤ η(|x−u|). (2.3)

Из неравенств (2.3) прямо следует непрерывность отображений ϕ∗, ϕ
∗ : R→ R.

Сформулируем еще некоторые свойства отображений ϕ∗, ϕ
∗, необходимые для доказа-

тельства. В силу непрерывности этих отображений замечаем, что если в некоторой точке
x0 ∈ R выполнено ϕ∗(x0) =∞, то ϕ∗(x) =∞ при любом x ∈ R, а в случае ϕ∗(x0) = −∞
выполнено ϕ∗(x) = −∞ при любом x ∈ R.

Определим отображения f ∗, f∗ : R→ (0,∞] формулами

f ∗(x) = ϕ∗(x)− x, f∗(x) = x− ϕ∗(x).

Из соотношений (2.3) следует, что отображение f ∗ убывает. Действительно, для любых
x, u таких, что u > x и u− x ≤ δ(x), имеем

f ∗(u)− f ∗(x) = ϕ∗(u)− ϕ∗(x)− (u− x) ≤ η(u− x)− (u− x) < 0.

Аналогично легко проверить, что отображение f∗ возрастает.
Теперь рассмотрим две ситуации:

(I) только одно из отображений ϕ∗, ϕ
∗ принимает конечные значения,

(II) оба отображения ϕ∗ и ϕ∗ конечны.
(I). Пусть только одно из отображений ϕ∗, ϕ

∗ принимает конечные значения. Для
определенности полагаем ϕ∗(x) ≡ −∞ и ϕ∗(x) < ∞ при всех x. В этом случае для
любых x, u ∈ R выполнено

h(Φ(x),Φ(u)) ≥
∣∣ϕ∗(x)− ϕ∗(u)

∣∣.
Поэтому функция ϕ∗ : R→ R является обобщенным сжатием. Согласно теореме Браудэра
эта функция имеет неподвижную точку.

(II). Пусть −∞ < ϕ∗(x) < ϕ∗(x) <∞ при любом x ∈ R. Определим итерации

u0 = 0, ui =
1

2

(
ui−1 + ϕ∗(ui−1)

)
, i = 1, 2, . . . .

Из соотношений
ui − ui−1 =

1

2

(
ϕ∗(ui−1)− ui−1

)
=

1

2
f ∗(ui−1) > 0

следует, что последовательность {ui} возрастает, а последовательность {ui − ui−1} убы-
вает.
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Покажем, что ui−ui−1 → 0 при i→∞. В противном случае, существует c > 0 такое,
что ui − ui−1 ≥ c. В то же время

ui − ui−1 < u1 − u0 =
1

2
f ∗(0).

Определим функцию η : R+ → R+ равенством

η(r) =
1

2

(
r + η(r)

)
.

Функция η непрерывна справа, возрастает и η(r) < r при любом r > 0, т. е. η ∈ CR(R+).

Согласно свойству 2.1 существует β ∈ [0, 1), при котором для всех r ∈ [c, 2−1f ∗(0)] спра-
ведливо неравенство

η(r)

r
≤ β.

В силу соотношений (2.3) получаем

ui − ui−1 =
1

2

(
ui−1 − ui−2 + ϕ∗(ui−1)− ϕ∗(ui−2)

)
≤ 1

2

(
ui−1 − ui−2 + η(ui−1 − ui−2)

)
= η(ui−1 − ui−2) ≤ β(ui−1 − ui−2).

Таким образом,

ui − ui−1 ≤ βi−1(u1 − u0) =
βi−1

2
f ∗(0),

следовательно, ui − ui−1 → 0 при i→∞.
Итак, определена возрастающая последовательность {ui}, для которой ϕ∗(ui)−ui → 0.

Если эта последовательность ограничена, то она сходится ui → u, а вследствие непрерыв-
ности функции ϕ∗ для ее предела выполнено ϕ∗(u) = limi→∞ ϕ

∗(ui) = limi→∞ ui = u.

Пусть последовательность {ui} является неограниченной. В силу ее возрастания по-
следовательность {f∗(ui)} также возрастает. Следовательно, f∗(ui) ≥ f∗(0). Определим
положительные числа

d =
1

2
f∗(0), ε0 = d− η(d).

Существует натуральное i0, при котором выполнено ϕ∗(ui0) − ui0 ≤ ε0. Для аргумента
x = ui0 + d множество Φ(x) должно содержать точку y такую, что

|y − ϕ∗(ui0)| ≤ η(d) (2.4)

(это прямое следствие обобщенного сжатия многозначного отображения Φ ). Из неравен-
ства (2.4) получаем

y ≤ ϕ∗(ui0) + η(d) ≤ ui0 + ε0 + η(d) = ui0 + d = x;

y ≥ ϕ∗(ui0)− η(d) ≥ ui0 − η(d) = ui0 + d− d− η(d) = x− d− η(d) = x− 2d− ε0.

Следовательно, для некоторого y ∈ Φ(x) выполнено

x ≥ y > x− f∗(0) ≥ x− f∗(x) = ϕ∗(x),

но существование такого y противоречит определению значения ϕ∗(x). �
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1. Знакоопределенность функций Грина

Пусть L(0, l) — пространство интегрируемых на [0, l] по Лебегу функций. Определим
функционально-дифференциальный оператор (символ := означает равно по определению)

равенством Lu(x) := u(n)(x) −
l∫
0

u(s)dsr(x, s), n ≥ 3. Пусть Qu(x) :=
l∫
0

u(s)dsr(x, s),

x ∈ [0, l]. Функцию r(x, ·) считаем неубывающей при почти всех x ∈ [0, l], r(x, 0) = 0,

r(·, l) ∈ L([0, l]). Поэтому L = L0 − Q, где L0u := u(n), Q — положительный в обычном
смысле оператор. Оператор L будем рассматривать в пространстве ACn−1 функций, име-
ющих абсолютно непрерывную на [0, l] производную u(n−1), с обычной нормой. Решение
задачи о знакоопределенности функции Грина (n− k, k) -задачи для уравнения Lu = f с
краевыми условиями

u(0) = u′(0) = · · · = u(n−k−1)(0) = 0, u(l) = u′(l) = · · · = u(k−1)(l) = 0. (1.1)

( 0 < k < n ) существенно зависит от знака оператора Q. В простом случае получаем
классическую схему, заключающуюся в следующем. Краевая задача Lu = f, Bu = α,

где L = L0 − Q базируется на краевой задаче L0u = z, Bu = α. Ее решение имеет вид
u = G0z +Uα, и исходная задача преобразуется к уравнению z −QG0z = QUα+ f. Если
G0 положителен, то и QG0 положителен. В этом случае условие r(QG0) < 1 становится
необходимым и достаточным условием положительности оператора Грина G. В случае
отрицательности G0 ситуация сложней.

Пусть G0(x, s) — функция Грина задачи с условиями (1.1) для уравнения u(n) = z, т. е.
ее решение имеет вид u(x) =

∫ l
0
G0(x, s)z(s) ds. Из интерполяционной формулы следует,

что (−1)kG0(x, s) > 0 внутри квадрата 0 < x, s < l. Этого же мы ожидаем от функции
Грина задачи с краевыми условиями (1.1) для уравнения Lu = f.

Считаем k нечетным. Поэтому речь пойдет об отрицательности функции Грина.
Краевые условия (1.1) могут быть записаны в виде Bku = 0 с помощью вектор-

функционала с верхним индексом k (который не является показателем степени, конечно)

Bku := (u(0), u′(0), . . . , u(n−k−1)(0), u(l),−u′(l), u′′(l), . . . , (−1)k−1u(k−1)(l)).

Решение однородной задачи u(n) = 0, Bu = α ≥6≡ 0 (неравенство понимается покомпо-
нентно) строго положительно в (0, l). Это решение — полином степени не выше n − 1.

Неоднородная краевая задача примет вид

Lu = f, Bku = α. (1.2)

Основной целью настоящей статьи является установление теоремы 4.1. С помощью
оценки характеристических чисел она позволяет находить эффективные условия отрица-
тельности функции Грина. В частном случае k = 1 это утверждение получено в [1].

2. Оценка спектрального радиуса положительного компактного оператора

Наш основной инструмент — уравнение с положительным компактным оператором.
Понятия в данной секции хорошо известны (см., например, книгу [2]). Пусть K почти
воспроизводящий конус (конус K называется почти воспроизводящим, если замыкание
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его линейной оболочки совпадает со всем пространством E ) в пространстве Банаха E,

и A : E → E — линейный компактный оператор, положительный относительно K, т. е.
AK ⊂ K. Пусть r(A) — спектральный радиус оператора A.

Теорема 2.1 (М. Крейн, М. Рутман [3]). Если спектр A содержит точки, отличные
от нуля, то r = r(A) является собственным числом оператора A и его сопряженно-
го. Оператор A имеет положительный собственный вектор v0 ∈ K, Av0 = rv0, и
сопряженный A∗ имеет положительный собственный вектор ψ ∈ K∗, A∗ψ = rψ.

О п р е д е л е н и е 2.1. Оператор A : E → E называется u0 -ограниченным сверху,
если для любого x ∈ E существует β > 0 такое, что Ax ≤ βu0.

Нам потребуется простая лемма [4]:

Лемма 2.1. Пусть A является u0 -ограниченным сверху, где u0 ∈ K, и существует
v ∈ K, удовлетворяющий неравенству v − Av ≥ γu0 для некоторого γ > 0. Тогда
r(A) < 1.

3. Двухточечные и трехточечная задача в классическом случае

3.1. Классическая двухточечная

Мы изучаем задачу (1.2) при нечетном k. Нам потребуется эта же задача как вспо-
могательная при четном значении k, которое будем обозначать другой буквой m, чтобы
избежать недоразумений.

Lu = f, Bmu = α. (3.1)

Для четного m проходит классическая схема. Эта задача изучена в [5], причем в сингу-
лярном случае. Здесь мы кратко приводим основные утверждения, которые потребуются
для исследования основной задачи (1.2).

Особые ситуации — псевдо-задачи Коши — возникают в случаях m = 0 и m = n. Это
уже не двухточечные задачи. Называем их псевдо-задачами, так как в случае произволь-
ного отклонения аргумента нельзя априори гарантировать их однозначную разрешимость.

Неотрицательность функции Грина эквивалентна неотрицательности решения задачи
(1.2) для f ≥ 0 и α = 0. Естественно рассмотреть и ненулевые краевые условия α.

О п р е д е л е н и е 3.1. Назовем задачу (3.1) положительно разрешимой, если из
f ≥ 0, α ≥ 0 следует u ≥ 0.

З а м е ч а н и е 3.1. Неравенства для функций понимаются поточечно, причем для
измеримых почти всюду, а для конечномерных векторов покомпонентно. Конечно, это
частные случаи неравенств относительно конусов.

3.1.1 Базисная задача

Решение задачи u(n) = z, Bmu = α имеет вид

u = Hmz + V α, (3.2)

(m — верхний индекс, не степень), где Hmz(x) =
∫ l
0
Hm(x, s)z(s) ds — решение задачи

{u(n) = z, Bmu = 0}, V α(x) — решение задачи {u(n) = 0, Bmu = α} (т. е. полином).
Пусть u0(x) := xn−m(l − x)m.
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Лемма 3.1. Пусть u = Hmz, причем z ≥6≡ 0. Тогда

1. если 0 < m < n, то u(x) ≥ εu0(x), x ∈ [0, l], для некоторого ε > 0,

2. если m = 0, то u(i)(x) ≥ 0, i = 0, . . . , n− 1, x ∈ [0, l],

3. если m = n, то (−1)iu(i)(x) ≥ 0, i = 0, . . . , n− 1, x ∈ [0, l].

Лемма 3.2. Пусть u = V α, α ≥6≡ 0. Тогда для некоторого ε > 0

1. в случае 0 < m < n : u(x) ≥ εu0(x),

2. если m = 0, то u(x) ≥ εxn−1,

3. если m = n, то u(x) ≥ ε(l − x)n−1.

3.1.2 Положительная разрешимость

Подставляя (3.2) в (3.1), получим

z −QHmz = QV α + f.

Оператор K := QHm интегральный с ядром

K(x, s) :=

∫ l

0

Hm(t, s)dtr(x, t).

Действительно, QHm(x) =
∫ l
0
dtr(x, t)

∫ l
0
Hm(t, s)z(s) ds =

∫ l
0
K(x, s)z(s) ds.

Пусть r(K) — спектральный радиус оператора K.

Лемма 3.3. Пусть r(QHm) < 1. Тогда (3.1) положительно разрешима, причем, если
(f, α) ≥6≡ (0, 0), то

1. если 0 < m < n, то u(x) ≥ εxn−m(l − x)m для некоторого ε > 0.

2. если m = 0 и α ≥6≡ 0, то u(x) ≥ εxn−1,

3. если m = n, и α ≥6≡ 0, то u(x) ≥ ε(l − x)n−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение (3.1) есть u = Hmz + V α, где

z = (I −QHm)−1(f +QV α).

По лемме 3.2 QV α ≥ 0. Поэтому z ≥ f. Теперь ссылаемся на леммы 3.1 и 3.2.

З а м е ч а н и е 3.2. В условиях леммы 3.3 в случае α 6= 0 решение u имеет в точках
0 и l не более n− 1 нулей (считая нули вместе с кратностями).
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3.1.3 Характеристические числа

Однородная задача с параметром λ

u(n) − λQu = 0, Bmu = 0 (3.3)

сводится, как и задача (3.1), к уравнению

z − λQHmz = 0. (3.4)

Наименьшее положительное значение λ, при котором задача (3.3) имеет нетривиальное
решение, обозначим через λm (m — верхний индекс, не степень). Если таких чисел нет,
то по определению λm = +∞. Отрицательные значения λ оставим без внимания.

Следствие 3.1. λm = 1/r(QHm). При λ = λm задача (3.3) имеет нетривиальное
неотрицательное решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Спектральный радиус оператора λQHm равен λr(QHm).

Отсюда в силу уравнения (3.4) следует первое утверждение. Существование неотрица-
тельного решения следует из теоремы 2.1.

3.1.4 Теоремы о дифференциальных неравенствах

Эффективные условия положительной разрешимости можно получить, используя тео-
ремы об оценке спектрального радиуса положительного оператора. Инструментом явля-
ется лемма 2.1. Напомним, что m считается четным.

Теорема 3.1. Пусть 0 < m < n, и существует неотрицательное решение нера-
венств Lu = ψ ≥ 0, Bmu = α ≥ 0, (ψ, α) 6= (0, 0). Тогда r(QHm) < 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что спектральные радиусы операторов QHm и
HmQ совпадают. Имеем u(n) = Qu+ ψ = z, u = Hmz + V α,

u−HmQu = Hmψ + V α,

и Hmψ + V α ≥ εu0, где u0(x) = xn−m(l − x)m (леммы 3.1 и 3.2). Так как HmQ u0 -
ограничен сверху, по лемме 2.1 r(HmQ) < 1.

Теорема 3.2. Пусть m = 0 или m = n, и существует неотрицательное решение
неравенств Lu = ψ ≥ 0, Bmu = α ≥6≡ 0. Тогда r(QHm) < 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть m = 0. Имеем, как и в предыдущей теореме,

u−H0Qu = H0ψ + V α.

Так как Lu = ψ ≥ 0, α ≥6≡ 0, то (лемма 3.2) для некоторого ε > 0 правая часть
H0ψ + V α ≥ V α ≥ εxn−1.

Обратимся к лемме 2.1. Так как конус неотрицательных функций является почти вос-
производящим в ACn−1, и оператор H0Q u0 -ограничен сверху, где u0(x) = xn−1, то
r(QH0) < 1.

Случай m = n рассматривается идентично (в силу симметрии).
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3.2. Трехточечная задача

Пусть ξ ∈ (0, l), n ≥ 3, и k < n — нечетно. Рассмотрим BVP

Lu = f, Bξu = 0, (3.5)

где вектор-функционал Bξ определяется равенством

Bξu := (u(0), u′(0), . . . , u(n−k−2)(0), u(ξ), u′(ξ), u(l),−u′(l), u′′(l), . . . , (−1)k−2u(k−2)(l)). (3.6)

Если k = n − 1, группа условий на левом конце отсутствует. Аналогично при k = 1

отсутствует группа условий при x = l.

Пусть Hξ — оператор Грина BVP u(n)=z, Bξu =0, т. е. решение этой задачи u = Hξz.

Лемма 3.4. Пусть u = Hξz, и z ≥6≡ 0. В случае k = 1 предположим дополнительно,
что z 6≡ 0 на [0, ξ], а если k = n − 1, то предположим дополнительно, что z 6≡ 0 на
[ξ, l]. Тогда u(x) ≥ εxn−k−1(x− ξ)2(l − x)k−1, x ∈ [0, l], для некоторого ε > 0.

Отметим, что в крайних случаях k = 1 или k = n − 1, когда на одном из концов
условия пропадают, решение может обращаться тождественно в нуль между оставшимися
нулями даже при z ≥6≡ 0. Подстановка u = Hξz в (3.5) дает

z −QHξz = f. (3.7)

Оператор Kξ := QHξ интегральный с ядром

Kξ(x, s) :=

∫ l

0

Hξ(t, s)dtr(x, t).

Действительно, QHξ(x) =
∫ l
0
dtr(x, t)

∫ l
0
Hξ(t, s)z(s) ds =

∫ l
0
Kξ(x, s)z(s) ds. Пусть r(Kξ) —

спектральный радиус оператора Kξ.

Лемма 3.5. Пусть r(Kξ) < 1. Тогда BVP (3.5) имеет единственное решение u(x).

Если f ≥6≡ 0, причем в случае k = 1 имеет место f 6≡ 0 на [0, ξ], а в случае
k = n − 1 неравенство f 6≡ 0 имеет место на [ξ, l], то для некоторого ε > 0,

u(x) ≥ εxn−k−1(x− ξ)2(l − x)k−1, x ∈ [0, l].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение (3.5) есть u = Hξz, где z = (I −Kξ)
−1f (см. урав-

нение (3.7)). Поэтому z ≥ f. Теперь ссылаемся на лемму 3.4.

З а м е ч а н и е 3.3. Если задача (3.5) однозначно разрешима при любом ξ ∈ (0, l),

то всякое нетривиальное решение Lu = 0, имеющее (n − k − 1) -кратный нуль в точке
x = 0 и (k−1) -кратный нуль в точке x = l, не может иметь кратных нулей при 0 < x < l.

Действительно, в противном случае имеем ненулевое решение однородной задачи (3.5).

Однородная задача с параметром λ

u(n) − λQu = 0, Bξu = 0 (3.8)

сводится к уравнению
z − λQHξz = 0. (3.9)

Наименьшее положительное значение λ, при котором задача (3.8) имеет нетривиаль-
ное решение, обозначим через λξ. Если таких чисел нет, то по определению λξ = +∞.
Опираясь на уравнение (3.9), получаем

Следствие 3.2. λξ = 1/r(QHξ). При λ = λξ задача (3.8) имеет нетривиальное
неотрицательное решение.
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3.3. Сравнение характеристических чисел

Лемма 3.6. При любом ξ ∈ (0, l) справедливо λξ ≥ min{λk−1, λk+1}.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что λξ < λk−1 и λξ < λk+1. В дальнейшем

для простоты будем считать, что λξ = 1. В таком случае в силу следствия 3.2 существует
неотрицательное нетривиальное решение Lu = 0, Bξu = 0. Рассмотрим два решения u1
и u2 уравнения Lu = 0, оба удовлетворяющие условиям

u(0) = · · · = u(n−k−2)(0) = 0, u(l) = · · · = u(k−2)(l) = 0, (3.10)

а также u
(n−k−1)
1 (0) = 1, u

(n−k)
1 (0) = 0, u

(n−k−1)
2 (0) = 0, u

(n−k)
2 (0) = 1. В силу леммы 3.3

(при m = k− 1 ) оба решения положительны на (0, l), причем u
(k−1)
1 (l) > 0, u

(k−1)
2 (l) > 0.

Любое нетривиальное решение уравнение Lu = 0 с точностью до множителя рав-
но u = u1 + Cu2. При некотором C = C1 будет u(k−1)(l) = 0. Тогда u(k)(l) 6= 0, так
как в противном случае это решение было бы тривиальным решением задачи Lu = 0,

Bk+1u = 0. Это решение u(x) сохраняет знак (положительно) на (0, l) в силу леммы 3.3
при m = k + 1.

При C > C1 решение тоже положительно, а при C < C1 решение меняет знак. Эти три
случая противоречат свойствам нетривиального решения задачи Lu = 0, Bξu = 0.

4. Основная задача

Для задачи (1.2) положительная разрешимость может не иметь места даже при зна-
коопределенной функции Грина. В то же время удобно использовать суженное понятие
положительной разрешимости, как будет видно из дальнейшего. Пусть E ⊂ ACn−1 —
множество функций, удовлетворяющих условиям (3.10).

О п р е д е л е н и е 4.1. Назовем задачу (3.1) E -положительно разрешимой, если из
f ≤ 0, α ≥ 0, u ∈ E следует u ≥ 0.

Собственно, только на множестве E будем рассматривать задачу (1.2).
Нам будет нужна неполная неосцилляция в интервале [0, l].

О п р е д е л е н и е 4.2. Уравнение Lu = 0 является E -неосцилляционным в интер-
вале [0, l], если любое его решение из E имеет не более n − 1 нулей в интервале [0, l],

считая кратные нули столько раз, какова их кратность.

З а м е ч а н и е 4.1. Так как решение u ∈ E уже имеет n− 2 нулей, считая кратно-
сти, оно может иметь только один простой нуль в (0, l). В этом случае, сумма кратностей
нулей в точках 0 и l равна n− 2.

Основной целью настоящей статьи является установление следующей теоремы.

Теорема 4.1. Эквивалентны следующие утверждения.

1. Задача (1.2) E -положительно разрешима, причем если (f, α)≥(0, 0), u ∈ E, u 6≡ 0,

то u(x) ≥ εxn−k(l − x)k для некоторого ε > 0.

2. Уравнение Lu = 0 E -неосцилляционно на [0, l].

3. λk−1 > 1 и λk+1 > 1.

Третье условие является критерием положительной разрешимости задачи (1.2). Оно
эффективно проверяется с помощью теорем о дифференциальных неравенствах 3.1, 3.2.



390 С.М. Лабовский

4.1. Доказательство необходимости

Мы здесь противопоставляем условия 1 и 2 условию 3.

Теорема 4.2. Пусть задача (1.2) является E -положительно разрешимой, причем
если (f, α) ≥ (0, 0), u ∈ E, u 6≡ 0, то u(x) ≥ εxn−k(l − x)k для некоторого ε > 0. Тогда
λk−1 > 1 и λk+1 > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу симметрии задачи достаточно доказать одно из нера-
венств, например, λk+1 > 1. Пусть u — решение задачи

Lu = 0, u(0) = . . . = u(n−k−2)(0) = 0, u(n−k−1)(0) = 1, u(l) = . . . = u(k−1)(l) = 0.

Это решение положительно на (0, l), и (−1)ku(k)(l) > 0 (по условию).
Если k < n− 1, т. е. n− k ≥ 2, то по теореме 3.1 для m = k+1 имеем r(QHk+1) < 1.

В случае k = n− 1 ссылаемся на теорему 3.2.

Теорема 4.3. Пусть уравнение Lu = 0 является E -неосцилляционным на [0, l].

Тогда r(QHk−1) < 1 и r(QHk+1) < 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. E -неосцилляция влечет однозначную разрешимость задачи
(3.1) при m = k − 1 и m = k + 1, так как нетривиальное решение этой задачи имеет n

нулей.
Сначала предположим, что 2 ≤ k ≤ n− 2. Пусть u — решение задачи Lu = 0, u ∈ E,

u(n−k−1)(0) = 0, u(n−k)(0) = 1. По предположению u не имеет нулей в (0, l). По теореме
3.1 r(QHk−1) < 1.

Аналогично, пусть теперь u — решение Lu = 0, u ∈ E, u(k−1)(l) = 0, u(k)(l) = −1.
По предположению u не имеет нулей в (0, l). По теореме 3.1 r(QHk+1) < 1.

Случаи k = 1 и k = n−1 рассматриваются аналогично с применением теоремы 3.2.

4.2. Достаточность

Однозначную разрешимость гарантирует одно из неравенств λk−1 > 1 или λk+1 > 1.

Лемма 4.1. Пусть λk−1 > 1 или λk+1 > 1. Тогда задача (1.2) однозначно разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу фредгольмовости достаточно показать, что однород-
ная задача Lu = 0, Bku = 0 имеет только тривиальное решение. Нетривиальное решение
имеет не менее n нулей в точках 0 и l. Однако в силу замечания к лемме 3.3 это невоз-
можно в условиях леммы.

Теорема 4.4 (E -неосцилляция). Если λk−1 > 1 и λk+1 > 1, то любое решение одно-
родного уравнения Lu = 0, удовлетворяющее условиям

u(i)(0) = 0 (i = 0, . . . , n− k − 2), u(j)(l) = 0 (j = 0, . . . , k − 2) (4.1)

имеет не более одного простого нуля в интервале (0, l) (суммарное количество нулей в
[0, l] не больше n− 1, считая кратности).
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u

v

x1 x2

ξ

Рис. 1. К теореме 4.4

Д о к а з а т е л ь с т в о. Соглашение: для краткости ниже в доказательстве рассмат-
риваются только решения Lu = 0, удовлетворяющие (4.1). Пусть u1(x) — решение
(n− k − 1, k + 1) -задачи (3.1) при m = k + 1

Lu = 0, u(k−1)(l) = 0, (−1)ku(k)(l) = −1.

По лемме 3.3 u1(x) < 0, x ∈ (0, l), u
(n−k−1)
1 (0) < 0.

С точностью до множителя любое решение (см. соглашение выше) можно представить
в виде

u(x) = u1(x) + Cu2(x),

где C — константа, и u2(x) — решение (n− k + 1, k − 1) -задачи (3.1) при m = k − 1

Lu = 0, u(n−k−1)(0) = 0, u(n−k)(0) = 1. (4.2)

По лемме 3.3 решение u2(x) > 0 на (0, l), и (−1)k−1u(k−1)2 (l) > 0.

Если C ≤ 0, то u(x) не имеет нулей в (0, l), так как в этом случае u(x) = u1(x) +

Cu2(x) ≤ u1(x) < 0.

Пусть теперь C > 0. Тогда

u(k−1)(l) = u
(k−1)
1 (l) + Cu

(k−1)
2 (l) = Cu

(k−1)
2 (l) > 0,

но u(n−k−1)(0) = u
(n−k−1)
1 (0) < 0. Поэтому u(x) имеет нули в (0, l). Пусть x2 — наиболь-

ший нуль (первый справа) (рис. 1). Этот нуль может быть простой или кратный. Сначала
рассмотрим случай простого нуля, когда u′(x2) > 0. Покажем, что в этом случае нет
других нулей. Предположим, напротив, что они имеются, и x1 < x2 — ближайший к x2.

Пусть v(x) = u(x) +Du2(x), где

D = max
x∈[x1,x2]

(
− u(x)

u2(x)

)
= − u(ξ)

u2(ξ)
, ξ ∈ (x1, x2).

Тогда на [x1, x2] имеем v(x) ≥ 0, поэтому v(x) есть нетривиальное решение задачи Lv=0,

Bξv = 0. А это противоречит λξ > 1 (по лемме 3.6 λξ > 1 ). В случае кратного x2 полагаем
ξ = x2.

Лемма 4.2. Пусть λk−1 > 1, λk+1 > 1, и функция u(x) — решение задачи

Lu = f, Bku = 0. (4.3)

Если f(x) ≥6≡ 0, то u(n−k)(0) < 0 и u(k)(l) > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 4.1 задача (4.3) имеет единственное решение. Оно
является также и ненулевым решением задачи (3.1) при m = k−1, с условиями u ∈ E,
u(n−k)(0) = c. Предположим, что u(n−k)(0) ≥ 0. По лемме 3.3, u(k−1)(l) < 0, что противо-
речит (4.3). Противоречие показывает, что u(n−k)(0) < 0.

Неравенство u(k)(l) > 0 доказывается аналогично.
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Теорема 4.5. Пусть λk−1 > 1, λk+1 > 1. Если f(x) ≥6≡ 0, то задача (4.3) однозначно
разрешима, ее решение отрицательно в (0, l), и u(x) ≤ −εxn−k(l − x)k для некоторого
ε > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u(x) — решение задачи (4.3). По лемме 4.2 u(x) < 0

в окрестностях точек 0 и l.

Предположим, что u(x0) ≥ 0 в некоторой точке x0 ∈ (0, l). Можно считать, что x0
— точка максимума: u(x0) = max{u(x) : x ∈ [0, l]}. Построим неположительное решение
задачи (3.5), т. е. решение, имеющее кратный нуль в некоторой точке ξ ∈ (0, l).

Если u(x0) = 0, то x0 — кратный нуль, так как x0 — точка максимума. В этом случае,
сама u является нужным решением. Если же u(x0) > 0, можно построить неположитель-
ное решение Lu = f с кратным нулем (рис. 2). Пусть v(x) = u(x)− Cu2(x), где u2(x) —
решение задачи (4.2), и

C = max
(0,l)

u(x)

u2(x)
=

u(ξ)

u2(ξ)
, ξ ∈ (0, l).

Этот максимум существует, так как u(l) = 0 и u(x) < 0 в некоторых окрестностях точек
x = 0, x = l.

O ξ

u

v

lx0

Рис. 2. К теореме 4.5

Функция v(x) неположительна, так как

v(x) = u(x)− Cu2(x) = u(x)− u(ξ)

u2(ξ)
u2(x) ≤ u(x)− u(x)

u2(x)
u2(x) = 0.

Итак, v(ξ) = v′(ξ) = 0, и функция v(x) — решение задачи (3.5).
По лемме 3.6 λξ > 1. По лемме 3.5 v(x) ≥ 0. Но это противоречит v(x) ≤ u(x)

и отрицательности u в окрестностях концов интервала. Противоречие показывает, что
u(x) < 0 в (0, l).

Неравенство u(x) < −εxn−k(l − x)k для некоторого ε > 0 следует из леммы 4.2.

Теорема 4.6. Пусть λk−1 > 1, λk+1 > 1. Тогда нетривиальное решение u(x) задачи

Lu = 0, u ∈ E, u(n−k−1)(0) = c1 ≥ 0, u(k−1)(l) = c2 ≥ 0, (c1 + c2 > 0)

положительно на (0, l), и u(x) > εxn−k(l − x)k для некоторого ε > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть два случая: c1=1, c2=0 и c1=0,

c2 = 1. В первом случае

u(x) =
1

u
(n−k)
1 (0)

u1(x),

где u1(x) — решение задачи Lu = 0, u ∈ E, u(k−1)(l) = 0, u(k)(l) = −1. По лемме 3.3
u(x) > 0 в (0, l). Неравенства u(n−k−1)(0) > 0, u(k)(l) < 0 обеспечивают неравенство
u(x) > εxn−k(l − x)k для некоторого ε > 0.
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Во втором случае

u(x) =
1

u
(k−1)
2 (l)

u2(x),

где u2(x) — решение Lu = 0, u ∈ E, u(n−k−1)(0) = 0, u(n−k)(0) = 1. Теперь ссылаемся на
лемму 3.3 и неравенства u(n−k)(0) > 0, u(k−1)(l) > 0.
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пер.:S. M. Labovskĭı, “Positive solutions of linear functional differential equations”, Differential
Equations, 20 (1984), 428–434.

[5] С.М. Лабовский, “О положительных решениях двухточечной краевой задачи для линейно-
го сингулярного функционально-дифференциального уравнения”, Дифференциальные урав-
нения, 24:10 (1988), 1695–1704; англ. пер.:S. M. Labovskĭı, “Positive solutions of a two-
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Аннотация. Рассматривается смешанная по краевым условиям задача для метагармо-
нического уравнения в области, представляющей собой часть кругового цилиндра. Эту
цилиндрическую область с одной стороны ограничивает поверхность общего вида, на ко-
торой заданы условия Коши, т. е. заданы функция и ее нормальная производная. Другая
граница цилиндрической области свободна. На боковой поверхности цилиндрической об-
ласти заданы однородные краевые условия первого рода. Задача некорректно поставлена
и ее приближенное решение, устойчивое к погрешности в данных Коши, построено с при-
менением методов регуляризации. Рассматриваемая задача сведена к интегральному урав-
нению Фредгольма первого рода. На основе решения интегрального уравнения, получен-
ного в виде ряда Фурье по собственным функциям первой краевой задачи для уравнения
Лапласа в круге, построено явное представление точного решения поставленной задачи.
Устойчивое решение интегрального уравнения построено методом регуляризации Тихоно-
ва. В качестве приближенного решения интегрального уравнения рассматривается экстре-
маль функционала Тихонова. На основе этого решения строится приближенное решение
задачи в целом. Приведена теорема сходимости приближенного решения поставленной за-
дачи к точному при стремлении к нулю погрешности в данных Коши и при согласовании
параметра регуляризации с погрешностью в данных. Результаты работы могут быть ис-
пользованы для математической обработки данных тепловидения в ранней диагностике в
медицине.

Ключевые слова: некорректно поставленная задача, метагармоническое уравнение,
функции Бесселя, интегральное уравнение первого рода, метод регуляризации Тихонова
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Введение

В работе рассматривается некорректно поставленная смешанная краевая задача для
метагармонического уравнения в круговом цилиндре с условиями Коши на поверхности
общего вида. Такая задача возникает в медицинской диагностике как задача обработ-
ки термографических данных [1] с целью выявления патологий у пациента, которые мо-
гут быть сопоставлены аномальным стационарным источникам тепла в теплопроводящей
среде со стационарным распределением температуры, удовлетворяющим стационарному
уравнению теплопроводности, т. е. уравнению Лапласа. Учет влияния кровотока приводит
к метагармоническому уравнению [2]. Функция температуры на поверхности тела, реги-
стрируемая как термограмма, дает представление о плотности распределения источников
тепла внутри тела. Как правило, такое представление сильно искажено за счет удален-
ности источников тепла от поверхности исследуемого тела. Уточненную информацию об
источниках можно получить, анализируя распределение температуры вблизи источников,
решая задачу продолжения метагармонической функции с границы в сторону источников
по известной функции и нормальной производной на границе. Следуя работам [3, 4, 5], в
которых решена соответствующая задача для уравнения Лапласа в цилиндрической обла-
сти прямоугольного сечения [3, 4] и в области кругового цилиндра [5], краевая задача для
метагармонического уравнения приведена к линейному интегральному уравнению перво-
го рода, устойчивое решение которого строится на основе метода регуляризации Тихонова
[6]. Рассматриваемая здесь задача аналогична задаче продолжения поля ньютоновского
потенциала с плоской поверхности [7].

1. Постановка задачи

Имеется цилиндрическая область кругового сечения

D(F,H) = {(r, ϕ, z) : 0 < r < a, 0 < ϕ < 2π, F (r, ϕ) < z < H},

ограниченная поверхностью общего вида

S = {(r, ϕ, z) : 0 < r < a, 0 < ϕ < 2π, z = F (r, ϕ) < H}.

В этой области рассмотрим краевую задачу для метагармонического уравнения

∆u(M)− k2u(M) = 0, M ∈ D(F,H), k = const,

u|S = f,

∂u

∂n

∣∣∣
S

= g,

u|r=a = 0,

(1.1)

включающую условия Коши на поверхности S и однородные условия первого рода на
боковой поверхности цилиндра. Граница z = H открыта.

Будем считать, что функции f и g непрерывны на S и обеспечивают существование
решения u ∈ C2(D(F,H))

⋂
C1(D(F,H)).

Смешанная задача (1.1) с условиями Коши некорректно поставлена. Решение задачи
неустойчиво по отношению к погрешности в данных f и g. Получим явное выражение
точного решения задачи в зависимости от точных данных Коши f и g.
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2. Точное решение краевой задачи

Пусть ϕ(M,P ) — функция источника первой краевой задачи для метагармонического
уравнения

∆v(P )− k2v(P ) = −ρ(P ), P ∈ D∞,
v|r=a = 0,

v → 0 при |z| → ∞

в бесконечном круговом цилиндре

D∞ = {(r, ϕ, z) : 0 < r < a, 0 < ϕ < 2π, −∞ < z <∞}.

Функция источника есть сумма фундаментального решения метагармонического уравне-
ния и метагармонической по P функции W (M,P )

ϕ(M,P ) =
exp{−krMP}

4πrMP

+W (M,P ), (2.1)

где rMP — расстояние между точками M и P, и удовлетворяет граничным условиям.
Функция источника (2.1) может быть представлена в виде разложения по собственным
функциям оператора Лапласа в круге радиуса a

ϕ(M,P ) =
1

πa2

∞∑
n=0

∞∑
m=1

εn exp{−knm|zM − zP |}
Jn(µmn

rM
a

)Jn(µmn
rP
a

)

knm[J ′n(µmn )]2
cosn(ϕM − ϕP ),

ε0 = 0.5, εn = 1 при n 6= 0.

Здесь Jn — функция Бесселя, µmn , m = 1, 2, 3, . . . — нули функции Jn, а также введено
обозначение

knm =

√(µmn
a

)2

+ k2. (2.2)

Пусть M ∈ D(F,H) . Применяя формулы Грина в области D(F,H) к функции u(P ) —
решению задачи (1.1) и функции источника ϕ(M,P ), получим

u(M) =

∫
∂D(F,H)

[∂u
∂n

(P )ϕ(M,P )− u(P )
∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP , M ∈ D(F,H). (2.3)

Учитывая однородные граничные условия для ϕ и u на боковой поверхности цилиндри-
ческой области D(F,H), получим

u(M) =

∫
S

[
g(P )ϕ(M,P )− f(P )

∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP

+

∫
Π(H)

[∂u
∂n

(P )ϕ(M,P )− u(P )
∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP , (2.4)

где второй интеграл берется по кругу

Π(H) = {(r, ϕ, z) : 0 < r < a, 0 < ϕ < 2π, z = H}. (2.5)
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Обозначим

Φ(M) =

∫
S

[
g(P )ϕ(M,P )− f(P )

∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP , zM < H, (2.6)

v(M) =

∫
Π(H)

[∂u
∂n

(P )ϕ(M,P )− u(P )
∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP , zM < H, (2.7)

тогда решение задачи (1.1) получим в виде

u(M) = v(M) + Φ(M), M ∈ D(F,H), (2.8)

где функция Φ вычисляется по известным функциям f и g.

Функцию v можно рассматривать как решение задачи

∆v(M)− k2v(M) = 0, M ∈ D(−∞, H),

v|z=H = vH ,

v|r=a = 0,

v → 0 при z → −∞.

Отсюда следует, что если решение задачи (1.1) существует, то функция v может быть
представлена в виде ряда Фурье

v(M) =
∞∑
n=0

∞∑
m=1

exp{knm(zM −H)}Jn
(
µmn

r

a

)[
(ṽH)cnm cosnϕ+ (ṽH)snm sinnϕ

]
, (2.9)

(ṽH)cnm =
2εn

πa2[J ′n(µmn )]2

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdrvH(r, ϕ)Jn(µmn
r

a
) cosnϕ,

ε0 = 0.5, εn = 1 при n 6= 0,

(ṽH)snm =
2

πa2[J ′n(µmn )]2

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdrvH(r, ϕ)Jn(µmn
r

a
) sinnϕ,

(2.10)

причем ряд (2.9) сходится равномерно области D(−∞, H − ε) при любом ε > 0, так как∣∣(ṽH)cnm exp{knm(zM −H)}Jn
(
µmn

r

a

)
cosnϕ

∣∣ 6 ∣∣(ṽH)cnm
∣∣ exp{−knmε}.

Аналогичная оценка справедлива и для (ṽH)snm.

Таким образом, из представления (2.8) решения задачи (1.1) и (2.9) следует, что для по-
лучения явного выражения для точного решения задачи (1.1) достаточно выразить функ-
цию vH в (2.9) через заданные функции f и g.

Из (2.9), (2.10) функция v может быть выражена через vH в виде интеграла

v(M) =

∫
Π(H)

G(M,P )vH(P )rPdrPdϕP , M ∈ D(−∞, H), (2.11)

где

G(M,P ) =
2

π

∞∑
n=0

∞∑
m=1

εn exp{knm(zM −H)}
Jn
(
µmn

rM
a

)
Jn
(
µmn

rP
a

)
a2[J ′n(µmn )]2

cosn(ϕM − ϕP ),

ε0 = 0.5, εn = 1 при n 6= 0. (2.12)
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Покажем, что функция vH удовлетворяет интегральному уравнению Фредгольма пер-
вого рода. Пусть M ∈ D(−∞, F ), где

D(−∞, F ) =
{

(r, ϕ, z) : 0 < r < a, 0 < ϕ < 2π, −∞ < z < F (r, ϕ)
}
.

Применяя формулу Грина в области D(F,H) к функции u(P ) — решению задачи (1.1)
и функции ϕ(M,P ) вида (2.1), аналогично (2.3) получим

0 =

∫
∂D(F,H)

[∂u
∂n

(P )ϕ(M,P )− u(P )
∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP , M ∈ D(F,H).

Отсюда с учетом однородных граничных условий для ϕ и u и обозначений (2.6) и (2.7)
получим

v(M) = −Φ(M), M ∈ D(−∞, F ). (2.13)

Пусть b < min
(r,ϕ)

F (r, ϕ) и M ∈ Π(b), где Π(b) — область вида (2.5) при z = b, тогда из

(2.13) и (2.11) получим интегральное уравнение первого рода∫
Π(H)

G(M,P )vH(P )dxPdyP = −Φ(M), M ∈ Π(b). (2.14)

Из уравнения (2.14) с учетом разложения (2.12) при zM = b получаем соотношение между
коэффициентами Фурье единственного решения vH и коэффициентами Фурье правой
части

−(ṽH)cnm exp{−knm(H − b)} = Φ̃c
nm(b),

−(ṽH)snm exp{−knm(H − b)} = Φ̃s
nm(b),

(2.15)

где Φ̃c
nm(b), Φ̃s

nm(b) — коэффициенты Фурье функции Φ(M)|M∈Π(b) :

(Φ̃)cnm(b) =
2εn

πa2[J ′n(µmn )]2

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdrΦ(r, ϕ, b)Jn
(
µmn

r

a

)
cosnϕ,

ε0 = 0.5, εn = 1 при n 6= 0,

(Φ̃)snm(b) =
2

πa2[J ′n(µmn )]2

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdrΦ(r, ϕ, b)Jn
(
µmn

r

a

)
sinnϕ.

Отметим, что формулы (2.15) характеризуют убывание коэффициентов Фурье Φ̃nm(b)

с ростом n и k, если функции f и g таковы, что обеспечивают существование решения
задачи (1.1) и, следовательно, функции vH вида (2.9). Подставляя коэффициенты Фурье
(ṽH)nm из (2.15) в ряд (2.9), получим функцию v в области D(−∞, H)

v(M) = −
∞∑
n=0

∞∑
m=1

exp{knm(H − b)}Jn
(
µmn

r

a

)[
(Φ̃)cnm(b) cosnϕ+ (Φ̃)snm(b) sinnϕ

]
. (2.16)

Ряд (2.16), как и ряд (2.9), сходится равномерно в D(−∞, H − ε) при любом ε > 0, если
решение задачи (1.1) существует при данных f и g.

Формула (2.8), где функции v и Φ вида (2.16) и (2.6) соответственно, дает явное вы-
ражение для решения задачи 1.1.
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3. Построение приближенного задачи в случае приближенных данных Коши

Пусть функции f и g в задаче (1.1) заданы с погрешностью, то есть вместо f и g

заданы функции f δ и gδ, такие что

‖f δ − f‖L2(S) 6 δ, ‖gδ − g‖L2(S) 6 δ.

Построим приближенное решение задачи (1.1), сходящееся к точному решению при
δ → 0. Функция Φ вида (2.6) в этом случае может быть получена приближенно:

Φδ(M) =

∫
S

[
gδ(P )ϕ(M,P )− f δ(P )

∂ϕ

∂nP
(M,P )

]
dσP . (3.1)

Применяя неравенство Коши–Буняковского к разности функций (3.1) и (2.6) при
M ∈ Π(b), b < min

(r,ϕ)
F (r, ϕ), получим оценку погрешности правой части интегрального

уравнения (2.14)

|Φδ(M)− Φ(M)|M∈Π(b) 6 max
M∈Π(b)

( ∫
S

ϕ2(M,P )dσP
)1/2‖gδ − g‖L2(S)

+ max
M∈Π(b)

( ∫
S

[ ∂ϕ
∂nP

(M,P )
]2
dσP

)1/2‖f δ − f‖L2(S) 6 Cδ.

В качестве приближенного решения интегрального уравнения (2.14) с приближенной
правой частью (3.1) будем рассматривать экстремаль функционала Тихонова [6] со стаби-
лизатором нулевого порядка

Mα[w] =
∥∥Gw + Φδ

∥∥2

L2(Π(b))
+ α‖w‖2

L2(Π(H)), α > 0. (3.2)

Экстремаль функционала может быть получена как решение уравнения Эйлера для функ-
ционала (3.2)

G∗Gw + αw = −G∗Φδ,

которое, в свою очередь, с использованием разложения (2.12) ядра интегрального опера-
тора G может быть представлено в виде алгебраических уравнений относительно коэф-
фициентов Фурье функции w

exp{−2knm(H − b)}w̃nm + αw̃nm = − exp{−knm(H − b)}Φ̃δ
nm(b), (3.3)

где Φ̃δ
nm(b) — в одном случае косинус-коэффициенты, в другом — синус-коэффициенты

Фурье функции Φδ(M)|M∈Π(b)

Φ̃δ
nm(b) = (Φ̃δ)cnm(b) =

2εn
πa2[J ′n(µmn ]2

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdrΦδ(r, ϕ, b)Jn
(
µmn

r

a

)
cosnϕ,

ε0 = 0.5, εn = 1 при n 6= 0,

Φ̃δ
nm(b) = (Φ̃δ)snm(b) =

2

πa2[J ′n(µmn )]2

2π∫
0

dϕ

a∫
0

rdrΦδ(r, ϕ, b)Jn
(
µmn

r

a

)
sinnϕ.
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Решая алгебраические уравнения относительно коэффициентов Фурье экстремали и
подставляя их вместо коэффициентов Фурье функции vH в ряд (2.9), найдем приближе-
ние vδα к функции v в области D(−∞, H) :

vδα(M) = −
∞∑
n=0

∞∑
m=1

exp{knm(zM − b)}Jn(µmn
r
a
)[(Φ̃δ)cnm(b) cosnϕ+ (Φ̃δ)snm(b) sinnϕ]

1 + α exp{2knm(H − b)}
, (3.4)

где knm определено формулой (2.2). Функция (3.4) отличается от точной функции v ви-
да (2.16) регуляризирующим множителем

(
1 + α exp{2knm(H − b)}

)−1
, обеспечивающим

сходимость ряда.
В соответствие с (2.8) приближенное решение задачи (1.1) построим в виде

uδα(M) = vδα(M) + Φδ(M), M ∈ D(F,H), (3.5)

где vδα и Φδ — функции вида (3.4) и (3.1) соответственно.
Для построенного приближенного решения (3.5) задачи (1.1) имеет место следующая

теорема сходимости к точному решению.

Теорема 3.1. Пусть решение задачи (1.1) существует. Тогда для любого α = α(δ)

такого, что α(δ) → 0 и δ/
√
α(δ) → 0 при δ → 0 функция uα(δ) вида (3.5) равномерно

сходится при δ → 0 к точному решению в D(F+ε,H−ε), 0 < ε < 0, 5(H−max
(r,ϕ)

F (r, ϕ)).

Доказательство теоремы 3.1 повторяет доказательство соответствующей теоремы в [3].
Формулы (3.5), (3.4) и (3.1) дают, таким образом, приближенное решение поставленной

задачи (1.1).

4. Приложение результатов к обратной задаче термографии

Построенное решение задачи (1.1) может быть использовано для решения обратной за-
дачи термографии [8] в приложении к задачам математической обработки термограмм в
тепловизионных исследованиях в медицине [1]. При моделировании участка тела пациента
к задаче (1.1) приводит модель теплопроводящего тела цилиндрической формы, содержа-
щего стационарные источники тепла. С учетом кровотока [2] стационарное распределение
температуры внутри тела описывается метагармоническим уравнением. На боковой по-
верхности цилиндра поддерживается постоянная температура, что соответствует первому
краевому условию в (1.1), а на поверхности S имеет место конвективный теплообмен с
внешней средой, описываемый законом Ньютона. В этом случае поток тепла через по-
верхность S, т. е. нормальная производная, прямо пропорционален разности температур
внутри тела и снаружи, что соответствует третьему краевому условию. Если распределе-
ние температуры на поверхности S (термограмма) может быть измерено как функция f,

например, тепловизионными методами, то в рамках описанной модели оказывается извест-
ной и нормальная производная, что приводит к рассмотренной здесь задаче (1.1) восста-
новления пространственного распределения температуры, аномалии которого могут быть
связаны с патологиями внутренних органов пациента. Кроме того, след функции распре-
деления температуры на плоскости z = H, более близкой к источникам, чем поверхность
S, может рассматриваться как скорректированная термограмма, более точно передающая
изображение тепловыделяющей структуры, связанной с патологиями.
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Аннотация. В статье рассматривается краевая задача с линейными краевыми условиями
общего вида для скалярного дифференциального уравнения

f
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷ(t),

не разрешенного относительно производной ẋ искомой функции. Предполагается, что
функция f удовлетворяет условиям Каратеодори, функция ŷ является измеримой. Пред-
лагаемый метод исследования такой краевой задачи основан на результатах об оператор-
ном уравнении с отображением, действующим из метрического пространства в множество
с расстоянием (это расстояние удовлетворяет только одной аксиоме метрики: оно равно
нулю тогда и только тогда, когда элементы совпадают). В терминах множества накрыва-
ния функции f(t, x1, ·) : R → R и множества липшицевости функции f(t, ·, x2) : R → R
получены условия существования решений и условия устойчивости решений к возмуще-
нию функции f, порождающей дифференциальное уравнение, а также к возмущениям
правых частей краевой задачи: функции ŷ и значения краевого условия.
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Abstract. The article concernes a boundary value problem with linear boundary conditions of
general form for the scalar differential equation

f
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷ(t),

not resolved with respect to the derivative ẋ of the required function. It is assumed that
the function f satisfies the Caratheodory conditions, and the function ŷ is measurable. The
method proposed for studying such a boundary value problem is based on the results about
operator equation with a mapping acting from a metric space to a set with distance (this
distance satisfies only one axiom of a metric: it is equal to zero if and only if the elements
coincide). In terms of the covering set of the function f(t, x1, ·) : R → R and the Lipschitz set
of the function f(t, ·, x2) : R → R , conditions for the existence of solutions and their stability to
perturbations of the function f generating the differential equation, as well as to perturbations
of the right-hand sides of the boundary value problem: the function ŷ and the value of the
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Введение

В настоящей работе предлагаются достаточные условия существования и непрерывной
зависимости от параметров решений краевой задачи для скалярного дифференциального
уравнения, не разрешенного относительно производной искомой абсолютно непрерывной
функции (неявного ДУ). Предлагаемые утверждения основаны на результатах [1–3] об
операторных уравнениях с отображениями, действующими из метрического пространства
в пространство с расстоянием (удовлетворяющим только одной из трех аксиом метрики:
нулевое расстояние между элементами означает их совпадение) и обладающими некото-
рым аналогом свойства накрывания. Идея исследования неявных ДУ методами теории
накрывающих отображений метрических пространств была предложена в [4, 5]. На осно-
вании результатов о липшицевых возмущениях накрывающих отображений и о точках
совпадения накрывающего и липшицева отображений в этих работах рассмотрена зада-
ча Коши, для которой были получены условия разрешимости, продолжаемости решений,
оценки решений, условия непрерывной зависимости решений от параметров. Аналогич-
ными методами, использующими результаты о векторных накрывающих отображениях,
действующих в произведениях метрических пространств, в работах [6, 7] были исследова-
ны вопросы разрешимости краевых задач для неявных ДУ.

В настоящей работе благодаря применению более общих результатов об операторных
уравнениях (в которых ослаблены и требования к расстоянию, и к свойствам отображений)
получены утверждения о более широком классе краевых задач.

Статья содержит два раздела. В разделе 1. сформулированы необходимые определе-
ния свойств отображений, действующих из метрического пространства в пространство с
расстоянием, и сформулированы два утверждения о существовании решений оператор-
ного уравнения и непрерывной зависимости множества его решений от порождающих
это уравнение отображений. В разделе 2. показано, как краевая задача для неявного ДУ
приводится к интегральному уравнению, которое может быть исследовано на основании
результатов раздела 1. В результате формулируются теорема существования и теорема о
непрерывной зависимости от параметров решений рассматриваемых краевых задач.

1. Операторное уравнение

Будем обозначать R+ = [0,+∞), R+ = [0,+∞] и полагать для любого r ∈ R+ выпол-
ненными «естественные» соотношения: r < +∞, +∞+ r = +∞, +∞+ (+∞) = +∞.

Пусть задано метрическое пространство X с метрикой ρ : X ×X → R+ (о метриках,
которые могут принимать бесконечное значение см. [8]), и пусть задано непустое множе-
ство Y, на котором определено расстояние d : Y × Y → R+, удовлетворяющее условию
d(y, z) = 0 ⇔ y = z, y, z ∈ Y. Сходимость yi → y последовательности {yi} в про-
странстве (Y, d) будем определять соотношением d(y, yi) → 0. Важно заметить, что в
пространстве с расстоянием предел последовательности не обязан быть единственным, а
сходимости d(y, yi)→ 0 и d(yi, y)→ 0 не равносильны (более подробно о сходимости от-
носительно расстояния, не являющегося метрикой, и о свойствах пространства (Y, d) см.,
например, [9, 10]).

Рассмотрим уравнение

F (x, x) = ŷ (1.1)

относительно x ∈ X, где отображение F : X × X → Y и элемент ŷ ∈ Y считаем из-
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вестными. Отметим, что в этом уравнении наличие двух аргументов у отображения F,

принимающих равные значения x, формально лишено смысла, достаточно определить
отображение G : X → Y формулой G(x) := F (x, x) при x ∈ X. Но в дальнейшем будут
предполагаться выполненными разные условия на F по этим аргументам. Как отобра-
жение первого аргумента отображение F будет обладать «хорошим» свойством накры-
вания, а по второму аргументу F будет испытывать возмущения. В следующем разделе
будет показано, что краевая задача для неявного ДУ может быть сведена к оператор-
ному уравнению именно такого вида. Что касается отображения G, то оно также будет
использоваться в формулируемых ниже условиях разрешимости уравнения (1.1).

О п р е д е л е н и е 1.1 (см. [1]). Пусть заданы числа α > 0, β ≥ 0, множество
U ⊂ X и отображение f : X → Y. Следующие множества

Covα[f ;U ] :=
{

(x, y) ∈ X × Y | ∃u ∈ U f(u) = y, ρ(u, x) ≤ α−1d(y, f(x)), ρ(u, x) <∞
}
,

Lipβ[f ;U ] :=
{

(x, y) ∈ X × Y | ∀u ∈ U f(u) = y ⇒ d(y, f(x)) ≤ βρ(u, x)
}
,

Cl[f ;U ] :=
{

(x, y) ∈ X × Y | ∀{xn} ⊂ U xn → x, f(xn)→ y ⇒ f(x) = y
}

будем называть, соответственно, множеством α -накрывания, множеством β -липшице-
вости и множеством замкнутости отображения f относительно U.

Отметим, что отображение f обладает «классическим» свойством [11] α -накрывания
(или β -липшицевости, или замкнутости) тогда и только тогда, когда Covα[f ;X] = X ×Y
(соответственно Lipβ[f ;X] = X × Y, или Cl[f ;X] = X × Y ).

Теорема 1.1 (теорема 2.1 [1]). Пусть метрическое пространство X является пол-
ным, x0 ∈ X, α > β ≥ 0 и R := (α − β)−1d(ŷ, F (x0, x0)) < +∞. Предположим, что для
любого x ∈ U :=

{
x ∈ X | ρ(x, x0) ≤ R

}
выполнены включения

(x, ŷ) ∈ Covα[F (·, x);X], (x, ŷ) ∈ Lipβ[F (x, ·);U ], (x, ŷ) ∈ Cl[G;U ].

Тогда во множестве U существует решение уравнения (1.1).

Теперь рассмотрим вопрос об устойчивости решений уравнения (1.1) к изменениям
отображения F и правой части ŷ.

Предположим, что известно решение x̂ ∈ X уравнения (1.1). Пусть при каждом n ∈ N
заданы отображение Fn : X ×X → Y и элемент ŷn ∈ Y. Рассмотрим уравнение

Fn(x, x) = ŷn. (1.2)

Сформулируем условия сходимости решений уравнения (1.2) при n → ∞ к решению x̂

уравнения (1.1). Для каждого n ∈ N определим отображение Gn : X → Y формулой
Gn(x) := Fn(x, x), x ∈ X.

Теорема 1.2 (теорема 1.1 [3]). Пусть метрическое пространство X является пол-
ным, при каждом n ∈ N заданы числа 0 ≤ βn < αn. Положим

rn :=
1

αn − βn
d
(
ŷn, Gn(x̂)

)
, Un :=

{
x ∈ X | ρ(x, x̂) ≤ rn

}
.

Пусть для каждого n ∈ N при любом x ∈ Un выполнено

(x, ŷn)∈ Covαn

[
Fn(·, x);X

]
, (x, ŷn)∈ Lipβn

[
Fn(x, ·);Un

]
, (x, ŷn)∈ Cl

[
Gn;Un

]
.

Если rn → 0 при n→∞, то для любого n ∈ N уравнение (1.2) разрешимо и существует
такое его решение x̂n ∈ X, что при n→∞ имеет место сходимость x̂n → x̂ в X.
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2. Краевая задача для неявного ДУ

В этом разделе предлагается исследование неявного ДУ с краевыми условиями доста-
точно общего вида. Исследование основано на представлении рассматриваемой краевой
задачи в виде интегрального уравнения с отображением, действующим из полного мет-
рического пространства суммируемых (по Лебегу) функций в пространство измеримых
функций, которое мы наделяем расстоянием. К такому интегральному уравнению удает-
ся применить теоремы 1.1, 1.2.

Определим вначале функциональные пространства, используемые в данном исследова-
нии. Элементами всех рассматриваемых ниже пространств будут функции, определенные
на отрезке [0, τ ], τ > 0, и имеющие значения в R.

Обозначим через S — пространство измеримых (по Лебегу) функций u : [0, τ ] → R.
Определим в S расстояние следующим образом. Пусть задана функция двух аргументов
θ : R × R → R+, являющаяся суперпозиционно измеримой, т.е. θ(z1, z2) ∈ S для любых
z1, z2 ∈ S (это предположение выполнено, например, если функция θ непрерывна по
каждому аргументу; более общие условия суперпозиционной измеримости см. в [12, 13]).
Пусть также выполнено

У с л о в и е 2.1. При любом фиксированном z ∈ R функция θ(·, z) : R→ R+ непре-
рывна в точке z, справедливо равенство θ(z, z) = 0 и

∀δ > 0 ∃γ = γ(z, δ) > 0 ∀υ ∈ R |υ − z| ≥ δ ⇒ θ(υ, z) ≥ γ.

Зададим расстояние d θ : S× S→ R+ соотношением

∀υ, z ∈ S d θ(υ, z) = vrai sup
t∈[0,τ ]

θ(υ(t), z(t)), (2.1)

а соответствующее пространство (S, d θ) будем обозначать через Sθ.
Примером функции, удовлетворяющей условию 2.1, является θ0(z1, z2) = |z1− z2|. Со-

ответствующее этой функции расстояние d θ0 : S × S → R+ является метрикой в S. Бу-
дем обозначать ρ = d θ0 , а пространство измеримых функций с такой метрикой — через
Sθ0 = (S, ρ). Заметим, что метрическое пространство Sθ0 является полным.

В пространстве S измеримых функций выделим подпространство L суммируемых
функций и пространство L∞ существенно ограниченных функций. Пространство L с
определенным формулой (2.1) расстоянием d θ обозначим Lθ. Отображение ρ = dθ0 яв-
ляется метрикой в L, соответствующее метрическое пространство Lθ0 является полным.
Обозначим AC — пространство абсолютно непрерывных функций x : [0, τ ] → R, имею-
щих п. в. на [0, τ ] производную ẋ ∈ L.

Пусть заданы измеримая функция ŷ : [0, τ ] → R и функция f : R+× R× R→ R,
измеримая по первому аргументу и непрерывная по совокупности второго и третьего ар-
гументов. Рассмотрим неявное ДУ

f
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷ(t), t ∈ [0, τ ]. (2.2)

Получим условия существования решения x ∈ AC этого уравнения, удовлетворяющего
краевому условию

Lx := λx(0) +

∫ τ

0

Λ(s)ẋ(s)ds = A. (2.3)
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Здесь λ,A ∈ R, Λ ∈ L∞. Рассматриваемое краевое условие является линейным условием
общего вида, поскольку любой линейный непрерывный функционал, определенный на
пространстве AC, ‖x‖AC = |x(0)| + ‖ẋ‖L, ‖v‖L =

∫ τ
0
|v(s)|ds, представим в виде L с

единственными λ ∈ R и Λ ∈ L∞ (см. [14, § 2.1]).
Покажем, что краевая задача (2.2), (2.3) может быть записана в виде эквивалентного

интегрального уравнения, которое можно рассматривать как операторное уравнение (1.1)
с отображением F, действующим из Lθ0 в Sθ. Таким образом, к исследованию краевой
задачи (2.2), (2.3) применимы теоремы 1.1, 1.2, что позволит сформулировать условия ее
разрешимости.

Пусть функция Λ не нулевая (иначе краевое условие превратится в начальное). Рас-
смотрим две возможные ситуации: λ 6= 0 и λ = 0, в каждой из которых для редукции к
интегральному уравнению воспользуемся W -подстановкой заменой переменных, опреде-
ляемой Н.В. Азбелевым (подробнее см. [14, с. 53]).

I. Пусть λ 6= 0. Определим «модельное» дифференциальное уравнение

(Lx)(t) := ẋ(t) = v(t), t ∈ [0, τ ]. (2.4)

Для любой функции v ∈ L и любого числа A краевая задача с условием (2.3) для урав-
нения (2.4) однозначно разрешима, ее решение записывается в виде

x(t) =
A

λ
−
∫ τ

0

Λ(s)

λ
v(s)ds+

∫ t

0

v(s)ds. (2.5)

Подставляя соотношение (2.5) в уравнение (2.2), получим интегральное уравнение

f
(
t,
A

λ
−
∫ τ

0

Λ(s)

λ
v(s)ds+

∫ t

0

v(s)ds, v(t)
)

= ŷ(t). (2.6)

Для существования решения x ∈ AC краевой задачи (2.2), (2.3) необходимо и достаточно,
чтобы существовало решение v ∈ L уравнения (2.6). При этом формула (2.5) позволяет
выразить решение x ∈ AC задачи (2.2), (2.3) через решение v ∈ L уравнения (2.6).

Определим функции

f(t, v, u) = f(t,
A

λ
+ v, u); (2.7)

K(t, s) =

{
1− Λ(s)/λ при 0 ≤ s ≤ t ≤ τ,

−Λ(s)/λ при 0 ≤ t < s ≤ τ,
(2.8)

используя которые представим интегральное уравнение (2.6) в виде

f
(
t,

∫ τ

0

K(t, s) v(s)ds, v(t)
)

= ŷ(t), t ∈ [0, τ ]. (2.9)

Полученное уравнение (2.9) — это уравнение (1.1), в котором отображение F : Lθ0 → Sθ
определено формулой F (u, v)(t) = f

(
t,
∫ τ
0
K(t, s) v(s)ds, v(t)

)
, u, v ∈ Lθ0 , и если это отоб-

ражение удовлетворяет предположениям теоремы 1.1, то исследуемая краевая задача ока-
жется разрешимой. Соответствующее утверждение будет приведено ниже после рассмот-
рения второй ситуации.
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II. Пусть λ = 0, т. е. краевое условие (2.3) теперь принимает вид

Lx :=

∫ τ

0

Λ(s)ẋ(s)ds = A, (2.10)

где A ∈ R, Λ ∈ L∞. В этом случае уравнение (2.4) нельзя выбрать в качестве «модельно-
го», так как для него краевая задача с условием (2.10) не является однозначно разрешимой.
В данном случае рассмотрим следующее «модельное» дифференциальное уравнение:

(Lx)(t) := ẋ(t)− Λ(t)x(t) = v(t), t ∈ [0, τ ]. (2.11)

Задача (2.11), (2.10) для каждого набора правых частей v ∈ L, A ∈ R, однозначно
разрешима, ее решением является функция

x(t) =
AM(t)

∆(0)
−
∫ τ

0

M(t)Λ(s)

∆(0)
v(s)ds−

∫ τ

0

M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
v(s)ds+

∫ t

0

M(t)

M(s)
v(s)ds,

где M(t) = exp
(∫ t

0

Λ(s)ds
)
, ∆(t) =

∫ τ

t

Λ(ν)2M(ν)dν, t ∈ [0, τ ], причем ∆(0) 6= 0,

поскольку Λ(t) 6≡ 0 и M(t) > 0 на [0, τ ]. После подстановки приведенной формулы в
уравнение (2.2) получим эквивалентное рассматриваемой краевой задаче интегральное
уравнение (2.9), где

f(t, x, v) = f(t,
AM(t)

∆(0)
+ x, v +

AΛ(t)M(t)

∆(0)
+ Λ(t)x). (2.12)

K(t, s) =


1− M(t)Λ(s)

∆(0)
− M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
при 0 ≤ s ≤ t ≤ τ,

−M(t)Λ(s)

∆(0)
− M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
при 0 ≤ t < s ≤ τ.

(2.13)

Итак, и в случае λ 6= 0, и в случае λ = 0 краевая задача (2.2), (2.3) записывается
в виде интегрального уравнения (2.9). В первом случае в этом уравнении функции f,K

определяются соотношениями (2.7), (2.8), во втором — соотношениями (2.12), (2.13).
Для формулировки утверждения о разрешимости краевой задачи (2.2), (2.3) (а факти-

чески, о разрешимости полученного интегрального уравнения) введем следующие допол-
нительные обозначения.

Определим пространства Rθ := (R, θ) и Rθ0 := (R, θ0), первое из которых — это веще-
ственная прямая с «нестандартным» расстоянием θ(r1, r2) между числами r1, r2 ∈ R, а
второе — это вещественная прямая с «обычной» метрикой |r1 − r2|, r1, r2 ∈ R.

Для любого v ∈ L обозначим (Kv)(t) =
∫ τ
0

K(t, s)v(s)ds. Далее, положим

k0 = vrai sup
t∈[0,τ ]

∫ τ

0

|K(t, s)|ds.

Отметим, что в силу определения функции K формулами (2.12) или (2.13), функция K

существенно ограничена, следовательно, значение k0 конечно. Для любого v ∈ L опре-
делим функции g[v] : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ и h[v] : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[v](t, u) = f(t, u, v(t)),

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R h[v](t, u) = f(t,

∫ τ

0

K(t, s)v(s)ds, u).
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Теорема 2.1. Пусть существует функция v0 ∈ L такая, что

R0 := vrai sup
t∈[0,τ ]

θ
(
ŷ(t), f(t, u0(t), v0(t))

)
<∞, где u0(t) := (Kv0)(t).

Пусть заданы α > 0, σ ∈ (0, α). Положим R = R0/σ и определим многозначные отоб-
ражения Ω,Ξ : [0, τ ] ⇒ R соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] Ω(t) := [u0(t)− k0R, u0(t) + k0R], Ξ(t) := [v0(t)−R, v0(t) + R].

Пусть при любом v ∈ L, таком, что v(t) ∈ Ξ(t) при п.в. t ∈ [0, τ ], выполнены включения(
v(t), ŷ(t)

)
∈ Covα

[
g[v](t, ·);R

]
,
(
(Kv)(t), ŷ(t)

)
∈ Lipβ

[
h[v](t, ·); Ω(t)

]
, t ∈ [0, τ ],

где β := (α−σ)/k0. Тогда существует решение x ∈ AC краевой задачи (2.2), (2.3) такое,
что (Lx)(t) ∈ Ξ(t) при п.в. t ∈ [0, τ ].

Доказательство этого утверждения состоит в проверке для интегрального уравнения
(2.9) условий теоремы 1.1.

Аналогично, из теоремы 1.2 в качестве следствия выводятся условия устойчивости
решения краевой задачи (2.2), (2.3) к возмущениям правых частей ŷ ∈ Sθ, A ∈ Rθ и
функции f, определяющей дифференциальное уравнение.

Пусть при каждом n ∈ N заданы: функция fn : R+×R×R→ R, являющаяся измери-
мой по первому аргументу и непрерывной по совокупности второго и третьего аргументов,
измеримая функция ŷn : R+→ R и число An. Для уравнения

fn
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷn(t), t ≥ 0, (2.14)

рассмотрим краевую задачу с условием

Lx := λx(0) +

∫ τ

0

Λ(s)ẋ(s)ds = An. (2.15)

Здесь λ,An ∈ R, Λ ∈ L∞. Пусть задано решение x̂ задачи (2.2), (2.3). Сформулируем
достаточные условия существования при любом n ∈ N решения x̂n задачи (2.14), (2.15)
такого, что последовательность {x̂n} некоторым образом сходится к x̂.

Чтобы представить краевую задачу (2.14), (2.15) в виде эквивалентного интегрального
уравнения, определим функцию fn соотношениями

fn(t, x, v) = fn(t,
An
λ

+ x, v), если λ 6= 0,

fn(t, x, v) = fn(t,
AnM(t)

∆(0)
+ x, v +

AnΛ(t)M(t)

∆(0)
+ Λ(t)x), если λ = 0.

В этих обозначениях краевая задача (2.14), (2.15) относительно функции v = ẋ ∈ L
эквивалентна интегральному уравнению

fn
(
t,

∫ τ

0

K(t, s) v(s)ds, v(t)
)

= ŷn(t).

Применим к этому уравнению теорему 1.1.
Для любого v ∈ L определим функции g

[v]
n : [0, τ ] × Rθ0 → Rθ, h

[v]
n : [0, τ ] × Rθ0 → Rθ

соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[v]
n (t, u) = fn(t, u, v(t)),

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R h[v]
n (t, u) = fn(t, (Kv)(t), u).
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Теорема 2.2. Пусть задано решение x̂∈AC краевой задачи (2.2), (2.3). Обозначим
v̂(t) := (Lx̂)(t), û(t) := (Kv̂)(t), t ∈ [0, τ ]. Предположим, что при каждом n ∈ N суще-
ствует такое σn > 0, что при n→∞ имеет место сходимость

Rn :=
1

σn
vrai sup
t∈[0,τ ]

θ
(
ŷn(t), fn(t, û(t), v̂(t))

)
→ 0.

Определим многозначные отображения Ωn,Ξn : [0, τ ] ⇒ R, n ∈ N, соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] Ωn(t) := [û(t)− k0Rn, û(t) + k0Rn], Ξn(t) := [v̂(t)−Rn, v̂(t) + Rn].

Пусть для всех n ∈ N существует αn > σn такое, что для любой функции v ∈ L, если
v(t) ∈ Ξn(t) при п.в. t ∈ [0, τ ], то выполнены включения(

v(t), ŷn(t)
)
∈ Covαn

[
g[v]
n (t, ·);R

]
,
(
(Kv)(t), ŷn(t)

)
∈ Lipβn

[
h[v]
n (t, ·); Ωn(t)

]
, t ∈ [0, τ ],

где βn := (αn − σn)/k0. Тогда для любого n ∈ N существует решение x̂n ∈ AC краевой
задачи (2.14), (2.15) такое, что последовательность {Lx̂n} при n → ∞ сходится в
пространстве Lθ0 к функции v̂ = Lx̂.
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Аннотация. В статье рассматривается алгебро-дифференциальное уравнение второго по-
рядка. Уравнениями и системами дифференциальных уравнений второго порядка описы-
вается работа схемы электронного триода с обратной связью, вращение жесткого тела
с полостью, считывание информации с диска и т. д. Перед старшей производной нахо-
дится необратимый оператор. Этот оператор фредгольмов с нулевым индексом, обла-
дающий ядром произвольной размерности и цепочками Жордана произвольной длины.
Уравнения с необратимыми операторами при старшей производной называются алгебро-
дифференциальными. В связи с этим решение задачи существует при определенных усло-
виях на компоненты искомой функции. Для разрешения уравнения относительно произ-
водной применяется метод каскадной декомпозиции уравнения, заключающегося в поша-
говом расщеплении уравнения на уравнения в подпространствах уменьшающихся размер-
ностей. Рассмотрены случаи одношагового и двухшагового расщепления. При расщепле-
нии используется результат о решении линейного уравнения с фредгольмовым оператором.
В каждом случае получен результат, сформулированный в виде теоремы. Для иллюстра-
ции полученного результата в случае одношагового расщепления приводится иллюстри-
рующий пример задачи Коши.
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function. To solve the equation with respect to the derivative, the method of cascade splitting
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in subspaces of decreasing dimensions. Cases of one-step and two-step splitting are considered.
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Введение

Уравнениями и системами дифференциальных уравнений второго порядка описывает-
ся работа схемы электронного триода с обратной связью (уравнение Рэлея) [1], вращение
жесткого тела с полостью (уравнение Ламе) [2], считывание информации с диска [3] и т. д.

Уравнения с вырожденным оператором при старшей производной называют алгебро-
дифференциальными. Задача Коши решалась в работе [4], где этот оператор — нор-
мально разрешимый фредгольмов с n -мерным ядром, имеющий относительно некоторой
оператор-функции полный биканонический жорданов набор; в работе [5] операторные ко-
эффициенты являются n×n -матрицами, для краевой задачи применялся метод сеток. Ис-
пользуемый здесь метод каскадной декомпозиции применялся в работе [6] при исследова-
нии возмущений, вызываемых наличием малого параметра у алгебро-дифференциального
уравнения первого порядка.

В настоящей работе рассматривается уравнение

A
d2u

dt2
= Bu(t) + F (t), (0.1)

где A,B : E1 → E2 — замкнутые линейные операторы, E1, E2 — банаховы пространства,
domA = E1, domB = E1 ; A — фредгольмов оператор с нулевым индексом; F (t) —
заданная функция со значениями в E2.

Здесь оператор A имеет более сложную структуру — каждый элемент ядра имеет
присоединенные элементы различной длины.

Фредгольмов оператор A вполне определяется следующими свойствами.
С в о й с т в о A (см. [7]).

E1 = CoimA⊕KerA, E2 = ImA⊕ CokerA,

где CoimA — прямое дополнение к KerA в E1 , CokerA — дефектное подпространство,
dimKerA = dimCokerA <∞ . Сужение Ã имеет ограниченный обратный Ã−1 .

Обозначим через Q(A) проектор на CokerA , P (A) — проектор на KerA и через I —
единичный оператор в соответствующем подпространстве. Введем полуобратный оператор
A− = Ã−1(I −Q(A)) .

С в о й с т в о B (см. [8]). Равенство Av = w , v ∈ E1 ∩ domA , w ∈ E2 , равносильно
системе

v = A−w + Pv для всех Pv ∈ KerA,
Qw = 0.

В дальнейшем используются следующие обозначения:

A0 = A, Qi = Q(Ai), Pi = P (Ai), i = 0, 1, 2,

Ai = Si−1Pi−1, A−i = Ã−1i (I −Qi), i = 1, 2,

T0 = A−0 B, S0 = Q0B, K0 = Q0, L0 = A−0 , R0 = S0T0, G0 = S0L0 +
d2

dt2
K0,

T1 = T0 − A−1 R0, S1 = Q1A
−
1 R0, L1 = L0 − A−1 G0, K1 = Q1A

−
1 G0.

(0.2)

Цель работы: разрешить уравнение (0.1) относительно производной, для чего применя-
ется метод каскадного расщепления уравнения на уравнения в подпространствах умень-
шающихся размерностей. Рассматривается случай обратимости оператора A1 (один шаг
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расщепления) и случай обратимости оператора A2 (два шага расщепления, A1 в этом
случае полагается необратимым).

Приводится иллюстрирующий пример задачи Коши.

1. Случай обратимости оператора A1

В силу свойства B из работы [8] уравнение (0.1) равносильно системе

d2u

dt2
= T0u+ L0F (t) + P0

d2u

dt2
, (1.1)

S0u(t) +K0F (t) = 0 (1.2)

с искомым элементом P0
d2u

dt2
∈ KerA0.

Пусть выполнено следующее условие.

У с л о в и е 1.1. Функция K0F (t) дважды дифференцируема.

Дифференцирование дважды равенства (1.2) и подстановка в него выражения (1.1)
приводит к уравнению

A1(P0
d2u

dt2
) = −R0u(t)−G0F (t). (1.3)

Теперь пусть выполнено следующее условие.

У с л о в и е 1.2. Оператор A1 : KerA0 → CokerA0 обратим.

Тогда обращение уравнения (1.3) и подстановка в (1.1) влекут уравнение

d2u

dt2
= T1u+ L1F (t). (1.4)

Тем самым, получено следующее утверждение.

Теорема 1.1. Пусть выполнены условия 1.1, 1.2. Тогда уравнение (0.1) равносильно
системе (1.4), (1.2) в обозначениях (0.2).

2. Случай обратимости оператора A2

Теперь пусть выполнено следующее условие.

У с л о в и е 2.3. Оператор A1 фредгольмов с нулевым индексом.

З а м е ч а н и е 2.1. Теперь имеют место следующие разложения в прямые суммы:

KerA0 = KerA1 ⊕ CoimA1, CokerA0 = ImA1 ⊕ CokerA1.

Сделаем второй шаг расщепления уравнения (0.1). Применением свойства B уравнение
(1.3) сводится к равносильной системе

P0
d2u

dt2
= −A−1 R0u(t)− A−1 G0F (t) + P1P0

d2u

dt2
, (2.1)

S1u(t) +K1F (t) = 0 (2.2)

с искомым элементом P1P0
d2u

dt2
∈ KerA1.

Наложим следующее условие.
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У с л о в и е 2.4. Функция K1F (t) дважды дифференцируема.

Аналогично, продифференцировав равенство (2.2) и подставив в него последовательно
выражения (1.1), (2.1), получим уравнение

A2(P1P0
d2u

dt2
) = −S1(T0 − A−1 R0)u(t)− S1(L0F (t)− A−1 G0F (t))−

d2

dt2
K1F (t). (2.3)

Теперь пусть выполнено следующее условие.

У с л о в и е 2.5. Оператор A2 : KerA1 → CokerA1 обратим.

Выразив элемент P1P0
d2u

dt2
из (2.3), подставив его в (2.1), а затем — в (1.1), приходим

к уравнению
d2u

dt2
= T2u+ L2F (t). (2.4)

Тем самым, получено следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия 2.3, 2.4, 2.5. Тогда уравнение (0.1) равно-
сильно системе (2.4), (1.2), (2.2) в обозначениях (0.2).

3. Вспомогательное утверждение

Рассмотрим уравнение
d2u

dt2
= Du(t), (3.1)

где D – замкнутый линейный оператор, действующий в банаховом пространстве E ;
domD = E.

Под решением уравнения подразумевается дважды дифференцируемая функция, удо-
влетворяющая (3.1).

Имеет место следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 3.1. Пусть число λ ∈ C и вектор h таковы, что

(D − λ2I)h = 0 ⇒ h 6= 0.

Тогда функция
u(t) = exp(λt)h (3.2)

является частным решением уравнения (3.1).

Это утверждение доказывается подстановкой функции (3.2) в уравнение (3.1).

4. Пример

Рассмотрим задачу Коши на T = [0; tk] :

d2u1
dt2

+
d2u2
dt2

+
d2u3
dt2

= u1(t) + 2u2(t) + 3u3(t),

2
d2u1
dt2

+ 2
d2u2
dt2

+ 2
d2u3
dt2

= u1(t) + 3u2(t) + 2u3(t),

3
d2u1
dt2

+ 3
d2u2
dt2

+ 3
d2u3
dt2

= 2u1(t) + 3u2(t) + u3(t),

(4.1)
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u1(0) = a1, u2(0) = a2, u3(0) = a3, (4.2)

u′1(0) = b1, u′2(0) = b2, u′3(0) = b3, (4.3)

где a1, a2, a3, b1, b2, b3 — заданные скаляры из R.
Здесь A,B : R3 → R3 :

A =

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 , B =

1 2 3

1 3 2

2 3 1

 ,

u(t)=

u1(t)u2(t)

u3(t)

∈R3 — искомая функция, u0 :=u(0)=

a1a2
a3

∈R3, u1 :=u′(0)=

b1b2
b3

∈R3 —

начальные векторы, F (t) ≡ 0.

Для оператора A имеем:

KerA =


 α1

α2

−α1 − α2

 , CoimA =


0

0

β

 ,

ImA =


 γ

2γ

3γ

 , CokerA =


 0

δ1
δ2

 ,

P =

 1 0 0

0 1 0

−1 −1 0

 , Q =

 0 0 0

−2 1 0

−3 0 1

 , A− =

0 0 0

0 0 0

1 0 0

 .

Нетрудно видеть, что KerA ∩ CoimA = {0}, ImA ∩ CokerA = {0}, отображение
CoimA в ImA взаимно однозначно, P, Q идемпотентны.

Из уравнения A(Pv) = Qw, где Pv ∈ KerA, Qw ∈ CokerA, следует, что оператор
A1 = QBP обратим в KerA и

A−11 =

0 −5/6 1/2

0 7/6 −1/2
0 −1/3 0

 .

Рассмотрим теперь задачу Коши (4.1), (4.2), (4.3). В силу непрерывной зависимости
от начальных условий требуется наложить условия согласования, вытекающие из (1.2) и
продифференцированного выражения:

S0u
0 + S0F (0) = 0, S0u

1 + S0F
′(0) = 0,

то есть
a1 + a2 + 4a3 = 0, a1 + 3a2 + 8a3 = 0,

b1 + b2 + 4b3 = 0, b1 + 3b2 + 8b3 = 0.
(4.4)

Вычисления с применением теоремы 1.1, предложения 3.1 и (4.4) приводят к искомому
решению

u(t) = (a3 ch t+ b3 sh t)

−2−2
1

 .
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