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Enumeration problems associated
with Donaghey’s transformation

Viktor A. BYZOV
Vyatka State University

36 Moskovskaya St., Kirov 610000, Russian Federation
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3613-5949, e-mail: vbyzov@yandex.ru

Аннотация. Работа посвящена рассмотрению перечислительных задач, связанных с
преобразованием Донахью. Обсуждаются две группы вопросов. Первая группа связа-
на с перечислением фрагментов орбит преобразования, называемых «дугами». Вторая
часть работы посвящена нахождению количества вершин в графах поворотов — специ-
фическом семействе графов, представляющем собой «аппроксимацию» преобразования
Донахью. Основные результаты данной работы сформулированы в виде производящих
функций и соответствующих асимптотик.
Ключевые слова: плоские деревья; примитивные деревья; преобразование Донахью;
производящие функции; дуги преобразования; графы поворотов
Для цитирования: Бызов В. А. Перечислительные задачи, связанные с преобразова-
нием Донахью // Вестник Тамбовского университета. Серия: естественные и техниче-
ские науки. Тамбов, 2019. Т. 24. № 125. С. 5–25. DOI 10.20310/1810-0198-2019-24-125-5-25

Abstract. In this paper we consider enumeration problems associated with Donaghey’s
transformation. We discuss two groups of questions. The first one is related to the
enumeration of fragments of transformation orbits, which are referred to as the “arcs”. The
second group of questions is concerned with finding the number of vertices in rotation
graphs — a specific family of graphs that is by nature an approximation of Donaghey’s
transformation. The basic results of this work are formulated in the form of generating
functions and corresponding asymptotics.
Keywords: plane trees; primitive trees; Donaghey’s transformation; generating functions;
arcs of transformation; graphs of rotations
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For citation: Byzov V. A. Perechislitel’nyye zadachi, svyazannyye s preobrazovaniyem
Donakh’yu [Enumeration problems associated with Donaghey’s transformation]. Vestnik
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Reports. Series: Natural and Technical Sciences, 2019, vol. 24, no. 125, pp. 5–25. DOI
10.20310/1810-0198-2019-24-125-5-25 (In Russian, Abstr. in Engl.)

Введение

Напомним, что преобразованием Донахью (см., например, [1]) называется преобра-
зование плоских кубических деревьев с висячим корнем (для краткости будем исполь-
зовать аббревиатуру ПКДВК).

Между ПКДВК и плоскими некубическими деревьями с висячим корнем (далее –
ПДВК) существуют два варианта биекции: правая биекция и левая биекция. При пра-
вой биекции r правые цепи в ПКДВК переходят в вершины ПДВК; при левой биекции l

левые цепи ПКДВК переходят в вершины ПДВК. Рис. 1 иллюстрирует эти биекции.
В верхней части рисунка к дереву T применяется правая биекция, в нижней части
рисунка к r(T ) применяется биекция обратная к левой. Правые и левые цепи на этом
рисунке выделены пунктиром. Цепи, содержащие сына корня, будем называть старшей
правой и старшей левой цепями.

Рис. 1: Биекции r и l между множествами ПКДВК и ПДВК

О п р е д е л е н и е 0.1. Преобразованием Донахью ПКДВК T называется дерево
τ(T ) = l−1 ◦ r(T ).

Таким образом, на рис. 1 построен образ дерева T при преобразовании Донахью.
Каждое ПКДВК можно разбить на фрагменты, которые назовём триадами. Под

триадой будем понимать вершину, не являющуюся листом и корнем, с тремя половин-
ками смежных с нею рёбер. Листья с единственными смежными половинками рёбер по-
глощаются. Для каждой триады естественно определены не более чем по одной другой
триаде, играющих для неё роль отца, правого и левого сыновей. Триаду, содержащую
сына корня, будем называть корневой триадой.



ПЕРЕЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ, СВЯЗАННЫЕ С ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ ДОНАХЬЮ 7

На деревья, представленные в виде наборов триад, также можно действовать пре-
образованием Донахью. В качестве примера выполним преобразование Донахью для
дерева T с рис. 1, разбитого на триады. Результат этой операции изображён на рис. 2.

Рис. 2: Преобразование Донахью дерева, разбитого на триады

Технически преобразование Донахью является просто перестановкой деревьев, ко-
торая может быть легко (правда, строго говоря, не однозначно) перенесена на любую
другую комбинаторную интерпретацию чисел Каталана, точнее – семейством переста-
новок деревьев каждого определённого размера.

Однако циклическая структура перестановок этого семейства настолько сложна, что
позволяет говорить об обратимой комбинаторной динамической системе, представляю-
щей самостоятельный интерес и заслуживающей отдельного изучения.

При изучении преобразования Донахью естественно возникает большое количество
перечислительных задач. Фактически многие основные проблемы, связанные с ним,
изначально имеют форму перечислительной задачи. Таковыми, например, являются
задачи об общем количестве циклов (орбит) этих перестановок, о количестве циклов
с заданными длинами (наиболее интересными представляются задачи о перечислении
циклов с длинами 2, 6 и 9). Примечательно, что эти просто формулируемые проблемы
привлекали внимание многочисленных специалистов (см., например, [2]–[4], [5, c. 472]),
однако обычной реакцией на возникающие при этом трудности являлось то, что автор
отмечал какое-нибудь несложное свойство и переходил к некоторой смежной задаче.

Проблемы, рассмотрению которых посвящена данная работа, формулируются не на-
столько просто и возникают, когда при изучении преобразования Донахью замечается
какой-либо эффект, вызывающий интерес, что неизбежно приводит к вопросу о том,
является ли этот эффект массовым или экзотическим. Как правило, аккуратный ана-
лиз структуры соответствующих деревьев позволяет явно вычислить соответствующую
производящую функцию. При вычислении асимптотического характера роста коэффи-
циентов (той самой массовости) систематически используется результат, иногда имену-
емый теоремой Дарбу (см. [6, с. 252, предложение 12]).

1. Перечисление дуг преобразования Донахью

Для формулирования результатов этого раздела нам потребуется понятие правой
огибающей цепи.

О п р е д е л е н и е 1.1. Правой огибающей цепью называется последовательность
триад дерева, полученная по следующим правилам:
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1) первым элементом этой последовательности становится корневая триада;

2) если у последнего добавленного в последовательность элемента есть правый сын,
то этот правый сын становится следующим элементом последовательности;

3) если у последнего добавленного в последовательность элемента нет правого сына,
но есть левый сын, то этот левый сын становится следующим элементом последо-
вательности;

4) если у последнего добавленного в последовательность элемента нет ни правого,
ни левого сыновей, то формирование правой огибающей цепи завершается.

Под левым и правым поддеревом исходного дерева будем понимать поддеревья, при-
соединённые соответственно слева и справа к корневой триаде. При помощи прямоли-
нейной проверки доказывается следующее утверждение.

Лемма 1.1.

1. Дерево τ(T ) имеет пустое правое поддерево тогда и только тогда, когда стар-
шая правая цепь дерева T заканчивается триадой, не имеющей левого сына.

2. Дерево τ 2(T ) имеет пустое правое поддерево тогда и только тогда, когда правая
огибающая цепь дерева T заканчивается триадой, являющейся левым сыном.

Каждый цикл преобразования Донахью разбивается деревьями с пустым левым под-
деревом на фрагменты. Будем называть эти фрагменты дугами преобразования. Есте-
ственным образом возникает задача перечисления дуг заданной длины.

О п р е д е л е н и е 1.2. Для дерева T с пустым левым поддеревом назовем ду-
гой такую последовательность деревьев T, τ(T ), τ 2(T ), . . . , τ k(T ) , что τ k(T ) обладает
пустым правым поддеревом, и k —минимально возможное. Число k назовем длиной
дуги.

Дерево с пустым правым поддеревом τ k(T ) при однократном преобразовании пе-
реходит в дерево τ k+1(T ) с пустым левым поддеревом. Дугу дерева τ k+1(T ) назовем
второй дугой дерева T . Аналогично определяется третья дуга дерева, четвертая и т. д.
В качестве иллюстрации введённого определения на рис. 3 изображено дерево T , дли-
на дуги которого равна трём. Также данный рисунок демонстрирует тот факт, что при
преобразованиях Донахью происходит перемещение триад из правого поддерева в левое
через корневую триаду.

Рассмотрим деревья, имеющие пустое левое поддерево и состоящие из n+1 триады
(одна корневая триада и n некорневых). Обозначим через T (n, k1, k2, . . . , ks) количе-
ство таких деревьев, длина первой дуги которых равна k1 , второй— k2 и так далее,
длина s -ой дуги равна ks .
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Рис. 3: Дерево с длиной дуги, равной трём

Некоторые утверждения о числах T (n, k1, k2, . . . , ks) содержатся в статье [7]. В част-
ности, там приведено следующее рекуррентное соотношение для чисел T (n, 1, 1, 1) .
При n > 5

T (n, 1, 1, 1) =
n−3∑
i=1

i · T (n− i, 1, 1, 1)−
n−4∑
i=1

i · Cn−i−3 + Cn−3,

где Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
—число Каталана.

Этот результат можно развить стандартным образом до производящей функции.
Производящая функция для чисел T (n, 1, 1, 1) имеет вид

∞∑
n=1

T (n, 1, 1, 1)xn =
2x4 − 2x3 − 2x2 + x

x2 − 3x+ 1
+ x3

(
1−
√
1− 4x

2x

)
.

Выражение в скобках является производящей функцией для чисел Каталана, поэтому
справедлива следующая асимптотика:

T (n, 1, 1, 1) ∼ Cn−3.

Среди множества всех ПКДВК можно выделить подмножество деревьев, замкнутое
относительно преобразования Донахью, — семейство примитивных деревьев. Дадим
понятие примитивного дерева в терминах разбиения дерева на триады.

О п р е д е л е н и е 1.3. Дерево называется примитивным, если оно не содержит
триад α , удовлетворяющих одному из следующих двух условий:

1) отец триады α является левым, а её единственный сын – правым;
2) отец триады α является правым, а её единственный сын – левым.

Так, например, деревья на рис. 3 являются примитивными. А деревья с рис. 2 прими-
тивными не являются: триады, нарисованные на этом рисунке утолщёнными линиями,
удовлетворяют условиям из приведённого выше определения.

В работе [8] показано, что количество примитивных деревьев из n триад (n > 2 )

равно mn−2 +mn−1 , где mn =
[n/2]∑
k=0

(
n
2k

)
Ck —число Моцкина. Количество примитивных
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деревьев из n триад, обладающих пустым правым поддеревом, равно mn−2 . Произво-
дящая функция для чисел Моцкина (см., например, [9]) имеет следующий вид:

M(x) =
∞∑
n=0

mnx
n =

1− x−
√
1− 2x− 3x2

2x2
.

Перейдём к анализу дуг примитивных деревьев. Пусть количество триад в деревьях
равно n+ 1 , левые поддеревья пусты. Обозначим через T̂ (n, k1, k2, . . . , ks) количество
таких деревьев, которые являются примитивными, и длина первой дуги которых рав-
на k1 , второй— k2 , и так далее, длина s -й дуги равна ks .

Начнём с рассмотрения случая s = 1 . Пусть дерево имеет вид, изображённый
на рис. 4 слева, где поддерево M (обведённое пунктиром) содержит k триад.

Рис. 4: Перемещение триад через корень примитивного дерева

На этом рисунке проиллюстрирован процесс перемещения k+1 триады через корень
дерева; α1, α2, . . . , αl — триады старшей правой цепи дерева M . Введём обозначение:
Ai — дерево, имеющее корневую триаду αi и пустое правое поддерево ( i = 1, l ). Для
того чтобы исходное дерево было примитивным, должны выполняться два условия:

1) триады αi имеют левых сыновей при любом i = 1, l ;
2) деревья Ai являются примитивными при любом i = 1, l .
Обозначим символом rk количество способов сформировать дерево M из k триад.

Оно равно

rk =
∑

i1+i2+...+il=k

mi1−2 ·mi2−2 · . . . ·mil−2,

где сумма берётся по всем упорядоченным разложениям k на слагаемые больше еди-
ницы.

Будем считать, что r0 = 1 , так как дерево M может быть пустым. Если дерево M

состоит из одной триады, то исходное дерево не является примитивным, поэтому r1 = 0 .
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Рассмотрим производящую функцию R(x) для чисел rk :

R(x) =
∞∑
n=0

rnx
n = 1 +m0x

2 +m1x
3 + (m0m0 +m2)x

4 + . . . =

= 1 + x2
∞∑
n=0

mnx
n + x4

(
∞∑
n=0

mnx
n

)2

+ . . . = 1 + x2M(x)+

+x4M2(x) + . . . =
1

1− x2M(x)
=

1 + x−
√
1− 2x− 3x2

2x(1 + x)
.

Эта производящая функция совпадает с производящей функцией для чисел Риордана.
В работе [10] приведены различные интерпретации последовательности чисел rk, а
также получена формула

rk =
k∑
i=0

(−1)k−i
(
k

i

)
Ci.

Каждой дуге дерева соответствует композиция n = i1 + i2 + . . . + ik , где i1 триад
перемещены через корень за первое преобразование, i2 — за второе и так далее, ik
триад — за k -е преобразование. Таким образом,

T̂ (n, k) =
∑

i1+i2+...+ik=n

ri1−1 · ri2−1 · . . . · rik−1, (1.1)

где суммирование происходит по всем упорядоченным разложениям числа n на k сла-
гаемых.

Используя данное соотношение, можно получить производящую функцию для чисел
T̂ (n, k) .

Утверждение 1.1.

1.
∞∑
n=k

T̂ (n, k)xk = xkRk(x) ;

2. T̂ (n, k) ∼ k 3n+
1
2

2k+2
√
πn

3
2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость первого пункта напрямую следует из фор-
мулы (1.1). Перепишем производящую функцию в виде

∞∑
n=k

T̂ (n, k)xn = (x ·R(x))k =
(
1

2
− 1

2
√
1 + x

√
1− x

1/3

)k
.

Для вычисления асимптотик коэффициентов производящих функций такого вида умест-
но использовать результат М. Дрмота, полученный в [11, теоремы 3 и 4]. В нашем случае
g(x) = 1

2
, h(x) = 1

2
√
1+x

, x0 = 1
3
. �
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Заметим, что при k = 2 получаем функцию x2R2(x) = 1−x−
√
1−2x−3x2

2(1+x)
. Эта функ-

ция совпадает с производящей функцией для 321-избегающих простых перестановок
(см. [12]).

Ещё несколько свойств чисел T̂ (n, k) напрямую следуют из соотношения (1.1) и из то-
го, что r0 = 1 , r1 = 0 и r2 = r3 = 1 .

Утверждение 1.2.

1. T̂ (n, n− 1) = 0 при n > 2 ;

2. T̂ (n, n− 2) = n− 2 при n > 3 ;

3. T̂ (n, n− 3) = n− 3 при n > 4 .

Перейдем к перечислению примитивных деревьев, у которых заданы длины несколь-
ких дуг. Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1.3.

1. T̂ (n, 1, 1) = T̂ (n− 1, 3) при n > 2 ;

2.
∞∑
n=1

T̂ (n, 1, 1)xn =
x
(
3 + 3x−

√
1− 2x− 3x2

)
2(1 + x)2

;

3. T̂ (n, 1, 1) ∼ 3n+
1
2

32
√
πn

3
2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Пусть длина первых двух дуг дерева T равна одному.
Тогда преобразование Донахью дерева T должно выглядеть так, как показано на рис. 5.
Здесь α —конечная триада правой огибающей цепи дерева τ(T̃ ) , по лемме 1.1 эта
триада должна быть левым сыном.

Рис. 5: Иллюстрация к доказательству утверждения 1.3

Заметим, что если убрать триаду ρ из дерева T , то оставшееся дерево будет при-
митивным, и длина его дуги будет равна трём. Обратно: любое примитивное дерево,
длина первых двух дуг которого равна одному, может быть получено из примитивного
дерева с длиной дуги, равной трём, путём присоединения триады к старшей правой
цепи. Таким образом, построенное соответствие является взаимнооднозначным.
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З а м е ч а н и е 1.1. Аналогичные рассуждения для непримитивных деревьев не
проходят.

2. Из предыдущего пункта следует, что производящая функция для чисел T (n, 1, 1)

выражается через производящую функцию для чисел T (n, 3) . Так как T̂ (1, 1, 1) = 1 ,
то получаем

∞∑
n=1

T̂ (n, 1, 1)xn = x+ x
∞∑
n=1

T̂ (n, 3)xn = x+ x4R3(x),

откуда и следует доказываемое утверждение.
3. Данная асимптотика получается прямым применением теоремы Дарбу к произ-

водящей функции из предыдущего пункта. �

Следствие 1.1. При n > 1 верно, что T̂ (n, 1) = T̂ (n, 1, 1) + T̂ (n+ 1, 1, 1) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство справедливо, потому что производящая функ-
ция для последовательности T̂ (n, 1, 1) + T̂ (n+1, 1, 1) совпадает с производящей функ-
цией для последовательности T̂ (n, 1) . �

Для доказательства ещё одного соотношения нам потребуется вспомогательное
утверждение. Пусть ϕi — i -й член последовательности Фибоначчи (ϕ1 = ϕ2 = 1 ,
ϕi+2 = ϕi+1+ϕi ). Также будем считать, что слагаемое два в композиции числа может
быть разных типов: 2 и 2′ .

Лемма 1.2. Количество представлений числа n в виде упорядоченной суммы
n = n1 + n2 + . . .+ nm , где nj ∈ {2, 2′, 3} , равно ϕn + (−1)n .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть an — количество описанных в формулировке лем-

мы композиций числа n , a0 = 1 . Рассмотрим производящую функцию A(x) =
∞∑
n=0

anx
n .

Так как возможны три типа слагаемых: 2 , 2′ и 3 , то производящая функция равна

A(x) =
∞∑
k=0

(x2 + x2 + x3)k =
1

1− 2x2 − x3
.

Заметим, что полученное выражение равно сумме x
1−x−x2 + 1

1+x
, где первое слагае-

мое является производящей функцией для чисел Фибоначчи, а второе — производящей
функцией для последовательности (−1)n . �

При помощи непосредственной проверки можно убедиться в том, что T̂ (1, 1, 1) = 1 ,
T̂ (2, 1, 1) = 0 , T̂ (3, 1, 1) = 0 . При больших n справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1.4. T̂ (n, 1, 1)= T̂ (n, 1, 1, 1)+T̂ (n+1, 1, 1, 1)−ϕn−3+(−1)n при n > 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ограничимся изложением основных идей доказательства.
Пусть у примитивного дерева T длина первых двух дуг равна одному. С одной стороны,
количество таких деревьев равно T̂ (n, 1, 1) . С другой стороны, возможны два случая:

1) длина третьей дуги T тоже равна одному;
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2) длина третьей дуги T больше одного.
Первому условию удовлетворяют T̂ (n, 1, 1, 1) деревьев. Предположим, что дерево T

удовлетворяет второму условию. По лемме 1.1 старшая правая цепь дерева τ 4(T ) за-
канчивается триадой, имеющей левого сына. Добавим к этой триаде ещё и правого
сына. Обозначим полученное примитивное дерево с n + 1 некорневой триадой через
τ 4(T ′) . Можно показать, что в этом случае у дерева T ′ длины трёх первых дуг равны
одному.

С другой стороны, возьмём примитивное дерево T ′ с n + 1 некорневой триадой,
у которого длины первых трёх дуг равны одному. Обозначим дерево, получающееся
удалением конечной триады старшей правой цепи дерева τ 4(T ′) через τ 4(T ′′) . Если
бы тогда дерево T ′′ всегда удовлетворяло приведённому выше второму условию, то
было бы верно равенство T̂ (n, 1, 1) = T̂ (n, 1, 1, 1)+ T̂ (n+1, 1, 1, 1) . Но это не так. «Пре-
пятствием» являются те деревья T ′′ , для которых дерево τ 2(T ′′) выглядит так, как
показано на рис. 6.

Рис. 6: Иллюстрация к доказательству утверждения 1.4

Назовём такое дерево τ 2(T ′′) плохим. Плохое дерево обладает тем свойством, что
все его правые цепи имеют длину 2 или 3. Причём, если пронумеровать эти цепи так,
как показано на рисунке, то первая правая цепь обязательно содержит три триады,
а последняя – две.

Представим, что мы формируем плохое дерево, присоединяя цепи в обратном по-
рядке: к последней цепи присоединяем предпоследнюю и т. д. Можно увидеть, что цепь,
состоящая из двух триад, может быть присоединена двумя способами к предыдущей
добавленной цепи, а цепь из трёх триад – только одним. Например, на рис. 6 цепь №3
могла бы быть присоединена к цепи №4 через триады γ или δ , а цепь №2 к цепи
№3 может быть присоединена только через триаду ε . Иначе будет нарушено условие
примитивности дерева.

Если из плохого дерева с n+1 некорневыми триадами убрать первую и последнюю
цепи (которые формируются однозначно), то останется n− 3 триады. Таким образом,
количество плохих деревьев с n некорневыми триадами равно числу упорядоченных
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разложений числа n−3 в сумму двоек и троек, в которой слагаемое 2 бывает двух типов.
По лемме 1.2 это число равно ϕn−3 + (−1)n−3 . Получаем доказываемую формулу. �

Применяя стандартную технику к доказанному соотношению, можно получить про-
изводящую функцию для чисел T̂ (n, 1, 1, 1) . Кроме того, теорема Дарбу позволяет вы-
вести асимптотику для этих чисел.

Утверждение 1.5.

1.
∞∑
n=1

T̂ (n, 1, 1, 1)xn =
x(2+7x+5x2+2x3+2x4−x

√
1−2x−3x2)

2(1+x)3
+ x5

(1−x−x2)(1+x) ;

2. T̂ (n, 1, 1, 1) ∼ 3n+
1
2

128
√
πn

3
2

.

2. Производящие функции для количества вершин в графах поворотов

Рассмотрим граф Gn , вершинами которого являются ПДВК с n некорневыми вер-
шинами, а рёбрами – ПКДВК с n листьями. Скажем, что ориентированное ребро e

идёт от вершины v1 к v2 , если образ дерева e при левой биекции l(e) равен v1 ,
и образ при правой биекции r(e) равен v2 .

Назовём полученный граф Gn графом преобразования Донахью. Компоненты связ-
ности этого графа – циклы, соответствующие орбитам преобразования Донахью. Иссле-
дование циклической структуры графа Gn – сложная задача. Для того чтобы прибли-
зиться к её решению, рассмотрим граф, вершинами которого являются не произвольные
деревья, а деревья фиксированной высоты.

О п р е д е л е н и е 2.1. Шаблоном k -го уровня ПДВК с n некорневыми верши-
нами назовём некубическое дерево, удовлетворяющее следующим условиям:

1) высота дерева, т. е. наибольшая длина пути от корня к листу, равна k + 1 ;
2) листья дерева, находящиеся на нижнем ярусе, помечены натуральными числами;
3) сумма меток и количества непомеченных некорневых вершин равна n .

Договоримся, что шаблон k -го уровня, все метки которого равны одному, является
одновременно шаблоном l -го уровня для любого l > k . На рис. 7 слева приведён
пример шаблона второго уровня для дерева с 14 некорневыми вершинами.

Пусть v – шаблон k -го уровня. Скажем, что висячий корень v находится на нуле-
вом ярусе, сын корня – на первом ярусе, сыновья сына корня – на втором ярусе и т. д.

О п р е д е л е н и е 2.2. Поддеревья шаблона v , корнями которых являются вер-
шины (s+ 1) -го яруса ( 0 6 s 6 k ), назовём компонентами s -го уровня в шаблоне v .
Длиной компоненты назовём количество сыновей у корневой вершины соответствую-
щей компоненты.

Например, на рис. 7 слева шаблон содержит три компоненты первого уровня, кото-
рые имеют следующие длины: 3, 0, 1. Нумеровать компоненты первого уровня будем
слева направо.
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Рис. 7: Шаблон дерева

Хорошо известна биекция между некубическими деревьями и расстановками ско-
бок, при которой листьям деревьев, расположенным на нижнем ярусе, соответствуют
внутренние пары скобок максимальной вложенности. Написав между такими скобка-
ми метки соотвествующих листьев, получим биективный образ шаблона дерева. Бу-
дем называть полученную расстановку скобок модифицированной. Например, шаблон,
изображенный на рис. 7, отображается при данной биекции в модифицированную рас-
становку скобок ((2)(1)(4))()((3)) . Такие расстановки понадобятся нам в дальнейшем
для более компактного изображения графа поворотов.

О п р е д е л е н и е 2.3. Дерево T соответствует шаблону P , если T получает-
ся из P путём добавления на позиции листьев нижнего яруса поддеревьев, количество
вершин в которых равно меткам этих листьев.

В качестве иллюстрации на рис. 7 изображены шаблон и соответствующее ему неку-
бическое дерево.

О п р е д е л е н и е 2.4. Некубические деревья T1 и T2 называются эквивалент-
ными на уровне m , если они соответствуют одному шаблону уровня m .

Для обозначения эквивалентности двух деревьев будем применять запись T1
m∼ T2 .

Проведём факторизацию графа преобразования Донахью по данной эквивалентно-
сти, т. е. «склеим» вершины, обладающие одним шаблоном.

О п р е д е л е н и е 2.5. Графом поворотов m -го уровня для деревьев с n некор-
невыми вершинами назовём ориентированный граф, вершинами которого являются
шаблоны m -го уровня для деревьев с n некорневыми вершинами, а рёбрам соответ-
ствуют кубические деревья. Ребро e идёт от вершины v1 к v2 , если образ дерева e

при левой биекции l(e) соответствует шаблону v1 , а образ этого дерева при правой
биекции r(e) —шаблону v2 .

Для графа поворотов будем применять обозначения Gm
n = Gn/

m∼ Заметим, что
в этом графе допускаются кратные рёбра.

Как было отмечено выше, существует биекция между шаблонами деревьев и мо-
дифицированными расстановками скобок. Поэтому, для более компактной записи, бу-
дем маркировать вершины графа Gm

n расстановками скобок. Графы поворотов первого
и второго уровня для деревьев с пятью некорневыми вершинами приведены на рис. 8.
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Рис. 8: Графы G1
5 и G2

5

Заметим, что количество рёбер в графах поворотов Gm
n равно количеству ПКДВК

с n листьями, т. е. равно числу Каталана Cn−1 . Обозначим символом vmn количество
вершин в Gm

n .
Задачу вычисления чисел vmn можно свести к равносильной задаче нахождения ко-

личества деревьев, не содержащих паттерны-гребёнки. Перечислением таких деревьев
занимались авторы работы [13]. Продемонстрируем равносильность этих задач.

В соответствии с [13] введём следующие определения. Паттерном назовём плос-
кое кубическое дерево без висячего корня (корень имеет двух сыновей). Скажем, что
ПКДВК T непрерывно содержит паттерн t , если дерево T содержит t как поддерево.
Рис. 9 иллюстрирует данное определение: дерево T непрерывно содержит паттерн t ,
но не содержит непрерывно паттерн s .

Рис. 9: Паттерны в деревьях

Говорят, что дерево T разрывно содержит паттерн t , если существует дерево T ∗ ,
получаемое из T путём применения конечного числа операций стягивания рёбер, такое
что T ∗ непрерывно содержит паттерн t . Так, на рисунке 9 дерево T разрывно содер-
жит паттерн s , так как дерево, получаемое из T стягиванием ребра e (обозначено
пунктиром), содержит s непрерывно.

Обозначим через avt(n) количество ПКДВК с n листьями, которые не содержат
разрывно паттерн t . Будем рассматривать специальный вид паттернов — гребёнки. При-
меры левых гребёнок приведены на рис. 10. Деревья, симметричные левым гребёнкам
назовём правыми гребёнками. Обозначим левые гребёнки с i листьями через ci .
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Рис. 10: Паттерны-гребёнки

Утверждение 2.1. avcm+3(n) = vmn при m > 1 , n > 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем строить биекцию между множеством вершин гра-
фа поворотов Gm

n и множеством деревьев, не содержащих разрывно паттерн cm+3 ин-
дукцией по m .

База индукции. Положим T —дерево с n листьями, не содержащее разрывно пат-
терн c4 . Пусть это дерево имеет вид, изображенный на рис. 11 слева. Заметим, что
деревья T1, T2, . . . , Ts в этом случае либо состоят из одной вершины, либо являют-
ся правыми гребёнками. Пример дерева, удовлетворяющего этому условию, изображен
на рис. 11 справа. Иначе, если к старшей правой цепи дерева T присоединено дерево,
отличное от правой гребёнки, то стягиванием рёбер можно получить поддерево c4 . Ес-
ли, например, на рис. 11 к листу x присоединить любое непустое кубическое дерево,
то при стягивании рёбер e1 и e2 получается дерево, содержащее c4 .

Рис. 11: Иллюстрация к доказательству утверждения 2.1

Дереву T поставим в соответствие вершину (a1)(a2) . . . (as) графа G1
n , где ai —

количество листьев в гребёнке Ti . Понятно, что разным деревьям, не содержащим
разрывно c4 , соответствуют разные вершины в G1

n ; для любой вершины в G1
n можно

построить её прообраз при данном отображении. Поэтому построенное отображение
является взаимно-однозначным и avc4(n) = v1n .

Индукционный переход. Пусть доказано, что avck+3
= vkn . Рассмотрим дерево T ,

не содержащее разрывно паттерн ck+4 . Пусть это дерево имеет вид, изображенный
на рис. 11 слева. Тогда ни одно из деревьев Ti не содержит разрывно паттерн ck+3 ,
иначе стягиванием рёбер получим паттерн ck+4 в дереве T . Пусть Pi — вершина-
шаблон в графе Gk

n , соответствующая дереву Ti ( i = 1, s ). Тогда образом дерева T

назовём шаблон (P1)(P2) . . . (Ps) . Хорошо видно, что построенное отображение является
биекцией. �
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Заметим, что при n > 2 и m > 2 количество вершин в графе Gm
n может быть

записано при помощи следующего рекуррентного соотношения:

vmn =
n−1∑
k=1

∑
i1+i2+...+ik=n−1

vm−1i1
· vm−1i2

· . . . · vm−1ik
. (2.1)

Здесь внутреннее суммирование происходит по всем упорядоченным разложениям
числа n − 1 . Справедливость данной формулы иллюстрирует представление некуби-
ческого дерева на рис. 12. Если исходное дерево T содержит n некорневых вершин,
то деревья T1, T2, . . . , Tk (без висячего корня) содержат суммарно n − 1 вершину, так
как сын корня дерева T не входит ни в одно из этих деревьев.

Рис. 12: Некубическое дерево

Для производящей функции последовательности чисел vmn будем использовать обо-

значение Fm(x) =
∞∑
n=1

vmn x
n . Следующее утверждение представляет собой рекуррент-

ную формулу для вычисления функций Fm(x) .

Утверждение 2.2.

1. F1(x) =
x− x2

1− 2x
;

2. Fm(x) =
x

1− Fm−1(x)
при m > 2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вершины в графе поворотов первого уровня G1
n суть упо-

рядоченные разложения числа n− 1 на слагаемые, поэтому верно, что

v1n =

{
1, n = 1,

2n−2, n > 1,

откуда следует первый пункт утверждения.
Используя формулу (2.1), при m > 2 получаем

Fm(x) = x+
∞∑
n=2

(
n−1∑
k=1

∑
i1+i2+...+ik=n−1

vm−1i1
· vm−1i2

· . . . · vm−1ik

)
xn =

= x+ x · Fm−1(x) + x · F 2
m−1(x) + x · F 3

m−1(x) + . . . =
x

1− Fm−1(x)
,

что и требовалось доказать. �
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При помощи доказанного утверждения можно получить явное выражение для функ-
ций Fm(x) . В работе [13] показано, что верна формула

Fm(x) =

[m+1
2

]∑
i=0

(−1)i ·
(
m−i+1

i

)
· xi+1

[m+2
2

]∑
i=0

(−1)i ·
(
m−i+2

i

)
· xi

.

Хорошо известно, что производящую функцию для чисел Каталана можно пред-
ставить в виде цепной дроби. Выпишем это разложение для производящей функции,
домноженной на x :

F (x) =
∞∑
n=1

Cn−1x
n =

x

1−
x

1−
x

. . .

,

Заметим, что

F1(x) =
x

1− x
1−x

, F2(x) =
x

1− x
1− x

1−x

, и т. д.

Таким образом, получена следующая комбинаторная интерпретация подходящих
дробей для производящей функции последовательности Каталана.

Утверждение 2.3. Подходящие дроби для производящей функции
∞∑
n=1

Cn−1x
n рав-

ны производящим функциям Fm(x) для количества вершин в графах поворотов.

Этот результат хорошо согласуется с тем фактом, что при фиксированном коли-
честве некорневых вершин n начиная с некоторого уровня m вершинами графа Gm

n

являются вообще все некубические деревья заданного размера.
Отметим, что функция F2(x) совпадает с производящей функцией для чисел Фи-

боначчи с нечётными номерами, т. е.

v2n =
τ 2n−3 + τ 3−2n√

5
,

где τ — золотое сечение, равное 1+
√
5

2
.

В работе [14] была получена асимптотика для последовательностей vmn :

vmn ∼ C · 4n cos2n π

m+ 3
,

где C – некоторая положительная константа.



ПЕРЕЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ, СВЯЗАННЫЕ С ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ ДОНАХЬЮ 21

3. Производящие функции для количества вершин
в примитивных графах поворотов

Образ примитивного дерева при преобразовании Донахью также является прими-
тивным. Для изучения внутренней структуры графов поворотов целесообразно рас-
смотреть их подграфы, соответствующие примитивным деревьям.

О п р е д е л е н и е 3.1. Примитивным графом поворотов m -го уровня для де-
ревьев с n листьями называется подграф графа Gm

n , ребра которого соответствуют
примитивным деревьям.

Для примитивного графа поворотов будем применять обозначение Ĝm
n , для количе-

ства вершин в нём – v̂mn , для производящей функции числа вершин – F̂m(x) =
∞∑
n=1

v̂mn x
n .

Заметим, что количество рёбер в графе Gm
n равно числу примитивных деревьев, т. е.

mn−2 +mn−3 (n > 3 ).

Утверждение 3.1. F̂1(x) =
x

1− x− x2
(т. е. v̂1n равно числу Фибоначчи ϕn ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В графе Ĝ1
n вершины суть упорядоченные разложения

числа n− 1 на слагаемые, в которых единицы могут стоять только в начале или в кон-
це. Запишем в ряд n − 1 единицу. Поставив в образовавшиеся n − 2 промежутков
знаки «+» и «,», получим композицию числа n − 1 (элементы композиции отделены
запятыми). Если запретить написание двух запятых подряд (в соседних промежутках),
то получатся нужные композиции.

То есть количество вершин в Ĝ1
n равно количеству последовательностей длины n−2

из символов «+» и «,», где две запятые не идут подряд. Как известно, количество таких
последовательностей равно числу Фибоначчи. �

Используя формулу Бине, получаем асимптотическую оценку для чисел v̂1n .

Следствие 3.1. v̂1n ∼ τn√
5
, где τ = 1+

√
5

2
.

Найти производящую функцию для чисел v̂mn при m > 2 позволяет следующее
утверждение.

Утверждение 3.2. При m > 2 верно, что

F̂m(x) =
x(1 + x+ xĤm−1(x))

1 + x− Ĥm−1(x)
,

где

Ĥl(x) =
l−1∑
i=0

(−1)i xiF̂l−i(x) +
(−1)l xl+1 + x2

1 + x
+

(−1)l xl+2

1− x
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть шаблон m -го уровня, соответствующий вершине
в примитивном графе поворотов, имеет вид, изображённый на рис. 12 (напомним, что
у деревьев T1, T2, . . . , Tk нет висячего корня). Вследствие примитивности деревьев-рё-
бер выполняются следующие условия:

1) только деревья T1 и Tk могут содержать по одной вершине;
2) у корней деревьев Ti ( i = 1, k ) больше одного сына (у корней T1 и Tk может не

быть сыновей).
Из второго условия следует, что для дальнейших расчётов требуется рассмотрение

вершин-шаблонов в графе Ĝm
n , сын висячего корня которых обладает более чем одним

сыном. Пусть ŵmn — количество таких вершин. Определим ŵm1 = ŵm2 = 1 . Действи-
тельно, если деревья Ti содержат по одной или по две вершины, то приведённые выше
условия не нарушаются (по одной вершине может быть только в деревьях T1 и Tk ).

Поскольку только у одного шаблона первого уровня (n−1) сын корня имеет одного
сына, то

ŵ1
n =

{
v̂1n − 1, n > 3,

v̂1n, n < 3.

Количество вершин графа Ĝ2
n , сын корня которых имеет одного сына, равно количеству

вершин графа Ĝ1
n−1 , сын корня которых имеет двух и более сыновей (иначе нарушается

примитивность). Поэтому

ŵ2
n =


v̂2n − v̂1n−1 + 1, n > 4,

v̂2n − v̂1n−1, n = 3,

v̂2n, n < 3.

В общем случае по индукции

ŵmn =


v̂mn +

m−1∑
i=1

(−1)i v̂m−in−i + (−1)m, n > m+ 2,

v̂mn +
n−2∑
i=1

(−1)i v̂m−in−i , 3 6 n < m+ 2,

v̂mn , n < 3.

Производящая функция для последовательности {ŵmn }∞n=1 имеет вид

Ĥm(x) =
∞∑
n=1

ŵmn x
n =

∞∑
n=1

v̂mn x
n − x

∞∑
n=2

v̂m−1n xn + x2
∞∑
n=2

v̂m−2n xn − . . .

. . .+ (−1)m−1xm−1
∞∑
n=2

v̂1nx
n + (−1)m

∞∑
n=m+2

xn =

= F̂m(x) +
m−1∑
i=1

(−1)i xi
(
F̂m−i(x)− x

)
+

(−1)m xm+2

1− x
=
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=
m−1∑
i=0

(−1)i xiF̂m−i(x) +
(−1)m xm+1 + x2

1 + x
+

(−1)m xm+2

1− x
.

Перейдём к вычислению производящей функции для количества вершин в прими-
тивном графе. Верно, что

F̂m(x) =
∞∑
n=1

v̂mn x
n = x+

∞∑
n=2

(
n−1∑
k=1

∑
i1+...+ik=n−1

ŵm−1i1
· . . . · ŵm−1ik

)
xn, (3.1)

где индексы суммирования i1, i2, . . . , ik принимают значения, при которых только i1
и ik могут быть равны единице.

Учитывая это ограничение, получаем:

F̂m(x) = x+ xĤm−1(x) + xĤ2
m−1(x) + x

(
Ĥ3
m−1(x)− xĤ2

m−1(x)
)
+

+ x
(
Ĥ4
m−1(x)− 2xĤ3

m−1(x) + x2Ĥ2
m−1(x)

)
+ . . .+ x

(
Ĥk
m−1(x)−

−
(
k − 2

1

)
xĤk−1

m−1(x) +

(
k − 2

2

)
x2Ĥk−2

m−1(x)−
(
k − 2

3

)
x3Ĥk−3

m−1(x)+

+ . . .+ (−1)kxk−2Ĥ2
m−1(x)

)
+ . . .

Действительно, если бы суммирование в формуле (3.1) происходило по всем упоря-
доченным разложениям числа n− 1 , то производящая функция была бы равна сумме
слагаемых xĤk

m−1(x) . Здесь же из этих слагаемых мы должны вычесть компоненты,
которые соответствуют разложениям, содержащим единицы в середине. Так, например,
поставить единицу в середине трёхэлементной композиции числа можно единственным
способом, поэтому четвёртое слагаемое равно x

(
Ĥ3
m−1(x)− xĤ2

m−1(x)
)
. При формиро-

вании других слагаемых в этой сумме использовалась формула включений-исключений.
После перегруппировки получаем следующее:

F̂m(x) = x+ x
(
Ĥm−1(x) + Ĥ2

m−1(x) + Ĥ3
m−1(x) + . . .

)
−

− x2
((

1

1

)
Ĥ2
m−1(x) +

(
2

1

)
Ĥ3
m−1(x) +

(
3

1

)
Ĥ4
m−1(x) + . . .

)
+

+ x3
((

2

2

)
Ĥ2
m−1(x) +

(
3

2

)
Ĥ3
m−1(x) +

(
4

2

)
Ĥ4
m−1(x) + . . .

)
− . . .

Введём обозначения: y = Ĥm−1(x) , S(y) =
∞∑
k=0

yk . Тогда получившееся выражение

можно переписать следующим образом:

F̂m(x) = x+ x(S(y)− 1)− x2y2S ′(y) + x3

2!
y2S ′′(y)− x4

3!
y2S ′′′(y) + . . .
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Так как S(y) = 1
1−y , то S(n)(y) = n!

(1−y)n+1 . Следовательно,

F̂m(x) = x+ x
y

1− y
− x2 y2

(1− y)2
+ x3

y2

(1− y)3
− . . . = x(1 + x+ xy)

1 + x− y
.

�
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Введение

Одним из важных разделов современного анализа является теория нелинейных опе-
раторных уравнений в банаховых пространствах с конусами, созданная М.А. Красно-
сельским и его учениками (см. [1]–[4]). Ценность этой теории обусловливается её мно-
гочисленными приложениями в различных задачах естествознания: в задаче о крити-
ческом режиме ядерного реактора, в теории волн на поверхности тяжёлой жидкости, в
задачах о формах потери устойчивости упругих систем, в задачах геометрии в целом, в
теории устойчивости, в теории нелинейных краевых задач, в математической экономике
и т. д.

Естественно возникает вопрос о распространении теории нелинейных операторных
уравнений на более широкие классы пространств, чем банаховы, и, в частности, на
F -пространства (пространства Фреше). Этот класс пространств, кроме банаховых,
включает в себя такие важные пространства, как счётно-нормированные и простран-
ства Lp(0 < p < 1), lp(0 < p < 1).

Развитию теории неподвижных точек вполне непрерывных операторов, действую-
щих в F -пространстве, посвящается настоящая работа.

1. Предварительные сведения

Приведём некоторые необходимые сведения и сформулируем ранее доказанные утвер-
ждения [5], которые будем использовать в дальнейшем.

О п р е д е л е н и е 1.1. Линейное метрическое пространство X называется
F -пространством [6], [7], если его метрика, кроме обычных свойств, обладает ещё свой-
ствами:
1) ρ (x, y) = ρ (x− y, 0) (x, y ∈ X) ;
2) из αn → α следует ρ (αnx, αx) → 0 (x ∈ X) , и из xn → x следует ρ (αxn, αx) → 0

(α ∈ R) ;
3) пространство X полно по метрике.

В дальнейшем число ‖x‖ρ = ρ (x, 0) будем называть ρ -нормой элемента x .
Пусть X — m -мерное F -пространство с ρ -нормой ‖x‖ρ , а (l1, . . . , lm) — какой-

нибудь базис в X. Тогда каждый элемент x ∈ X единственным образом представляется
в виде:

x =
m∑
i=1

ξili.
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Положим ‖x‖ = max
i∈1,m

|ξi| . Число ‖x‖ является нормой в X.

Лемма 1.1. В m -мерном F -пространстве X для любой последовательности
(xn) ⊂ X соотношения ‖xn‖ρ → 0 и ‖xn‖ → 0 равносильны.

О п р е д е л е н и е 1.2. Оператор A называется непрерывным на множестве
M ⊂ X F -пространства X, если он непрерывен в каждой точке x множества M.

О п р е д е л е н и е 1.3. Оператор A называется компактным на множестве M

F -пространства X, если он преобразует любое ограниченное по ρ -норме ‖x‖ρ множе-
ство N ⊂M в относительно компактное множество AN ⊂ X.

О п р е д е л е н и е 1.4. Оператор A называется вполне непрерывным на множе-
стве M ⊂ X F -пространства X, если он непрерывен и компактен на этом множестве.

Пусть X — F -пространство. Обозначим через X∗ множество всех линейных непре-
рывных в F -пространстве функционалов. Определим в этом множестве операции сло-
жения элементов и умножения элементов на числа по формулам:

(f + g) (x) = f (x) + g (x) , (αf) (x) = αf (x) .

С этими операциями множество X∗ становится линейным (векторным) простран-
ством, которое называется сопряжённым пространством для F -пространства X.

О п р е д е л е н и е 1.5. Сопряжённое пространство X∗ называется достаточным
в F -пространстве X, если для любых элементов x1, x2 ∈ X, x1 6= x2 существует функ-
ционал f ∈ X∗, такой, что f (x1) 6= f (x2) .

Легко видеть, что если в F -пространстве X существует норма ‖x‖ , подчинённая
ρ -норме ‖x‖ρ , т. е. если существует число a > 0, такое, что a ‖x‖ ≤ ‖x‖ρ (x ∈ X), то
сопряжённое пространство X∗ достаточно в X.

Пусть в F -пространстве X множество M ⊂ X относительно компактно. Тогда
его выпуклая оболочка coM также будет относительно компактным множеством в
том случае, если ρ -норма ‖x‖ρ в X эквивалентна некоторой норме ‖x‖ , т. е. если
существуют числа a > 0, b > 0 , такие, что a ‖x‖ ≤ ‖x‖ρ ≤ b ‖x‖ (x ∈ X) .

Теорема 1.1. Пусть
1) для каждого относительно компактного множества M ⊂ X множество coM

также относительно компактно в F -пространстве X ;
2) сопряжённое пространство X∗ достаточно в F -пространстве X;

3) вполне непрерывный оператор A преобразует непустое замкнутое ограниченное
по ρ -норме ‖x‖ρ выпуклое множество V ⊂ X в себя.

Тогда существует элемент x∗ ∈ V, такой, что Ax∗ = x∗.
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Теорема 1.2. Пусть
1) при каждом x ∈ X\{0} функция ϕx (t) = ‖tx‖ρ возрастает по переменной t в

промежутке [0,+∞) ;

2) существует число b > 0, такое, что при всех t ∈ [0, 1] и x ∈ X выполняется
неравенство ‖tx‖ρ ≤ bt ‖x‖ρ ;

3) в X существует норма ‖x‖ и числа a> 0 и r0> 0, такие, что a ‖x‖ ≤ ‖x‖ρ
(x ∈ X, ‖x‖ρ ≤ r0);

4) вполне непрерывный оператор A преобразует непустое замкнутое ограниченное
по ρ -норме ‖x‖ρ выпуклое множество V ⊂ X в себя.

Тогда существует элемент x0 ∈ V, такой, что Ax0 = x0.

2. Основные результаты

Получим новые условия существования неподвижных точек вполне непрерывных
операторов, действующих в F -пространстве X. Вначале рассмотрим ситуацию, когда
пространство X упорядочено некоторым конусом K ⊂ X.

О п р е д е л е н и е 2.1. Конус K ⊂ X F -пространства X называется псевдо-
нормальным, если для любых элементов u, v ∈ X (u ≤ v) конусной отрезок 〈u, v〉
ограничен по ρ -норме ‖x‖ρ .

Теорема 2.1. Пусть
1) в F -пространстве X конус K псевдонормален;
2) для любого относительно компактного множества M ⊂ X множество coM

также относительно компактно;
3) сопряжённое пространство X∗ достаточно в X;

4) вполне непрерывный оператор A преобразует конусной отрезок 〈u, v〉 , где
u ≤ v — фиксированные элементы в X, в себя.

Тогда существует элемент x∗ ∈ 〈u, v〉 , такой, что Ax∗ = x∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В пространстве X конусной отрезок 〈u, v〉 в силу псевдо-
нормальности конуса K является замкнутым ограниченным по ρ -норме ‖x‖ρ выпук-
лым множеством. Следовательно, в предположениях настоящей теоремы выполняются
все условия теоремы 1.1. �

О п р е д е л е н и е 2.2. Оператор A, действующий в F -пространстве X, назы-
вается усиленно непрерывным, если из xn

сл−→ x следует Axn → Ax по ρ -норме ‖x‖ρ .

В следующей теореме не предполагается, что для любого относительно компактного
множества M в F -пространстве X множество coM также относительно компактно.

Теорема 2.2. Пусть действующий в F -пространстве X оператор A усиленно
непрерывен, вполне непрерывен и преобразует непустое замкнутое ограниченное по
ρ -норме ‖x‖ρ выпуклое множество V ⊂ X в себя.

Тогда существует элемент x∗ ∈ V, такой, что Ax∗ = x∗.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу компактности оператора A множество M = AV

относительно компактно. Поэтому для любого ε > 0 в M существует конечная ε -сеть
— множество {y1, . . . , yn} такое, что для произвольного y ∈ M существует элемент
yi ∈ (y1, . . . , yn) , для которого ‖y − yi‖ρ < ε.

Построим на множестве M оператор шаудеровского проектирования

Pεy =
n∑
i=1

µi (y) yi∑n
i=1 µi (y)

, где µi (y) =

{
ε− ‖y − yi‖ρ , если ‖y − yi‖ρ ≤ ε,

0, если ‖y − yi‖ρ > ε.

Легко видеть, что функционалы µi (y)
(
i ∈ 1,m

)
неотрицательны и непрерывны на

множестве M. Далее, так как для любого y ∈M существует элемент yi ∈ {y1, . . . , yn} ,
удовлетворяющий оценке ‖y − yi‖ρ < ε, то значение µi (y) = ε− ‖y − yi‖ρ > 0. Следо-
вательно,

∑m
i=1 µi (y) > 0 (y ∈M) . Поэтому оператор Pε (y) непрерывен на M.

Нетрудно видеть, что конечномерные операторы Aεx = PεAx (ε > 0) непрерывны
на множестве V.

Обозначим через Xε конечномерное пространство, натянутое на множество
(y1, . . . , yn) и положим Vε = V

⋂
Xε. Так как множество V выпукло и AV ⊂ V, то

PεAx =
n∑
i=1

µi (Ax) yi∑n
i=1 µi (Ax)

∈ V
⋂

Xε = Vε (x ∈ V, ε > 0) .

Таким образом, AεVε = PεAVε ⊂ Vε.

Далее, так как в силу леммы 1.1 непрерывность оператора Aε = PεA в конечно-
мерном F -пространстве Xε равносильна его непрерывности в Xε по норме, то в силу
теоремы Боля-Брауэра существуют элементы xε ∈ Vε такие, что Aεxε = PεAxε = xε
(ε > 0) . Полагая ε = 1

n
(n ∈ N) , построим элементы xn ∈ V 1

n
(n ∈ N), такие, что

A 1
n
xn = P 1

n
Axn = xn (n ∈ N) .

В силу компактности оператора A без ограничения общности можно считать, что
имеет место сходимость Axn → x∗ ∈ V по ρ -норме ‖x‖ρ .

Возьмём произвольный функционал f ∈ X∗. Из определения оператора

P 1
n
(y) =

n∑
i=1

µi (y) yi∑n
i=1 µi (y)

непосредственно следует, что если µi (y) 6= 0, то ‖y − yi‖ρ <
1
n
. Поэтому∣∣∣f (P 1

n
Axn − Axn

)∣∣∣ ≤ sup
µi(Axn)6=0

|f (yi − Axn)| → 0.

Отсюда и из ‖Axn − x∗‖ρ → 0 непосредственно следует, что

f (xn) = f
(
P 1

n
Axn

)
→ f (x∗) .

Следовательно, xn = P 1
n
Axn

сл−→ x∗. Тогда в силу усиленной непрерывности оператора
A имеет место сходимость Axn → Ax∗ по ρ -норме ‖x‖ρ . Отсюда и из ‖Axn − x∗‖ρ → 0

следует, что Ax∗ = x∗. �
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О п р е д е л е н и е 2.3. Оператор A, действующий в F -пространстве X, назы-
вается слабо непрерывным в X, если из xn

сл−→ x следует Axn
сл−→ Ax.

Теорема 2.3. Пусть
1) сопряжённое пространство X∗ достаточно в F -пространстве X;

2) слабо непрерывный, и вполне непрерывный оператор A преобразует непустое
замкнутое ограниченное по ρ -норме ‖x‖ρ выпуклое множество V ⊂ X в себя.

Тогда существует элемент x∗ ∈ V, такой, что Ax∗ = x∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Точно так же, как и при доказательстве теоремы 2.2, по-
казывается, что существуют элементы xn ∈ V 1

n
= V

⋂
X 1

n
, где X 1

n
— конечномерное

пространство, натянутое на 1
n
-сеть (y1, . . . , yn) ⊂ M = AV, такие, что P 1

n
Axn = xn

(n ∈ N).

Так как последовательность (Axn) относительно компактна, то без ограничения
общности можно считать, что Axn → x∗ по ρ -норме ‖x‖ρ .

Возьмём произвольный функционал f ∈ X∗. Из определения оператора P 1
n

непо-
средственно следует, что если µi (y) 6= 0, то ‖y − yi‖ρ <

1
n
. Поэтому∣∣∣f (P 1

n
Axn − Axn

)∣∣∣ ≤ sup
µi(Axn)6=0

|f (yi − Axn)| → 0.

Отсюда и из ‖Axn − x∗‖ρ → 0 вытекает, что

f (xn) = f
(
P 1

n
Axn

)
→ f (x∗) .

Следовательно, xn
сл−→ x∗. Поэтому в силу слабой непрерывности оператора A после-

довательность Axn
сл−→ Ax∗. Отсюда и из ‖Axn − x∗‖ρ → 0 ввиду достаточности X∗

в X следует, что Ax∗ = x∗. Действительно, из ‖Axn − x∗‖ρ → 0 для любого f ∈ X∗

получаем f (Axn) → f (x∗) , а из Axn
сл−→ Ax∗ следует f (Axn) → f (Ax∗) . Поэтому

f (x∗) = f (Ax∗) . Но тогда в силу достаточности X∗ в X верно Ax∗ = x∗. �
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1. Введение и постановка задачи

Пусть задано непустое множество X, функция ρ : X ×X → R+ и числа q1 ≥ 1 и
q2 ≥ 1. Говорят, что для функции ρ выполняется (q1, q2) -неравенство треугольника,
если

ρ(x, z) ≤ q1ρ(x, y) + q2ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X. (1)

Функция ρ называется (q1, q2) -квазиметрикой, если она удовлетворяет аксиоме
тождества

ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y ∀x, y ∈ X

и (q1, q2) -неравенству треугольника. Понятие (q1, q2) -квазиметрического пространства
было введено и изучено в [1].

Пусть (X, ρ) — (q1, q2) -квазиметрическое пространство. Обозначим через Q множе-
ство всех пар (q′1, q

′
2) ∈ [1,+∞)×[1,+∞), для которых выполняется (q′1, q

′
2) -неравенство

треугольника, т. е.

Q := {(q′1, q′2) ∈ [1,+∞)× [1,+∞) : ρ(x, z) ≤ q′1ρ(x, y) + q′2ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X}.

Очевидно, что множество Q непусто, выпукло и замкнуто. Кроме того,

Q+ R2
+ = Q.

Если множество Q представимо в виде Q = {(q1, q2)} + R2
+, то неравенство в (1)

является самым точным из всех (q′1, q
′
2) -неравенств треугольника, имеющих место для

пространства (X, ρ), т. е.

q1ρ(x, y) + q2ρ(y, z) ≤ q′1ρ(x, y) + q′2ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X, ∀ (q′1, q
′
2) ∈ Q.
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В противном случае самого точного (q′1, q
′
2) -неравенства треугольника может не су-

ществовать. В связи с этим возникает естественный вопрос: существует ли функция
f : R2

+ → R+ такая, что

ρ(x, z) ≤ f(ρ(x, y), ρ(y, z)) ≤ q′1ρ(x, y) + q′2ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X, ∀ (q′1, q
′
2) ∈ Q, (2)

и какими свойствами такая функция может обладать? Ответ на этот вопрос дают при-
веденные ниже предложение 2 и теорема 1.

Напомним, что соотношение

ρ(x, z) ≤ f(ρ(x, y), ρ(y, z)) ∀x, y, z ∈ X (3)

называется f -неравенством треугольника. Если для функции ρ выполнено f -нера-
венство треугольника, и аксиома тождества, то она называется f -квазиметрикой, а
пространство (X, ρ) называется f -квазиметрическим.

2. Уточнение (q1, q2) -неравенства треугольника

Положим
f(r1, r2) := inf

(q′1,q
′
2)∈Q

(r1q
′
1 + r2q

′
2), (r1, r2) ∈ R2

+. (4)

Для произвольного множества A ⊂ R2 обозначим через c(·, A) : R2 → R ∪ {+∞}
опорную функцию множества A, т. е.

c(r1, r2, A) = sup
(a1,a2)∈A

(r1a1 + r2a2), (r1, r2) ∈ R2.

П р е д л о ж е н и е 1. Функция f : R2
+ → R+ корректно определена (т. е. при

любом (r1, r2) ∈ R2
+ инфимум в (4) существует), неотрицательна, непрерывна, во-

гнута и положительно однородна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При любом (r1, r2) ∈ R2
+, поскольку Q ⊂ [1,+∞)× [1,+∞)

имеем
r1q
′
1 + r2q

′
2 ≥ 0 ∀ (q′1, q

′
2) ∈ Q.

Следовательно, при любом (r1, r2) ∈ R2
+ инфимум в (4) существует.

Покажем теперь, что функция f является вогнутой, положительно однородной и
непрерывной. Имеем

f(r1, r2) ≡ inf
(q′1,q

′
2)∈Q

(r1q
′
1 + r2q

′
2) ≡ − sup

(q′1,q
′
2)∈−Q

(r1q
′
1 + r2q

′
2) ≡ −c(r1, r2,−Q). (5)

Опорная функция положительно однородна, выпукла и замкнута (см., например,
[2, §1.7]). Поэтому из (5) следует, что функция f положительно однородна и вогнута.
Кроме того, R2

+ лежит в эффективном множестве выпуклой функции c(·, Q). Поэтому
(см., например, [2, §1.5]) сужение c(·, Q) на R2

+ полунепрерывно сверху. Отсюда, из
замкнутости c(·, Q) и соотношения (5) следует, что функция f непрерывна. �
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П р е д л о ж е н и е 2. Пусть функция f определена равенством (4). Тогда вы-
полняется соотношение (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольные точки x, y, z ∈ X и число ε > 0.

Положим r1 := ρ(x, y) и r2 := ρ(y, z). Выберем (q̄1, q̄2) ∈ Q такие, что q̄1r1 + q̄2r2 <

f(r1, r2) + ε. Тогда

ρ(x, z) ≤ q̄1r1 + q̄2r2 < f(r1, r2) + ε = f(ρ(x, y), ρ(y, z)) + ε.

В силу произвольности выбора ε > 0 имеем ρ(x, z) ≤ f(ρ(x, y), ρ(y, z)). Кроме того, из
(4) следует, что

f(ρ(x, y), ρ(y, z)) ≤ q′1ρ(x, y) + q′2ρ(y, z)

для любых (q′1, q
′
2) ∈ Q. Соотношение (2) доказано. �

3. Сравнение неравенств треугольника

В связи с теоремой 1 представляется естественным найти наименьшую функцию
f : R2

+ → R+ такую, что имеет место соотношение (2). Очевидно, что такой функцией
является функция f, определенная равенством

f(r1, r2) = sup{ρ(x, z) : x, y, z ∈ X, ρ(x, y) = r1, ρ(y, z) = r2},

если {x, y, z ∈ X : ρ(x, y) = r1, ρ(y, z) = r2} 6= ∅, и

f(r1, r2) = 0,

если {x, y, z ∈ X : ρ(x, y) = r1, ρ(y, z) = r2} = ∅.
Очевидно, что определенная таким образом функция f, как правило, меньше, чем

функция f, определенная соотношением (4). Однако функция f, определенная со-
отношением (4), является наименьшей функцией, удовлетворяющих соотношению (3)
ρ(x, z) ≤ f(ρ(x, y), ρ(y, z)) ∀ x, y, z ∈ X, в классе вогнутых непрерывных положительно
однородных функций. А именно, имеет место следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть функция f определена равенством (4). Если некоторая функ-
ция g : R2

+ → R+ вогнута, положительно однородна, непрерывна и

ρ(x, z) ≤ g(ρ(x, y), ρ(y, z)) ∀x, y, z ∈ X, (6)

то
f(ρ(x, y), ρ(y, z)) ≤ g(ρ(x, y), ρ(y, z)) ∀x, y, z ∈ X. (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть функция g : R2
+ → R+ вогнута, положительно одно-

родна, непрерывна и удовлетворяет соотношению (6). Предположим, что (7) нарушает-
ся. Тогда существуют точки x, y, z ∈ X такие, что f(ρ(x, y), ρ(y, z)) > g(ρ(x, y), ρ(y, z)).

Значит, существуют r̄1 > 0 и r̄2 > 0 такие, что

f(r̄1, r̄2) > g(r̄1, r̄2). (8)
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Покажем, что существуют c1, c2 ∈ R такие, что

g(r1, r2) ≤ c1r1 + c2r2 ∀ (r1, r2) ∈ R2
+, g(r̄1, r̄2) = c1r̄1 + c2r̄2. (9)

Поскольку функция g вогнута и непрерывна, то множество

A := {(r1, r2, y) ∈ R3 : r1 ≥ 0, r2 ≥ 0, y ≤ g(r1, r2)}

выпукло и замкнуто. Кроме того, точка (r̄1, r̄2, g(r̄1, r̄2)) не лежит во внутренности A.

Поэтому из теоремы об отделимости (см., например, [2, §1.4]) следует, что существует
ненулевой вектор (α1, α2, β) ∈ R3 такой, что

α1r̄1 + α2r̄2 + βg(r̄1, r̄2) ≥ α1r1 + α2r2 + βy ∀ (r1, r2, y) ∈ A. (10)

Покажем, что β > 0. Предположим, что β = 0. Тогда из (10) следует, что точка
(r̄1, r̄2) отделима от R2

+, что невозможно, так как r̄1 > 0 и r̄2 > 0. Предположим, что
β < 0. Тогда, поскольку при фиксированном (r1, r2) ∈ R2

+ число y можно выбрать
сколь угодно малым, то правая часть в (9) может быть сколь угодно большой, что
невозможно. Итак, β > 0. Поэтому далее, не ограничивая общности, будем считать,
что β = 1.

Умножим неравенство в (10) на произвольное ε > 0. В силу положительной одно-
родности функции g имеем

ε(α1r̄1 + α2r̄2 + βg(r̄1, r̄2)) ≥ α1εr1 + α2εr2 + y ∀ (r1, r2) ∈ R2
+, ∀ y ≤ g(εr1, εr2).

Поэтому при любом ε > 0 имеет место соотношение

ε(α1r̄1 + α2r̄2 + βg(r̄1, r̄2)) ≥ α1r1 + α2r2 + y ∀ (r1, r2) ∈ R2
+, ∀ y ≤ g(r1, r2).

В силу произвольности выбора ε > 0 имеем

0 ≥ α1r1 + α2r2 + y ∀ (r1, r2) ∈ R2
+, ∀ y ≤ g(r1, r2),

и, следовательно,
g(r1, r2) ≤ −α1r1 − α2r2 ∀ (r1, r2) ∈ R2

+. (11)

Далее, подставляя r1 = r̄1/2, r2 = r̄2/2, y = g(r1, r2) в неравенство (10), получаем

α1r̄1 + α2r̄2 + g(r̄1, r̄2) ≥ 0.

Отсюда и из (11) получаем, что g(r̄1, r̄2) = −α1r̄1 − α2r̄2. Таким образом, (9) выполня-
ется с c1 = −α1 и c2 = −α2.

Из (6) и (9) следует, что

ρ(x, z) ≤ g(ρ(x, y), ρ(y, z)) ≤ c1ρ(x, y) + c2ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X.

Полагая y = z и x 6= y в этом неравенстве, получаем c1 ≥ 1; полагая x = y и y 6= z в
этом неравенстве, получаем c2 ≥ 1. Следовательно, (c1, c2) ∈ Q. Поэтому из (4) и (10)
следует, что

f(r̄1, r̄2) ≤ c1r̄1 + c2r̄2 = g(r̄1, r̄2).

Это неравенство противоречит неравенству (8). Полученное противоречие доказывает
неравенство (7). �
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Введение

В связи с исследованиями систем операторных уравнений, краевых задач и задач
управления в работе [1] был поставлен вопрос о применении понятий накрывания и мет-
рической регулярности к отображениям, действующим в произведениях метрических
пространств. Рассматривалась следующая задача. Пусть (Xi, ρXi

), (Yi, ρYi
) ( i = 1, n )

— метрические пространства, и задано отображение F = (F1, . . . , Fn), компоненты
которого Fi :

∏n
j=1Xj → Yi являются αi -накрывающими по i -ому аргументу (как

действующие из Xi в Yi ) и βij -липшицевыми по каждому из остальных аргументов
(как действующие из Xj в Yi, где j 6= i ). Требуется исследовать систему уравнений
Fi(x1, . . . , xn) = yi, i = 1, n, с известной правой частью yi ∈ Yi. В [1]–[3] в терми-
нах матриц коэффициентов αi, βij были получены условия существования решения,
его оценки, условия непрерывности решения от параметров. В [4], [5] рассматривались
такие же системы, но в которых количество уравнений — m может не совпадать с
числом неизвестных — n. В этих работах на произведениях метрических пространств
X =

∏n
j=1Xj, Y =

∏m
i=1 Yi была задана векторнозначная метрика (далее будем со-

кращенно называть ее v-метрикой, а соответствующее пространство — v-метрическим)
ρX = (ρX1 , . . . , ρXn), ρY = (ρY1 , . . . , ρYm) и определено понятие векторного накрывания.
В отличие от коэффициента «обычного накрывания», являющегося положительным
числом, коэффициент векторного накрывания — это m × n -матрица с неотрицатель-
ными компонентами. В [6], [7] аналогичный прием был использован для изучения зада-
чи о точке совпадения векторных многозначных отображений, а понятие регулярности
относительно v-метрик ρX , ρY было распространено на многозначные отображения.

В работах [8], [9] рассмотрены накрывающие свойства отображений в простран-
ствах с v-метрикой, значения которой не векторы из Rn

+, а элементы конуса неко-
торого нормированного пространства. В [8] предложено естественное распространение
метрической регулярности, при котором коэффициентом регулярности становится ли-
нейный положительный оператор в соответствующих нормированных пространствах.
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В [9] предложен способ, позволяющий определять по v-метрике некоторую «наилуч-
шую» для задачи о точке совпадения метрику, что позволяет применять и к отображе-
ниям v-метрических пространств результаты о точках совпадения отображений «обыч-
ных» метрических пространств. В [10] введено понятие множества (v-метрической) ре-
гулярности, это понятие позволяет уточнить и ослабить условия существования точек
совпадения и условия разрешимости уравнений некоторых видов в пространствах с
v-метриками. В [11] получены условия существования точек совпадения многозначных
отображений v-метрических пространств.

В настоящей статье предлагается определение множества регулярности для много-
значных отображений v-метрических пространств. Это понятие используется для по-
лучения условий разрешимости общих операторных и конкретных функциональных
включений.

1. Многозначные отображения v-метрических пространств

Пусть задано непустое множество X и линейное нормированное пространство E, в
котором выделен некоторый замкнутый выпуклый конус E+. Конус задает порядок в
E, т. е. для любых элементов r1, r2 ∈ E выполнено неравенство r1 ≤ r2 тогда и только
тогда, когда r2 − r1 ∈ E+.

Отображение PX : X 2 → E+ будем называть v-метрикой (см., например, [12]),
если оно удовлетворяет аксиомам «обычной» метрики, т. е. при любых x, u, v ∈ X
выполнены соотношения

PX (x, u) = 0 ⇔ x = u, PX (x, u) = PX (u, x), PX (x, u) ≤ PX (x, v) + PX (v, u).

Множество X с определенной на нем v-метрикой будем называть v-метрическим про-
странством и обозначать (X ,PX ). .

На v-метрические пространства естественно переносятся многие определения и ре-
зультаты анализа отображений метрических пространств (см. [11, с. 1975]). Приведем
некоторые из таких понятий, используемых в данной статье.

Множество BX (u, r)
.
= {x ∈ X : PX (x, u) ≤ r} называют замкнутым шаром с

центром в точке u ∈ X радиуса r ∈ E+. Последовательность {xn} ⊂ X называют
фундаментальной, если

∀ε > 0 ∃N ∀n > N ∀m > N ‖PX (xn, xm)‖E < ε.

Говорим, что при n → ∞ последовательность {xn} ⊂ X сходится к элементу x ∈ X ,
если выполнено PX (xn, x) → 0, т. е. ‖PX (xn, x)‖E → 0. Пространство X называется
полным, если любая фундаментальная последовать в нем сходится. Множество U ⊂ X
называется замкнутым, если для любой сходящейся последовательности его элементов
{xn} ⊂ U, xn → x выполнено x ∈ U. Например, замкнутым в X множеством является
замкнутый шар BX (u, r).
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Пусть E,M — некоторые линейные нормированные пространства, в которых зада-
ны замкнутые выпуклые конусы E+ ⊂ E, M+ ⊂ M ; X ,Y — пространства с v-метри-
ками PX : X 2 → E+ , PY : Y2 → M+ . Под многозначным отображением F : X ⇒ Y
будем понимать отображение, ставящее в соответствие каждому x ∈ X непустое за-
мкнутое множество F (x) ⊂ Y . Многозначное отображение F будем называть замкну-
тым в точке (x, y) ∈ X ×Y , если для любых последовательностей {xi} ⊂ X, {yi} ⊂ Y

таких, что yi ∈ F (xi), xi → x, yi → y, выполнено включение y ∈ F (x).

Отметим, что конусами E+,M+ порождается частичная, а не полная упорядочен-
ность в E и M, поэтому для v-метрических пространств X , Y не удается определить
аналоги расстояний от точки до множества и расстояний между множествами (в соот-
ветствующих определениях используются точные верхние и нижние границы множеств
расстояний между точками, а для множеств v-расстояний точные границы могут не су-
ществовать). Это затрудняет перенесение на многозначные отображения v-метрических
пространств некоторых важных свойств многозначных отображений «обычных» метри-
ческих пространств. Данное обстоятельство мы учитываем при определении следующих
понятий.

В пространстве L(M,E) линейных ограниченных операторов F : M → E опре-
делим множество L(M,E)+

.
= {F : M → E : F (M+) ⊂ E+} положительных опера-

торов. Это множество является замкнутым выпуклым конусом в L(M,E). Обозначим
IM : M →M — тождественный оператор. Заметим, IM ∈ L(M,M)+.

О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть задано отображение K ∈ L(M,E)+. Множеством
K -регулярности отображения F : X ⇒ Y будем называть множество

MK(F ) =
{

(x, y′) ∈ X × Y : ∀y ∈ F (x) ∃x′ ∈ X y′ ∈ F (x′), PX (x′, x) ≤ KPY
(
y′, y

)}
.

О п р е д е л е н и е 1.2. Пусть задано отображение Q ∈ L(E,M)+. Множеством
Q -липшицевости отображения F : X ⇒ Y будем называть множество

LQ(F ) =
{

(x, y′) ∈ X × Y : ∀x′ ∈ X y′ ∈ F (x′) ⇒ ∃y ∈ F (x) PY(y′, y) ≤ QPX
(
x′, x

)}
.

2. Условия разрешимости включения

Вопрос о существовании решений включений, как будет здесь показано, связан с
задачей о влиянии липшицевых возмущений на множество регулярности многозначного
отображения.

Пусть заданы отображения K ∈ L(M,E)+ , Q ∈ L(E,M)+ , многозначное отоб-
ражение Ψ : X 2 ⇒ Y и элемент y′ ∈ Y . Будем полагать, что при любом x ∈ X
известно множество MK

(
Ψ(·, x)

)
K -регулярности отображения Ψ(·, x) и множество

LQ

(
Ψ(x, ·)

)
Q -липшицевости отображения Ψ(x, ·). Определим отображение

F : X ⇒ Y , F (x) = Ψ(x, x)

и рассмотрим включение
y′ ∈ F (x). (2.1)
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Теорема 2.1. Пусть v-метрическое пространство X является полным, простран-
ство M — банаховым, и заданы элементы x0 ∈ X, y0 ∈ Ψ(x0, x0). Пусть для спек-
трального радиуса оператора QK ∈ L(M,M)+ имеет место оценка sr(QK) < 1.

Определим
r = K(IM −QK)−1PY(y′, y0)

и предположим, что для любого x ∈ BX (x0, r) многозначное отображение F замкну-
то в точке (x, y′) и выполнены включения

(x, y′) ∈MK

(
Ψ(·, x)

)
, (2.2)

(x, y′) ∈ LQ

(
Ψ(x, ·)

)
. (2.3)

Тогда существует решение x′ ∈ BX (x0, r) включения (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из предположения sr(QK) < 1 следует существование
линейного ограниченного оператора (IM−QK)−1 : M →M и его представление в виде
(см., например, [13, c. 116])

(IM −QK)−1 = IM +QK + (QK)2 + . . . .

Так как QK ∈ L(M,M)+ , то при любом n = 0, 1, 2, . . . выполнено

(IM −QK)−1 ≥ IM +QK + . . .+ (QK)n. (2.4)

Построим итерационную последовательность {xn} ⊂ X следующим образом.
В силу предположения (2.2) существует x1 ∈ X такой, что

y′ ∈ Ψ(x1, x0), PX (x1, x0) ≤ KPY(y0, y
′).

Очевидно, x1 ∈ BX (x0, r). Определим Ψ(x1, x1). Вследствие предположения (2.3) су-
ществует y1 ∈ Ψ(x1, x1), для которого выполнено неравенство

PY(y1, y
′) ≤ QPX (x1, x0).

Далее, снова в силу предположения (2.2) существует x2 ∈ X такой, что

y′ ∈ Ψ(x2, x1), PX(x2, x1) ≤ KPY (y1, y
′).

Отсюда, учитывая предыдущие выкладки, получаем

PX(x2, x1) ≤ KρY (y1, y
′) ≤ KQPX (x1, x0) ≤ KQKPY (y0, y

′).

Так как

PX(x2, x0) ≤ KPY(y0, y
′) +KPY (y1, y

′) ≤ (K +KQK)PY (y0, y
′) ≤ r,
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выполнено x2 ∈ BX (x0, r). Вследствие предположения (2.3) существует y2 ∈ Ψ(x2, x2),

для которого выполнено неравенство

PY(y2, y
′) ≤ QPX (x2, x1).

Повторяя подобные рассуждения, на каждом n -м шаге (n = 1, 2, . . . ) будем опре-
делять элементы xn ∈ X , yn ∈ Y , удовлетворяющие соотношениям:

y′ ∈ Ψ(xn, xn−1), PX (xn, xn−1) ≤ K(QK)n−1PY(y0, y
′),

PX (xn, x0) ≤ K
(
IM +QK + . . .+ (QK)n−1

)
PY(y0, y

′);

yn ∈ Ψ(xn, xn), PY(yn, y
′) ≤ QPX (xn, xn−1). (2.5)

Заметим, что согласно неравенству (2.4) выполнено PX (xn, x0) ≤ r, т. е. xn ∈ BX (x0, r).

Последовательность {xn} является фундаментальной в X . Действительно, при лю-
бом j = 1, 2, . . . выполнено

PX (xn+j, xn) ≤ K(QK)n
(
IM + . . .+ (QK)j−1

)
PY(y0, y

′) ≤ K(QK)n(IM −QK)−1ρY (y0, y
′).

Из оценки sr(QK) < 1 следует сходимость ‖(QK)n‖L(M,M) → 0 при n → ∞. Таким
образом, PX (xn+j, xn)→ 0 при n→∞.

Вследствие полноты X последовательность {xn} сходится. Пусть xn → x′. Тогда
x′ ∈ BX (x0, r). Для последовательности элементов yn ∈ Ψ(xn, xn) в силу неравенства
(2.5) получаем yn → y′. А так как отображение F замкнуто в точке (x′, y′), элемент
x′ удовлетворяет включению (2.1). �
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Аннотация. Вырождающиеся эллиптические уравнения, содержащие оператор Бес-
селя, представляют собой математические модели осевой и многоосевой симметрии
самых разнообразных процессов и явлений окружающего мира. Сложности в иссле-
довании таких уравнений связаны, в том числе, с наличием особенностей в коэффици-
ентах. В данной статье рассмотрено p -мерное, p > 3 , вырождающееся эллиптическое
уравнение с отрицательным параметром, в котором по одной из переменных действует
оператор Бесселя. Построено фундаментальное решение этого уравнения и исследова-
ны его свойства, в частности, поведение на бесконечности и в точках координатных
плоскостей xp−1 = 0 , xp = 0 . Полученные результаты найдут применение при постро-
ении решений краевых задач, так как на основе фундаментального решения можно
подобрать потенциал, с помощью которого сингулярная задача сводится к регулярной
системе интегральных уравнений.
Ключевые слова: вырождающееся эллиптическое уравнение с оператором Бесселя;
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Abstract. Degenerating elliptic equations containing the Bessel operator are mathematical
models of axial and multi-axial symmetry of a wide variety of processes and phenomena of
the surrounding world. Difficulties in the study of such equations are associated, inter alia,
with the presence of singularities in the coefficients. This article considers a p -dimensional,
p > 3, degenerating elliptic equation with a negative parameter, in which the Bessel opera-
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tor acts on one of the variables. A fundamental solution of this equation is constructed and
its properties are investigated, in particular, the behavior at infinity and at points of the
coordinate planes xp−1 = 0, xp = 0. The results obtained will find application in the
construction of solutions of boundary value problems, since on the basis of a fundamental
solution, it is possible to choose the potential with which the singular problem is reduced to
a regular system of integral equations.
Keywords: degenerating elliptic equation with a Bessel operator; degenerating B-elliptic
equation; fundamental solution
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Введение

В последние годы уделяется большое внимание изучению неклассических уравнений
в частных производных. С одной стороны, такие уравнения мало изучены, а с другой
стороны, все чаще обнаруживаются их приложения к различным задачам механики,
физики и техники.

В данной статье рассматривается неклассическое вырождающееся эллиптическое
уравнение относительно функции u(x1, . . . , xp) , p > 3 , с отрицательным параметром

MB[u]
def
= xmp

(
∆x′u+Bxp−1u

)
+
∂2u

∂x2
p

− λ2xmp u = 0, (1)

где по одной из переменных действует оператор Бесселя Bxp−1 =
∂2

∂x2
p−1

+
k

xp−1

∂

∂xp−1

,

∆x′ =
p−2∑
l=1

∂2

∂x2
l

— лапласиан, λ ∈ R , m > 0 — некоторые постоянные. Эллиптические

уравнения, по одной или нескольким переменным которых действует оператор Бесселя

Bxl =
∂2

∂x2
l

+
k

xl

∂

∂xl
,

были названы И.А. Киприяновым в [1] B-эллиптическими.
Построение фундаментальных решений для новых классов дифференциаль-

ных уравнений весьма трудная, но актуальная задача. Фундаментальные результаты в
этом направлении для B-эллиптических уравнений принадлежат И.А. Киприянову [1].
Полученные им результаты затем развивались и обобщались В.В. Катраховым [2],
А.Ю. Сазоновым [3]. Исследование сингулярных дифференциальных уравнений с опе-
ратором Бесселя было продолжено в работах Л.Н. Ляхова [4], [5]. Построением фун-
даментальных решений для некоторых вырождающихся B-эллиптических уравнений,
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а также исследованием краевых задач для этих уравнений занимались Ф. Г. Мухли-
сов [6], А.Ш. Хисматуллин [7], Э. В. Чеботарева [8], И.Б. Гарипов, Р.М. Мавлявиев [9]
и др.

Вопросы постановки корректных краевых задач и разработки конструктивных мето-
дов их решения для уравнения (1) не изучены, так как применение метода потенциала
для решения краевых задач требует знания фундаментального решения, которое, по
нашим сведениям, еще не построено.

1. Основные результаты

Пусть Ep — p -мерное евклидово пространство, E++
p = {x = (x1, . . . , xp) ∈ Ep |

xp−1 > 0, xp > 0} , D — конечная область в E++
p , ограниченная поверхностью Γ и

частями Γ0 и Γ1 плоскостей xp−1 = 0 , xp = 0 , соответственно,De = E++
p \D . Для точек

евклидова пространства введем обозначения: x′′ = (x1, . . . , xp−2) , x′ = (x1, . . . , xp−1) =

= (x′′, xp−1) , x = (x1, . . . , xp) = (x′, xp) = (x′′, xp−1, xp) .
Обозначим через C∞0,Bp−1(E

++

p ) множество функций, определенных на E++

p , беско-
нечное число раз непрерывно дифференцируемых, финитных в E++

p и удовлетворяю-

щих условию
∂u

∂xp−1

= o(1) при xp−1 → 0 .

О п р е д е л е н и е 1. Функция Z(x, x0) называется фундаментальным реше-
нием уравнения (1) с особенностью в точке x0 ∈ E++

p , если для некоторого k > 0 и для
любой функции ϕ ∈ C∞0,Bp−1(E

++

p ) такой, что x0 ∈ Suppϕ , выполняется∫
E++
p

Z(x, x0)MB[ϕ(x)]xkp−1 dx = −ϕ(x0). (2)

Приступим к построению фундаментального решения уравнения (1). С помощью
замены переменных по формулам

ξl = xl, l = 1, p− 1, ξp = (1− γ)x
1

1−γ
p (3)

уравнение (1) приведем к B-эллиптическому уравнению с отрицательным параметром

∆ξ′′u+Bξp−1u+
∂2u

∂ξ2
p

+
γ

ξp

∂u

∂ξp
− λ2u = 0, (4)

где ξ′′ = (ξ1, ξ2, . . . , ξp−2) , γ = m
m+2

. Ясно, что 0 < γ < 1 при m > 0 .
Ищем решение уравнения (4) в виде

u(ξ) = v(r),
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где r =

√
p∑
l=1

ξ2
l . Относительно v получаем уравнение

d2v

dr2
+
p+ k + γ − 1

r

dv

dr
− λ2v = 0. (5)

С помощью замены переменных по формулам

v(r) =

(
t

λ

)−ν
W (t), r =

t

λ
, ν =

p+ k + γ − 2

2
(6)

уравнение (5) сводим к уравнению Бесселя от чисто мнимого аргумента

t2
∂2W (t)

∂t2
+ t

∂W (t)

∂t
−
(
t2 + ν2

)
W (t) = 0. (7)

Известно [10], что частными решениями уравнения (7) являются функция Бесселя

от чисто мнимого аргумента Iν(t) =
∞∑
m=0

(
t
2

)ν+2m

Γ(m+ 1)Γ(ν +m+ 1)
и функция Макдональда

Kν(t) =
π

2

Iν(t)− I−ν(t)

sin νπ
. (8)

Возвращаясь в (8) к переменной r , с учетом формул (6), получим частное решение
уравнения (5)

v(r) = β r−νKν(λr), (9)

где β — некоторая постоянная, подлежащая определению. Из асимптотического пред-
ставления функции Макдональда на бесконечности следует, что для функции (9) при
r →∞ справедлива оценка

v(r) = O
(
e−r
)
. (10)

Из разложения функции Макдональда в степенной ряд следует, что функция v может
быть представлена в виде

v(r) =
βΓ(ν)

λν21−ν r
−2ν + ψ(r), (11)

где ψ(r) — регулярная функция в E++
p . Функция (11) является решением уравнения

(4), которое имеет в начале координат степенную особенность вида r−2ν .
Для получения решения уравнения (4) с особенностью в точке (ξ′′0 , 0, ξ0p) ∈ E++

p

применим к функции (11) оператор обобщенного сдвига [11]

Z (ξ′′, ξp−1, ξp; ξ
′′
0 , 0, ξ0p) =

βΓ(ν)Cγ
λν21−ν

π∫
0

(
|ξ′′ − ξ′′0 |

2
+ ξ2

p−1+

+ξ2
p + ξ2

0p − 2ξpξ0p cosϕ
)−ν

sinγ−1 ϕdϕ+ ψ∗ (ξ′′, ξp−1, ξp; ξ
′′
0 , 0, ξ0p) ,
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где Cγ =
Γ( γ+1

2 )
√
π Γ( γ2 )

, ψ∗ (ξ′′, ξp−1, ξp; ξ
′′
0 , 0, ξ0p) — регулярная в точке (ξ′′0 , 0, ξ0p) функция.

Имеем

Z (ξ′′, ξp−1, ξp; ξ
′′
0 , 0, ξ0p) =

βCγΓ
(
γ
2

)
Γ
(
p+k−2

2

)
22−νλν

(ξpξ0p)
− γ

2 ×

× r2−p−k
ξξ̃0

+ g2 (ξ′′, ξp−1, ξp; ξ
′′
0 , 0, ξ0p) , (12)

где r2
ξξ̃0

= |ξ′′ − ξ′′0 |
2 + ξ2

p−1 + (ξp − ξ0p)
2 . Возвращаясь в (12) к переменной x , с учетом

формул (3), получим

Z (x′′, xp−1, xp; x
′′
0, 0, x0p) =

βCγ(m+ 2)γΓ
(
γ
2

)
Γ
(
p+k−2

2

)
22−ν+γλν

×

× (xpx0p)
−m

4 ρ2−p−k + g2 (x′′, xp−1, xp; x
′′
0, 0, x0p) , (13)

где ρ =

√
|x′′ − x′′0|

2 + x2
p−1 + 4

(m+2)2

(
x
m+2

2
p − x

m+2
2

0p

)2

. Отсюда следует, что решение (13)

уравнения (1) имеет в точках координатной плоскости xp−1 = 0 степенную особенность
вида ρ2−p−k .

Применим к функции (13) оператор обобщенного сдвига

Z(x, x0) =
βCγCk(m+ 2)γΓ

(
γ
2

)
Γ
(
p+k−2

2

)
22−ν+γλν (xpx0p)

m
4

π∫
0

[
|x′′ − x′′0|

2
+ x2

p−1 + x2
0p−1 −

−2xp−1x0p−1 cosϕ+
4

(m+ 2)2

(
x
m+2

2
p − x

m+2
2

0p

)2
] 2−p−k

2

sink−1 ϕdϕ+ g∗2(x, x0), (14)

где Ck =
Γ( k+1

2 )
√
π Γ( k2 )

, а g∗2(x, x0) — регулярная в точке x0 функция.

П р е д л о ж е н и е 1. Z(x, x0) допускает при ρxx0 → 0 оценку

Z(x, x0) = O
(
ρ2−p
xx0

)
,

где ρ2
xx0

= |x′ − x′0|
2 + 4

(m+2)2

(
x
m+2

2
p − x

m+2
2

0p

)2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим в (14) подынтегральную функцию[
|x′′ − x′′0|

2
+ x2

p−1 + x2
0p−1 − 2xp−1x0p−1 cosϕ+

4

(m+ 2)2

(
x
m+2

2
p − x

m+2
2

0p

)2
] 2−p−k

2

=

=
[
|x′′ − x′′0|

2
+ x2

p−1 + x2
0p−1 − 2xp−1x0p−1 + 2xp−1x0p−1(1− cosϕ) +

+
4

(m+ 2)2

(
x
m+2

2
p − x

m+2
2

0p

)2
] 2−p−k

2

=
(
ρ2
xx0

+ 4xp−1x0p−1 sin2 ϕ

2

) 2−p−k
2

.
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Тогда интеграл в (14) запишется в виде

I =

π∫
0

[
|x′′ − x′′0|

2
+ x2

p−1 + x2
0p−1 − 2xp−1x0p−1 cosϕ+

+
4

(m+ 2)2

(
x
m+2

2
p − x

m+2
2

0p

)2
] 2−p−k

2

sink−1 ϕdϕ =

=

π∫
0

(
ρ2
xx0

+ 4xp−1x0p−1 sin2 ϕ

2

) 2−p−k
2

sink−1 ϕdϕ =

= (xp−1x0p−1)
2−p−k

2

π∫
0

(
ω2 + 4 sin2 ϕ

2

) 2−p−k
2

sink−1 ϕdϕ, (15)

где ω2 =
ρ2xx0

xp−1x0p−1
. Разность между интегралом (15) и интегралом

(xp−1x0p−1)
2−p−k

2

π∫
0

(
ω2 + ϕ2

) 2−p−k
2 ϕk−1dϕ

является регулярной функцией в E++
p . Обозначим ее через g3(x, x0) . Тогда I можно

представить в виде

I = (xp−1x0p−1)
2−p−k

2

π∫
0

(
ω2 + ϕ2

) 2−p−k
2 ϕk−1dϕ+ g3(x, x0). (16)

Заменой ϕ = ωt интеграл (16) приводится к виду

I = (xp−1x0p−1)
2−p−k

2 ω2−p

π
ω∫

0

(
1 + t2

) 2−p−k
2 tk−1dt+ g3(x, x0) =

= (xp−1x0p−1)
2−p−k

2
ρ2−p
xx0

(xp−1x0p−1)
2−p
2

π
ω∫

0

(
1 + t2

) 2−p−k
2 tk−1dt+ g3(x, x0) =

= (xp−1x0p−1)−
k
2 ρ2−p

xx0

π
ω∫

0

(
1 + t2

) 2−p−k
2 tk−1dt+ g3(x, x0) =

= (xp−1x0p−1)−
k
2 ρ2−p

xx0
[I1 − I2] + g3(x, x0),

где I1 =
∞∫
0

(1 + t2)
2−p−k

2 tk−1dt , I2 =
∞∫
π
ω

(1 + t2)
2−p−k

2 tk−1dt .
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С помощью известной формулы (см. [12]):
∞∫

0

xµ−1dx

(p+ qxν)n+1 =
1

νpn+1

(
p

q

)µ
ν Γ
(
µ
ν

)
Γ
(
n+ 1− µ

ν

)
Γ(n+ 1)

, 0 <
µ

ν
< n+ 1, (17)

интеграл I1 запишется в виде

I1 =
1

2

Γ
(
k
2

)
Γ
(
p−2

2

)
Γ
(
p+k−2

2

) .

Разлагая подынтегральную функцию интеграла I2 в степенной ряд, получим

tk−1
(
1 + t2

) 2−p−k
2 = t1−p

(
1 +

1

t2

) 2−p−k
2

= t1−p
[
1 +

2− p− k
2

t−2 +

+
2−p−k

2
(2−p−k

2
− 1)

2!
t−4 −

2−p−k
2

(2−p−k
2
− 1)(2−p−k

2
− 2)

3!
t−6 + . . .

]
=

= t1−p +
2− p− k

2
t−(p+1) −

2−p−k
2

p+k
2

2!
t−(p+3) +

2−p−k
2

p+k
2

p+k+2
2

3!
t−(p+5) + . . .

Этот ряд сходится равномерно в промежутке
[
π
ω
,∞
)
, поэтому его можно интегриро-

вать в этом промежутке почленно. В результате получим

I =
Γ
(
k
2

)
Γ
(
p−2

2

)
2Γ
(
p+k−2

2

) (xp−1x0p−1)−
k
2 ρ2−p

xx0
+ g4(x, x0).

Отсюда и из (14) следует, что

Z(x, x0) =
βCγCk(m+ 2)γΓ

(
γ
2

)
Γ
(
k
2

)
Γ
(
p−2

2

)
23−ν+γλν

×

× (xpx0p)
−m

4 (xp−1x0p−1)−
k
2 ρ2−p

xx0
+ Z∗(x, x0), (18)

где Z∗(x, x0) — регулярная функция в E++
p . �

Докажем, что при определенном значении постоянной β функция (14) удовлетворя-
ет равенству (2) и, следовательно, является фундаментальным решением уравнения (1)
с особенностью в точке x0 ∈ E++

p . Для этого получим формулы Грина для оператора
MB .

Обозначим через Ck
Bl

(D) множество функций ψ класса Ck(D) таких, что
∂ψ(x)
∂xl

= o(1) при xl → 0, l = 1, p.

Пусть функции u, v ∈ C2
Bp(D)∩C2

Bp−1(D)∩C1(D) . Непосредственным вычислением
можно убедится, что имеет место тождество

vMB[u]xkp−1 +

(
xmp

p−1∑
l=1

∂v

∂xl

∂u

∂xl
+

∂v

∂xp

∂u

∂xp

)
xkp−1 =
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=

p−1∑
l=1

∂

∂xl

(
xkp−1x

m
p v

∂u

∂xl

)
+

∂

∂xp

(
xkp−1v

∂u

∂xp

)
− λ2xkp−1x

m
p uv.

Интегрируя обе части этого тождества по области D и пользуясь формулой Остро-
градского, получаем∫

D

vMB[u]xkp−1dx+

∫
D

(
xmp

p−1∑
l=1

∂v

∂xl

∂u

∂xl
+

∂v

∂xp

∂u

∂xp

)
xkp−1dx =

=

∫
Γ

vA[u]ξkp−1dΓ − λ2

∫
D

uvxmp x
k
p−1dx, (19)

где A = ξmp
p−1∑
l=1

cos(n, ξl)
∂
∂ξl

+cos(n, ξp)
∂
∂ξp

— конормальная производная, n — единичный

вектор внешней нормали к границе. Формула (19) называется первой формулой Грина
для оператора MB .

Меняя в формуле (19) местами u и v , получим∫
D

uMB[v]xkp−1dx+

∫
D

(
xmp

p−1∑
l=1

∂v

∂xl

∂u

∂xl
+

∂v

∂xp

∂u

∂xp

)
xkp−1dx =

=

∫
Γ

uA[v]ξkp−1dΓ − λ2

∫
D

uvxmp x
k
p−1dx.

Вычитая это равенство из (19), получаем вторую формулу Грина для оператора MB :∫
D

[
vMB[u]− uMB[v]

]
xkp−1dx =

∫
Γ

[
vA[u]− uA[v]

]
ξkp−1dΓ. (20)

Пусть ϕ ∈ C∞0,Bp−1(E
++

p ) , x0 ∈ Suppϕ — фиксированная точка, Sx0ε— сфера с цент-
ром в точке x0 и радиуса ε такая, что

Sx0ε ⊂ E++
p , S+

R = {x ∈ E++
p : |x| = R, xp−1 > 0, xp > 0}

— часть сферы, принадлежащая E++
p с центром в начале координат, такая, что

Suppϕ ⊂ Q+
R, где Q+

R — часть шара в E++
p , ограниченная S+

R . Обозначим через Q+
εR

область, ограниченную S+
R , Sx0ε и частями плоскостей xp−1 = 0 , xp = 0 .

Применяя к функциям Z(x, x0) и ϕ(x) вторую формулу Грина (20) в области Q+
εR ,

с учетом того, что MB [Z(x, x0)] = 0 в Q+
εR , получим∫

Q+
εR

Z(x, x0)MB[ϕ(x)]xkp−1dx = I ′ε + I ′′ε , (21)
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где I ′ε = −
∫

Sx0ε

Z(x, x0)A[ϕ(x)]xkp−1dSx0ε , I ′′ε =
∫

Sx0ε

ϕ(x)A[Z(x, x0)]xkp−1dSx0ε , A — внеш-

няя конормаль к сфере Sx0ε .
Нетрудно доказать, что lim

ε→0
I ′ε = 0 . Вычислим предел при ε → 0 интеграла I ′′ε .

Воспользуемся формулой (18) для значения Z(x, x0) . Получим

I ′′ε =

∫
Sx0ε

ϕ(x)A[Z(x, x0)]xkp−1dSx0ε = (2− p)βCγCk(m+ 2)γ

23−ν+γλν
×

×
Γ
(
γ
2

)
Γ
(
k
2

)
Γ
(
p−2

2

)
x
m
4

0p x
k
2
0p−1

∫
Sx0ε

ϕ(x)ρ1−p
xx0

A[ρxx0 ]x
−m

4
p x

k
2
p−1dSx0ε + I∗ε , (22)

где I∗ε =
∫

Sx0ε

ϕ(x)A[Z∗(x, x0)]xkp−1dSx0ε . Нетрудно доказать, что

lim
ε→0

I∗ε = 0. (23)

Найдем предел Ĭ при ε→ 0 интеграла

Ĭε = (2− p)
βCγCk(m+ 2)γΓ

(
γ
2

)
Γ
(
k
2

)
Γ
(
p−2

2

)
23−ν+γλνx

m
4

0p x
k
2
0p−1

∫
Sx0ε

ϕ(x)ρ1−p
xx0

A[ρxx0 ]x
−m

4
p x

k
2
p−1dSx0ε.

Вычисляя конормальную производную A[ρxx0 ] и пользуясь формулой Лагранжа, при-
ведем этот интеграл к виду

Ĭε = (2− p)
βCγCk(m+ 2)γΓ

(
γ
2

)
Γ
(
k
2

)
Γ
(
p−2

2

)
23−ν+γλνx

m
4

0p x
k
2
0p−1 ε

×

×
∫
Sx0ε

ϕ(x)

x
3m
4
p

[
p−1∑
l=1

(xl − x0l)
2 +

(
x0p+θ(xp−x0p)

xp

)m
2

(xp − x0p)
2

]
[
p−1∑
l=1

(xl − x0l)2 + (x0p + θ(xp − x0p))
m (xp − x0p)2

] p
2

x
k
2
p−1dSx0ε,

где 0 < θ < 1 . Переходя в этом интеграле к обобщенной сферической системе координат

x1 = x01 + r sin θ1 sin θ2 . . . sin θp−2 sin θp−1

x2 = x02 + r cos θ1 sin θ2 . . . sin θp−2 sin θp−1

x3 = x03 + r cos θ2 . . . sin θp−2 sin θp−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xp−1 = x0p−1 + r cos θp−2 sin θp−1

xp = x0p + r cos θp−1
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(0 6 r < ∞, 0 6 θ1 < 2π; 0 6 θµ < π, µ = 2, . . . , p − 1) и учитывая то, что элемент
поверхности сферы представляется в виде dSx0ε = εp−1 sin θ2 . . . sin

p−2 θp−1dθ1 . . . dθp−1 ,
получаем

Ĭε = (2− p)
βCγCk(m+ 2)γΓ

(
γ
2

)
Γ
(
k
2

)
Γ
(
p−2

2

)
23−ν+γλνx

m
4

0p x
k
2
0p−1 ε

×

×
2π∫

0

dθ1

π∫
0

sin θ2 dθ2 . . .

π∫
0

sinp−3 θp−2 dθp−2×

×
π∫

0

ϕ (x01 + ε sin θ1 . . . sin θp−1, . . . , x0p + ε cos θp−1) (x0p + ε cos θp−1)
3m
4 ×

×
ε2 sin2 θp−1 +

(
x0p+θε cos θp−1

x0p+ε cos θp−1

)m
2
ε2 cos2 θp−1[

ε2 sin2 θp−1 + (x0p + θε cos θp−1)m ε2 cos2 θp−1

] p
2

×

× (x0p−1 + ε cos θp−2 sin θp−1)
k
2 εp−1 sinp−2 θp−1dθp−1.

Сокращая на εp+1 и переходя к пределу при ε→ 0 , получаем

Ĭ = (2− p)
βCγCk(m+ 2)γΓ

(
γ
2

)
Γ
(
k
2

)
Γ
(
p−2

2

)
23−ν+γλν

x
m
2

0pϕ(x0)×

×
2π∫

0

dθ1

π∫
0

sin θ2 dθ2 . . .

π∫
0

sinp−3 θp−2 dθp−2

π∫
0

sinp−2 θp−1 dθp−1(
sin2 θp−1 + xm0p cos2 θp−1

) p
2

=

= (2− p)
βCγCk(m+ 2)γΓ

(
γ
2

)
Γ
(
k
2

)
Γ
(
p−2

2

)
π
p−1
2

22−ν+γλνΓ
(
p−1

2

) ×

× x
m
2

0pϕ(x0)

π∫
0

sinp−2 θp−1 dθp−1(
sin2 θp−1 + xm0p cos2 θp−1

) p
2

. (24)

Преобразуем интеграл в (24)

J =

π∫
0

sinp−2 θp−1 dθp−1(
sin2 θp−1 + xm0p cos2 θp−1

) p
2

= 2

π
2∫

0

sinp−2 θp−1 dθp−1(
sin2 θp−1 + xm0p cos2 θp−1

) p
2

=

= 2

π
2∫

0

tg p−2θp−1 d ( tg θp−1)(
tg 2θp−1 + xm0p

) p
2

= 2x
−m

2
0p

π
2∫

0

(
x
−m

2
0p tg θp−1

)p−2

d
(
x
−m

2
0p tg θp−1

)
((

x
−m

2
0p tg θp−1

)2

+ 1

) p
2

.
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Используя замену x
−m

2
0p tg θp−1 = t и учитывая, что t = 0 при θp−1 = 0 , t = ∞ при

θp−1 =
π

2
, имеем J = 2x

−m
2

0p

∞∫
0

tp−2dt

(1 + t2)
p
2

. Отсюда, на основании формулы (17), получаем

J = x
−m

2
0p

Γ
(
p−1

2

)√
π

Γ
(
p
2

) = x
−m

2
0p

Γ
(
p−1

2

)√
π

p−2
2

Γ
(
p−2

2

) .
Подставляя полученное выражение в (24), определяем

Ĭ = −
βCγCk(m+ 2)γΓ

(
γ
2

)
Γ
(
k
2

)
π
p
2

21−ν+γλν
ϕ(x0). (25)

Находим нормирующую константу

β =
21−ν+γλν

CγCk(m+ 2)γΓ
(
γ
2

)
Γ
(
k
2

)
π
p
2

=
21−ν+γλν

(m+ 2)γΓ
(
γ+1

2

)
Γ
(
k+1

2

)
π
p−2
2

. (26)

Итак, из (22) получаем следующее предельное соотношение

lim
ε→0

∫
Sx0ε

ϕ(x)A[Z(x, x0)]xkp−1dSx0ε = −ϕ(x0).

Следовательно, переходя к пределу в (21) при ε→ 0 и R→∞ , с учетом (26), соотно-
шений (22), (23), (25) и финитности функции ϕ(x) , получаем (2).

Таким образом, фундаментальное решение уравнения (1) с особенностью в точке x0

при малых значениях ρxx0 представляется в виде

Z(x, x0) =
Γ
(
p−2

2

)
4π

p
2

(xpx0p)
−m

4 (xp−1x0p−1)−
k
2 ρ2−p

xx0
+ Z∗(x, x0),

где Z∗(x, x0) — регулярная функция в E++
p .

Также нетрудно доказать, что для фундаментального решения Z(x, ξ) имеют место
следующие асимптотические формулы:

∂Z(x, ξ)

∂xp
= o(1) при xp → 0,

∂Z(x, ξ)

∂ξp
= o(1) при ξp → 0.

Из формулы (10) следует, что на бесконечности имеет место асимптотическая фор-
мула Z(x, x0) = O (e−ρ0) , где ρ2

0 = |x′|2 + 4
(m+2)2

xm+2
p .

П р е д л о ж е н и е 2. Z(x, x0) имеет в точках координатной плоскости xp = 0

степенную особенность вида ρ2−p−γ
x˜̃x0 , где ρ2

x˜̃x0 = |x′ − x′0|
2 + 4

(m+2)2
xm+2
p , ˜̃x0 = (x′0, 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится аналогично доказательству предложения 1. �
Полученные в работе результаты в дальнейшем планируется использовать для ре-

шения краевых задач.
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Аннотация. В работе предлагается и исследуется глобализованный одномерным по-
иском метод Левенберга–Марквардта для задач безусловной оптимизации с возможно
неизолированными решениями. Хорошо известно, что этот метод является эффектив-
ным средством решения систем нелинейных уравнений, особенно в случаях наличия
вырожденных и даже неизолированных решений. Традиционные способы глобализа-
ции сходимости метода Левенберга–Марквардта основаны на одномерном поиске для
квадрата евклидовой невязки решаемого уравнения, в роли которого в случае задачи
безусловной оптимизации выступает вытекающее из принципа Ферма условие равен-
ства нулю градиента целевой функции. В контексте задач оптимизации такие способы
глобализации не вполне адекватны, так как соответствующие алгоритмы не имеют
«предпочтений» в плане сходимости к минимумам, максимумам, и вообще любым ста-
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ционарным точкам. В связи со этим, в данной работе рассматривается другой способ
глобализации сходимости метода Левенберга–Марквардта, использующий одномерный
поиск для самой целевой функции исходной задачи. В работе показано, что предло-
женный алгоритм обладает разумными свойствами глобальной сходимости, а также
сохраняет высокую скорость локальной сходимости метода Левенберга–Марквардта в
слабых предположениях.
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Abstract. We propose and study the Levenberg–Marquardt method globalized by
means of linesearch for unconstrained optimization problems with possibly nonisolated
solutions. It is well-recognized that this method is an efficient tool for solving systems
of nonlinear equations, especially in the presence of singular and even nonisolated
solutions. Customary globalization strategies for the Levenberg–Marquardt method rely
on linesearch for the squared Euclidean residual of the equation being solved. In case of
unconstrained optimization problem, this equation is formed by putting the gradient of
the objective function equal to zero, according to the Fermat principle. However, these
globalization strategies are not very adequate in the context of optimization problems,
as the corresponding algorithms do not have “preferences” for convergence to minimizers,
maximizers, or any other stationary points. To that end, in this work we considers a different
technique for globalizing convergence of the Levenberg–Marquardt method, employing
linesearch for the objective function of the original problem. We demonstrate that the
proposed algorithm possesses reasonable global convergence properties, and preserves high
convergence rate of the Levenberg–Marquardt method under weak assumptions.
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Введение

В этой работе исследуются численные методы решения задачи безусловной оптими-
зации

f(x)→ min, x ∈ Rn, (1)

с по крайней мере дважды дифференцируемой целевой функцией f : Rn → R , и при
условиях допускающих, что задача (1) может иметь неизолированные решения.
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Один успешный подход к решению нелинейных задач с возможно неизолированны-
ми решениями основан на методе Левенберга–Марквардта [1], [2], который, однако, в
принципе предназначен для решения систем нелинейных уравнений, а не задач опти-
мизации. Для уравнения

f ′(x) = 0, (2)

описывающего стационарные точки задачи (1), и для текущего приближения xk ∈ Rn ,
этот метод определяет следующее приближение как xk+1 = xk + pk , где pk является
единственным решением линейного уравнения

(H2
k + σkI)p = −Hkf

′(xk), (3)

в котором базовым выбором симметричной n × n матрицы Hk является f ′′(xk) , а
σk > 0 играет роль параметра регуляризации. Из результатов в [3], [4] следует, что
при правильном управлении этим параметром метод Левенберга–Марквардта облада-
ет локальной квадратичной сходимостью к стационарной точке задачи (1) при очень
слабых предположениях, допускающих неизолированность стационарных точек. Более
того, сходимость метода может быть глобализована одномерным поиском для квадрата
невязки уравнения (2) в роли функции качества.

Однако, в данном (оптимизационном) контексте указанный способ глобализации
сходимости метода Левенберга–Марквардта не вполне удовлетворителен, поскольку по-
лучаемый глобализованный алгоритм направлен на поиск стационарных точек задачи
(1), а не ее решений. В частности, такой алгоритм «не различает» максимумы и мини-
мумы функции f , как и любые стационарные точки задачи (1). В связи с этим обсто-
ятельством в настоящей работе разрабатывается «более оптимизационный» алгоритм,
использующий направления pk метода Левенберга–Марквардта, но с одномерным по-
иском для целевой функции f задачи (1) вместо невязки уравнения (2).

1. Глобализованный алгоритм

Ключевое наблюдение заключается в следующем. Направление pk метода Левен-
берга–Марквардта можно явно выразить из (3) как

pk = −Qkf
′(xk), (4)

где
Qk = (H2

k + σkI)−1Hk.

Предположим, что матрица Hk положительно определена; тогда матрица Qk невы-
рождена (как произведение двух невырожденных матриц), и

Q−1k = H−1k (H2
k + σkI) = Hk + σkH

−1
k . (5)

Но полученная таким образом матрица является симметричной и положительно опре-
деленной, откуда следует, что таковой является и матрица Qk , а значит, pk является
направлением убывания функции f в точке xk , если f ′(xk) 6= 0 .
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Разумеется, матрица Hk = f ′′(xk) может не быть положительно определенной, даже
при xk сколь угодно близком к множеству решений. Поэтому глобализованный алго-
ритм должен включать в себя механизм выбора подходящего Hk , причем допускающий
базовый выбор вблизи решений.

А л г о р и т м. Выбираем параметры ρ1, ρ2 > 0 , τ1 > 0 , τ2 > 1 , σ̄ > 0 , q > 0 ,
ε, θ ∈ (0, 1) . Выбираем x0 ∈ Rn и полагаем k = 0 .

1. Если f ′(xk) = 0 , стоп.

2. Полагаем Hk = f ′′(xk) . Если

‖Hkf
′(xk)‖ ≥ ρ1‖f ′(xk)‖τ1 , (6)

вычисляем pk как решение уравнения (3) при σk = min{σ̄, ‖f ′(xk)‖q} . Иначе
переходим к шагу 4.

3. Если
〈f ′(xk), pk〉 ≤ −ρ2‖pk‖τ2 , (7)

переходим к шагу 5.

4. Вычисляем симметричную n × n матрицу Hk и соответствующее решение pk

задачи (3), удовлетворяющие (6) и (7).

5. Вычисляем αk = θj , где j — наименьшее неотрицательное целое число, при ко-
тором выполняется неравенство Армихо

f(xk + θjpk) ≤ f(xk) + εθj〈f ′(xk), pk〉. (8)

6. Полагаем xk+1 = xk + αkp
k , увеличиваем k на 1 , и переходим к шагу 1.

Ключевой вопрос состоит в том как реализовать шаг 4. Очевидно, что (6) может
выполняться для любого ρ1 > 0 , если Hk достаточно положительно определена, а
именно, ее минимальное собственное значение не меньше ρ1 . Более того, из (4) и (5) сле-
дует, что (7) также достигается достаточной положительной определенностью Hk . По-
следнего же можно добиться посредством модифицированного разложения Холецкого
[5, разд. 4.4.2.2], [6], или посредством модифицированного симметричного знаконеопре-
деленного разложения [7] матрицы Гессе f ′′(xk) ; см. также [8, разд. 3.4]. При этом на
каждой итерации алгоритма потребуется решить не более двух систем линейных урав-
нений, как и в случае, когда для второй системы берется просто Hk = ρI с достаточно
большим ρ > 0 .

Альтернативным образом можно выбирать Hk последовательно, заменяя Hk на
Hk + ωI с некоторым ω > 0 , до тех пор, пока (6) и (7) не окажутся выполнены.
Разумеется, при таком подходе итерация алгоритма может потребовать решения более
двух систем линейных уравнений, но получаемое в результате направление может быть
лучше, так как выбранная в итоге матрица Hk может быть ближе к истинной матрице
Гессе функции f .
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2. Глобальная сходимость

Следующая теорема описывает свойства глобальной сходимости предложенного ал-
горитма.

Теорема 1. Пусть f дважды дифференцируема на Rn .
Тогда алгоритм корректно определен, и либо останавливается после конечного

числа итераций на шаге 1 в некоторой стационарной точке xk задачи (1), либо ге-
нерирует такую бесконечную последовательность {xk} , что, в случае ограниченно-
сти {Hk} , любая предельная точка этой последовательности является стационар-
ной точкой задачи (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Корректная определенность алгоритма вытекает из его
конструкции.

Допустим, что алгоритм не останавливается на шаге 1, а значит, генерирует беско-
нечную последовательность {xk} . Предположим далее, что последовательность {Hk}
ограничена. Покажем, что последовательность {pk} направлений поиска является рав-
номерно градиентной в терминологии [9, c. 24], т. е. если некоторая подпоследователь-
ность {xkj} сходится к x̄ ∈ Rn , причем f ′(x̄) 6= 0 , то последовательность {pkj} огра-
ничена и

lim sup
j→∞

〈f ′(xkj), pkj〉 < 0. (9)

Из (7) получаем, что для всех k

‖f ′(xk)‖‖pk‖ ≥ ρ2‖pk‖2.

Отсюда и из непрерывности f ′ , которая автоматически следует из двукратной диффе-
ренцируемости f , вытекает ограниченность последовательности {pkj} . Кроме того, в
силу (3) и (6), для всех k справедливо соотношение

‖(H2
k + σkI)pk‖ = ‖Hkf

′(xk)‖ ≥ ρ1‖f ′(xk)‖.

Из ограниченности {Hk} и {σkj} (где последнее следует из определения σk и, опять
же, непрерывности f ′ ) вытекает, что если {pkj} имеет 0 в качестве предельной точки,
то f ′(x̄) = 0 , что противоречит сделанному предположению. Следовательно, норма pkj

отделена от нуля, и тогда из (7) вытекает (9).
Таким образом, {pk} является равномерно градиентной последовательностью на-

правлений поиска. А значит, согласно [9, теорема 1.8], каждая предельная точка {xk}
является стационарной точкой задачи (1). �

3. Квадратичная скорость сходимости

Обозначим через S множество стационарных точек задачи (1):

S = {x ∈ Rn | f ′(x) = 0}.
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Лемма 1. Пусть f дважды непрерывно дифференцируема в окрестности стаци-
онарной точки x̄ задачи (1), и пусть выполняется следующая локальная липшицева
оценка расстояния до множества стационарных точек:

dist(x, S) = O(‖f ′(x)‖) (10)

при x→ x̄ .
Тогда существует такое ρ > 0 , что

‖f ′′(x)f ′(x)‖ ≥ ρ‖f ′(x)‖

выполняется для любого x ∈ Rn, достаточно близкого к x̄ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно [10, следствие 2], в сделанных предположениях
выполняется

dist(x, S) = O(‖f ′′(x)f ′(x)‖)

при x→ x̄ . Нужное утверждение получается комбинированием данной оценки с оцен-
кой, следующей из непрерывности f ′′ :

‖f ′(x)‖ = O(dist(x, S))

при x→ x̄ . �
Таким образом, в предположениях этой леммы, если в алгоритме либо τ1 > 1 , либо

τ1 = 1 и ρ1 > 0 достаточно мало, то при Hk = f ′′(xk) (6) выполняется для всех xk ∈ Rn

достаточно близких к x̄ .
Во избежание ненужных сложностей, в утверждениях ниже будет удобно формально

предполагать, что если xk ∈ S (и, соответственно, σk = 0 ), то pk = 0 . Заметим, что
если xk ∈ S , то алгоритм останавливается на шаге 1, и вычисления pk на самом деле
больше не выполняются. С другой стороны, pk = 0 всегда является решением (3) при
xk ∈ S , и для целей анализа удобно предполагать, что в таких случаях выбирается
именно это решение.

Лемма 2. Пусть в дополнение к предположениям леммы 1 вторая производная f

удовлетворяет условию Липшица в окрестности x̄ .
Тогда для любого q ∈ [1, 2] существует такое ρ > 0 , что для решения pk уравне-

ния (3) при Hk = f ′′(xk) выполнено

‖f ′′(x̄)pk‖ ≥ ρ‖pk‖

для всех xk ∈ Rn, достаточно близких к x̄ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно [4, леммы 2.1, 2.2], в сделанных предположениях
выполняются оценки

‖pk‖ = O(dist(xk, S)), (11)
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dist(xk + pk, S) = O
(
(dist(xk, S))(2+q)/2

)
(12)

при xk → x̄ . Точнее, в [4, лемма 2.2] дополнительно предполагается, что xk+pk остается
достаточно близким к x̄ . Однако, в доказательстве в [4, теорема 2.1] установлено, что
любая необходимая близость xk + pk к x̄ гарантируется достаточной близостью xk к
x̄ , а значит, это предположение можно опустить.

От противного: предположим, что существует последовательность {xk} ⊂ Rn , схо-
дящаяся к x̄ и такая, что

f ′′(x̄)pk = o(‖pk‖)

при k →∞ . Тогда согласно (11)

f ′′(x̄)pk = o(dist(xk, S)), (13)

в то время как согласно (12)

f ′(xk + pk) = O(dist(xk + pk, S)) = o(dist(xk, S)). (14)

С помощью теоремы о среднем, вновь привлекая (11), получаем

f ′(xk + pk)− f ′(xk)− f ′′(x̄)pk = o(‖pk‖) = o(dist(xk, S)),

а значит, принимая во внимание (13) и (14),

f ′(xk) = o(dist(xk, S))

при k →∞ , что противоречит (10). �

Лемма 3. Пусть f дважды дифференцируема в окрестности локального реше-
ния x̄ задачи (1), а ее вторая производная удовлетворяет условию Липшица в этой
окрестности. Допустим, что выполняется локальная липшицева оценка расстояния
(10) при x→ x̄ .

Тогда для любого q ∈ [1, 2] существует такое ρ > 0 , что для решения pk уравне-
ния (3) при Hk = f ′′(xk) выполнено

〈f ′′(x̄)pk, pk〉 ≥ ρ‖pk‖2

для всех xk ∈ Rn , достаточно близких к x̄ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу необходимого условия оптимальности второго по-
рядка f ′′(x̄) является неотрицательно определенной матрицей. Но тогда 〈f ′′(x̄)ξ, ξ〉 > 0

для всех ξ ∈ Rn , при которых f ′′(x̄)ξ 6= 0 . Требуемый результат теперь получается из
леммы 2 с привлечением свойств однородности и компактности. �

Следующий результат вытекает из (12) и леммы 3 посредством рассуждения
в [11, следствие 5.1].
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Лемма 4. В предположениях леммы 3, для каждого q ∈ [1, 2] , если либо τ2 > 2 ,
либо τ2 = 2 и ρ2 > 0 достаточно мало, то (7) выполняется для решения pk уравнения
(3) с Hk = f ′′(xk) при любом xk ∈ Rn , достаточно близком к x̄ . Более того, если
ε ∈ (0, 1/2) , то (8) выполняется при j = 0 , т. е. на шаге 5 алгоритма принимается
αk = 1 .

Теорема 2. Пусть в предположениях леммы 3 последовательность {xk} полу-
чена алгоритмом при q ∈ [1, 2] , ε ∈ (0, 1/2) и либо при τ1 > 1 , либо при τ1 = 1

и достаточно малом ρ1 > 0 , и либо при τ2 > 2 , либо при τ2 = 2 и достаточно
малом ρ2 > 0 . Предположим, что при некотором k приближение xk оказывается
достаточно близким к x̄ .

Тогда последовательность {xk} сходится к некоторой стационарной точке задачи
(1), и для любого достаточно большого k выполняется Hk = f ′′(xk) , αk = 1 , причем
скорость сходимости квадратичная.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Это следует из лемм 1 и 4, а также из [4, теорема 2.2],
где нужно принять во внимание, что, согласно рассуждению в [4, теорема 2.1], доста-
точная близость xk к x̄ обеспечивает нужную близость всех последующих приближе-
ний к x̄ . �

Покажем теперь, что оценка расстояния (10) обеспечивается выполнением условия
квадратичного роста в точке x̄ , что означает существование такого γ > 0 , что

f(x)− f(x̂) ≥ γ(dist(x, S))2 (15)

для любого x ∈ Rn , достаточно близкого к x̄ , и для некоторой проекции x̂ точки x

на S .

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть f дважды дифференцируема в окрестности ста-
ционарной точки x̄ задачи (1), а ее вторая производная непрерывна в x̄ , и предполо-
жим, что в точке x̄ выполнено условие квадратичного роста.

Тогда имеет место локальная липшицева оценка расстояния (10) при x→ x̄ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме о среднем, и принимая во внимание, что x̂→ x̄

при x→ x̄ , получаем оценки

f ′(x)− f ′′(x̂)(x− x̂) = f ′(x)− f ′(x̂)− f ′′(x̂)(x− x̂) = o(dist(x, S)),

f(x)− f(x̂)− 1

2
〈f ′′(x̂)(x− x̂), x− x̂〉 = f(x)− f(x̂)− 〈f ′(x̂), x− x̂〉

−1

2
〈f ′′(x̂)(x− x̂), x− x̂〉

= o((dist(x, S))2)
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при x→ x̄ . Следовательно, в силу (15),

γ(dist(x, S))2 ≤ f(x)− f(x̂)

=
1

2
〈f ′(x), x− x̂〉+ o((dist(x, S))2)

≤ 1

2
‖f ′(x)‖‖x− x̂‖+ o((dist(x, S))2)

=
1

2
‖f ′(x)‖ dist(x, S) + o((dist(x, S))2),

откуда очевидным образом следует (10). �

4. Численные примеры

Помимо глобализации метода Левенберга–Марквардта посредством одномерного по-
иска для квадрата евклидовой невязки уравнения (2), естественным конкурентом пред-
ложенного в этой работе алгоритма является регуляризованный метод Ньютона, на-
правление pk которого в текущем приближении xk вычисляется из линейного уравне-
ний

(Hk + σkI)p = −f ′(xk), (16)

а глобализация сходимости осуществляется посредством одномерного поиска для функ-
ции f ; см. [12], [13]. Этот метод также может требовать модификации базового выбора
Hk = f ′′(xk) для обеспечения того, чтобы pk было направлением убывания функции
f в точке xk . Более того, с учетом неотрицательной определенности матрицы H2

k ,
есть основания ожидать, что итерация метода Левенберга–Марквардта будет требовать
меньшего количества последовательных модификаций Hk , а значит, решения меньшего
количества систем линейных уравнений. Помимо этого, важным теоретическим преиму-
ществом метода Левенберга–Марквардта является то, что его итерационные системы
(3) всегда разрешимы, поскольку их матрицы положительно определены (а значит,
невырождены) при σk > 0 .

Таким образом, в этом разделе рассматриваются следующие алгоритмы.
1. Алгоритм из разд. 1 с последовательной модификацией матрицы Hk по формуле

Hk = Hk + ωI на шаге 4, в котором (3) заменено на итерационное уравнение (16)
регуляризованного метода Ньютона, а тест (6) опущен, но процедура модификации Hk

инициируется и в тех случаях, когда уравнение (16) решить не удается. Такой алгоритм
соответствует глобализованным версиям регуляризованного метода Ньютона в [12], [13].
Варианты этого алгоритма с выбором q = 1 и q = 2 будем обозначать RNM1 и RNM2,
соответственно.

2. Алгоритм из разд. 1 с последовательной модификацией матрицы Hk по той же
формуле. Варианты этого алгоритма с выбором q = 1 и q = 2 будем обозначать
L-MM1-obj и L-MM2-obj, соответственно.

3. Алгоритм из разд. 1, но с опущенными тестами (6) и (7), и опущенным шагом 4,
a также с функцией f на шаге 5, замененной на квадрат невязки уравнения (2), т. е.
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на функцию ϕ : R→ R ,

ϕ(x) =
1

2
‖f ′(x)‖2.

Такой алгоритм соответствует глобализованным версиям метода Левенберга–Марквар-
дта в [3], [4]. Варианты этого алгоритма с выбором q = 1 и q = 2 будем обозначать
L-MM1-res и L-MM2-res, соответственно.

В алгоритмах использовались следующие значения параметров: ρ1 = ρ2 = 10−9 ,
τ1 = 1.1 , τ2 = 2.1 , σ̄ = 1 , ε = 0.01 , θ = 0.5 , ω = 10 .

Запуск считался успешным, если для некоторого k ≤ 500 реализовалось неравенство

‖f ′(xk)‖ < 10−8.

Если на некоторой итерации на шаге 5 алгоритма α становилось меньше 10−12 , то
запуск считался неудачным и прекращался.

Для каждой из рассматриваемых ниже трех задач выполнялось 1000 запусков каж-
дого алгоритма из случайных начальных точек, равномерно распределенных в области
‖x‖∞ ≤ 100 . Значения столбцов в приводимых ниже таблицах таковы

- «S» (от «Sucesses»): процент успешных запусков;

- «I» (от «Iterations»): среднее количество итераций на один успешный запуск;

- «LS» (от «Linear Systems»): среднее количество решенных линейных систем на
один успешный запуск;

- «OV» (от «Objective function Values»): средняя величина натуральных логариф-
мов от значений целевой функции в точках завершения алгоритма (вне зависимо-
сти от успешности запусков). Эта величина характеризует качество получаемых
приближений: чем она меньше, тем в среднем лучше получаемые приближения.
При этом она более устойчива по отношению к единичным статистическим вы-
бросам, чем средняя величина самих значений целевой функции.

Таблица 1: Результаты для примера 1

Method S (%) I LS OV
RNM1 100 32 32 -61.81
RNM2 95 32 32 -61.57
L-MM1-obj 100 32 32 -61.47
L-MM2-obj 100 32 32 -61.64
L-MM1-res 100 32 32 -61.78
L-MM2-res 96 32 32 -59.92
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П р и м е р 1. Пусть n = 2 , f(x) = ((x21 + x22)
2 − 2(x21 − x22))

2 . Тогда множество
решений задачи (1) — это лемниската Бернулли.

Лемниската Бернулли содержится в круге с центром в нуле радиуса
√

2 . В опреде-
ленном смысле это объясняет то, что при запусках из удаленных от нуля начальных
точек все рассматриваемые алгоритмы ведут себя в этом примере схожим образом; см.
таблицу 1.

Таблица 2: Результаты для примера 2

Method S (%) I LS OV
RNM1 100 20 21 -44.60
RNM2 100 26 27 -27.36
L-MM1-obj 100 18 18 -53.29
L-MM2-obj 100 18 18 -51.81
L-MM1-res 100 18 18 -53.61
L-MM2-res 100 18 18 -53.16

П р и м е р 2. Пусть n = 2 , f(x) = x21x
2
2 . Тогда множество решений задачи (1)

задается уравнением x1x2 = 0 .
Как видно из таблицы 2, в этом примере алгоритмы, основанные на методе Левенбер-

га–Марквардта, ведут себя схожим образом и превосходят RNM как по эффективности,
так и по качеству получаемых приближений. При этом все алгоритмы демонстрируют
абсолютную робастность.

Таблица 3: Результаты для примера 3

Method S (%) I LS OV
RNM1 100 28 28 -27.44
RNM2 100 27 27 -27.54
L-MM1-obj 100 17 17 -57.65
L-MM2-obj 100 19 19 -52.57
L-MM1-res 100 17 17 -57.82
L-MM2-res 99 19 19 -53.45

П р и м е р 3. Пусть n = 3 , f(x) = (x21 + x22 − x23)
2 . Тогда множество решений

задачи (1) задается уравнением x21 + x22 = x23 .
Как видно из таблицы 3, в этом примере ситуация та же, что и в примере 2.
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Чтобы продемонстрировать различие в поведении двух рассмотренных глобализа-
ций методов Левенберга–Марквардта, рассмотрим еще один простой (одномерный) при-
мер.

Рис. 1: Пример 4

Таблица 4: Результаты для примера 4

Method S (%) I LS OV CS (%)
RNM1 77 6 6 -113.97 100
RNM2 77 5 6 -113.39 100
L-MM1-obj 80 5 6 -112.14 100
L-MM2-obj 80 5 6 -112.24 100
L-MM1-res 100 4 5 -45.72 49
L-MM2-res 100 4 5 -44.80 48

П р и м е р 4. Пусть n = 1 , f(x) = x4/2−104x2 . Тогда множество решений задачи
(1) состоит из двух точек: −100 и 100 . Кроме того, функция f имеет локальный
максимум в точке 0 (см. рис. 1).

Помимо данных, сообщавшихся в таблицах для предыдущих примеров, таблица 4
имеет еще столбец «CS» (от «Convergences to Solution»), в котором указан процент
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успешных запусков со сходимостью к одному из решений, а именно, закончившихся в
точке, значение функции f в которой отличалось от оптимального значения −108/2

не более чем на 10−5 .
Из таблицы 4 видно, что алгоритмы с одномерным поиском для целевой функции

f существенно превосходят алгоритмы с одномерным поиском для квадрата невязки
уравнения (2) в плане качества получаемых приближений.

На рис. 1 также показано распределение начальных точек, из которых имела ме-
сто сходимость к одному из решений (черные точки), и тех, из которых имела место
сходимость к локальному максимуму (белые точки). Распределение становится весьма
сложным вблизи ±100/

√
3 . Данные приведены для L-MM1-res; для L-MM2-res картина

аналогичная.

Разумеется, приведенные численные результаты предназначены лишь для иллю-
страции теории, разработанной в разд. 1–3, и, в частности, не подразумевают каких-
либо далеко идущих выводов. Систематическое сравнительное численное тестирование
описанных алгоритмов составит одно из направлений дальнейшей работы авторов.
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Аннотация. Начало созданию библиотеки процедур для символьного интегрирования
положила теорема Риша, опубликованная в 1969 году. Однако за прошедшие почти
50 лет такая библиотека все еще не создана. Известно только несколько попыток со-
здания подобных библиотек, но не одна из них не была завершена. В системе компью-
терной математики MathPartner строится новая библиотека процедур для символьного
интегрирования, в основе которой лежит теорема Риша. Мы даем подробное описание
основных процедур, составляющих эту библиотеку, и роль каждой из них в алгорит-
ме символьного интегрирования. Мы приводим уточненную процедурную блок-схему
всего алгоритма и примеры вычисленных интегралов.
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Abstract. Risch theorem, published in 1969, gave beginning to creation of procedure library
for symbolic integration. But such library, for past almost 50 years, still not been created.
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Введение

Алгоритм вычисления производной для произвольной композиции элементарных
функций хорошо известен, а соответствующие программы давно вошли во все библио-
теки, которые поддерживают символьные вычисления. Для обратной операции, опе-
рации вычисления первообразной функции по ее производной, ситуация значитель-
но более сложная. В отличие от дифференцирования, в интегрировании есть толь-
ко одно общее правило

∫
(f + g) =

∫
f +

∫
g . Но и оно применимо далеко не всегда

(см. [1, с. 218]).
Алгоритм интегрирования дробно-рациональных функций был известен еще во вре-

мена И.Ньютона, Г.В.Лейбница и Д.Бернулли. Так как интеграл от дробно-рациональ-
ной функции всегда существует, то этот алгоритм позволяет проинтегрировать любую
дробно-рациональную функцию. Главный недостаток этого алгоритма — это необходи-
мость разложения знаменателя подынтегральной функции на линейные множители. В
случае, если знаменатель подынтегрального выражения не раскладывается на линей-
ные множители над кольцом Q, то потребуется добавлять к этому кольцу элементы из
R или C. В 19 веке Ш.Эрмит улучшил этот алгоритм (см. [2]).

Систематическое изучение случаев, когда интеграл может быть выражен в конеч-
ном виде, началось в начале 19 века. В 1820 году П.-С.Лаплас заметил, что интеграл
функции не содержит радикалов, кроме тех, что находятся в подынтегральном выраже-
нии. Около десятилетия спустя Ж.Лиувилль сформулировал и доказал более строгую
и более точную теорему, которая означает, что если интеграл элементарной функции
является элементарным, то он может быть выражен с использованием только функций,
которые появляются в подынтегральном выражении, и линейной комбинацией логариф-
мов таких функций. Эта теорема теперь известна как теорема Лиувилля, или принцип
Лиувилля.

В 1969 году Р.Риш [3] использовал теорему Лиувилля чтобы описать алгоритм,
который находит элементарное выражение для интеграла от элементарной функции,
если оно существует. Если же не удалось вычислить первообразную, то это должно
означать, что первообразная не является композицией элементарных функций (см. [4]).
Стоит отметить, что алгоритм Риша позволяет производить интегрирование лишь чи-
сто трансцендентных функций. Для алгебраических функций Р.Риш доказал существо-
вание алгоритма, но алгоритм им не был получен (см. [5]).
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В 1971 году Дж.Мозесом на основе алгоритма Риша была написана программа
под названием SIN, которая интегрировала чисто трансцендентные функции. В 1981 г.
Дж.Дэвенпорт, также основываясь на алгоитме Риша, разработал алгоритм интегри-
рования чисто алгебраических функций. Для интегрирования произвольных элемен-
тарных функций программы Мозеса и Дэвенпорта были непригодны (см. [5]).

Алгоритм Дэвенпорта обладал большой вычислительной сложностью. Б.Трагер в
1984 г. внёс серьёзные улучшения в алгоритм Дэвенпорта. Обновлённый алгоритм был
реализован в системах компьютерной алгебры Axiom и Maple (см. [5]). М.Бронштейн в
1990 г, обобщил алгоритм Трагера на произвольные элементарные функции. В 1998 г.
М.Бронштейн написал монографию [2] по символьному интегрированию, в которой
достаточно популярно изложил лучшие достижения в этой области, начиная с теоремы
Лиувилля и заканчивая собственными результатами.

Полная программная реализация алгоритма Риша–Трагера–Бронштейна на данное
время не завершена (см. [5]).

Целью данной работы является описание алгоритмов символьного интегрирования,
которые сегодня применяются в системе компьютерной алгебры MathPartner [6]. Это
еще один шаг на пути к созданию доказательного алгоритма вычисления первообразной
без эвристик. Под «доказательным» понимается такой алгоритм, который либо вычис-
ляет интеграл как композицию элементарных функций, либо сообщает, что подынте-
гральное выражение не интегрируемо в элементарных функциях. Данная работа описы-
вает текущее состояние создаваемой библиотеки процедур символьного интегрирования
на пути решения это сложной фундаментальной задачи.

1. Основные понятия

Сначала введем определения, необходимые для описания алгоритма Риша. Будем
придерживаться терминологии, принятой в [7, с. 213–229].

О п р е д е л е н и е 1.1. Поле K называется дифференциальным полем, если на
нем определен оператор дифференцирования d, удовлетворяющий двум условиям:
d(ab) = d(a)b + ad(b), d(a + b) = d(a) + d(b). Элемент d(a) называется производной
элемента a ∈ K, производную также обозначают a′.

О п р е д е л е н и е 1.2. Пусть K — дифференциальное поле. Тогда множество
C = {a ∈ K : d(a) = 0} является подполем K. Элементы этого подполя называют
константами.

О п р е д е л е н и е 1.3. Пусть K — дифференциальное поле с оператором диффе-
ренцирования d. Расширение E поля K называется дифференциальным расширени-
ем K, если на E определен оператор дифференцирования d1, такой, что d1(a) = d(a),

∀a ∈ K. Оператор d1 называется продолжением оператора d и часто обозначается тем
же символом d.

Отметим, что если E— алгебраическое расширение поля K, то дифференцирование
поля K однозначно продолжается до дифференцирования поля E (см. [7, с. 217]).
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О п р е д е л е н и е 1.4. Пусть E— дифференциальное расширение дифференци-
ального поля K. Если θ ∈ E удовлетворяет соотношению fθ′ = f ′ для некоторого
ненулевого элемента f ∈ K, то θ называют логарифмом элемента f над K , и обозна-
чают θ = log(f).

О п р е д е л е н и е 1.5. Пусть E— дифференциальное расширение дифференци-
ального поля K. Если θ ∈ E удовлетворяет соотношению θ′ = f ′θ для некоторого
ненулевого элемента f ∈ K, то θ называют экспонентой элемента f над K , и обозна-
чают θ = exp(f).

О п р е д е л е н и е 1.6. Пусть K(x)— дифференциальное поле. Будем обозначать
K(x, θ) дифференциальное расширение поля K(x), которое получается добавлением в
поле K(x) элемента θ.

О п р е д е л е н и е 1.7. Элемент θ является регулярным мономом над дифферен-
циальным полем K, если θ трансцендентен над K, и является либо логарифмом, либо
экспонентой. Набор θ1, θ2, . . . , θn называется набором регулярных мономов, если каж-
дый ее элемент θi является регулярным мономом над K(x, θ1, θ2, . . . , θi−1), i = 1, . . . , n.

О п р е д е л е н и е 1.8. (см. [1, с. 225]) Пусть K — функциональное поле. Расши-
рение K(θ1, θ2, . . . , θn) поля K называется полем элементарных функций над K, если
каждая функция θi либо является регулярным мономом над K, либо алгебраична над
K. Функция называется элементарной над K, если она принадлежит некоторому полю
элементарных функций над K .

Сформулируем принцип Лиувилля (см. [1, с. 226]).

Теорема 1.1. Пусть K— дифференциальное поле, f(x) ∈ K, g(x)— элементарная
над K функция, такая, что g′(x) = f(x). Тогда g(x) можно представить в виде

g(x) = v0(x) +
∑
i

ci log(vi(x)),

где v0(x) ∈ K; vi(x) принадлежат расширению K0 поля K, получающемуся присо-
единением к K конечного числа констант, алгебраических над K; ci— константы
из поля K0 .

Нам требуется конструировать наименьшее дифференциальное поле, содержащее
подынтегральную функцию. Для решения этой задачи используется следующее утвер-
ждение, приведенное в [7, с. 225].

Теорема 1.2. Пусть K— поле констант, θ1, . . . , θk−1 ( k ≥ 0 )— набор регулярных
мономов, E— множество таких индексов 1 ≤ i ≤ k − 1, что θi является экспонен-
той θi = exp(fi), а L— множество таких индексов 1 ≤ i ≤ k − 1, что θi является
логарифмом θi = log(fi).
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1. Пусть θk = exp(fk)— экспонента над дифференциальным полем
Fk−1 = K(x, θ1, . . . , θk−1), fk ∈ Fk−1. Если элемент θk алгебраичен над Fk−1, то fk
представляется в виде линейной комбинации с рациональными коэффициентами

fk = c+
∑
i∈E

nifi +
∑
j∈L

mjθj, ni,mj ∈ Q,

где c— некоторая константа.
2. Пусть θk = log(fk)— логарифм над дифференциальным полем

Fk−1 = K(x, θ1, . . . , θk−1), fk ∈ Fk−1. Если элемент θk алгебраичен над Fk−1, то fk
представляется в виде произведения рациональных степеней

fk = c
∏
i∈E

θni
i ×

∏
j∈L

f
mj

j , ni,mj ∈ Q,

где c— некоторая константа.

2. Алгоритм Риша

Пусть x— независимая переменная над полем констант K, θ1, θ2, . . . , θn— набор ре-
гулярных мономов, K(x, θ1, θ2, . . . , θn)— дифференциальное поле и f∈K(x, θ1, θ2, . . . , θn).

Ниже описывается алгоритм, позволяющий вычислить неопределенный интеграл
от f тогда и только тогда, когда этот интеграл есть элементарная функция. Таким об-
разом, алгоритм еще и позволяет определить ситуацию, когда интеграл не выражается
через элементарные функции.

Пусть f — подынтегральная функция. Представим эту функцию в виде суммы
f = p+ q/r, где p, q, r имеют следующий вид

1. Если f ∈ K(x), то p, q, r ∈ K[x], deg(r) > deg(q).

2. Если f ∈K(x, θ1, θ2, . . . , θn), θn=log(u) и u∈K(x, θ1, . . . , θn−1), то p, q, r— полино-
мы от переменной θn с коэффициентами из поля K(x, θ1, θ2, . . . , θn−1), deg(r) > deg(q).

3. Если f ∈ K(x, θ1, θ2, . . . , θn), θn = exp(u) и u ∈ K(x, θ1, . . . , θn−1), то p =
l∑

i=−k
piθ

i
n,

а q и r— полиномы от переменной θn с коэффициентами из поля K(x, θ1, θ2, . . . , θn−1),

deg(r) > deg(q).

2.1. Интегрирование полиномиальной части

Алгоритм интегрирования полиномиальной части сводит вычисление интеграла в
поле K(x, θ1, θ2, . . . , θn) к вычислению одного или более интегралов в поле
K(x, θ1, θ2, . . . , θn−1). Каждый полученный интеграл рекурсивно вычисляется при по-
мощи алгоритма Риша (подробнее см. [7, с. 229–236], [8]).

Рассмотрим интегрирование полинома p. По теореме Лиувилля

p = v′0 +
d∑
i=1

ci
v′i
vi
.
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Возможны следующие два случая.

1. Пусть θn = log(u), u ∈ K(x, θ1, . . . , θn−1). Для p =
m∑
i=0

piθ
i
n, v0 =

m+1∑
j=0

tjθ
j
n, где

pi ∈ K(x, θ1, . . . , θn−1), i = 0, 1, . . . ,m, tj ∈ K(x, θ1, . . . , θn−1), j = 0, 1, . . . ,m+ 1, полу-
чаем (см. [8]) следующее выражение

m∑
i=0

piθ
i
n =

m+1∑
i=0

t′iθ
i
n +

m∑
i=0

(i+ 1)ti+1θ
i
nθ
′
n +

d∑
i=1

ci
v′i
vi
.

Здесь старший коэффициент tm+1 является константой, обозначим ее am+1. Для на-
хождения остальных коэффициентов ti, i = m,m− 1, . . . , 0 приравниваем коэффици-
енты при одинаковых степенях θn . Получаем систему дифференциальных уравнений

pi = t′i + (i+ 1)ti+1θ
′
n. (2.1)

Для того чтобы определить константу ai+1 и коэффициент ti (с точностью до ад-
дитивной константы), перепишем уравнение 2.1 в виде

ti =

∫
(pi − (i+ 1)(ti+1 + ai+1)θ

′
n) = −(i+ 1)ai+1θn +

∫
(pi − (i+ 1)ti+1θ

′
n).

Элемент pi − (i+ 1)ti+1θ
′
n принадлежит полю K(x, θ1, . . . , θn−1). Воспользуемся ре-

курсией и вычислим этот интеграл при помощи алгоритма Риша. Необходимым услови-
ем интегрируемости f в классе элементарных функций является выполнение равенства∫
(pi− (i+ 1)ti+1θ

′
n) = αθn + β, где α— константа, а β ∈ K(x, θ1, . . . , θn−1). При его вы-

полнении получаем ai+1 = −α/(i+1) и находим значение коэффициента ti. Вычисляя
t0, нужно отказаться от условия β ∈ K(x, θ1, . . . , θn−1). Достаточно, чтобы существо-
вал элементарный интеграл

∫
(p0 − t1θ′n) (этот интеграл определяется с точностью до

аддитивной константы).

2. Пусть θn = exp(u), u ∈ K(x, θ1, . . . , θn−1). Для p =
l∑

i=−k
piθ

i
n, v0 =

l∑
j=−k

tjθ
j
n, где

pi ∈ K(x, θ1, . . . , θn−1), i = −k, . . . , l, tj ∈ K(x, θ1, . . . , θn−1), j = −k, . . . , l, получаем
следующее выражение

l∑
i=−k

piθ
i
n =

l∑
i=−k

t′iθ
i +

l∑
i=−k

itiθ
iu′ +

d∑
i=1

ci
v′i
vi
.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях θn получаем следующую
систему уравнений 

pi = t′i + itiu
′, i 6= 0

p0 = t′0 +
d∑
j=1

cj
v′j
vj
.

(2.2)

Зафиксируем i 6= 0 и рассмотрим уравнение pi = t′i + itiu
′ относительно ti. Пусть

pi— полином. Тогда ti— тоже полином. Если u′— полином, то оставляем уравнение
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без изменений, а если u′ = v/w, то чтобы «избавиться от знаменателей», домножаем
уравнение на w.

Пусть pi = r/g. Тогда ti будет иметь вид ti = a/b. Если u′— полином, то получаем
уравнение

r

g
=
a′b− ab′

b2
+
iu′a

b
.

Следовательно, b = √g, r = a′b− ab′ + iu′ab = ba′ + (−b′ + iu′b)a .
Если u′ = v/w, то из соотношения

r

g
=
a′b− ab′

b2
+
iva

bw

получаем: b =
√

g
w
, r = a′bw − ab′w + ivab = bwa′ + (ivb− b′w)a .

Во всех рассмотренных выше случаях было получено уравнение вида

P = c1a
′ + c2a, (2.3)

где P, c1, c2, a— полиномы от переменной θn−1 с коэффициентами из K(x, θ1, . . . , θn−2).

Для определения полинома a из уравнения 2.3 возникает три ситуации.
1. P, c1, c2, a ∈ K[x]. Пусть a =

∑h
i=0 aix

i. deg(P ) = max{deg(c1)+h−1, deg(c2)+h} =
h + max{deg(c1) − 1, deg(c2)}. Из последнего равенства находим h : h = deg(P ) −
max{deg(c1) − 1, deg(c2)}. Если h < 0, то интеграл от функции f не является эле-
ментарной функцией. Если h = 0, то a = P/c2. Если h > 0, то получаем формулу:

P = c1

(
a0 +

h∑
i=1

iaix
i−1

)
+ c2

h∑
i=0

aix
i.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получаем систему линей-
ных уравнений относительно неизвестных ai .

2. θn−1 = log(u). Пусть a =
∑h

i=0 aiθ
i
n−1. Тогда deg(P ) = h +max{deg(c1), deg(c2)}.

Следовательно, h = deg(P )−max{deg(c1), deg(c2)}. Если h < 0, то интеграл от функ-
ции f не является элементарной функцией. Если h ≥ 0, то получаем формулу

P = c1

(
h∑
i=0

a′iθ
i
n−1 +

h∑
i=1

iaiθ
′
n−1θ

i−1
n−1

)
+ c2

h∑
i=0

aiθ
i
n−1.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях θn−1, получаем систему диф-
ференциальных уравнений относительно неизвестных ai . Все выражения, входящие в
эту систему, принадлежат K(x, θ1, . . . , θn−2). Таким образом, мы свели решение диффе-
ренциального уравнения в K(x, θ1, . . . , θn−1) к решению системы дифференциальных
уравнений в K(x, θ1, . . . , θn−2).

3. θn−1 = exp(u). В этом случае в полиномах P, c1, c2, a содержатся отрицательные
степени θn−1. Пусть a =

∑h2
i=−h1 aiθ

i
n−1. Обозначим через k1 старшую степень полинома
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c1, а через k2 обозначим младшую степень полинома c1, через g1 и g2 старшую и
младшую степени полинома c2 соответственно, через m1 и m2 старшую и младшую
степени полинома P. Тогда h1 = m1−max{k1, g1} и h2 = m2−max{k2, g2}. Получаем
формулу

P = c1

h1∑
i=h2

(a′i + iaiu
′)θin−1 + c2

h1∑
i=h2

aiθ
i
n−1.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях θn−1, получаем систему диф-
ференциальных уравнений относительно неизвестных ai . Все выражения, входящие в
эту систему, принадлежат K(x, θ1, . . . , θn−2). Таким образом, мы свели решение диффе-
ренциального уравнения в K(x, θ1, . . . , θn−1) к решению системы дифференциальных
уравнений в K(x, θ1, . . . , θn−2).

2.2. Интегрирование дробной части

Рассмотрим интегрирование q/r, deg(q) < deg(r). Разложим r на свободные от
квадратов множители и представим q/r в виде суммы простых дробей q/r =

∑
i qi/r

i
i,

где ri— множитель r, свободный от квадратов.
В случае, если θn = exp(ξ), то перед разложением r на свободные от квадратов

множители нужно в полиноме r вынести в качестве отдельного множителя перемен-
ную θn в максимальной степени. Пусть r = θtnrt, где rt не делится на θn. Полином
rt раскладываем на свободные от квадратов множители (см. [4]). Другими словами,
представляем полином r в виде r = θtn

∏
i r
i
i, где ri — множитель r, свободный от

квадратов; ri не делится на θn. Раскладываем дробную функцию q/r в сумму про-
стых дробей q/r = a/θtn +

∑
i qi/r

i
i, где ri — множитель r, свободный от квадратов.

Интеграл от функции a/θtn вычисляется при помощи алгоритмов интегрирования по-
линомиальной части.

Нам нужно проинтегрировать каждую полученную дробь. Используем следующее
утверждение из [4].

Теорема 2.1. Пусть h— свободный от квадратов полином от переменной θn с ко-
эффициентами из K(x, θ1, θ2, . . . , θn−1), со старшим коэффициентом, равным единице.
Тогда, если h не делится на θn в случае, когда θn— экспонента, то НОД(h, h′) = 1.

Из этой теоремы, а также из того факта, что K(x, θ1, θ2, . . . , θn) является Евклидо-
вым кольцом, следует, что существуют такие a, b ∈ K(x, θ1, . . . , θn), что ria+ r′ib = 1.

Воспользуемся алгоритмом Эрмита:∫
qk
rkk

= − qkb

(k − 1)rk−1k

+

∫
(k − 1)qka+ (qkb)

′

(k − 1)rk−1k

,

где a, b ∈ K(x, θ1, . . . , θn), ria+r
′
ib = 1 ; и k > 1. В результате применения этой формулы

степень знаменателя уменьшилась, таким образом мы должны повторно применять эту
формулу, пока k 6= 1 (подробнее см. [4]).
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Остается проинтегрировать выражение u/v, где v— свободный от квадратов поли-
ном. Рассмотрим три случая (подробнее см. [1, с. 222–236]):

1. u/v ∈ K(x). Определим R(y) = resultantx(u − yv′, v). Корни полинома R(y)

обозначим a1, a2, . . . , as. Справедлива формула∫
u

v
=

s∑
i=1

ai ln(НОД(u− aiv′, v)).

2. u/v ∈ K(x, θ1, θ2, . . . , θn), где θn— логарифм. Пусть R(y) = resultantθn(u−yv′, v).
Если хотя-бы один корень a1, a2, . . . , as полинома R(y) не является константой, то
функция f не имеет элементарного интеграла. Если его корни a1, a2, . . . , as— констан-
ты, то ∫

u

v
=

s∑
i=1

ai ln(НОД(u− aiv′, v)).

3. u/v ∈ K(x, θ1, θ2, . . . , θn), где θn— экспонента. В этом случае положим R(y) =

resultantθn(u − y(v′ − Nξ′v), v), где N — степень полинома v, ξ— аргумент функции
θn. Если хотя бы один корень a1, a2, . . . , as полинома R(y) не является константой, то
функция f не имеет элементарного интеграла. Если его корни a1, a2, . . . , as— констан-
ты, то ∫

u

v
=

s∑
i=1

ai(ln(НОД(u− ai(v′ −Nξ′v), v))− niξ),

где ni— степень полинома НОД(u− ai(v′ −Nξ′v), v) .

3. Библиотека процедур для символьного интегрирования в системе
MathPartner

Все процедуры библиотеки расположены в четырёх пакетах:

• Integrate — содержит алгоритмы построения набора регулярных мономов.
• StrucTheorem — содержит алгоритмы для проверки трансцендентности функций.
• IntPolynom — содержит алгоритмы интегрирования полиномиальной части инте-

грала.
• IntegrateFractions — содержит алгоритмы интегрирования дробной части интегра-

ла.

3.1. Пакет процедур Integrate

Содержит 11 процедур, основными являются процедуры:
integrate: Заменяет в подынтегральном выражении f тригонометрические,

обратные тригонометрические, гиперболические, обратные гиперболические и показа-
тельные выражения комбинацией логарифмов и экспонент. Вызывает процедуру
mainProcOfInteg, которая возвращает первообразную функции f . Затем при помощи
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процедур из пакета обработки функций MathPartner, полученная функция упрощает-
ся. Комбинации логарифмов и экспонент заменяются на тригонометрические, обратные
тригонометрические гиперболические, обратные гиперболические функции.

mainProcOfInteg: Основная процедура интегрирования функции. Возвращает пер-
вообразную от входного выражения. Выделяет в подынтегральном выражении список
логарифмов и экспонент f0, . . . , fn. Этот список отсортирован следующим образом.
Чем глубже в аргументах находятся логарифм или экспонента, тем ближе они нахо-
дятся к началу списка. С помощью процедуры makeRegularMonomialsSequence (пакет
процедур StrucTheorem) составляет из списка f0, . . . , fn набор регулярных мономов.
Отделяет полиномиальную и дробную части интеграла. Интегрирует отдельно поли-
номиальную часть (пакет процедур IntPolynom) и отдельно дробную часть интеграла
(пакет процедур IntegrateFraction).

3.2. Пакет процедур StructTheorem

Содержит 18 процедур, процедура makeRegularMonomialsSequence является основ-
ной. Она составляет набор регулярных мономов на основе списка всех логарифмов и
экспонент, содержащихся в подынтегральном выражении.

В процедуре makeRegularMonomialsSequence выполняются следующие действия. Мы
проходим последовательно все элементы списка логарифмов и экспонент, начиная со
второго элемента. Берем очередной элемент списка логарифмов и экспонент. Если он
оказывается трансцендентным, то рассматриваем следующий элемент. В противном
случае выражаем его через предыдущие элементы списка, и в каждом следующем эле-
менте списка меняем текущий элемент его выражением через предыдущие элементы, и
удаляем текущий элемент из списка. В итоге получаем набор регулярных мономов.

Выражаем логарифмы и экспоненты, содержащиеся в подынтегральной функции,
через элементы набора регулярных мономов.

3.3. Пакет процедур IntPolynom

Содержит 20 процедур, основными являются:
integPol: Интегрирование полинома от переменной x.

integPolLn: Интегрирование полинома от переменной ln(u).

integPolExp: Интегрирование полинома от переменной exp(u).

3.4. Пакет процедур IntegrateFractions

Содержит 17 процедур, основными являются:
Hermite: Интегрирование дробной функции по методу Эрмита.
LogarithmicPart: Вычисление интеграла от дробной функции со свободным от квад-

ратов знаменателем.
partialFraction: Разложение дробной функции в сумму простейших дробей.
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3.5. Общая схема алгоритма.

Входные данные: f — подынтегральная функция, x— переменная интегрирования.
Заменяем в подынтегральной функции f тригонометрические, обратные тригономет-
рические, гиперболические, обратные гиперболические и показательные выражения
комбинацией логарифмов и экспонент. Составляем список логарифмов и экспонент, со-
держащихся в функции f.

При помощи процедуры makeRegularMonomialsSequence составляем набор регуляр-
ных мономов. Выражаем функцию f через найденные регулярные мономы. Расклады-
ваем функцию f в виде суммы полинома и правильной дроби f = p+ q/r.

Если q/r не равно нулю, то используя процедуру FactorPol_SquareFree из паке-
та полиномиальных вычислений MathPartner раскладываем r на произведение сво-
бодных от квадратов множителей r =

∑
i r
i
i. Затем вызываем процедуры из пакета

integrateFractiions. Процедура partialFraction выражает q/r в виде суммы про-
стейших дробей q/r =

∑
i qi/r

i
i. К каждой дроби из полученной суммы применяем алго-

ритм Эрмита (процедура Hermite), и затем производим вычисление интеграла от дроб-
ной функции со свободным от квадратов знаменателем (процедура LogarithmicPart).
Если интеграл от очередной дроби не выражается через элементарные функции, то
интеграл от функции f так же не выражается через элементарные функции.

Если p не равно нулю, то вызываем процедуры из пакета intPolynom. Возможны
три случая:

Если p— полином переменной x, то процедура integPol вычисляет интеграл от p.

Если p— полином от переменной exp(ξ), то процедура integPolExp составляет си-
стему дифференциальных уравнений, описанных в разделе 2.2. Решение этой системы
уравнений выражается через интегралы, не содержащие последний регулярный моном.
Каждый такой интеграл рекурсивно вычисляем алгоритмом Риша. Если система урав-
нений не имеет решений, то интеграл от функции f не выражается через элементарные
функции.

Если p— полином переменной ln(ξ), то процедура integPolLn составляет и ре-
шает систему дифференциальных уравнений, описанных в разделе 2.1. Решение этой
системы уравнений выражается через интегралы, не содержащие последний регуляр-
ный моном. Каждый такой интеграл рекурсивно вычисляем алгоритмом Риша. Если
система уравнений не имеет решений, то интеграл от функции f не выражается через
элементарные функции.

Полученный ответ упрощается. Комбинации логарифмов и экспонент заменяются
на тригонометрические, обратные тригонометрические, гиперболические, обратные ги-
перболические функции.
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Общая схема алгоритма изображена на рис. 1.

Рис. 1. Общая схема алгоритма
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4. Примеры вычисления первообразных

В следующих трех таблицах показаны результаты интегрирования функций разных
видов, полученных с помощью созданной в MathPartner библиотеки процедур символь-
ного интегрирования.

Таблица 1
Дробно-рациональные функции

функция результат
3/(x+ 2) 3 · ln(abs(x+ 2))

3x/(x+ 2) (3x− 6 · ln(abs(x+ 2)))

(3x+ 4)/(x+ 2) (3x− 2 · ln(abs(x+ 2)))

1/(x2 + x+ 1) 2/3 · 3(1/2) · arctg(2/3x · 3(1/2) + 1/3 · 3(1/2))
(4x+ 5)/(x2 + 2x+ 3) (2 · ln(abs(1/2x2 + x + 3/2)) + 1/2 · 2(1/2) · arctg(1/2x ·

2(1/2) + 1/2 · 2(1/2)))
(4x2 + 5x+ 6)/(x2 + 2x+ 3) (4x − (((−3/2) · 2(1/2) · (−1) · arctg(1/2x · 2(1/2) + 1/2 ·

2(1/2))) + 3/2 · ln(abs(9/2x2 + 9x+ 27/2))))

1/(x3 + x) ln(abs(x))− 1/2 · ln(abs(x2 + 1))

1/(x2 + 1) arctg(x)

Таблица 2
Тригонометрические функции

функция результат
sin(2x+ 3) (−1/2) · cos(2x+ 3)

cos(2x+ 3) 1/2 · sin(2x+ 3)

sin(x)2 cos(x)2 1/8x− 1/32 · sin(4x)
tg(2x+ 3) (−1/2) · ln(abs(cos(2x+ 3)))

ctg(2x+ 3) 1/2 · ln(abs(sin(2x+ 3)))

1/ cos(x)2 tg(x)

1/ sin(x)2 − ctg(x)

1/(1− cos(x)) − ctg(x/2)

tg(x)2 (sin(x)− x · cos(x)− i · cos(x))/ cos(x)
sin(x) · tg(cos(x)) ln(abs(cos(cos(x))))
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Таблица 3
Другие типы функций

функция результат
sin(x) exp(cos(x)) −1 · exp(cos(x))
exp(x) · sin(x) 1/2 · exp(x) · sin(x)− 1/2 · exp(x) · cos(x)
(y2 + 1) · exp(y) ((y2 · exp(y) + 3 · exp(y))− 2y · exp(y))
(y2 + 1) · ln(y) 1/3y · ln(y3) + 1/3y3 · ln(y) + (−1/9)y3 + (−y)

1/x ln(x) ln(x)2/2

(x+ 1/x) ln(x) (1/2 · (ln(x))2 + 1/2x2 · ln(x))− 1/4x2

(x+ exp(x))2 ((1/2 · exp(2x) + 2x · exp(x) + 1/3x3)− 2 · exp(x))
2 · exp(x)/(exp(4x)− 1) −1 · (arctg(exp(x)) − 1/2 · ln(abs(sh(1/2x))) + 1/2 ·

ln(abs(ch(1/2x))))

(ln(x) + 1) · xx xx

log(π, x) (x · ln(x)− x)/ ln(π)
πx (πx)/ ln(π)

5. Заключение

Задача вычисления первообразной для композиции элементарных функций, когда
результат может быть записан через элементарные функции и алгебраические и транс-
цендентные постоянные, привлекает внимание математиков с давних времен. И несмот-
ря на то, что общие подходы достаточно понятны, эта задача в виде библиотеки про-
грамм все еще ждет своего решения. Мы надеемся, что настоящее описание текущего
состояния библиотеки программ в системе MathPartner будет полезным и позволит при-
близить полное решение этой классической математической задачи.
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Введение

Теория дифференциально-операторных уравнений в ненормированных, в частности,
в локально выпуклых пространствах является значительно менее развитой, чем в бана-
ховых. Отчасти тому причина — отсутствие в таких пространствах стандартных (как,
например, в теории полугрупп) приёмов исследования уравнений или их систем доста-
точно сложной структуры. Объясняется это проблематичностью, а порой и невыполни-
мостью непосредственного перенесения уже существующих методов с нормированных
пространств на ненормированные. Известные сейчас результаты в ненормированных
пространствах относятся, преимущественно, к уравнениям первого порядка в классе
вектор-функций действительного аргумента (см. работы В.М. Миллионщикова [1], [2],
К. Иосиды [3], А.Н. Годунова [4], Я.В. Радыно [5], [6], С.Г. Лобанова [7], С.А. Шка-
рина [8]). В комплексном же случае такие задачи стали рассматриваться лишь в по-
следние 20 лет в работах В.П. Громова [9]–[12], С.Н. Мишина [13], [14], В.П. Громова,
С.Н. Мишина, С.В. Панюшкина [15]. Ими разработаны методы исследования задачи
Коши в локально выпуклых пространствах над полем комплексных чисел для одного
дифференциально-операторного уравнения, опирающиеся на понятия порядка и типа
линейного оператора, а также порядка и типа фиксированного вектора относительно
линейного оператора. При этом пространство подбирается (с большой свободой выбора)
в соответствии с изучаемой задачей.

Ранее теория порядка и типа оператора была положена в основу решения ряда задач
современного функционального анализа. К их числу, в частности, относятся: задача о
представлении функций комплексных переменных рядами по собственным функциям
линейного оператора [16]; задача о разложении векторов локально выпуклого простран-
ства в обобщённый ряд Тейлора [17]; задача о полноте систем значений голоморфных
вектор-функций [16], [18], [19]; изучение характеристик роста целых векторнозначных
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функций [20], [9]; исследование подпространств локально выпуклого пространства, ин-
вариантных относительно оператора конечных порядка и типа [21]; исследование реше-
ний операторных уравнений [9], [15] и др. Начала этой теории были заложены В.П. Гро-
мовым в работе [16] и получили дальнейшее обобщение в работах С.Н. Мишина [22]–[24].
Основные результаты, относящиеся к общей теории порядка и типа оператора, приве-
дены в монографии [15].

Методы исследования дифференциально-операторных уравнений в частных произ-
водных в локально выпуклых пространствах разработаны не были, что и обусловливает
актуальность настоящей работы.

1. Теорема существования решения

Пусть H — полное локально выпуклое пространство над полем комплексных чи-
сел, топология которого задаётся системой полунорм {||.||p} (банахово пространство не
исключается) и пусть A — линейный непрерывный оператор, действующий в H . Обо-
значим D∞(A) =

⋂
k≥0

D(Ak) , где D(Ak) — область определения оператора Ak , k ∈ Z ,

k > 0 . Всюду в дальнейшем предполагается, что множество D∞(A) не пусто.
Рассмотрим уравнение

A
∂u

∂t
− ∂u

∂ξ
= 0, (1.1)

где u(t; ξ) — (векторнозначная) функция со значениями в H двух комплексных пере-
менных t и ξ , аналитическая по совокупности переменных.

Ставится задача: описать условия существования и единственности и найти решение
u(t; ξ) уравнения (1.1), удовлетворяющее следующему начальному условию:

u(t; ξ)|ξ=0 = g(t), (1.2)

где g(t) — векторнозначная аналитическая функция комплексного переменного t , и
частные производные вектор-функции u(t; ξ) понимаются в сильном смысле, т. е. по
топологии пространства H . При этом значения производных всех порядков функции
g(t) принадлежат множеству D∞(A) .

Пусть оператор A имеет порядок β и тип α . Эти характеристики были введены в
1986 году В.П. Громовым [16], [17] для оператора, действующего в отделимом локально
выпуклом пространстве.

Пусть An — последовательность степеней оператора A , An : H −→ H .
Из непрерывности оператора An в локально выпуклом пространстве вытекает его

ограниченность:

∀n ∀p ∃Cp(n) ∃q(p, n) : ‖An(x)‖p 6 Cp ‖ x ‖q ∀x ∈ H.

Скажем, что последовательность {An} имеет порядок, если найдётся последова-
тельность положительных чисел {cn} , такая, что будет справедливо неравенство

∀p ∃Cp ∃q(p) : ‖cnAn(x)‖p 6 Cp ‖ x ‖q ∀x ∈ H ∀n,
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т. е., семейство операторов {cnAn} будет равностепенно непрерывным (см. [25]). Среди
последовательностей операторов, имеющих порядок, уделим внимание тем, для кото-
рых можно взять cn = nan, a ∈ R (они встречаются в приложениях наиболее часто).

Пусть

θ(p, q, n) = sup
‖x‖q 6=0

{
‖ An(x) ‖p
‖ x ‖q

}
, n = 0, 1, 2, ...

(случай θ(p, q, n) = +∞ не исключается). Положим по определению

βp,q(A) = lim
n→∞

ln θ(p, q, n)

n lnn
.

О п р е д е л е н и е 1.1. Число βp(A) = inf
q∈Q

βp,q(A), p ∈ P называется p -порядком

последовательности операторов An , а число β(A) = sup
p∈P
{βp(A)} — её порядком.

Если последовательность операторов An имеет p -порядок βp(A) 6= ±∞ , то для
неё вводится более тонкая характеристика. Положим

αp,q(A) = lim
n→∞

n−βp(A) n
√
θ(p, q, n).

О п р е д е л е н и е 1.2. Число αp(A) = inf
q∈Q

αp,q(A), p ∈ P называется p -типом

последовательности операторов An при p -порядке βp(A) , а число

α(A) =

{
sup
p∈P
{αp(A)}, ∃p βp(A) = β(A),

0, ∀p βp(A) < β(A)

– её типом при порядке β(A) .
Отметим, что p -порядок последовательности A может быть любым, а p -тип —

только неотрицательным.

Теорема 1.1. При β ≤ 0 для любой целой функции g(t) задача (1.1) и (1.2) име-
ет единственное решение. Оно является аналитической вектор-функцией u(t; ξ) со
значениями в H и представляется в виде абсолютно сходящегося ряда:

u(t; ξ) = g(t− Aξ) =
∞∑
n=0

An(g(n)(t))

n!
ξn. (1.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как функция g(t) целая, то для любого t ∈ C

||g(n)(t)||p
n!

< C · δn, ∀δ > 0.

Применяя неравенство (1.8) из монографии [15]: ||An(x)||p < Cp(α+ε)
n nβn||x||q, где

x ∈ H , Cp > 0 , ε > 0 , p и q — индексы полунорм, оценим общий член ряда по
произвольной полунорме p .∣∣∣∣∣∣∣∣An(g(n)(t))n!

ξn
∣∣∣∣∣∣∣∣
p

≤ (α + ε)n · nβn · ||g(n)(t)||p · |ξ|n

n!
< (α + ε)n · nβn · C · δn · |ξ|n.
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При β ≤ 0 ряд абсолютно сходится для любого t и представляет собой целую
функцию переменных t и ξ .

Подставляя в (1.3) ξ = 0 видим, что условие (1.2) выполняется.
Проверим, что функция u(t; ξ) является решением уравнения (1.1).

A
∂

∂t

(
∞∑
n=0

An(g(n)(t))

n!
ξn

)
=
∞∑
n=0

An+1(g(n+1)(t))

n!
ξn,

∂u

∂ξ
=

∂

∂ξ

(
∞∑
n=0

An(g(n)(t))

n!
ξn

)
=
∞∑
n=1

An(g(n)(t))

(n− 1)!
ξn−1 =

∞∑
k=0

Ak+1(g(k+1)(t))

k!
ξk.

Таким образом, функция u(t; ξ) является целой функцией двух комплексных пере-
менных t и ξ и представляет собой решение уравнения (1.1) при условии (1.2).

Докажем, что решение (1.3) задачи (1.1), (1.2) единственно. Действительно, предпо-
ложим, что существуют два различных решения задачи (1.1), (1.2): u1(t; ξ) и u2(t; ξ) .
Рассмотрим разность δ(t; ξ) = u1(t; ξ)− u2(t; ξ) . Подставляя δ(t; ξ) в задачу (1.1), (1.2),
получаем, что δ(t; ξ) удовлетворяет уравнению (1.1), причём δ(t; ξ)|ξ=0 = 0 . Докажем,
что δ(t; ξ) ≡ 0 . Так как δ(t; ξ) — целая функция переменных t и ξ , то она разлагается
в двойной ряд Тейлора:

δ(t; ξ) =
∞∑

i,j=0

ci,jt
iξj; ci,j ∈ H.

Подставив это разложение в уравнение (1.1) и приравняв коэффициенты при соот-
ветствующих степенях, получаем:

(j + 1)ci,j+1 = (i+ 1)Aci+1,j.

Из этого равенства, а также из того факта, что ci,0 = 0 (в силу δ(t; ξ)|ξ=0 = 0)
вытекает, что ci,j = 0 для любых i и j . Значит, δ(t; ξ) ≡ 0 . Следовательно, решение
задачи (1.1), (1.2) единственно.

2. Приложения к конкретным уравнения

П р и м е р 2.1. Пусть H = H(C) — пространство всех целых функций с тополо-
гией равномерной сходимости на компактах:

‖F‖p = max
|z|≤p
|F (z)|, p = 1, 2, ..., F (z) ∈ H(C),

и пусть A(F ) =
z∫
0

F (t) dt . Известно (см. [15]), что β(A) = −1 . Найдём решение урав-

нения (1.1) при условии (1.2), где g(t) = sin tz .
Согласно теореме (1.1), решение представляется в виде:

u(t; ξ) =
∞∑
n=0

An(g(n)(t))

n!
ξn =

∞∑
n=0

(−1)nA2n(sin tz)

(2n)!
ξ2n +

∞∑
n=0

(−1)nA2n+1(cos tz)

(2n+ 1)!
ξ2n+1 =
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=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
· 1

(2n− 1)!

z∫
0

(z − y)2n−1 sin ty dy · ξ2n+

+
∞∑
n=0

(−1)n

(2n− 1)!
· 1

(2n)!

z∫
0

(z − y)2n cos ty dy · ξ2n+1 =

=

z∫
0

sin ty ·

(
∞∑
n=0

(−1)n · (z − y)2n−1 · ξ2n

(2n)!(2n− 1)!

)
dy +

z∫
0

cos ty

(
∞∑
n=0

(−1)n · (z − y)2n

(2n− 1)!(2n)!
ξ2n+1

)
dy =

=
1

2

z∫
0

sin ty (ξ (J ′02iξ(z − y))− J ′0 (−2iξ(z − y))) dy+

+
ξ2

2

z∫
0

cos ty · (z − y) · (J ′0 (2iξ(z − y))− J ′0 (−2iξ(z − y))) dy,

где J ′0 — производная функции Бесселя.

П р и м е р 2.2. Пусть s— пространство всех числовых последовательностей
x = (x1;x2; . . .) с топологией покоординатной сходимости, задаваемой мультинормой
‖x‖p = max

k≤p
|xk| . И пусть A : S −→ S — оператор сдвига вправо: A(x1;x2; . . .) =

(0;x1;x2; . . .) . Известно (см. [15]), что β(A) = −∞ . Найдём решение уравнения (1.1)
при условии (1.2), где g(t) = (eat; eat; eat; . . .) , a ∈ C .

Согласно теореме (1.1), решение представляется в виде:

u(t; ξ) =
∞∑
n=0

An(g(n)(t))

n!
ξn =

∞∑
n=0

1

n!
(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n раз

, an · eat, . . .)ξn =

=

(
eat, eat(1 + aξ), eat

(
1 + aξ +

a2ξ2

2

)
, . . . , eat

( n∑
i=0

anξn

n!

)
, . . .

)
.

Отметим, что полученная векторнозначная функция u(t; ξ) со значениями в s яв-
ляется целой по совокупности переменных t и ξ .

Список литературы
[1] В.М. Миллионщиков, “К теории дифференциальных уравнений dx

dt = f(x, t) в локально
выпуклых пространствах”, Докл. АН СССР, 131:3 (1960), 510–513.

[2] В. М. Миллионщиков, “К теории дифференциальных уравнений в локально выпуклых
пространствах”, Математический сборник, 57(99):4 (1962), 385–406.

[3] K. Yosida, “Time dependent evolution equations in locally convex space”, Math. Ann., 162:1
(1965), 83–86.



96 Л.Ф. Логачева

[4] А.Н. Годунов, “О линейных дифференциальных уравнениях в локально выпуклых про-
странствах”, Вестник МГУ, 1974, №5, 31–39.

[5] Я.В. Радыно, “Линейные дифференциальные уравнения в локально выпуклых простран-
ствах. II. Свойства решений”, Дифференциальные уравнения, 13:9 (1977), 1615–1624.

[6] Я.В. Радыно, Линейные уравнения и борнология, Изд-во БГУ им. В.И. Ленина, Минск,
1982.

[7] С. Г. Лобанов, “О разрешимости линейных обыкновенных дифференциальных уравнений
в локально выпуклых пространствах”, Вестник МГУ, 1980, №2, 3–7.

[8] С.А. Шкарин, “Несколько результатов о разрешимости обыкновенных линейных диффе-
ренциальных уравнений в локально выпуклых пространствах”, Математический сбор-
ник, 181:9 (1990), 1183–1195.

[9] В.П. Громов, “Операторный метод решения линейных уравнений”, Ученые записки (Ла-
боратория теории функций и функционального анализа), Изд-во ОГУ, Орел, 2002, 4–36.

[10] В.П. Громов, “Аналитические решения дифференциально-операторных уравнений в ло-
кально выпуклых пространствах”, Докл. АН РФ, 394:3 (2004), 305–307.

[11] В.П. Громов, “Операторный метод решения задачи Коши дифференциально-операторных
уравнений с переменными коэффициентами”, Ученые записки (Лаборатория теории
функций и функционального анализа), Изд-во ОГУ, Орел, 2006, 4–18.

[12] В.П. Громов, “Задача Коши для уравнений в свертках в пространствах аналитических
векторнозначных функций”, Математические заметки, 82:2 (2007), 190–200.

[13] С.Н. Мишин, “Дифференциально-операторные уравнения в локально выпуклых про-
странствах”, Ученые записки (Лаборатория теории функций и функционального анали-
за), Изд-во ОГУ, Орел, 2006, 46–61.

[14] С.Н. Мишин, “Дифференциально-операторные уравнения вида (P−A)νu(t) = f(t) ”, Уче-
ные записки (Лаборатория теории функций и функционального анализа), Изд-во ОГУ,
Орел, 2010, 55–66.

[15] В.П. Громов, С.Н. Мишин, С.В. Панюшкин, Операторы конечного порядка и дифферен-
циально-операторные уравнения, Монография, ОГУ, Орел, 2009, 430 с.

[16] В.П. Громов, “Порядок и тип линейного оператора и разложение в ряд по собственным
функциям”, Докл. АН СССР, 228:1 (1986), 27–31.

[17] В.П. Громов, “Аналоги разложения Тейлора”, Фундаментальная и прикладная матема-
тика, 5:3 (1999), 801–808.

[18] В.П. Громов, “О полноте значений голоморфной вектор-функции в пространстве Фре-
ше”, Ученые записки (Лаборатория теории функций и функционального анализа), Изд-во
ОГУ, Орел, 1999, 24–37.

[19] О.Д. Соломатин, “О полноте систем обобщенных экспонент в пространстве Фреше”, Уче-
ные записки (Лаборатория теории функций и функционального анализа), Изд-во ОГУ,
Орел, 2002, 37–46.

[20] В.П. Громов, “Целые векторнозначные функции со значением в локально выпуклом про-
странстве и их применение”, Ученые записки (Лаборатория теории функций и функцио-
нального анализа), Изд-во ОГУ, Орел, 2003, 4–24.

[21] О. Д. Соломатин, “К вопросу об инвариантных подпространствах локально-выпуклых
пространств”, Фундаментальная и прикладная математика, 3:3 (1997), 937–946.

[22] С.Н. Мишин, “О порядке и типе оператора”, Докл. АН РФ, 381:3 (2001), 309–312.
[23] С.Н. Мишин, Операторы конечного порядка в локально выпуклых пространствах и их

применение, дисс. . . . канд. физ.-матем. наук, Орел, 2002, 116 с.
[24] С.Н. Мишин, “Порядок и тип оператора и последовательности операторов, действующих

в локально выпуклых пространствах”, Ученые записки (Лаборатория теории функций и
функционального анализа), Изд-во ОГУ, Орел, 2002, 47–99.



О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЯХ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 97

[25] М. Рид, Б. Саймон,Методы современной математической физики. Т. 1:Функциональный
анализ, Мир, М., 1977.

References

[1] V. M. Millionshchikov, “A contribution to the theory of differential equations dx
dt = f(x, t) in

locally convex spaces”, Doklady Mathematics, 131:3 (1960), 510–513 (In Russian).
[2] V. M. Millionshchikov, “On the theory of differential equations in locally convex spaces”, Mat.

Sb. (N.S.), 57(99):4 (1962), 385–406 (In Russian).
[3] K. Yosida, “Time dependent evolution equations in locally convex space”, Math. Ann., 162:1

(1965), 83–86.
[4] A.N. Godunov, “On linear differential equations in locally convex spaces”, Moscow University

Mathematics Bulletin, 1974, №5, 31–39 (In Russian).
[5] Ya.V. Radyno, “Linear differential equations in locally convex spaces. II. Properties of the

solutions”, Differ. Equ., 13:9 (1977), 1615–1624 (In Russian).
[6] Ya.V. Radyno, Linear Equations and Bornology, Publishing house of the Belarusian State

University named after V.I. Lenin, Minsk, 1982 (In Russian).
[7] S.G. Lobanov, “On the solvability of linear ordinary differential equations in locally convex

spaces”, Moscow University Mathematics Bulletin, 1980, №2, 3–7 (In Russian).
[8] S.A. Shkarin, “Some results on solvability of ordinary linear differential equations in locally

convex spaces”, Math. USSR-Sb., 71:1 (1992), 29–40.
[9] V. P. Gromov, “Operator method for solving linear equations”, Scientific Notes (Laboratory of

the Theory of Functions and Functional Analysis), OSU Publ., Orel, 2002, 4–36 (In Russian).
[10] V. P. Gromov, “Analytic solutions of differential-operator equations in locally convex spaces”,

Doklady Mathematics, 394:3 (2004), 305–307 (In Russian).
[11] V. P. Gromov, “The Operator Method for Solving the Cauchy Problem of Differential Operator

Equations with Variable Coefficients”, Scientific Notes (Laboratory of the Theory of Functions
and Functional Analysis), OSU Publ., Orel, 2006, 4–18 (In Russian).

[12] V. P. Gromov, “The Cauchy problem for convolution equations in spaces of analytic vector-
valued functions”, Math. Notes, 82:2 (2007), 165–173.

[13] S.N. Mishin, “Differential-operator equations in locally convex spaces”, Scientific Notes
(Laboratory of the Theory of Functions and Functional Analysis), OSU Publ., Orel, 2006, 46–61
(In Russian).

[14] S.N. Mishin, “Differential-operator equations of the form (P − A)νu(t) = f(t) ”, Scientific
Notes (Laboratory of the Theory of Functions and Functional Analysis), OSU Publ., Orel,
2010, 55–66 (In Russian).

[15] V. P. Gromov, S.N. Mishin, S.V. Panyushkin, Operators of Finite Order and Differential-
Operator Equations, Monograph, OSU, Orel, 2009 (In Russian).

[16] V. P. Gromov, “The order and type of a linear operator and the expansion in a series of
eigenfunctions”, Doklady Mathematics, 228:1 (1986), 27–31 (In Russian).

[17] V. P. Gromov, “Analogs of Taylor series”, J. Math. Sci., 5:3 (1999), 801–808 (In Russian).
[18] V. P. Gromov, “On the completeness of the values of a holomorphic vector-function in

the Frechet space”, Scientific Notes (Laboratory of the Theory of Functions and Functional
Analysis), OSU Publ., Orel, 1999, 24–37 (In Russian).

[19] O.D. Solomatin, “On the completeness of systems of generalized exponentials in a Frechet
space”, Scientific Notes (Laboratory of the Theory of Functions and Functional Analysis), OSU
Publ., Orel, 2002, 37–46 (In Russian).



98 Л.Ф. Логачева

[20] V. P. Gromov, “Entire vector-valued functions with value in locally convex space and their
application”, Scientific Notes (Laboratory of the Theory of Functions and Functional Analysis),
OSU Publ., Orel, 2003, 4–24 (In Russian).

[21] O. D. Solomatin, “On the question of invariant subspaces of locally convex spaces”, J. Math.
Sci., 3:3 (1997), 937–946 (In Russian).

[22] S.N. Mishin, “On the order and type of the operator”, Doklady Mathematics, 381:3 (2001),
309–312 (In Russian).

[23] S.N. Mishin, Operators of Finite Order in Locally Convex Spaces and Their Application, Diss.
. . . cand. phys.-mat. sciences, Orel, 2002 (In Russian).

[24] S.N. Mishin, “The order and type of the operator and the sequence of operators acting in
locally convex spaces”, Scientific Notes (Laboratory of the Theory of Functions and Functional
Analysis), OSU Publ., Orel, 2002, 47–99 (In Russian).

[25] M. Reid, B. Simon,Methods of Modern Mathematical Physics. V. 1: Functional analysis, World,
Moscow, 1977 (In Russian).

Информация об авторе Information about the author

Логачева Людмила Федоровна, аспи-
рант, кафедра математики и прикладных ин-
формационных технологий им. Н.А. Ильиной.
Орловский государственный университет им.
И.С. Тургенева, г. Орел, Российская Федерация.
E-mail: milalog29@mail.ru
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-5337-6453

Lyudmila F. Logacheva, Post-Graduate
Student, Mathematics and Applied Information
Technologies Department named after N.A. Ilyina.
Orel State University named after I.S. Tur-
genev, Orel, the Russian Federation. E-mail:
milalog29@mail.ru
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-5337-6453

Поступила в редакцию 17.01.2019 г.
Поступила после рецензирования 27.02.2019 г.
Принята к публикации 28.03.2019 г.

Received 17 January 2019
Reviewed 27 February 2019
Accepted for press 28 March 2019



ISSN 1810-0198. Вестник Тамбовского университета. Серия: естественные и технические науки

Том 24, № 125 2019

c© Николаев А.А., 2019
DOI 10.20310/1810-0198-2019-24-125-99-111
УДК 517.957.6

Убывание решений обобщенного уравнения Кортевега–де Фриза
при больших временах

Артем Александрович НИКОЛАЕВ
ФГАОУ ВО «Российский университет дружбы народов»

117198, Российская Федерация, г. Москва, ул. М. Маклая, 6
ORCID: https://orcid.org/0000-0003-4561-8990, e-mail: nicepeopleproject@gmail.com

Decay of the solutions of the generalized Korteweg–de Vries
equation at large times

Artyom A. NIKOLAYEV
RUDN University

6 Mikhlukho-Maklaya St., Moscow 117198, Russian Federation
ORCID: https://orcid.org/0000-0003-4561-8990, e-mail: nicepeopleproject@gmail.com

Аннотация. В данной работе доказано существование слабых решений для нелинейно-
го обобщенного уравнения Кортевега–де Фриза и найдены условия, при которых слабые
решения убывают к нулю при больших временах.
Ключевые слова: уравнение Кортевега–де Фриза; начально-краевая задача; слабое
решение; убывание
Для цитирования: Николаев А. А. Убывание решений обобщенного уравнения
Кортевега–де Фриза // Вестник Тамбовского университета. Серия: естественные и тех-
нические науки. Тамбов, 2019. Т. 24. № 125. С. 99–111. DOI 10.20310/1810-0198-2019-24-
125-99-111

Abstract. In this paper the existence of weak solutions of the nonlinear generalized KdV
equation is shown and conditions for which weak solutions decay to zero at large times are
obtained.
Keywords: Korteweg–de Vries equation; initial-boundary problem; weak solution; decay
For citation: Nikolayev A. A. Ubyvanie resheniy obobshchennogo uravneniya Kortevega–
de Friza pri bol’shih vremenakh [Decay of the solutions of the generalized Korteweg–de
Vries equation at large times]. Vestnik Tambovskogo universiteta. Seriya: estestvennye i
tekhnicheskie nauki – Tambov University Reports. Series: Natural and Technical Sciences,
2019, vol. 24, no. 125, pp. 99–111. DOI 10.20310/1810-0198-2019-24-125-99-111 (In Russian,
Abstr. in Engl.)

Рассмотрим в QT = (0, T )× (0, L) , 0 < T ≤ +∞ , 0 < L < +∞ , начально-краевую
задачу

ut + aux + uxxx + g(u)ux = 0, (1)



100 А.А. Николаев

u(0, x) = u0(x), ∀x ∈ (0, L), (2)

u(t, 0) = u(t, L) = ux(t, L) = 0, ∀t ∈ (0, T ), (3)

где a ∈ R , функция g ∈ C1(R) и

|g′(u)| ≤ C(|u|+ 1), ∀u. (4)

Класс таких уравнений включает в себя уравнение Кортевега–де Фриза g(u) = u

и модифицированное уравнение Кортевега–де Фриза g(u) = ±u2 , которые описывают
распространение одномерных нелинейных волн в средах с дисперсией и без диссипации.

Аналогичные вопросы были ранее рассмотрены в статьях [1]–[4]. В статье [1] рас-
сматривается задача для уравнения

ut + ux + uxxx + g(u)ux + b(x)u = 0, 0 ≤ x ≤ L (5)

с начально-краевыми условиями (2), (3). Предполагается, что функция b неотрицатель-
ная и лежит в пространстве L2(0, L) . Функция g такая, что g(0) = 0 и удовлетворяет
следующему условию роста

|g(j)(u)| ≤ C(1 + |u|p−j), ∀u ∈ R, (6)

для j = 0, 1 , если 1≤ p< 2 и для j = 0, 1, 2 , если p≥ 2. В случае, когда u0 ∈L2(0, L),

было показано, что для любого p ∈ [1, 2) и T > 0 задача (5), (2), (3) имеет единствен-
ное решение в пространстве C

(
[0, T ];L2(0, L))∩L2(0, T ;H1(0, L)

)
. Также было показа-

но, что в случае, когда u0 ∈ L2(0, L) , p ∈ [2, 4) , для любого T > 0 задача (5), (2), (3)
имеет решение в пространстве Cω

(
[0, T ];L2(0, L)) ∩ L2([0, T ];H1(0, L)

)
. В случае, если

дополнительно известно, что носитель функции b содержит открытое непустое подмно-
жество (0, L) , то при p ∈ [1, 4) для таких решений найдутся число ν > 0 , зависящее
только от L, и неубывающая непрерывная функция β : R+ → R+ такие, что для всех
t > 0 выполняется неравенство

||u(·, t)||L2(0,L) ≤ β(||u0||L2(0,L))e
−νt.

Ранее в статье [2] для задачи (5), (2), (3) были получены аналогичные результаты в
том случае, когда (6) справедливо при p = 1 и выполнены более сильные условия на
b , чем в статье [1].

В статье [3] было показано, что в случае g(u) = u4 (т. е., когда условие (6) вы-
полняется при p = 4 ), b ∈ L∞(0, L) , и u0 ∈ L2(0, L) имеет достаточно малую норму,
задача (5), (2), (3) имеет решение в пространстве C([0, T ];L2(0, L)) ∩ L2(0, T ;H1

0 (0, L))

при любом T > 0 . В том случае, когда ||u0||L2(0,L) < R для некоторого малого R > 0 ,
существуют положительные константы C = C(R, T ) и µ = µ(R) такие, что неравен-
ство

||u(t, ·)||L2(0,L) ≤ C||u0||2L2(0,L)
e−µt

выполняется для всех t > 0 .
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В статье [4] рассматривались вопросы о существовании, единственности решений
и их убывании при больших временах для начально-краевой задачи на QT в случае
более общих уравнений. В частности, из результатов [4] следует, что начально-краевая
задача с условиями (2), (3) для уравнения

ut + uxxx + aux + uux = f(t, x),

имеет решение в пространстве C([0, T ];L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1)) для любого T > 0 ,
если u0 ∈ L2(0, 1) и f ∈ L1(0, T ;L2(0, 1)) . В предположении, что f ≡ 0 и начальное
значение u0 мало в норме L2(0, L) , была получена оценка

||u(t, ·)||2L2(0,1)
≤ 2e−kt||u0||2L2(0,1)

, (7)

где k некоторая постоянная определенная в статье.
В статье [5] был рассмотрен вопрос о том, является ли условие малости начальных

данных для уравнения Кортевега–де Фриза и модифицированного уравнения Кортеве-
га–де Фриза с начально-краевыми условиями (2), (3) необходимым для убывания реше-
ний к нулю при больших временах. Для ответа на этот вопрос в статье были найдены
условия, при которых данные задачи имеют стационарные решения u = u(x) .

В данной статье мы покажем, что если u0 ∈ L2(0, L) , то задача (1)–(3) имеет ре-
шение в пространстве C([0, T ];L2(0, L)) ∩ L2(0, T ;H1(0, L)) для любого T > 0 , т. е. в
том случае, когда p = 2, j = 0, 1 в (6) и b(x) ≡ 0 в (5). В случае, когда начальные
данные достаточно малы, будет определен интервал значений α , при которых решение
убывает к нулю при больших временах и выполнена оценка, аналогичная (7).

Пусть T > 0 . Определим пространство

X0(QT ) = C([0, T ];L2(0, L)) ∩ L2(0, T ;H1(0, L)).

О п р е д е л е н и е 1. Пусть u0 ∈ L2(0, L) . Под обобщенным решением задачи
(1)–(3) для некоторого T > 0 мы будем понимать функцию u ∈ X0(QT ) для которой
при любой функции φ ∈ L2(0, T ;H3(0, L)) такой, что φt ∈ L2(QT ) , φ|t=T = φ|x=0 =

φ|x=L = φx|x=0 = 0 , выполняется равенство

T∫
0

L∫
0

(uφt + auφx + uφxxx − g(u)uxφ)dxdt+

L∫
0

u0(x)φ(0, x)dx = 0. (8)

Сформулируем основные результаты статьи.

Теорема 1. Если u0 ∈ L2(0, L) , то для любого T > 0 существует обобщенное
решение u(t, x) задачи (1)–(3).

З а м е ч а н и е 1. Единственность решения следует из [6, Theorem 6.4], где она
установлена в более широком пространстве L∞(0, T ;L2(0, L)) ∩ L2(0, T ;H1(0, L)) .
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Теорема 2. Пусть u0 ∈ L2(0, L) , T > 0 ,

CL2 < 12,

где постоянная C из условия (4). Пусть для некоторого A ∈
(
CL2

4
, 3
)

выполняются
неравенства

||u0||L2(0,L) ≤
( 8A

CL
− 2L

) 1
2
, (9)

a <
(3− A)π2

L2(1 + L)
. (10)

Тогда единственное решение u ∈ X0(QT ) задачи (1)–(3) при всех t ∈ [0, T ] удовлетво-
ряет неравенству

||u(t, ·)||2L2(0,L)
≤ (1 + L)e

(
− (3−A)π2

L2(1+L)
+a′
)
t||u0||2L2(0,L)

, (11)

где

a′ =

{
a, a ≥ 0,
a

1+L
, a < 0.

Доказательство теоремы 1 мы проведем поэтапно, сначала рассмотрим начально-
краевую задачу для регуляризованного уравнения

ut + aux + uxxx + gh(u)ux = 0, (12)

сохранив начально-краевые условия (2), (3), где

g′h(u) = g′(u)η(2− h|u|) +
2

h
η(h|u| − 1), gh(0) = g(0), (13)

а η ∈ C∞(R) — «срезающая» функция такая, что η(t) = 0 при всех t ≤ 0, η′(t) > 0 ,
η(t) + η(1 − t) = 1 при всех t ∈ (0, 1), и η(t) = 1 при всех t ≥ 1. Заметим, что gh(u)

сходится поточечно к g(u) при h→ 0 .
В ходе дальнейших рассуждений мы будем часто использовать оценки для функций

gh(u) и g′h(u) :
|g′h(u)| ≤ C(h), |gh(u)| ≤ C(h)(|u|+ 1), ∀u, (14)

и их равномерные по h аналоги

|g′h(u)| ≤ C(|u|+ 1), |gh(u)| ≤ C(u2 + 1), ∀u. (15)

Данные оценки нетрудно получить из условий (4) и (13).
Теперь покажем, что задача для уравнения (12) с начально-краевыми условиями

(2), (3) разрешима локально по времени. В [4, Lemma 4.3] было показано, что у линейной
начально-краевой задачи на QT для уравнения

ut + aux + uxxx = f(t, x), (16)
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c условиями (2), (3) существует обобщенное решение u(t, x) из пространства X0(QT )

в том случае, когда u0 ∈ L2(0, L) , f ∈ L1(0, T ;L2(0, L)) . В этом случае при любом
t0 ∈ (0, T ] справедлива оценка

||u||X0(Qt0 )
≤ C(T, L)(||u0||L2(0,L) + ||f ||L1(0,T ;L2(0,L))). (17)

Обобщенное решение задачи (16), (2), (3) понимается в смысле, аналогичном определе-
нию 1. Сформулируем другие условия существования обобщенного решения задачи.

Утверждение 1. Пусть u0 ∈ L2(0, L) , тогда существует t∗ > 0 такое, что
задача для уравнения (12) c начально-краевыми условиями (2), (3) имеет обобщенное
решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t0 > 0 , зададим на множестве X0(Qt0) отображе-
ние Λ следующим образом: u = Λv ∈ X0(Qt0) является решением на Qt0 начально-
краевой задачи для уравнения

ut + aux + uxxx = −gh(v)vx (18)

с условиями (2), (3). Покажем, что правая часть (18) лежит в пространстве
L1(0, t0;L2(0, L)). Воспользуемся оценкой (14) и интерполяционным неравенством для

функций u ∈ H1
0 (0, L) , sup

x∈(0,L)
u2(x) ≤ 2(

L∫
0

u2(x)dx)
1
2 (

L∫
0

u2x(x)dx)
1
2 :

||gh(v)vx||L1(0,t0;L2(0,L)) ≤ C(h)

t0∫
0

( L∫
0

(v2 + 1)v2xdx
) 1

2
dt ≤

≤ C(h)
( t0∫

0

sup
x∈(0,L)

|v|
( L∫

0

v2xdx
) 1

2
dt+ t

1
2
0

( t0∫
0

L∫
0

v2xdxdt
) 1

2
)
≤

≤ C(h)
(( t0∫

0

sup
x∈(0,L)

v2dxdt
) 1

2
( t0∫

0

L∫
0

v2xdxdt
) 1

2
+ t

1
2
0

( t0∫
0

L∫
0

v2xdxdt
) 1

2
)
≤

≤ C(h)||vx||L2(Qt0 )

(( t0∫
0

(

L∫
0

v2dx)
1
2 (

L∫
0

v2xdx)
1
2dt
) 1

2 + t
1
2
0

)
≤

≤ C(h)||v||X0(Qt0 )

(
( sup
t∈(0,t0)

||v(t, ·)||L2(0,L))
1
2

( t0∫
0

( L∫
0

v2xdx
) 1

2dt
) 1

2 + t
1
2
0

)
≤

≤ C(h)t
1
4
0 ||v||X0(Qt0 )

(||v||X0(Qt0 )
+ t

1
4
0 ). (19)

Из предыдущего неравенства следует, что условия [4, Lemma 4.3] выполнены. Получа-
ем, что для любого v существует решение u ∈ X0(Qt0) задачи (18), (2), (3), а значит,
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отображение Λ существует. Воспользуемся оценкой (17), получим

||Λv||X0(Qt0 )
≤ c(T )(||u0||L2(0,L) + ||gh(v)vx||L1(0,t0;L2(0,L))) ≤

≤ c(T )(||u0||L2(0,L) + C(h)t
1
4
0 ||v||X0(Qt0 )

(||v||X0(Qt0 )
+ t

1
4
0 )).

Выберем R = max{2c(T )||u0||L2(0,L), 2c(T )} ,

t1 = −R
2

+

√
R2

4
+

1

2C(h)
.

Тогда если t2 ≤ t1 , ||v||X0(Qt2 )
≤ R , то

||Λv||X0(Qt2 )
≤ R,

т. е. отображение Λ : v → u переводит шар радиуса R с центром в нуле в простран-
стве X0(Qt2) в себя. Теперь возьмем две функции v, ṽ ∈ X0(Qt2) , которые лежат в
шаре радиуса R с центром в нуле, тогда ω = Λv − Λṽ является решением задачи для
уравнения

ωt + aωx + ωxxx = −gh(v)vx + gh(ṽ)ṽx (20)

с нулевыми начальными условиями. По аналогии, с оценкой (19) получим оценку правой
части (20) в пространстве L1(0, t2;L2(0, L))

||gh(ṽ)ṽx − gh(v)vx||L1(0,t2;L2(0,L)) = ||(gh(ṽ)− gh(v))vx + gh(v)(ṽx − vx)||L1(0,t2;L2(0,L)) ≤

≤ C
∣∣∣∣|ṽ−v||ṽx|+(|v|+1)|(ṽ−v)x|

∣∣∣∣
L1(0,t2;L2(0,L))

≤ C

t2∫
0

L∫
0

(ṽ−v)2ṽ2x+(v2+1)((ṽ−v)x)
2dxdt ≤

≤ C||ṽ − v||X0(Qt2 )
t
1
4
2 (||ṽ||X0(Qt2 )

+ ||v||X0(Qt2 )
+ t

1
4
2 ),

а затем применим (17), получим

||Λv − Λṽ||X0(Qt2 )
≤ C(T, h, ||v||X0(Qt2 )

, ||ṽ||X0(Qt2 )
)t

1
4
2 ||ṽ − v||X0(Qt2 )

.

А значит, можем выбрать такое t∗ ≤ t2 , что отображение Λ при t ∈ (0, t∗] будет
сжимающим, следовательно, при таких t отображение будет иметь одну стационарную
точку, которая и будет решением уравнения (12).

Далее продолжим локальное решение задачи (12), (2), (3) на (0, T ) . Для этого рас-
смотрим вспомогательное утверждение.

Утверждение 2. Пусть u0 ∈ L2(0, L) , f ∈ L1(0, T ;L2(0, L)) для некоторого T > 0

и u ∈ X0(QT ) является обобщенным решением задачи (16), (2), (3). Тогда существует
функция µ ∈ L2(0, L) такая, что ∀ t ∈ (0, T ] справедливо равенство

L∫
0

u2(t, x)dx+

t∫
0

µ2(τ)dτ =

L∫
0

u20(x)dx+ 2

t∫
0

L∫
0

f(τ, x)u(τ, x)dxdτ. (21)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Осуществим переход к функциям, обладающими большей
гладкостью. Согласно [7], если u0 ∈ D(A) , где оператор A = −(a ∂

∂x
+ ∂3

∂x3
+ λE) , а

D(A) = {g ∈ H3(0, L) : g(0) = g(L) = g′(L) = 0} , функция f ∈ C1([0, T ];L2(0, L)) , то
существует единственное решение

u ∈ C([0, T ];H3(0, L)) ∩ C1([0, T ];L2(0, L)),

задачи (16), (2), (3). Домножим уравнение (16) на 2u и проинтегрируем по области Qt .
В результате для любого t из (0, T ] получим

L∫
0

u2(t, x)dx+

t∫
0

u2x

∣∣∣
x=0

dτ =

L∫
0

u20(x)dx+ 2

t∫
0

L∫
0

f(x, τ)u(x, τ)dxdτ. (22)

Простыми преобразованиями получим, что

||u||C([0,t];L2(0,L)) + ||ux|x=0||L2(0,t) ≤ ||f ||L1(0,t;L2(0,L)) + ||u0||L2(0,L). (23)

Выберем такие последовательности {u0n}, u0n ∈ D(A) и {fn} , fn ∈ C1([0, T ];L2(0, L)),

которые сходятся к u0 в L2(0, L) и к f в L1(0, T ;L2(0, L)) соответственно. Тогда
un — решение задачи (16), (2), (3), для правой части fn и начальных данных u0n.

Очевидно, что {un} — фундаментальная последовательность в C([0, T ];L2(0, L)) и

||u− un||C([0,t];L2(0,L)) → 0.

Это означает, что пределом последовательности {un} является обобщенное решение u.
Из оценки (23), примененной к равенству (22), легко доказать, что последователь-
ность {unx|x=0} фундаментальна и следовательно имеет пределом некоторую функ-
цию µ ∈ L2(0, L). Перейдя к пределу на множестве гладких функций в (22) получим
необходимое равенство в общем случае.

Следствие 1. Пусть для некоторого T > 0 функция u ∈ X0(QT ) является реше-
нием задачи (12), (2), (3), где u0 ∈ L2(0, L) . Тогда выполняется равенство

||u||C([0,T ],L2(0,L)) = ||u0||L2(0,L). (24)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (19) следует, что −gh(u)ux ∈ L1(0, T ;L2(0, L)) . Из ра-
венства

T∫
0

L∫
0

−gh(u)uxu(t, x)dxdt = −
T∫

0

L∫
0

( u∫
0

gh(θ)θdθ
)
x
dxdt = 0,

и (21) следует (24).
Из следствия 1 получаем утверждение о существовании глобального решения задачи

(12), (2), (3).
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Утверждение 3. Если u0 ∈ L2(0, L) , то задача (12), (2), (3) имеет обобщенное
решение в X0(QT ) для любого T > 0 .

Далее мы устремим h→ 0 в (12) и перейдём к первоначальной задаче (1)–(3), для
успешной реализации задуманного нам потребуется оценка на производную функции
uh , такая оценка окажется следствием следующего утверждения.

Утверждение 4. Если u0 ∈ L2(0, L) , f ∈ L1(0, T ;L2(0, L)) для некоторого T > 0

и u ∈ X0(QT ) является обобщенным решением задачи (16), (2), (3), то для любого
t ∈ (0, T ] справедливо следующее равенство

L∫
0

(1 + x)u2(t, x)dx+ 3

t∫
0

L∫
0

u2x(τ, x)dxdτ +

t∫
0

µ2(τ)dτ =

L∫
0

(1 + x)u20(x)dx+

+ a

t∫
0

L∫
0

u2(τ, x)dxdτ + 2

t∫
0

L∫
0

(1 + x)f(τ, x)u(τ, x)dxdτ, (25)

где µ из утверждения 21.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала, как при доказательстве утверждения 2, получим
равенство (25) в гладком случае после домножения уравнения (16) на 2(1 + x)u и
интегрирования по области Qt . Простыми преобразованиями получим

||ux||L2(Qt) ≤ C(||u0||L2(0,L) + ||f ||L1(0,T ;L2(0,L))∀t ∈ (0, T ).

На основании данного неравенства и рассуждениями, аналогичными доказательству
утверждения 2, совершим предельный переход в (25) в гладком случае и получим (25)
в общем случае.

Следствие 2. Пусть u0 ∈ L2(0, L) , тогда для обобщенного решения u ∈ X0(QT )

задачи (12), (2), (3) справедливо неравенство

||ux||L2(QT ) ≤ C(a, L, T, ||u0||L2(QT )). (26)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (19) следует, что −gh(u)ux ∈ L1(0, T, L2(0, L)) . Обо-
значим ||u0||L2(0,L) = C1 . В следующей оценке воспользуемся (24), (25), (15), получим

3

T∫
0

L∫
0

u2xdxdt ≤
L∫

0

(1 + x)u20dx+ a

T∫
0

L∫
0

u2dxdt− 2

T∫
0

L∫
0

(1 + x)g(u)uuxdxdt ≤

≤
L∫

0

(1 + x)u20dx+ a

T∫
0

L∫
0

u2dxdt+ 2

T∫
0

L∫
0

∣∣∣ u∫
0

g(θ)θdθ
∣∣∣dxdt ≤ (1 + L)C2

1 + |a|C2
1T+
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+C2

T∫
0

L∫
0

(u4+u2)dxdt ≤ (1+L)C2
1 + |a|C2

1T +C2C
2
1

( T∫
0

( L∫
0

u2dx
) 1

2
( L∫

0

u2xdx
) 1

2dt+T
)
≤

≤ (1 + L)C2
1 + |a|C2

1T + C2C
2
1

(C2C
2
1

4

T∫
0

L∫
0

u2dxdt+
2

C2C2
1

T∫
0

L∫
0

u2xdxdt+ T
)
≤

≤ (1 + L)C2
1 + |a|C2

1T +
C2

2C
6
1

4
T + 2

T∫
0

L∫
0

u2xdxdt+ C2C
2
1T,

тогда справедливо (26).
Докажем теорему 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из утверждения 3 следует, что для любого h > 0 существует
решение uh ∈ X0(QT ) задачи (12), (2), (3). Искомое решение задачи (1), (2), (3) будем
строить как предел решений. Из (26) следует, равномерная оценка по h

||uh||L2(0,T ;H1(0,L)) ≤ C,

из которой получаем, что равномерно по h выполнено

||uhxxx||L2(0,T ;H−2(0,L)) ≤ C.

Пусть gh(uh)uhx = (g∗h(uh))x. Имеем

||gh(uh)uhx||L2(0,T ;H−2(0,L)) ≤ ||g∗h(uh)||L2(0,T ;H−1(0,L)) ≤ ||g∗h(uh)||L2(0,T ;L1(0,L)) ≤

≤
( T∫

0

( L∫
0

|uh|∫
0

|gh(θ)|dθdx
)2
dt
) 1

2 ≤ C
( T∫

0

( L∫
0

|uh|3 + |uh|dx
)2
dt
) 1

2 ≤

≤ C
( T∫

0

sup
x∈(0,L)

u2h
(
(

L∫
0

u2hdx)2 + L2
)
dt
) 1

2 ≤ CT
1
2 (||uh||2X0(QT )

+ L2)||uh||X0(QT ) ≤ C.

Из написанных оценок и равенства (12) следует, что

||uht||L2(0,T ;H−2(0,L)) ≤ C, (27)

Из ранее полученных оценок (24), (26), (27) и в силу того, что L∞(0, T ;L2(0, L)) =

(L1(0, T ;L2(0, L)))∗ , получаем, что можем выделить такую подпоследовательность uhn ,
что

uhn → u *-слабо в L∞(0, T ;L2(0, L)),

uhnx → ux слабо в L2(QT ),

uhn → u сильно в L2(QT ).
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Перейдем к пределу в нелинейном члене интегрального тождества (8) при h = hn :

∣∣∣ T∫
0

L∫
0

(g∗h(uh)− g∗(u))φxdxdt
∣∣∣ ≤ T∫

0

L∫
0

|(g∗h(u)− g∗(u))φx|dxdt+

+

T∫
0

L∫
0

|(g∗h(uh)− g∗h(u))φx|dxdt (28)

Ниже используется то, что φx лежит в пространстве C([0, T ];L2(0, L)) , это следует из
того, что φ ∈ L2(0, T ;H3(0, L)) и φt ∈ L2(0, T ;L2(0, L)). Сходимость второго слагаемого
в правой части неравенства (28) следует из неравенств

T∫
0

L∫
0

|(g∗h(uh)− g∗h(u))φx|dxdt ≤ C

T∫
0

L∫
0

(u2h + u2 + 1)|uh − u||φx|dxdt ≤

≤ C||uh − u||L2(QT )

( T∫
0

L∫
0

(u2h + u2 + 1)2φ2
xdxdt

) 1
2 ≤

≤ C1||uh − u||L2(QT )||φx||C([0,T ];L2(0,L))

( T∫
0

sup
x∈(0,L)

u4dt+

T∫
0

sup
x∈(0,L)

u4hdt+

T∫
0

dt
) 1

2 ≤

≤ C2||uh−u||L2(QT )||φx||C([0,T ];L2(0,L))

( T∫
0

L∫
0

u2dx

L∫
0

u2xdxdt+

T∫
0

L∫
0

u2hdx

L∫
0

u2hxdxdt+T
) 1

2 ≤

≤ C2||uh − u||L2(QT )||φx||C([0,T ];L2(0,L))

(
||u||2C([0,T ];L2(0,L))

||u||2L2(0,T ;H1(0,L))+

+ ||uh||2C([0,T ];L2(0,L))
||uh||2L2(0,T ;H1(0,L)) + T

) 1
2 ≤

≤ C2||uh − u||L2(QT )||φx||C([0,T ];L2(0,L))

(
||u||4X0(QT )

+ ||uh||4X0(QT )
+ T )

1
2 → 0. (29)

Первое слагаемое в правой части неравенства (28) стремится к нулю по теореме
Лебега, так как gh(θ)→ g(θ) поточечно при любом θ ,

|u|∫
0

∣∣gh(θ)− g(θ)
∣∣dθ ≤ C(|u|3 + |u|),

и справедливо неравенство

T∫
0

L∫
0

(|u|3 + |u|)|φx|dxdt ≤ C1||φx||C([0,T ];L2(0,L))||u||L2(QT )||u||2X0(QT )
< +∞,
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которое получается, аналогично оценке (29).
Таким образом, получаем, что u ∈ L∞(0, T ;L2(0, L)) ∩ L2(0, T ;H1(0, L)) и удовле-

творяет интегральному тождеству (8). Докажем, что u ∈ X0(QT ) . Для этого рас-
смотрим линейную задачу (16), (2), (3), где f = −g(u)ux . Покажем, что g(u)ux ∈
L1(0, T ;L2(0, L))

||g(u)ux||L1(0,T ;L2(0,L)) ≤ C

T∫
0

( L∫
0

(u4 + 1)u2xdx
) 1

2
dt ≤

≤ C
( T∫

0

sup
x∈(0,L)

u2
( L∫

0

u2xdx
) 1

2
dt+ T

1
2

( T∫
0

L∫
0

u2xdxdt
) 1

2
)
≤

≤ C
( T∫

0

( L∫
0

u2dx
) 1

2
( L∫

0

u2xdx
)
dt+ T

1
2

( T∫
0

L∫
0

u2xdxdt
) 1

2
)
≤

≤ C
(
||u||L∞(0,T ;L2(0,L)) + ||ux||L2(QT )

)(
||ux||2L2(QT )

+ T
1
2

)
<∞.

Тогда из [6, Theorem 6.4] следует, что такая линейная задача будет иметь единствен-
ное решение в пространстве L∞(0, T ;L2(0, L)) ∩ L2(0, T ;H1(0, L)) . Из [4, Lemma 4.3]
получим, что рассмотренная линейная задача будет иметь решение в X0(QT ) .

Докажем теорему 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим решение задачи (1)–(3), которая совпадает с за-
дачей (16), (2), (3), в случае f = −g(u)ux . Тогда можем воспользоваться (25) и получим

L∫
0

(1 + x)u2(t, x)dx+ 3

t∫
0

L∫
0

u2x(τ, x)dxdτ +

t∫
0

µ2(τ)dτ =

L∫
0

(1 + x)u20(x)dx+

+ a

t∫
0

L∫
0

u2(τ, x)dxdτ − 2

t∫
0

L∫
0

(1 + x)g(u)uuxdxdt.

Очевидно, что все члены этого равенства абсолютно непрерывны по t . Из того, что

−
L∫

0

(1 + x)g(u)uuxdx =

L∫
0

u∫
0

g(θ)θdθdx

получим, что справедлива оценка для п. в. t

d

dt

L∫
0

(1 + x)u2(t, x)dx+ 3

L∫
0

u2xdx ≤ a′
L∫

0

(1 + x)u2(t, x)dx+ 2

L∫
0

u∫
0

g(θ)θdθdx ≤

≤ a′
L∫

0

(1 + x)u2(t, x)dx+ 2C

L∫
0

(u4
4

+
u2

2

)
dx. (30)



110 А.А. Николаев

Преобразуем (30), воспользовавшись следующим неравенством из [8]:

||u||L∞(0,L) ≤
√
L

2
||ux||L2(0,L).

Получим

d

dt

( L∫
0

(1+x)u2(t, x)dx
)

+

L∫
0

(3−A+A−CL
2

4
−CL

8
||u(t, ·)||2L2(0,L)

)u2xdx ≤ a′
L∫

0

(1+x)u2(t, x)dx.

Из условия (9) и соотношения (24) получим

d

dt

( L∫
0

(1 + x)u2(t, x)dx
)

+

L∫
0

(3− A)u2xdx ≤ a′
L∫

0

(1 + x)u2(t, x)dx.

Воспользуемся неравенством Стеклова

||u||L2(0,L) ≤
L

π
||ux||L2(0,L),

получим

d

dt

( L∫
0

(1 + x)u2(t, x)dx
)
≤
(
− (3− A)π2

L2(1 + L)
+ a′

) L∫
0

(1 + x)u2dx.

Далее, из условия (10) очевидными рассуждениями получаем (11).
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Введение

Теорема Каристи [1] — одно из известных в нелинейном анализе утверждений о непо-
движной точке, нашедшее целый ряд обобщений и приложений (см., например, [2]–[5] и
др.) В настоящей работе представлена случайная версия теоремы о существовании то-
чек равновесия для двух параметризованных мультиотображений (многозначных отоб-
ражений), удовлетворяющих совместным условиям типа Каристи.

1. Предварительные сведения.
Некоторые понятия из теории многозначных отображений

Напомним некоторые сведения из многозначного анализа (подробности можно най-
ти, например, в [3], [6]–[7]).

Пусть X и Y — метрические пространства. Символами C(Y ) [K(Y )] будем обо-
значать совокупности всех непустых замкнутых [соответственно, компактных] подмно-
жеств Y. Если Y — нормированное подмножество, символы Cv(Y ) [Kv(Y )] обозна-
чают совокупности всех непустых выпуклых замкнутых [соответственно, компактных]
подмножеств Y.

О п р е д е л е н и е 1. Мультиотображение F : X → C(Y ) называют полунепре-
рывным сверху (п.н.св.) [полунепрерывным снизу (п.н.сн.)], если для каждого откры-
того [соответственно, замкнутого] множества V ⊂ Y

F−1(V ) = {x ∈ X : F(x) ⊂ V }

открытое [соответственно, замкнутое] подмножество X.

О п р е д е л е н и е 2. Мультиотображение F : X → C(Y ) называется непрерыв-
ным, если оно полунепрерывно и сверху и снизу.

Пусть (Ω,Σ) измеримое пространство, т. е. Σ является σ -алгеброй подмножеств Ω.

О п р е д е л е н и е 3. Мультиотображение F : Ω → C(Y ) называется измери-
мым, если F−1(V ) ∈ Σ для каждого открытого множества V ⊂ Y .

Всюду в дальнейшем, пусть (Ω,Σ, µ) — локально компактное метрическое пространство
с мерой Радона µ и σ -алгеброй Σ µ -измеримых подмножеств.

Пусть X, Y — сепарабельные метрические пространства.
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О п р е д е л е н и е 4. Мультиотображение F : Ω × X → C(Y ) называется слу-
чайным u -мультиотображением [случайным l -мультиотображением], если:

(i) F измеримо относительно минимальной σ -алгебры, порожденной Σ×B(X) , где
B(X) — совокупность борелевских подмножеств X ;

(ii) для любого ω ∈ Ω , мультиотображение F(ω, ·) : X → C(Y ) п.н.св. [соответствен-
но, п.н.сн.]

Если мультиотображение F : Ω×X → C(Y ) удовлетворяет условию (i) и условию

(ii)′ для любого ω ∈ Ω , мультиотображение F(ω, ·) : X → C(Y ) непрерывно,

то оно называется случайным мультиотображением.

О п р е д е л е н и е 5. Пусть A ⊆ X — замкнутое множество. Измеримое отоб-
ражение ξ : Ω→ A называется случайной неподвижной точкой мультиотображения
F : Ω× A→ C(X) , если

ξ(ω) ∈ F(ω, ξ(ω))

для всех ω ∈ Ω.

Лемма 1. ([7, Предложение 31.3]). Пусть F : Ω × A → C(X) — случайное u -
мультиотображение такое, что для каждого ω ∈ Ω множество неподвижных точек

FixF(ω, ·) = {x ∈ X : x ∈ F(ω, x)}

непусто. Тогда F имеет случайную неподвижную точку.

Прежде чем сформулировать следующее утверждение, приведем еще одно опреде-
ление. Назовем функцию ψ : Ω×X → (−∞,+∞] допустимой, если для любого ω ∈ Ω

функция ψ(ω, ·) — собственная, т. е. ее значение конечно, по крайней мере, в одной
точке, она ограничена снизу и полунепрерывна снизу.

Следующий результат является прямым следствием многозначной версии теоремы
Каристи о неподвижной точке (см. [1], [2], [4]) и Леммы 1.

Теорема 1. Пусть (X, d)— полное сепарабельное метрическое пространство и
ψ : Ω×X → (−∞,+∞]— допустимая функция. Если F : Ω×X → C(X)— случайное u -
мультиотображение такое, что для любых ω ∈ Ω и x ∈ X существует f ∈ F(ω, x)

такое, что
ψ(ω, f) + d(x, f) ≤ ψ(ω, x),

то F имеет случайную неподвижную точку.

О п р е д е л е н и е 6. Отображение f : Ω × X → Y называется каратеодориев-
ским, если: (i) для каждого ω ∈ Ω отображение f(ω, ·) : X → Y непрерывно; (ii) для
каждого x ∈ X отображение f(·, x) : Ω→ Y измеримо.
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Аналогично, F : Ω×X → K(Y ) называется каратеодориевским мультиотображени-
ем, если: (i) мультиотображение F(ω, ·) : X → K(Y ) непрерывно для любого ω ∈ Ω ;
(ii) мультиотображение F(·, x) : Ω→ K(Y ) измеримо для каждого x ∈ X.
Отметим следующие свойства каратеодориевских мультиотображений (см. [3, Предло-
жения 7.9 и 7.16]).

Лемма 2. Если F : Ω×X → K(Y ) каратеодориевское мультиотображение, то

(i) F измеримо;

(ii) если пространство X полно, то для любого ε > 0 существует замкнутое под-
множество Ωε ⊆ Ω такое, что µ(Ω \ Ωε) < ε и сужение F |Ωε×X непрерывно.

Справедлив следующий параметрический аналог теоремы Майкла о непрерывном
сечении (см. [3, Теорема 7.23]).

Лемма 3. Пусть X— полное сепарабельное метрическое пространство; Y — се-
парабельное банахово пространство; F : Ω×X → Cv(Y )— l -случайное мультиотоб-
ражение. Тогда F допускает каратеодориевское сечение, т. е. существует каратео-
дориевское отображение f : Ω×X → Y такое, что

f(ω, x) ∈ F(ω, x), ∀(ω, x) ∈ Ω×X.

2. Основной результат

Теорема 2. Пусть X— сепарабельное банахово пространство; (Y, d) полное сепа-
рабельное метрическое пространство; F : Ω ×X → K(Y )— каратеодориевское муль-
тиотображение и G : Ω × Y → Cv(X)— случайное l -мультиотображение. Пусть
ψ : Ω × Y → (−∞,+∞]— допустимая функция такая, что для каждых ω ∈ Ω и
x ∈ X найдется f ∈ F (ω, x) такое, что для любого y ∈ Y, удовлетворяющего

x ∈ G(ω, y),

выполнено
ψ(ω, y) + d(y, f) ≤ ψ(ω, y).

Тогда существуют измеримые отображения x? : Ω→ X и y? : Ω→ Y такие, что{
x?(ω) ∈ G(ω, y?(ω)),

y?(ω) ∈ F (ω, x?(ω))

для всех ω ∈ Ω.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно Лемме 3, найдется каратеодориевское сечение
g : Ω× Y → X мультиотображения G :

g(ω, y) ∈ G(ω, y), ∀(ω, y) ∈ Ω× Y.

Рассмотрим мультиотображение F̃ : Ω× Y → K(Y ) , определенное равенством

F̃ (ω, y) = F (ω, g(ω, y)).

Покажем, что мультиотображение F̃ удовлетворяет условию Теоремы 1. Во-первых,
установим, что F̃ является каратеодориевским мультиотображением. В самом деле,
непрерывность мультиотображения F̃ (ω, ·) для любого ω ∈ Ω вытекает из свойств
непрерывности мультиотображений (см., например, [3], [6], [7]). Далее, применяя Лем-
му 2 (ii), для данного ε > 0 возьмем замкнутое подмножество Ωε ⊆ Ω такое, что
µ(Ω\Ωε) < ε и сужения F и g на Ωε×Y являются непрерывными. Но тогда F̃ также
непрерывно на Ωε×Y и, следовательно, F̃ (·, y) непрерывно на Ωε для каждого y ∈ Y.
Это означает, что мультиотображения F̃ (·, y) удовлетворяют C -свойству Лузина для
каждого y ∈ Y и, следовательно (см. [7, Теорема 19.6]), они измеримы.

Согласно Лемме 2 (i) мультиотображение F̃ измеримо, следовательно, это случай-
ное мультиотображение.

Теперь возьмем произвольные ω ∈ Ω и y ∈ Y . По условию теоремы существует
f ∈ F̃ (ω, y) = F (ω, g(ω, y)) такое, что

ψ(ω, f) + d(y, f) ≤ ψ(ω, y).

По Теореме 1, мультиотображение F̃ имеет случайную неподвижную точку y? : Ω→ Y,

т. е.
y?(ω) ∈ F̃ (ω, y?(ω)) = F (ω, g(ω, y?(ω))).

Ясно, что отображение g(ω, y?(ω)) измеримо и, следовательно, оно может быть взято
в качестве искомого отображения x?(ω).
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Аннотация. Рассматривается задача оптимального управления с интегральным вы-
пуклым критерием качества, зависящим только от медленных переменных для линей-
ной системы с быстрыми и медленными переменными в классе кусочно-непрерывных
управлений с гладкими ограничениями на управление

ẋε = A11xε +A12yε +B1u, t ∈ [0, T ], ‖u‖ 6 1,

εẏε = A21xε +A22yε +B2u, xε(0) = x0, yε(0) = y0,

Jε(u) :=ϕ(xε(T )) +
T∫
0

‖u(t)‖2 dt→ min,

где xε ∈ Rn , yε ∈ Rm , u ∈ Rr ; Aij , Bi , i, j = 1, 2 — постоянные матрицы со-
ответствующей размерности, а ϕ(·) — непрерывно дифференцируемая на Rn строго
выпуклая и кофинитная функция в смысле выпуклого анализа. В общем случае для
такой задачи принцип максимума Понтрягина является необходимым и достаточным
условием оптимальности. Существует единственный начальный вектор сопряженного
состояния lε , определяющий вид оптимального управления. Доказано, что в случае ко-
нечного числа точек смены вида управления асимптотика вектора lε имеет степенной
характер.
Ключевые слова: оптимальное управление; сингулярно возмущенные задачи; асимп-
тотические разложения; малый параметр
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Abstract. The paper deals with the problem of optimal control with a convex integral
quality index depends on slow variables for a linear steady-state control system with a
fast and slow variables in the class of piecewise continuous controls with a smooth control
constraints

ẋε = A11xε +A12yε +B1u, t ∈ [0, T ], ‖u‖ 6 1,

εẏε = A21xε +A22yε +B2u, xε(0) = x0, yε(0) = y0,

Jε(u) :=ϕ(xε(T )) +
T∫
0

‖u(t)‖2 dt→ min,

where xε ∈ Rn , yε ∈ Rm , u ∈ Rr ; Aij , Bi , i, j = 1, 2 — are constant matrices of
the corresponding dimension, and ϕ(·) – is the strictly convex and cofinite function that
is continuously differentiable in Rn in the sense of convex analysis. In the general case,
Pontryagin’s maximum principle is a necessary and sufficient optimum condition for the
optimization of a such a problem. The initial vector of the conjugate state lε is the unique
vector, thus determining the optimal control. It is proven that in the case of a finite number
of control switching points, the asymptotics of the vector lε has the character of a power
series.
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Введение

Задачам оптимального управления с сингулярными возмущениями в связи с их тео-
ретической значимостью и актуальными приложениями посвящаются многочисленные
работы. Обзор результатов исследований задачи оптимального управления для линей-
ной системы с быстрыми и медленными переменными в различной постановке представ-
лен, например, в [1]. Более подробно общие свойства систем с интегральным выпуклым
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функционалом качества рассмотрены в [2, Глава 3]. Проблемы, связанные с предель-
ной задачей, для задач оптимального управления линейной системой с быстрыми и
медленными переменными рассматривались в [3], [4]. В других постановках асимптоти-
ка решений возмущенных задач управления исследовалась в статьях [5]–[7]. Отметим,
что в статье [6] рассматривался терминальный критерий качества.

Настоящая работа посвящена изучению асимптотики вектора сопряженного состоя-
ния в задаче оптимального управления линейной системой с быстрыми и медленными
переменными, с интегральным выпуклым функционалом качества, терминальная часть
которого зависит от медленных переменных. Считается, что на управление наложено
гладкое геометрическое ограничение в виде шара. Получено полное асимптотическое
разложение вектора сопряженной системы, определяющего оптимальное управление.
Статья является продолжением работ [8], [9]. Главной отличительной особенностью изу-
чаемой здесь задачи от задач, рассмотренных в статьях [8], [9], является более общий
вид управляемой системы.

При написании работы использовались понятия, методы и результаты теории оп-
тимального управления [2], [10], [11], асимптотического анализа [12], линейной алгебры
[13], теории сингулярно возмущенных уравнений [14] и выпуклого анализа [15].

1. Постановка задачи

Пусть управляемая система содержит быстрые и медленные переменные, а терми-
нальная часть функционала качества зависит только от медленных переменных:

ẋε = A11xε + A12yε +B1u, t ∈ [0, T ], ‖u‖ 6 1,

εẏε = A21xε + A22yε +B2u, xε(0) = x0, yε(0) = y0,

Jε(u) :=ϕ(xε(T )) +
T∫
0

‖u(t)‖2 dt→ min,

(1.1)

где xε ∈ Rn , yε ∈ Rm , u ∈ Rr ; Aij , Bi , i, j = 1, 2 — постоянные матрицы соответству-
ющей размерности, а ϕ(·) — непрерывно дифференцируемая на Rn строго выпуклая
и кофинитная функция в смысле выпуклого анализа [15, § 13].

При каждом фиксированном ε > 0 управляемая система из (1.1) имеет вид:{
żε = Aεzε + Bεu,

zε(0) = z0,

где

zε(t) :=

(
xε(t)

yε(t)

)
, z0 :=

(
x0

y0

)
, Aε :=

(
A11 A12

ε−1A21 ε−1A22

)
, Bε :=

(
B1

ε−1B2

)
.

Отметим, что в рассматриваемом критерии качества J первое слагаемое можно
интерпретировать как штраф за ошибку управления в конечный момент времени T , а
второе — как учет энергозатрат на реализацию управления.
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О п р е д е л е н и е 1.1. Мы будем говорить, что пара матриц (A,B) вполне управ-
ляема, если вполне управляема система ẋ = Ax+Bu.

У с л о в и е 1.1. При всех достаточно малых ε > 0 пара (Aε,Bε) вполне управ-
ляема, т. е. rank

(
Bε,AεBε, . . . ,An+m−1

ε Bε) = n+m.

У с л о в и е 1.2. Все собственные значения матрицы A22 имеют отрицательные
вещественные части.

Таким образом, из условия 1.2 следует невырожденность матрицы A22.

О п р е д е л е н и е 1.2. Вырожденной задачей для задачи (1.1) называется задача
ẋ0 = A0x0 +B0u, t ∈ [0, T ],

x0(0) = x0, ‖u‖ 6 1,

J0(u) :=ϕ(x0(T )) +
T∫
0

‖u(t)‖2 dt→ min,

где A0 := A11 − A12A
−1
22 A21, B0 :=B1 − A12A

−1
22 B2.

У с л о в и е 1.3. Пары (A0, B0) и (A22, B2) вполне управляемы.

Отметим, что выполнение условий 1.2 и 1.3 влечет выполнение условия 1.1 при всех
достаточно малых ε > 0 [4, Theorem 1]. Таким образом, условия 1.2 и 1.3 являют-
ся достаточными условиями вполне управляемости двух систем: ẋ0 = A0x0 + B0u и
ẏε = A22yε +B2u при всех достаточно малых ε.

Основная задача, которая ставится для (1.1), состоит в нахождении полного асимп-
тотического разложения по степеням малого параметра ε оптимального управления u ,
оптимального значения функционала качества Jε и оптимального процесса (xε(t), yε(t)) .

2. Асимптотика матричной экспоненты и основные соотношения

Рассматривая eAεt как фундаментальную матрицу W(t, ε) решения системы в за-
даче (1.1) в случае uε ≡ 0 и следуя методу пограничных функций [14], при выполнении
условия 1.2 получаем

eAεt =:W(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εk
(
Wk(t) + W̃k(τ)

)
, τ :=

t

ε
, (2.1)

Wk(t) :=

(
W11,k(t) W12,k(t)

W21,k(t) W22,k(t)

)
, W̃k(τ) :=

(
W̃11,k(τ) W̃12,k(τ)

W̃21,k(τ) W̃22,k(τ)

)
. (2.2)

Здесь Wk(t), W̃k(τ) — бесконечно дифференцируемые матричнозначные функции, ко-
торые могут быть получены из решения системы{

d
dt
W(t, ε) = AεW(t, ε),

W(0, ε) = I,
(2.3)
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где для блоков Wij(t, ε) матрицы W(t, ε) получаем асимптотические разложения, рав-
номерные на [0, T ] при каждом фиксированном k > 0. Через I обозначаем тожде-
ственное отображение в соответствующем пространстве.

Непосредственным вычислением получаем начальные приближения при k = 0 :W11,0(t)=eA0t, W̃11,0(τ)≡O; W12,0(t)≡O, W̃12,0(τ)≡O;

W21,0(t)=−A−1
22 A21e

A0t, W̃21,0(τ)=eA22τA−1
22 A21; W22,0(t)≡O, W̃22,0(τ)=eA22τ.

(2.4)

Здесь и далее, O — нулевая матрица. При k > 1 и j = 1, 2 с помощью рекуррентных
формул

W̃1j,k(τ) = −
∞∫
τ

(
A11W̃1j,k−1(s) + A12W̃2j,k−1(s)

)
ds, (2.5)

W1j,k(t) = −eA0tW̃1j,k(0) +

t∫
0

eA0(t−s)A12A
−1
22

d

ds
(W2j,k−1(s)) ds, (2.6)

W2j,k(t) = −A−1
22

(
A21W1j,k(t)−

d

dt
(W2j,k−1(t))

)
, (2.7)

W̃2j,k(τ) = −eA22τW2j,k(0) +

τ∫
0

eA22(τ−s)A21W̃1j,k(s)ds (2.8)

находятся блоки-функции матриц (2.2). Таким образом, можно найти разложение мат-
ричной экспоненты (2.1) через матрицы-функции (2.2), элементы которых вычисляются
с помощью начальных приближений (2.4), рекуррентных формул (2.5), (2.6), (2.7), (2.8)
и дополнительных условий на матрицы Aε, Bε . Используя приведенные выше форму-
лы, выпишем в явном виде матрицы-функции W12,1(t) , W̃12,1(τ) , которые понадобятся
в дальнейшем:

W12,1(t) = −eA0tA12A
−1
22 , W̃12,1(τ) = A12A

−1
22 e

A22τ .

Утверждение 2.1. Существует γ > 0 такое, что

∀ k > 0∀ i, j ∈ {1, 2} ∃Cij,k > 0∀ τ > 0 ‖W̃ij,k(τ)‖ 6 Cij,k · e−γτ . (2.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Методом математической индукции по k > 0 покажем,
что для некоторого γ1 > 0 выполнено соотношение

∀ i, j ∈ {1, 2} ∃Pij,k(τ)∀ τ > 0 ‖W̃ij,k(τ)‖ 6 Pij,k(τ) · e−γ1τ , (2.10)
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где Pij,k(τ) — некоторые многочлены с неотрицательными коэффициентами. Из (2.10)
будет следовать (2.9) с γ = γ1/2 .

Отметим, что при выполнении условия 1.2 существует K > 0 такое, что

∀ τ > 0 ‖eA22τ‖ 6 Ke−γ1τ ,

где γ1 = −1
2

max{Re(λ) : λ — собственное число матрицы A22} > 0 (см. например,
[13, п. 8.5]).

База индукции очевидна ввиду явного вида (2.4) функции W̃ij,0(τ) . Пусть для k

справедливо предложение индукции. Докажем, что оценка (2.10) справедлива и при
k + 1 .

Для матрицы W̃1j,k+1 в силу (2.5) имеем

‖W̃1j,k+1(τ)‖ 6
∞∫
τ

(
‖A11‖ · ‖W̃1j,k(s)‖+ ‖A12‖ · ‖W̃2j,k(s)‖

)
ds

6

∞∫
τ

(
‖A11‖ · P11,k(s) · e−γ1s + ‖A12‖ · P21,k(s)e

−γ1s
)
ds.

Определим P (s) := ‖A11‖ · P11,k(s) + ‖A12‖ · P21,k(s) все коэффициенты которого, оче-
видно, неотрицательны. Применяя к последнему интегралу формулу интегрирования
по частям k̃ раз ( k̃ — степень многочлена P (s) ):

‖W̃1j,k+1(τ)‖ 6 Cij,k ·

e−γ1sP (s)

∣∣∣∣∞
τ

+

∞∫
τ

e−γ1sP
′
(s)ds

 6 . . . 6 ‖P̃ (τ)‖ · e−γ1τ 6 e−γτ ,

получим необходимую оценку.
В силу (2.8)

‖W̃2j,k+1(τ)‖ 6 e−γ1τP21,k(τ) +

τ∫
0

e−γ1(τ−s) · P21,k(s)e
−γ1sds

6 e−γτP21,k(τ) + e−γτ ·
τ∫

0

P21,k(s)ds 6 P (τ)e−γτ .

�
Отметим, что в силу утверждения 2.1 при всех k , i , j и t ∈ [εp, T ] , p ∈ (0, 1)

‖W̃ij,k(t/ε)‖ = O, (2.11)

т. е. величина ‖W̃ij,k(t/ε)‖ есть асимптотический ноль относительно асимптотической
последовательности по степеням ε .
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При выполнении условия 1.1, принцип максимума Понтрягина есть необходимое и
достаточное условие оптимальности, которое дает единственное решение задачи (1.1)
[2, п. 3.5, теорема 14]. Тогда, как доказано в [8, Утверждение 1 и формулы (2.4), (2.5)]
оптимальное управление uε(t) в задаче (1.1) имеет вид:

uε(T − t) =
C∗ε (t)lε

S (‖C∗ε (t)lε‖)
, S(ξ) :=

{
2, 0 6 ξ 6 2,

ξ, ξ > 2,
(2.12)

где

Cε(t) :=

[
exp

(
t

(
A11 A12

ε−1A21 ε−1A22

))(
B1

ε−1B2

)]
1

=W11(t, ε)B1 + ε−1W12(t, ε)B2. (2.13)

Здесь [·]1 обозначает первые n строк соответствующей матрицы. Вектор lε есть един-
ственное (с учетом кофинитности функции ϕ — [15, Теорема 26.6]) решение уравнения

0 = −∇ϕ∗(−l) +W11(T, ε)x0 +W12(T, ε)y0 +

T∫
0

Cε(t)C
∗
ε (t)l

S (‖C∗ε (t)l‖)
dt. (2.14)

Здесь и далее C∗ε (t) — сопряженная матрица к матрице Cε(t). Тоже самое мы будем
говорить про другие сопряженные матрицы при наличии над ними соответствующего
обозначения.

Поскольку ‖eA∗εt‖ 6 K при t ∈ [0, T ], то ‖
[
B∗εeA

∗
εt
]

1
‖ = O(ε−1). Поэтому справед-

ливо следующее утверждение.

Утверждение 2.2. Пусть lε — вектор, определяющий оптимальное управление,
причем lε,N определяется как

‖lε − lε,N‖ = O(εN+1).

Тогда на отрезке [0, T ] выполнено

‖uε − uε,N‖ = O(εN),

где uε — оптимальное управление, а uε,N управление, определяемое по формуле (2.12)
вектором lε,N .

В [8, Теорема 1] показано, что при выполнении условий 1.2 и 1.3:

lε → l0 при ε→ +0, (2.15)

где l0 — единственное решение уравнения

0 = −∇ϕ∗(−l) + eA0Tx0 +

T∫
0

C0(t)C∗0(t)l

S (‖C∗0(t)l‖)
dt, C0(t) := eA0tB0. (2.16)



126 А.А. Шабуров

Здесь ϕ∗— функция, сопряженная к ϕ в смысле выпуклого анализа (см. [15, § 12].
В силу (2.11) матриц-функции W̃ij(T/ε, ε) при всех i, j = 1, 2 есть асимптотический

ноль.
Отметим, что в силу аналитичности и вполне управляемости, у матрицы-функции

Cε(t) существует лишь конечное число точек ti,ε таких, что при малых ε > 0

‖C∗ε (t)lε‖ = 2. (2.17)

Оптимальное управление в силу (2.12) определяется одной из двух формул

C∗ε (t)lε
2

, либо
C∗ε (t)lε
‖C∗ε (t)lε‖

. (2.18)

При этом интеграл из (2.14) разбивается на интегралы вида∫
Cε(t)C

∗
ε (t)l

‖C∗ε (t)l‖
dt, либо

∫
Cε(t)C

∗
ε (t)l

2
dt

по соответствующим отрезкам.

О п р е д е л е н и е 2.1. Точки ti,ε— решения уравнения (2.17) будем называть
точками смены вида оптимального управления.

Таким образом, найдя асимптотику вектора lε, можно будет, используя асимптоти-
ческое разложение (2.1), найти асимптотику и точек ti,ε , и оптимального управления.
Следовательно, необходимо и важно исследовать решения уравнения (2.17).

Для дальнейшего нам потребуются асимптотические разложения Cε(t) до порядка
O(ε2) и ∂

∂t
Cε(t) до порядка O(ε) . В силу (2.3) и (2.13)

Cε(t) = C0(t) + A12A
−1
22 e

A22τB2 +M(ε, t, τ) +O(ε2), ε→ 0, (2.19)

где

M(ε, t, τ) := ε
(
W11,1(t) + A12A

−1
22 e

A22τA−1
22 A21

)
B1 + ε

(
W12,2(t) + W̃12,2(τ)

)
B2, (2.20)

∂

∂t
Cε(t) =

d

dt
C0(t) + ε−1A12e

A22τB2 + A12e
A22τA−1

22 A21B1

+
(
A11A12A

−1
22 e

A22τ + A12W̃22,1(τ)
)
B2 +O(ε), ε→ 0. (2.21)

Из формул (2.20), (2.21) следует, что при t ∈ [
√
ε, T ]

Cε(t) = C0(t) +O(ε),
∂

∂t
Cε(t) =

d

dt
C0(t) +O(ε), ε→ 0,

а при t ∈ [0,
√
ε] переходя от функции Cε(t) к функции C̃ε(τ) :=Cε(ετ) , τ ∈ [0, 1/

√
ε]

C̃ε(τ) = B0 + A12A
−1
22 e

A22τB2 +O(ε),
∂

∂τ
C̃ε(τ) = A12e

A22τB2 +O(ε), ε→ 0.
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Таким образом, можно ожидать, что решения уравнения (2.17) при t ∈ [
√
ε, T ] на-

ходятся вблизи решений уравнения ‖C∗0(t)l0‖ = 2 , т. е. вблизи точек смены вида управ-
ления в вырожденной задаче, а при τ ∈ [0, 1/

√
ε] — вблизи решений уравнения

‖ψ∗(τ)l0‖ = 2, где ψ∗(τ) :=B∗0 +B∗2e
A∗22τ (A∗22)−1A∗12. (2.22)

Аналогично [9, Теорема 1] доказывается следующая

Теорема 2.1. Пусть lε→ l0, {ti}p1⊂ [
√
ε, T ] — все решения уравнения ‖C∗0(t)l0‖=2,

а {τj}q1 ⊂ [0, 1/
√
ε] — все решения уравнения (2.22) , и выполнены условия

d

dt
‖C∗0(t)l0‖2

∣∣∣∣
t=ti

= 2
〈
B∗0e

A∗0til0, B
∗
0A
∗
0e
A∗0til0

〉
6= 0, при i = 1, . . . , p,

d

dτ
‖ψ∗(τ)l0‖2

∣∣∣∣
τ=τj

=2
〈(
B∗0 +B∗2e

A∗22τj(A∗22)−1A∗12

)
l0, B2e

A∗22τjA∗12l0

〉
6=0, при j=1, . . . , q.

Тогда существует ε0 > 0 такое, что для любого ε ∈ (0, ε0) существуют {ti,ε}p1 ⊂
[
√
ε, T ] и {τj,ε}q1 ⊂ [0, 1/

√
ε] точки смены вида оптимального управления в задаче

(1.1) . Других точек смены вида управления нет, и при всех i = 1, . . . , p , j = 1, . . . , q

справедливо
ti,ε → ti, τj,ε → τj, ε→ 0.

О п р е д е л е н и е 2.2. Решения уравнений ‖C∗0(t)l0‖ = 2 и (2.22), удовлетворя-
ющие условиям теоремы 2.1, будем называть регулярными.

Наконец, отметим, что при нахождении асимптотических разложений интегралов от
функций вида (2.18) по ε > 0 и малым компонентам вектора (lε− l0) подынтегральные
выражения будут раскладываться в слагаемые с разномасштабными коэффициентами
f(t)g(t/ε) . При этом такие слагаемые играют роль лишь тогда, когда нижний предел
интегрирования имеет порядок O(ε) . Если оба предела имеют порядок O(ε) , то по-
сле замены t = ετ получаются интегралы от f(ετ)g(τ) . Но ετ мало, поэтому f(ετ)

раскладывается в асимптотический ряд по (ετ) с помощью разложения Тейлора функ-
ции f в точке t = 0 . В оставшемся случае асимптотика соответствующего интеграла
находится следующим образом:

Утверждение 2.3. Пусть f ∈ C[0, T ] — бесконечно дифференцируемая в нуле
функция, а непрерывная на [0,+∞) функция g(τ) удовлетворяет неравенству (2.9) .
Тогда для любых τ , t ∈ R

t∫
ετ

f(t)g(t/ε) dt
as
= ε

∞∑
k=0

εkf (k)(0)

+∞∫
τ

τ kg(τ)dτ, где f(t)
as
=
∞∑
k=0

f (k)(0)tk.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Сделав в интеграле замену переменной τ := t/ε , получим

t∫
ετ

f(t)g(t/ε) dt = ε

t/ε∫
τ

f(ετ)g(τ)dτ = ε

1/
√
ε∫

τ

f(ετ)g(τ)dτ + O

= ε

1/
√
ε∫

τ

(
N∑
k=0

f(0)(ετ)k +O
(
(ετ)N+1

))
g(τ)dτ = ε

N∑
k=0

εkf(0)

1/
√
ε∫

τ

τ k g(τ)dτ +O
(
ε(N+1)/2

)

= ε

N∑
k=0

εkf(0)

 +∞∫
τ

τ k g(τ)dτ + O

+O
(
ε(N+1)/2

)
.

�

3. Асимптотическое разложение вектора lε

Пусть для вырожденной задачи и начального состояния системы x0 существует
единственный момент времени t = t0 ∈ (0, T ) такой, что:

∀ t < t0 ‖C∗0(t)l0‖ > 2, ‖C∗0(t0)l0‖ = 2,

∀ t > t0 ‖C∗0(t)l0‖ < 2, d
dt
‖C∗0(t)l0‖2

∣∣∣∣
t=t0

6= 0.
(3.1)

Например, если матрица системы Aε и матрица управления Bε имеют вид

Aε =

(
αI I

O −ε−1I

)
, Bε =

(
O
ε−1I

)
, α < 0,

а ‖l0‖ > 2 и eαT · ‖l0‖ < 2 , то условие (3.1) выполняется, т. к. ‖C∗0(t)l0‖ = eαt · ‖l0‖ .
Как известно из [9], в этом случае интеграл в (2.16) разбивается на два интеграла

T∫
0

C0(t)C∗0(t)l

S (‖C∗0(t)l‖)
dt =

t0∫
0

C0(t)C∗0(t)l

‖C∗0(t)l‖
dt+

1

2

T∫
t0

C0(t)C∗0(t)l dt.

Отметим, что в силу сходимости (2.15) и асимптотической формулы (2.19) при всех
t ∈ [
√
ε, T ] величина ‖C∗ε (t)lε‖ близка к ‖C∗0(t)l0‖ при всех достаточно малых ε > 0 .

Потребуем выполнения условия

∀lε → l0 ∃ε0 > 0 ∀ε ∈ (0, ε0) ∀t ∈ [0,
√
ε] ‖C∗ε (t)lε‖ > 2. (3.2)

Утверждение 3.1. Если выполнены условия

∀ τ > 0 ‖ψ∗(τ)l0‖ 6= 2, (3.3)

‖ψ∗(0)l0‖ = ‖B∗1 l0‖ > 2, (3.4)

то выполнено и условие (3.2) .
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Д о к а з а т е л ь с т в о данного утверждения почти дословно повторяет доказа-
тельство из [9]. �

Таким образом, при выполнении условий (3.1) и (3.2) в силу теоремы 2.1 у исход-
ной задачи (1.1) при малых ε > 0 тоже лишь одна точка смены вида оптимального
управления tε , т. е.

∀t < tε ‖C∗ε (t)lε‖ > 2, ‖C∗ε (tε)lε‖ = 2, ∀t > tε ‖C∗ε (t)lε‖ < 2.

При этом tε → t0 при ε→ 0 .
Однако, существуют такие матрицы Aε и Bε , что хотя у вырожденной задачи име-

ется лишь одна точка смены вида оптимального управления t0 , у исходной задачи
таких точек больше, за счет смены вида оптимального управления в точках отрезка
[0,
√
ε] . Например, рассмотрим матрицы Aε и Bε следующего вида

Aε =

(
−I I

−ε−1I −ε−1I

)
, Bε =

(
−0.5I

ε−1I

)
.

Тогда C0(t)l0 = 0.5e−2tl0 , ‖ψ∗(τ)‖ =
∣∣∣0.5 − e−τ ∣∣∣ · ‖l0‖ . Поэтому, если 4 < ‖l0‖ < 4eT ,

то у исходной задачи в силу теоремы 2.1 будут три точки смены вида оптимального
управления, причем две их них лежат на [0,

√
ε] . Рассмотрим подробнее такой случай.

У с л о в и е 3.1. Пусть t1 = ετ1 , t2 = ετ2 , где τ1 , τ2 — все решения уравнения
(2.22), а t0 единственное решение уравнения ‖C∗ε (t)l0‖ = 2 , эти решения регулярны и
выполнены условия (3.2), (3.4). Значит, условие (3.3) нарушается.

Таким образом, в рассматриваемом случае в силу теоремы 2.1 имеются ровно три
точки смены вида оптимального управления t1,ε = ετ1,ε , t2,ε = ετ2,ε и t0,ε , причем

τ1,ε → τ1 , τ2,ε → τ2 и t0,ε → t0 при ε → 0 , а интеграл
T∫
0

Cε(t)C∗ε (t)l
S(‖C∗ε (t)l‖)dt разбивается в

сумму четырех интегралов

T∫
0

Cε(t)C
∗
ε (t)l

S (‖C∗ε (t)l‖)
dt =

t1,ε∫
0

Cε(t)C
∗
ε (t)l

‖C∗ε (t)l‖
dt+

1

2

t2,ε∫
t1,ε

Cε(t)C
∗
ε (t)l dt

+

t0,ε∫
t2,ε

Cε(t)C
∗
ε (t)l

‖C∗ε (t)l‖
dt+

1

2

T∫
t0,ε

Cε(t)C
∗
ε (t)l dt. (3.5)

Пусть ∆lε := lε − l0 , ∆tε := t0,ε − t0 , t1,ε := ετ1,ε, ∆τ1,ε := τ1,ε − τ1, t2,ε := ετ2,ε,

∆τ2,ε := τ2,ε − τ2. Тогда

∆lε = o(1), ∆tε = o(1), ∆τ1,ε = o(1), ∆τ2,ε = o(1) при ε→ 0, (3.6)
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и в силу формул (2.14), (2.16) и теоремы 2.1 величины ∆lε,∆τ1,ε,∆τ2,ε и ∆tε, являются
решением следующей системы уравнений, зависящей от параметра ε > 0 :

0 = F (ε,∆l,∆t,∆τ1,∆τ2) :=−∇ϕ∗(−l) +∇ϕ∗(−l0) + εW11,1(T, ε)x0 + εW12,1(T, ε)y0

+

ε(τ1+∆τ1)∫
0

Cε(t)C
∗
ε (t)l

‖C∗ε (t)l‖
dt+

1

2

ε(τ2+∆τ2)∫
ε(τ1+∆τ1)

Cε(t)C
∗
ε (t)l dt+

t0+∆t∫
ε(τ2+∆τ2)

Cε(t)C
∗
ε (t)l

‖C∗ε (t)l‖
dt

+
1

2

T∫
t0+∆t

Cε(t)C
∗
ε (t)l dt−

t0∫
0

C0(t)C∗0(t)l

‖C∗0(t)l‖
dt− 1

2

T∫
t0

C0(t)C∗0(t)l dt,

0 = G1(ε,∆l,∆τ1) := ‖C∗ε (ε(τ1 + ∆τ1))(l0 + ∆l)‖2 − 4,

0 = G2(ε,∆l,∆τ2) := ‖C∗ε (ε(τ2 + ∆τ2))(l0 + ∆l)‖2 − 4,

0 = G3(ε,∆l,∆t) := ‖C∗ε (t0 + ∆t)(l0 + ∆l)‖2 − ‖C∗0(t0)l0‖2.

(3.7)
Отметим, что функции F и Gi (при i = 1, 2, 3 ) непрерывны, а Gi — бесконечно

дифференцируемы. Рассмотрим их асимптотические разложения относительно беско-
нечно малых ∆l,∆τ1,∆τ2 и ∆t .

В силу бесконечной дифференцируемости функции ϕ∗ :

−∇ϕ∗(−l0 −∆l) +∇ϕ∗(−l0) ∼ D2ϕ∗(−l0)∆l +
∞∑
k=2

Φk(∆l), (3.8)

где D2ϕ∗(−l0) — дифференциал второго порядка от ϕ∗ в точке (−l0) , а Φk(∆l) —
однородные степени k известные функции (многочлены от компонент вектора ∆l ).

Каждый из интегралов в (3.5), зависящий от ε , разобьем на части:

I1 :=

ετ1∫
0

+

ε(τ1+∆τ1)∫
ετ1

:= I1,1(ε,∆l) + I1,2(ε,∆l,∆τ1),

I2 :=

ετ1∫
ε(τ1+∆τ1)

+

ετ2∫
ετ1

+

ε(τ2+∆τ2)∫
ετ2

:= I2,1(ε,∆l,∆τ1) + I2,2(ε,∆l) + I2,3(ε,∆l,∆τ2),

I3 :=

ετ2∫
ε(τ2+∆τ2)

+

t0∫
ετ2

+

t0+∆t∫
t0

:= I3,1(ε,∆l,∆τ2) + I3,2(ε,∆l) + I3,3(ε,∆l,∆t),

I4 :=

t0∫
t0+∆t

+

T∫
t0

:= I4,1(ε,∆l,∆t) + I4,2(ε,∆l).

Отметим, что для разложения интегралов I1,2 , I2,1 , I2,3 , I3,1 , I3,3 и I4,1 надо (для
интегралов I1,2 , I2,1 , I2,3 и I3,1 — после замены переменной t = ετ) ) разложить коэф-
фициенты, зависящие от времени, в ряды Тейлора в окрестности точек τ1, τ2 и t0 , соот-
ветственно. При этом, в силу ограниченности подынтегральных выражений I1 = O(ε)
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и I2 = O(ε) , а в силу утверждения 2.3 в асимптотическом разложении все слагаемые с
множителями, зависящими от t/ε , тоже будут иметь порядок O(ε) при ε→ 0 .

Наконец, в силу того, что слагаемое первого порядка малости по ∆t в I3,3 равно

C0(t0)C∗0(t0)l0
‖C∗0(t0)l0‖

∆t,

а в I4,1 равно

−C0(t0)C∗0(t0)l0
2

∆t,

и ‖C∗0(t0)l0‖ = 2 , то в разложении суммы I3,3 +I4,1 слагаемых первого порядка малости
по ∆t не будет.

Обозначим линейную часть по 4l функции F как F(∆l). В силу (3.8) непосред-
ственным вычислением получаем первое приближение функции F (ε,∆l,∆t,∆τ1,∆τ2)

при стремлении ее аргументов к нулю

F (ε,∆l,∆τ1,∆τ2,∆t) = D2ϕ∗(−l0)∆l

+

t0∫
0

C0(t)
C∗0(t)4l‖C∗0(t)l0‖2 − 〈C∗0(t)4l, C∗0(t)l0〉C∗0(t)l0

‖C∗0(t)l0‖3
dt

+

T∫
t0

C0(t)C∗0(t)4l
2

dt+ εf1 + F2(ε,∆l,∆t,∆τ1,∆τ2) =:

F(∆l) + εf1 + F2(ε,∆l,∆t,∆τ1,∆τ2),

(3.9)

где

f1 =W11,1(T )x0 +W12,1(T )y0

+

τ1∫
0

(
B0 + A12A

−1
22 e

A22τB2

) (
B∗0 +B∗2e

A∗22τ (A−1
22 )∗A∗12

)
l0

‖
(
B∗0 +B∗2e

A∗22τ (A−1
22 )∗A∗12

)
l0‖

dτ

+
1

2

τ2∫
τ1

(
B0 + A12A

−1
22 e

A22τB2

) (
B∗0 +B∗2e

A∗22τ (A−1
22 )∗A∗12

)
l0 dτ

+

∞∫
τ2

(
B0 + A12A

−1
22 e

A22τB2

) (
B∗0 +B∗2e

A∗22τ (A−1
22 )∗A∗12

)
l0

‖
(
B∗0 +B∗2e

A∗22τ (A−1
22 )∗A∗12

)
l0‖

dτ,

F2(ε,∆l,∆t,∆τ1,∆τ2) = O
(
ε2 + ‖∆l‖2 + (∆t)2 + (∆τ1)2 + (∆τ2)2

)
.
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Аналогично для функций Gi получим

G1(ε,∆l,∆τ1) = 2〈ψ∗(τ1)l0, ψ
∗(τ1)∆l +B∗2e

A∗22τ1A∗12∆τ1l0 + εB∗1W∗11,1(0), l0〉

+2〈ψ∗(τ1)l0, εB
∗
1A
∗
21(A−1

22 )∗eA
∗
22τ1(A−1

22 )∗A∗12l0〉+G1,2(ε,∆l,∆τ1),

G2(ε,∆l,∆τ2) = 2〈ψ∗(τ2)l0, ψ
∗(τ2)∆l +B∗2e

A∗22τ2A∗12∆τ2l0 + εB∗1W∗11,1(0), l0〉

+2〈ψ∗(τ2)l0, εB
∗
1A
∗
21(A−1

22 )∗eA
∗
22τ2(A−1

22 )∗A∗12l0〉+G2,2(ε,∆l,∆τ2),

G3(ε,∆l,∆t) = 2〈C∗0(t0)l0, C
∗
0(t0)∆l +

∂

∂t
C∗0(t0)l0∆t〉

+2〈C∗0(t0)l0, εB
∗
1W∗11,1(t0) + εB∗2W∗12,2(t0)〉+G3,2(ε,∆l,∆t),

(3.10)

где
G1,2(ε,∆l,∆τ1) = O

(
ε2 + ‖∆l‖2 + (∆τ1)2

)
,

G2,2(ε,∆l,∆τ2) = O
(
ε2 + ‖∆l‖2 + (∆τ2)2

)
,

G3,2(ε,∆l,∆t) = O
(
ε2 + ‖∆l‖2 + (∆t)2

)
.

В силу (3.9) и (3.10) система первого приближения для (3.7) распадается на четыре
уравнения, используя линейную часть по 4l функций Gi как Gi(∆l) при i = 1, 2, 3 :

F(∆l1) = −εf1,

G1(∆l1,∆τ1,1) := 2〈ψ∗(τ1)l0, ψ
∗(τ1)∆l1〉+ 2∆τ1,1〈ψ∗(τ1)l0, B

∗
2e
A∗22τ1A∗12l0〉 = εg1,1,

G2(∆l1,∆τ2,1) := 2〈ψ∗(τ2)l0, ψ
∗(τ2)∆l1〉+ 2∆τ2,1〈ψ∗(τ2)l0, B

∗
2e
A∗22τ2A∗12l0〉 = εg2,1,

G3(∆l1,∆t1) := 2〈C∗0(t0)l0, C
∗
0(t0)∆l1〉+ 2∆t1〈C∗0(t0)A∗0l0,

∂

∂t
C∗0(t0)l0〉 = εg3,1,

(3.11)
где gi,1 , i = 1, 2, 3 — известные величины (см. (3.10)).

В силу условий на функцию ϕ линейный оператор D2ϕ∗(−l0) положительный, а в
силу неравенства Коши–Буняковского остальные слагаемые в определении линейного
оператора F неотрицательны. Поэтому F > 0 и, тем самым, из первого уравнения в
(3.11) однозначно находится ∆l1 = εF−1(−f1) =: εl1.

Поскольку в силу (3.1) при j = 1, 2 : 〈ψ∗(τj)l0, B∗2eA
∗
22τjA∗12l0〉 6= 0, то из второго и

третьего уравнений в (3.11) по ∆l1 однозначно находятся ∆τ1,1 = ετ1,∆τ2,1 = ετ2 .
Поскольку в силу (3.1) 〈C∗0(t0)l0, C

∗
0(t0)A∗0l0〉 6= 0, то из четвертого уравнения в (3.11)

по ∆l1 однозначно определяется ∆t1 = εt1 .
Далее процесс нахождения следующих членов разложения ∆l,∆τ1,∆τ2 и ∆t про-

должается стандартным образом.
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Пусть найдены приближения ∆l , ∆τ1 , ∆τ2 и ∆t до N -го порядка. Тогда величины

∆lN+1 := ∆lε −
N∑
k=1

εklk, ∆τ1,N+1 := ∆τ1,ε −
N∑
k=1

εkτ1,k,

∆τ2,N+1 := ∆τ2,ε −
N∑
k=1

εkτ2,k, ∆tN+1 := ∆tε −
N∑
k=1

εktk,

(3.12)

по построению удовлетворяют соотношениям

F(∆lN+1) = O
(
εN+1

)
+O

(
ε‖rN+1‖

)
+O

(
‖rN+1‖2),

G1(∆lN+1,∆τ1,N+1) = O
(
εN+1

)
+O

(
ε‖rN+1‖

)
+O

(
‖rN+1‖2),

G2(∆lN+1,∆τ2,N+1) = O
(
εN+1

)
+O

(
ε‖rN+1‖

)
+O

(
‖rN+1‖2),

G3(∆lN+1,∆tN+1) = O
(
εN+1

)
+O

(
ε‖rN+1‖

)
+O

(
‖rN+1‖2),

(3.13)

где r∗N+1 :=
(
∆l∗N+1,∆τ

∗
1,N+1,∆τ

∗
2,N+1,∆t

∗
N+1

)
.

В силу непрерывной обратимости оператора (F∗,G∗1 ,G∗2 ,G∗3
)
из (3.13) получим

rN+1 = O
(
εN+1

)
+O

(
ε‖rN+1‖

)
+O

(
‖rN+1‖2). (3.14)

Из соотношений (3.6), (3.12), (3.14) на основании [9, Утверждение 2] следует, что
rN+1 = O

(
εN+1

)
. Тем самым, доказана следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия 1.2, 1.3, 3.1 и предположение (3.1). Тогда
вектор lε и моменты времени ti,ε , i = 0, 1, 2 раскладываются в степенные асимпто-
тические ряды

lε
as
= l0 +

∞∑
k=1

εklk, t0,ε
as
= t0 +

∞∑
k=1

εktk, t1,ε := ετ1,ε
as
= ετ1 + ε

∞∑
k=1

εkτ1,k,

t2,ε := ετ2,ε
as
= ετ2 + ε

∞∑
k=1

εkτ2,k, ε→ 0,

коэффициенты которых находятся рекуррентным образом.

При выполнении условия (3.1) возможен случай, когда на [0,
√
ε] для исходной за-

дачи “появляется” одна точка смены вида оптимального управления. Например, если

Aε =

(
−I I

O −ε−1I

)
, Bε =

(
O
ε−1I

)
,

то A0 = −I, B0 = I, C0(t) = e−t, ‖C∗0(t)l0‖ = e−t‖l0‖, ψ∗(τ)
(2.22)
= (1−e−t)I, ‖ψ∗(τ)l0‖ =

‖(1 − e−t)‖ · ‖l0‖ и ‖ψ(0)l0‖ = 0. Поэтому, если ‖l0‖ > 2 и eT‖l0‖ < 2, то на отрезке
[0,
√
ε] существует единственный корень τ1 = ln ‖l0‖

‖l0‖−2
уравнения (2.22).

Рассмотрим подробнее такой случай.
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У с л о в и е 3.2. Пусть t1 = ετ1 , где τ1 — все решения уравнения (2.22), а t0 —
единственное решение уравнения ‖C∗ε (t)l0‖ = 2 , эти решения регулярны и выполнены
условия (3.2), (3.4). Значит, условие (3.3) нарушается.

Таким образом, в рассматриваемом случае в силу теоремы 2.1 имеются ровно две
точки смены вида оптимального управления t1,ε = ετ1,ε и t0,ε , причем τ1,ε → τ1 и

t0,ε → t0 при ε→ 0 , а интеграл
T∫
0

Cε(t)C∗ε (t)l
S(‖C∗ε (t)l‖)dt разбивается в сумму трех интегралов

T∫
0

Cε(t)C
∗
ε (t)l

S (‖C∗ε (t)l‖)
dt =

1

2

t1,ε∫
0

Cε(t)C
∗
ε (t)l dt+

t0,ε∫
t1,ε

Cε(t)C
∗
ε (t)l

‖C∗ε (t)l‖
dt+

1

2

T∫
t0,ε

Cε(t)C
∗
ε (t)l dt.

В этом случае в аналоге системы (3.7) будет три уравнения, а линейный оператор
F будет строго положительным и иметь вид

F(∆l) = D2ϕ∗(−l0)∆l +
1

2

T∫
t0

C0(t)C∗0(t)∆l dt+

+

t0∫
0

C0(t)
C∗0(t)4l‖C∗0(t)l0‖2 − 〈C∗0(t)4l, C∗0(t)l0〉C∗0(t)l0

‖C∗0(t)l0‖3
dt

и справедлива следующая теорема.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия 1.2, 1.3, 3.2 и предположение (3.1) . Тогда
вектор lε и моменты времени ti,ε , i = 0, 1 раскладываются в степенные асимпто-
тические ряды

lε
as
= l0 +

∞∑
k=1

εklk, t0,ε
as
= t0 +

∞∑
k=1

εktk, t1,ε = ετ1,ε
as
= ετ1 + ε

∞∑
k=1

εkτ1,k,

коэффициенты которых находятся рекуррентным образом.

В общем случае справедлива итоговая теорема.

Теорема 3.3. Пусть выполнены условия 1.2, 1.3 и условия теоремы 2.1 . Тогда век-
тор lε и моменты времени {t1,ε, t2,ε, . . . , tp,ε} , {ετ1,ε, ετ2,ε, . . . , ετq,ε} раскладываются в
степенные асимптотические ряды

lε
as
= l0 +

∞∑
k=1

εklk, ti,ε
as
= ti +

∞∑
k=1

εkti,k, при i = 1, . . . , p,

ετj,ε
as
= ετj + ε

∞∑
k=1

εkτj,k, при j = 1, . . . , q, ε→ 0,

коэффициенты которых находятся рекуррентным образом.
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