
ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 233 (2024). С. 46–55
DOI: 10.36535/2782-4438-2024-233-46-55

УДК 519.21, 519.6

УРАВНЕНИЯ ДЛЯ КОВАРИАЦИОННЫХ ФУНКЦИЙ ВЕКТОРА

СОСТОЯНИЯ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ СТОХАСТИЧЕСКИХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С КОНЕЧНЫМИ

СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ И РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ

ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ

c© 2024 г. И. Е. ПОЛОСКОВ

Аннотация. В работе представлен пошаговый метод приближенного аналитического расчета
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1. Введение. Динамические системы с наличием запаздывания (или последействия) исполь-
зуются для описания поведения широкого круга объектов и явлений в технике, природе и об-
ществе. Одним из основных математических инструментов описания поведения таких объектов
и явлений являются системы дифференциальных уравнений, которые в зависимости от типов
уравнений, форм последействия и наличия возмущений могут быть линейными или нелиней-
ными, детерминированными или стохастическими, обыкновенными или в частных производных,
дифференциальными (сосредоточенные запаздывания) или интегро-дифференциальными (рас-
пределенные запаздывания) уравнениями, в том числе нейтрального типа, или смешанными.
Можно заметить, что в последние десятилетия интерес к изучению поведения и созданию удоб-

ных инструментов количественного анализа таких систем неуклонно растет. Современный этап
развития теории дифференциальных уравнений с запаздыванием — учет влияния случайных воз-
мущений, а как следствие, более широкое обращение к соответствующим моделям (см. [9,14,15]).
К их числу относится семейство стохастических обыкновенных (интегро-)дифференциальных
уравнений (СОИДУ, СОДУ) с конечными сосредоточенными и распределенными запаздывания-
ми и случайными возмущениями.
Методы приближенного решения детерминированных аналогов систем уравнений рассматри-

ваемого типа включают:
θ-метод (см. [12]) для модели

dx

dt
= λx(t) + μx(t− τ) +

t∫

t−τ

x(s) ds;

метод спектральных элементов [13] для

dx

dt
= f

(
t, x(t),

τ∫

0

K(t, s)x(t− s) ds
)
;

метод Рунге—Кутты [18] для системы уравнений

x′1(t) = x1(t)
[
ε1 − γ1 x2(t)−

t∫

t−τ

F1(t− s)x2(s) ds
]
,

x′2(t) = x2(t)
[
− ε2 + γ1 x1(t) +

t∫

t−τ

F2(t− s)x1(s) ds
]
;

метод Рунге—Кутты—Пуазе (см. [19]) для уравнения

d

dt

[
x(t)−

t∫

t−τ

g
(
t, s, x(s)

)
ds
]
= f

(
t, x(t), x(t − τ)

)
;

метод коллокаций со сплайнами [8] для модели

dx

dt
= f

(
t, x(t), x(t− τ),

t∫

t−τ

g(t, s x(s)) ds
)

и др.
Для анализа систем уравнений рассматриваемого типа применяются стохастические аналоги пе-
речисленных методов, а также методы Эйлера—Маруямы [11], θ-Маруямы [5], Мильштейна [4],
полунеявный метод Эйлера [7] и др., причем, как правило, эти схемы предназначены для расчета
отдельных приближенных траекторий соответствующих случайных процессов.
Целью представленного в данной работе метода является вычисление статистических харак-

теристик решений линейных СОИДУ. Для построения необходимых для этого обыкновенных
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дифференциальных уравнений (ОДУ) без запаздывания, как и в ряде наших предыдущих ра-
бот [2, 16, 17], используется схема, сочетающая расширение пространства состояний и идеологию
классического метода шагов. При этом для получения искамых характеристик в модификацию
схемы определения последовательности пространств состояний увеличивающейся размерности и
соответствующих векторов состояния, кроме распространения на новый класс моделей, включена
процедура построения объединенной системы ОДУ без запаздывания для компонент последова-
тельности векторов функций математического ожидания mX(t), матриц функций ковариации
KXX(t) и матриц ковариационных функций CXX(t, s) расширенных векторов состояния.

2. Постановка задачи. Рассмотрим линейную систему СОИДУ с конечными сосредоточен-
ными и распределенными запаздываниями и случайными возмущениями следующего вида:

dX(t) =

⎡
⎣A(t)X(t) +R(t)X(t− τ) +

t∫

t−τ

Q(θ)X(θ) dθ + c(t)

⎤
⎦ dt+H(t) dW (t), (1)

t1 < t � T < ∞,

где t— время; 0 < τ < ∞—постоянное запаздывание; X = {X1,X2, . . . ,Xn}ᵀ ∈ R
n — вектор

состояния; W = {W1,W2, . . . ,Wm}ᵀ ∈ R
m— вектор независимых случайных стандартных вине-

ровских процессов; n,m ∈ N; ᵀ— символ транспонирования векторов и матриц.
Предположим, что на полуинтервале (t0, t1] случайный вектор состояния X(t) удовлетворяет

системе стохастических обыкновенных дифференциальных уравнений (СОДУ) Ито без запазды-
вания:

dX(t) =
[A0(t)X(t) + c0(t)

]
dt+H0(t) dW (t), X(t0) = X0, (2)

причем в системах уравнений (1) и (2) A(t), R(t), Q(t), H(t), A0(t), H0(t) и c(t), c0(t)—извест-
ные непрерывные матричные и векторные функции. Кроме того, предположим, что известны все
необходимые числовые характеристики случайного вектора X0. В частности, пусть в начальный
момент времени t0 для вектора X(t) заданы вектор математических ожиданий m0

X и матрица
ковариаций K0

XX .
Уравнения в форме (1) применяются при анализе динамики управляемых объектов (см. [1,6]),

плюрипотентных гемопоэтических стволовых клеток (см. [3]), рекламной деятельности (см. [10])
и др.
Основная задача состоит в построении системы ОДУ без запаздывания для компонент матрицы

ковариационных функций CXX(t, s) стохастического вектора состояния X(t) при любом t > t0.
Отметим, что входящие в системы (1) и (2) шумы аддитивные, а следовательно, СОДУ Ито и

Стратоновича имеют одну и ту же форму.

3. Построение расширенной системы СОДУ без запаздывания. Прежде, чем предста-
вить детали схемы, для компактности изложения перепишем уравнения (1) и (2) в менее строгой,
но более удобной следующей форме:

Ẋ(t) = A(t)X(t) +R(t)X(t− τ) +

t∫

t−τ

Q(θ)X(θ) dθ + c(t) +H(t)V (t), t > t1, (3)

Ẋ(t) = A0(t)X(t) + c0(t) +H0(t)V (t), t ∈ (t0, t1], X(t0) = X0, (4)

где V = {V1, V2, . . . , Vm}ᵀ ∈ R
m— вектор независимых стандартных белых шумов: E [Vk(t)] = 0,

E [Vk(t)V�(s)] = 2π δk� δ(t − s); E [·]— оператор математического ожидания; δk� — символ Кроне-
кера; δ(·)—дельта-функция Дирака.
Введем равномерную временну́ю сетку tq = t0+q ·τ , q = 0, 1, 2,. . . , N , N +1 (tN+1 � T ); новую

временну́ю переменную s ∈ [0, τ ]. Введем также следующие обозначения:

sq = s+ tq, Δq = (tq, tq+1], Xq(s) = X(sq), Xq(0) = Xq−1(τ),
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V q(s) = V (sq), V q(0) = V q−1(τ), U q(s) =

s∫

0

Q(θq)Xq(θ) dθ,

θq = θ + tq, Υ q(s) ≡ Υ q = U q−1(τ), q > 0, Y (s) ≡ Y = X0,

A0(s0) = A0(s+ t0), H0(s0) = H0(s+ t0), c0(s0) = c0(s+ t0),

A(sq) = A(s+ tq), R(sq) = R(s+ tq), Q(sq) = Q(s+ tq),

H(sq) = H(s+ tq), c(sq) = c(s+ tq),

col
(
b1, b2, . . . , bk

)
=

(
b11, . . . , b1n, b21, . . . , b2n, . . . , bk1, . . . , bkn

)ᵀ
,

где b� ∈ R
n, 	 = 1, 2,. . . , k, а равенства случайных векторов почти наверное на границах отрезков

Δq следуют из стохастической непрерывности рассматриваемых случайных процессов.
Рассмотрим последовательность полуинтервалов (сегментов) Δq.

0◦. На сегменте Δ0 систему СОДУ для векторного случайного процесса Z+
0 (s) ≡ Z0(s) =

col
(
Y (s),X0(s), U0(s)

)
и начальные условия представим так:

Ẏ (s) = On, Y (0) = X0,

Ẋ0(s) = A0(s0)X0(s) + c0(s0) +H0(s0)V 0(s), X0(0) = X0,

U̇0(s) = Q(s0)X0(s), U 0(0) = On,

где On —нулевой вектор размерности n.

1◦. Построим расширенный вектор Z+
1 (s) = col

(
Z0(s),Z1(s)

)
, где Z1(s) = col

(
Υ 1(s),X1(s),

U 1(s)
)
. Этот вектор, определенный на полуинтервалах Δ0 и Δ1, будет удовлетворять системе

СОДУ (5), к которой добавлены уравнения

Υ̇ 1(s) = On, Υ 1(0) = U0(τ),

Ẋ1(s) = A(s1)X1(s) +R(s1)X0(s) + Υ 1(s)−U 0(s)+

+U1(s) + c(s1) +H(s1)V 1(s), X1(0) = X0(τ),

U̇1(s) = Q(s1)X1(s), U1(0) = On.

(5)

В этих уравнениях учтено, что для t ∈ (t1, t2]

t∫

t−τ

Q(θ)X(θ) dθ =

t1∫

t−τ

Q(θ)X(θ) dθ +

t∫

t1

Q(θ)X(θ) dθ =

=

t1∫

t0

Q(θ)X(θ) dθ −
t−τ∫

t0

Q(θ)X(θ) dθ +

t∫

t1

Q(θ)X(θ) dθ =

= U0(τ)−
s∫

0

Q(θ0)X0(θ) dθ +

s∫

0

Q(θ1)X1(θ) dθ = Υ 1(s)−U0(s) +U1(s).

N◦. Продолжая подобным образом, заключаем, что вектор Z+
N (s) = col

(
Z0(s),Z1(s), . . . ,ZN (s)

)
,

включающий вектор ZN (s) = col
(
ΥN (s),XN (s),UN (s)

)
и представляющий поведение вектора

состояния X(t) на сегментах Δ0, Δ1,. . . , ΔN , будет единственным решением системы СОДУ, ко-
торую можно получить добавлением к уравнениям для вектора Z+

N−1(s) уравнений следующего
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вида:

Υ̇N (s) = On, ΥN (0) = UN−1(τ),

ẊN (s) = A(sN )XN (s) +R(sN )XN−1(s) + ΥN (s)−
−UN−1(s) +UN (s) + c(sN ) +H(sN )V N (s), XN (0) = XN−1(τ),

U̇N (s) = Q(sN )XN (s), UN (0) = On.

(6)

В результате первого этапа получена искомая цепочка систем линейных СОДУ (5)–(6) для рас-
ширенных векторов состояния Z+

0 , Z
+
1 ,. . . , Z

+
N увеличивающейся размерности и подобной струк-

туры без запаздывания, которая используется на следующем этапе для построения моментных
уравнений.

4. Построение систем ОДУ для функций математического ожидания и ковариации.
Воспользуемся построенной последовательностью для получения ОДУ для первых моментов век-
торов Z+

0 , Z
+
1 ,. . . , Z

+
N . Рассмотрим k-й шаг (0 � k � N) и введем расширенные матрицы A+

k (s),
H+

k (s) и векторы c+k (s), которые имеют блочную структуру и формируются следующим образом
(	 = 1, 2,. . . , k):

A0(s) =

⎡
⎣On×n On×n On×n

On×n A0(s0) On×n

On×n Q(s0) On×n

⎤
⎦; A�(s) =

⎡
⎣On×n On×n On×n

In A(s�) In

On×n Q(s�) On×n

⎤
⎦; c0(s) =

⎡
⎣ On

c0(s0)
On

⎤
⎦;

c�(s) =

⎡
⎣ On

c(s�)
On

⎤
⎦; H0(s) =

⎡
⎣On×m

H0(s0)
On×m

⎤
⎦; H�(s) =

⎡
⎣On×m

H(s�)
On×m

⎤
⎦; B�(s) =

⎡
⎣On×n On×n On×n

On×n R(s�) −In

On×n On×n On×n

⎤
⎦;

A+
0 (s) = A0(s); A+

1 (s) =

[A0(s) O3n×3n

B1(s) A1(s)

]
; A+

� (s) =

[A+
�−1(s) O3n�×3n

B+
� (s) A�(s)

]
; c+0 (s) = c0(s);

c+1 (s) =

[
c0(s)
c1(s)

]
; c+� (s) =

[
c+�−1(s)
c�(s

]
; B+

1 (s) = B1(s); B+
� (s) =

[O3n×3n(�−1) B�(s)
]
;

H+
0 (s) = H0(s); H+

1 (s) =

[H0(s) O3n×m

O3n×m H1(s)

]
; . . . H+

� (s) =

[H+
�−1(s) O3n�×m

O3n×m� H�(s)

]
;

V +
0 (s) = V 0(s); V +

1 (s) =

[
V 0(s)
V 1(s)

]
; . . . V +

� (s)

[
V +

�−1(s)

V �(s)

]
,

где On×m—нулевая n×m-матрица, In — единичная матрица n-го порядка. Тогда система СОДУ
для вектора Zk будет иметь вид:

Ż
+
k (s) = A+

k (s)Z
+
k (s) + c+k (s) +H+

k (s)V
+
k (s), Z+

k (0) = Z+0
k . (7)

Несложно увидеть, что вследствие линейности уравнений (7) для любого Z+
k , k = 0, 1,. . . , N ,

структуры ОДУ для последовательности векторов функций математического ожидания mZ+
k
(s)

и матриц функций ковариации KZ+
k Z+

k
(s) будут иметь вид:

ṁZ+
k
(s) = A+

k (s)mZ+
k
(s) + c+k (s), (8)

K̇Z+
k Z+

k
(s) = A+

k (s)KZ+
k Z+

k
(s) +

[
A+

k (s)KZ+
k Z+

k
(s)

]ᵀ
+ 2πH+

k (s)H+ᵀ
k (s), (9)

где
mZ+

k
(s) = E

[
Z+

k (s)
]
, KZ+

k Z+
k
(s) = E

[
{Z+

k (s)−mZ+
k
(s)}{Z+

k (s)−mZ+
k
(s)}ᵀ

]
.

Теперь определим вид начальных условий для построенных ОДУ:

mZ0(0) =

⎡
⎣m

0
X

m0
X

On

⎤
⎦, mZ1(0) =

⎡
⎣mU0(τ)
mX0(τ)

On

⎤
⎦, . . . mZk

(0) =

⎡
⎣mUk−1

(τ)
mXk−1

(τ)
On

⎤
⎦;
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KZ0Z0(0) =

⎡
⎣K0

XX K0
XX On×n

K0
XX K0

XX On×n

On×n On×n On×n

⎤
⎦; KZ0Z1(0) = Kᵀ

Z1Z0
(0) =

⎡
⎣KY U0(τ) KY X0(τ) On×n

KY U0(τ) KY X0(τ) On×n

On×n On×n On×n

⎤
⎦;

KZ1Z1(0) =

⎡
⎣KU0U0(τ) KU0X0(τ) On×n

KX0U0(τ) KX0X0(τ) On×n

On×n On×n On×n

⎤
⎦;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

KZ0Zk
(0) = Kᵀ

ZkZ0
(0) =

⎡
⎣KY Uk−1

(τ) KY Xk−1
(τ) On×n

KY Uk−1
(τ) KY Xk−1

(τ) On×n

On×n On×n On×n

⎤
⎦;

KZ�Zk
(0) = Kᵀ

ZkZ�
(0) =

⎡
⎣KU�−1Uk−1

(τ) KU�−1Xk−1
(τ) On×n

KX�−1Uk−1
(τ) KX�−1Xk−1

(τ) On×n

On×n On×n On×n

⎤
⎦, 1 � 	 � k − 1;

KZkZk
(0) =

⎡
⎣KUk−1Uk−1

(τ) KUk−1Xk−1
(τ) On×n

KXk−1Uk−1
(τ) KXk−1Xk−1

(τ) On×n

On×n On×n On×n

⎤
⎦.

Вследствие того, что вектор функций математического ожидания mX(t) и матрицу функций
ковариации KXX(t) на промежутке t0 � t � tN+1 можно собрать из соответствующих блоков
векторной функции mZN

(s) и матричной функции KZNZN
(s), достаточно вычислить последние,

а затем выбрать из них необходимые элементы.

5. Формирование систем ОДУ для ковариационных функций. Обратимся к главной
цели исследования — построению системы ОДУ для расчета компонент матрицы ковариационных
функций

CXX(t̄, s̄) = E
[{

X(t̄)−m(t̄)
}{

X(s̄)−m(s̄)
}ᵀ]

случайного вектора состояния X(·) (t0 � s̄ � t̄ � T ). В процессе этого построения будут исполь-
зоваться те же системы СОДУ (5)–(6), (7)–(9).

0-0◦. Рассмотрим нижнюю правую часть области D00 (рис. 1): t0 � s̄ � t̄ � t1 (t̄ = t + t0,
s̄ = s + t0, 0 � s � t � τ). В этой части X(t̄)—подвектор вектора Z0(t̄), а следовательно,
с учетом уравнений (7), (8) будем иметь:

∂CZ0Z0(t, s)

∂t
≡ ∂E

[{
Z0(t)−mZ0(t)

}{
Z0(s)−mZ0(s)

}ᵀ]
∂t

=

= E

[
∂
{
Z0(t)−mZ0(t)

}
∂t

{
Z0(s)−mZ0(s)

}ᵀ
]
=

= E
[{A0(t)

[
Z0(t)−mZ0(t)

]
+H0(t)V 0(t)

} {
Z0(s)−mZ0(s)

}ᵀ]
,

или
∂CZ0Z0(t, s)

∂t
= A0(t)CZ0Z0(t, s), s < t, (10)

с начальными условиями CZ0Z0(s, s) = KZ0Z0(s).

1-0◦. Теперь рассмотрим область D10 (рис. 1): t1 < t̄ � t2, t0 � s̄ � t1. В этой области получим
следующие уравнения:

∂CZ1Z0(t, s)

∂t
≡ ∂E

[{
Z1(t)−mZ1(t)

}{
Z0(s)−mZ0(s)

}ᵀ]
∂t

=

= E

[
∂
{
Z1(t)−mZ1(t)

}
∂t

{
Z0(s)−mZ0(s)

}ᵀ
]
=

= E
[{B1(t)

[
Z0(t)−mZ0(t)

]
+A1(t)

[
Z1(t)−mZ1(t)

]
+H1(t)V 1(t)

} {
Z0(s)−mZ0(s)

}ᵀ]
,
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Рис. 1

или
∂CZ1Z0(t, s)

∂t
= B1(t)CZ0Z0(t, s) +A1(t)CZ1Z0(t, s), CZ1Z0(0, s) = CZ0Z0(τ, s). (11)

Для полноты расчетных соотношений к этим уравнениям нужно добавить по очереди системы
ОДУ

∂CZ0Z0(t, s)

∂t
= A0(t)CZ0Z0(t, s), 0 < t < s � τ, CZ0Z0(0, s) = Cᵀ

Z0Z0
(s, 0) (12)

(верхняя левая часть области D00) и
∂CZ0Z0(t, s)

∂t
= A0(t)CZ0Z0(t, s), 0 < s < t � τ, CZ0Z0(s, s) = KZ0Z0(s) (13)

(нижняя правая часть области D00).

k-0◦. Продолжая подобным образом, для области Dk0: tk � t̄ � tk+1 (k > 1), t0 � s̄ � t1 можно
построить уравнения вида

∂CZkZ0(t, s)

∂t
= Bk(t)CZk−1Z0(t, s) +Ak(t)CZkZ0(t, s) (14)

с начальными условиями CZkZ0(0, s) = CZk−1Z0(τ, s). Эта система уравнений должна быть попол-
нена системами ОДУ, построенными для областей D00, D10,. . . , Dk−1,0.

1-1◦. Передвинемся на следующий временно́й слой и рассмотрим нижнюю правую нижнюю
часть области D11: t1 � s̄ � t̄ � t2 (t̄ = t + t1, s̄ = s + t1, 0 � s � t � τ). В этой части X(t̄)—
подвектор вектора Z1(t̄), а следовательно, для матрицы ковариационных функций будем иметь:

∂CZ1Z1(t, s)

∂t
≡ ∂E

[{
Z1(t)−mZ1(t)

}{
Z1(s)−mZ1(s)

}ᵀ]
∂t

=

= E

[
∂
{
Z1(t)−mZ1(t)

}
∂t

{
Z1(s)−mZ1(s)

}ᵀ
]
=

= E
[{B1(t)

[
Z0(t)−mZ0(t)

]
+A1(t)

[
Z1(t)−mZ1(t)

]
+H1(t)V 1(t)

} {
Z1(s)−mZ1(s)

}ᵀ]
,

или
∂CZ1Z1(t, s)

∂t
= B1(t)CZ0Z1(t, s) +A1(t)CZ1Z1(t, s), s < t, (15)
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Рис. 2

с начальными условиями CZ1Z1(s, s) = KZ1Z1(s). К этим уравнениям и условиям нужно доба-
вить необходимые инструменты расчета CZ0Z1(t, s) в нижней правой части области D10 с учетом
свойств ковариационных функций.

Замечание. Последовательное численное решение ОДУ для функций математического ожи-
дания и ковариации не вызывает проблем, причем группы уравнений для этих функций являются
независимыми. Расчет же поведения ковариационных функций более сложен. Алгоритм такого
расчета включает следующие шаги:
(1) дробление запаздывания на целое число частей;
(2) построение сетки на плоскости переменных (t, s), в узлах которой и будут вычисляться значе-

ния ковариационных функций (это необходимо для их расчета на участках [t0, s̄) при различ-
ных s̄ на основе формирования начальных условий в точках {t0, s̄} с помощью уже найденных
значений в точках {s̄, t0};

(3) движение через узлы по прямым, параллельным оси t.
На рис. 2 показаны промежутки интегрирования этих уравнений на отрезке [s, t] для случаев
t− τ � s (рис. 2a) и t− τ < s (рис. 2b).

6. Модельный пример. Воспользуемся изложенной схемой для анализа переходного процес-
са, описываемого модельным уравнением вида

Ẋ(t) + αX(t) = β
[
X(t)−X(t− τ)

]
+

t∫

t−τ

q(θ)X(θ) dθ + σ0 V (t), t > 0,

Ẋ(t) + α0 X(t) = σ0 V (t), −τ < t � 0, X(−τ) = X0 ∼ N (m0,D0),

где X0 —неслучайная величина; α > 0, β, σ0, α0 > 0, m0, D0 > 0—постоянные; q(θ) � 0.
Ниже на рисунках показаны графики функций математического ожидания и среднеквадра-

тичного отклонения σX(t) =
√DX(t) (рис. 3) и ковариационной функции в областях D00, D10,. . . ,

D10,0 (рис. 4), построенные на основе результатов расчетов при следующих значениях параметров
задачи:

τ = 1; α =
1

2
; β =

1

10
; σ0 =

1

10
;m0 = 1; D0 =

1

16
; q =

1

20τ
,

где D—дисперсия.
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