
ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 233 (2024). С. 89–98
DOI: 10.36535/2782-4438-2024-233-89-98

УДК 517.95, 519.63, 51-73

О ВОЗМОЖНОСТИ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ПРОЕКЦИОННОГО МЕТОДА
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Аннотация. Изложен алгоритм применения проекционного метода Галеркина для решения дву-
мерного нестационарного уравнения диффузии с переменным коэффициентом. Искомая концен-
трация неравновесных неосновных носителей заряда найдена в виде частичной суммы двойного
ряда Фурье по системе модифицированных функций Лагерра. Приведены результаты расчетов
для параметров, характерных для диффузии экситонов в монокристаллическом нитриде галлия.
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Abstract. In this paper, we present an algorithm for applying the Galerkin projection method to
solve a two-dimensional nonstationary diffusion equation with a variable coefficient. The concentration
of nonequilibrium minority charge carriers was found in the form of a partial sum of a double Fourier
series using a system of modified Laguerre functions. The results of calculations are presented for
parameters characteristic of exciton diffusion in single-crystal gallium nitride.
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1. Введение. В [11] рассмотрен процесс нестационарной диффузии неравновесных неосновных
носителей заряда (ННЗ) в однородной полупроводниковой мишени после прекращения воздей-
ствия низкоэнергетического (менее 10 кэВ) остро сфокусированного электронного пучка, элек-
тронного зонда, на полупроводниковую мишень. Рассматривался один канал рекомбинации, и по-
тому электрофизические параметры мишени — коэффициенты уравнения диффузии — при про-
ведении расчетов полагались постоянными. В то же время имеющиеся экспериментальные ре-
зультаты (см. [5, 6, 10]) позволяют предположить наличие нескольких каналов рекомбинации в
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этих мишенях. В настоящей работе рассмотрена математическая модель, описывающая два ме-
ханизма рекомбинации неравновесных ННЗ при выключении внешнего воздействия, при этом
зависимость числа неравновесных ННЗ от времени описывается двумя экспонентами. В этом
случае коэффициенты уравнения диффузии будут переменными.

Ранее метод Галеркина эффективно применялся для решения стационарного уравнения диф-
фузии с постоянными коэффициентами [3], и была получена порядковая оценка погрешности
невязки, соответствующей приближенному уравнению диффузии. Настоящая работа продолжает
такие исследования. Рассмотрение проведено для нестационарного уравнения диффузии, описы-
вающего зависимость от времени концентрации неравновесных ННЗ, генерированных электрон-
ным зондом в однородном полупроводнике, после прекращения действия внешнего низкоэнерге-
тического источника.

2. Постановка задачи. При стационарном облучении полупроводникового материала элек-
тронным зондом в последнем генерируются неравновесные ННЗ, после чего происходит их диф-
фузия и рекомбинация в объёме полупроводника. В математических моделях, описывающих
стационарное квазиравновесное состояние, скорости генерации и рекомбинации ННЗ считают-
ся одинаковыми [4, 8]. Но после прекращения действия электронного зонда генерации ННЗ не
происходит, и концентрация ННЗ в полупроводнике c(x, y, t) при наличии зависимости време-
ни жизни ННЗ τ от времени t может быть найдена как решение следующего нестационарного
уравнения диффузии [7]:

∂c(x, y, t)

∂t
= DΔc(x, y, t)− c(x, y, t)

τ(t)
(1)

с граничными условиями

c(x, y, 0) = n(x, y), c(±∞, y, t) = 0, c(x,±∞, t) = 0,

−∞ < x < ∞, −∞ < y < ∞, 0 � t < ∞.
(2)

Здесь Δ = ∂2/∂x2 +∂2∂y2 —двумерный оператор Лапласа, D—коэффициент диффузии и τ(t)—
зависимость времени жизни ННЗ от времени после выключения импульса возбуждения. Функция
n(x, y) удовлетворяет стационарному дифференциальному уравнению, описывающему диффузию
ННЗ в состоянии квазиравновесия (до выключения электронного пучка):

DΔn(x, y)− n(x, y)

τ
= −ρ(x, y). (3)

В состоянии квазиравновесия τ = const, а ρ(x, y)—функция, которая описывает концентрацию
генерированных в единицу времени неравновесных ННЗ до их диффузии в мишени. Функция
ρ(x, y) пропорциональна ρ∗(x, y)—плотности мощности, выделяемой электронами пучка в ми-
шени; для полупроводниковых материалов ρ(x, y) может быть получена делением ρ∗(x, y) на
энергию образования электронно-дырочной пары или экситона. В случае узкого электронного
пучка, электронного зонда, зависимость ρ∗(x, y) может быть описана функцией распределения
типа Гаусса, что даёт для правой части (3) соотношение, позволяющее найти ρ(x, y) (см. [8, 11]):

ρ∗(x, y) =
1,085 (1 − η)E0

π3/2 a21zms(1− η + ηzss/zms)

{
exp

{
−
[
x2 + y2

a21

]}
+

ηa21
(1− η)a22

exp

{
−
[
x2 + y2

a22

]}}
.

Здесь E0 — энергия электронов зонда, рассеянная в мишени в единицу времени, zms — глубина
максимальных потерь энергии первичными электронами, испытавшими малоугловое рассеяние
и поглощёнными в мишени; zss — глубина максимальных потерь энергии обратно рассеянными
электронами, вышедшими из мишени; η —коэффициент обратного рассеяния электронов зонда.
Параметры a1 и a2 могут быть определены из соотношений

a21 = z2ms + 0,72 d2z , a22 = 0,25 z2ss + 0,72 d2z ,

где dz —диаметр электронного зонда; для остро сфокусированного пучка электронов dz = 0.
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При построении математической модели нестационарной диффузии с переменным коэффици-
ентом может использоваться подход, предложенный нами в [7] для описания диффузии экси-
тонов, генерированных низкоэнергетическим электронным зондом в монокристаллическом нит-
риде галлия — перспективном материале полупроводниковой микро-, оптоэлектроники и СВЧ-
техники. При наличии двух независимых каналов рекомбинации профиль спада концентрации
экситонов может быть описан суммой двух экспонент и их эффективное время жизни τ(t) в
уравнении (1) находится по следующей формуле (см. [7]):

τ(t) = −t/ ln
(
α exp(−t/τ1) + (1− α) exp(−t/τ2)

)
.

Здесь τ1 и τ2 — время жизни экситонов для первого и второго канала рекомбинации соответствен-
но, α— безразмерный параметр.

Используя замену

c(x, y, t) = exp

⎛
⎝−

t∫
0

d

τ(s)

⎞
⎠ v(x, y, t),

от задачи (1), (2) перейдем к уравнению

∂v(x, y, t)

∂t
= DΔv(x, y, t) (4)

с начальным условием
v(x, y, 0) = n(x, y) (5)

В [12] получено решение задачи (4), (5):

V (r, t) =
1

2Dt

+∞∫
0

exp

(
−r2 + ξ2

4Dt

)
I0

(
rξ

2Dt

)
n(ξ)ξ dξ.

Тогда решение исходной задачи (1)–(3) примет следующий вид:

c(r, t) =
1

2Dt
exp

⎛
⎝−

t∫
0

ds

τ(s)

⎞
⎠

+∞∫
0

exp

(
−r2 + ξ2

4Dt

)
I0

(
rξ

2Dt

)
n(ξ)ξ dξ. (6)

Аналитическое решение задачи (1), (2) с постоянным коэффициентом τ в уравнении (1) (т.е. если
имеется один канал рекомбинации) имеет вид (см. [12]):

c(r, t) =
exp(−t/τ)

2Dt

+∞∫
0

exp

(
−r2 + ξ2

4Dt

)
I0

(
rξ

2Dt

)
n(ξ)ξ dξ. (7)

Здесь r—полярный радиус; I0(x)—модифицированные функции Бесселя нулевого порядка пер-
вого рода.

В [3, 11] рассмотрены некоторые возможности использования проекционного метода Галерки-
на для моделирования двумерной диффузии ННЗ с постоянными электрофизическими пара-
метрами в полупроводниковом материале, и получена порядковая оценка погрешности невязки,
соответствующей приближенному уравнению диффузии. В настоящей работе предлагается ис-
пользование этого метода для нахождения концентрации ННЗ с переменным электрофизическим
параметром и в качестве примера использовано два независимых канала рекомбинации.

3. Проекционная аппроксимация исходной модели, основанная на применении ме-
тода Галеркина. Переходя к цилиндрической системе координат, от уравнения (1) перейдем к
следующему уравнению:

Dτ(t)r
∂2c(r, t)

∂r2
+Dτ(t)

∂c(r, t)

∂r
− τ(t)r

∂c(r, t)

∂t
− rc(r, t) = 0 (8)

с граничными условиями
c(r, 0) = n(r), c(+∞, t) = 0. (9)
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Тогда уравнение (3) примет вид

Dτr
d2n(r)

dr2
+Dτ

dn(r)

dr
− rn(r) = −τrρ(r). (10)

Сравнение формул (6) и (7) позволяет привести следующий алгоритм метода Галеркина.
Для нахождения приближенного решения уравнения (8)–(10) найдем сначала приближенное

решение уравнения (8) с постоянным коэффициентом τ . Поскольку одно из граничных условий
задано на бесконечности, то для реализации проекционного метода Галеркина выберем двумер-
ный базис из модифицированных функций Лагерра с параметрами, ускоряющими сходимость
ряда (см. [9]):

ϕi,j(r, t) = ϕα1,γ1
i (r)ϕα2,γ2

j (t) = exp
(
−γ1r

2

)
Li(γ1r;α1) exp

(
−γ2t

2

)
Lj(γ2t;α2),

которые определяются через многочлены Чебышева—Лагерра Li(γ1r;α1) по переменной r и мно-
гочлены Lj(γ2t;α2) по переменной t, i, j = 0, 1, 2, . . . . Здесь параметры α1 > −1, α2 > −1 и γ1 > 0,
γ2 = 2/τ > 0 используются для оптимизации вычислительной схемы.

В методе Галеркина предполагается, что неизвестная функция c(r, t) может быть достаточно
точно представлена приближенным решением:

cm+1(r, t) = cm(r, t) + c0(r, t), (11)

где

cm(r, t) =

m−1∑
i=0

m−1∑
j=0

cijϕ
α1,γ1
i (r)ϕα2,γ2

j (t)

—прямоугольная частичная сумма двойного ряда Фурье—Лагерра порядка m×m функции c(r, t),

c0(r, t) = c0(r)
ϕα2,γ2
m (t)

ϕα2,γ2
m (0)

, c0(r) =
m−1∑
i=0

cni ϕ
α1,γ1
i (r)−

m−1∑
i=0

m−1∑
j=0

cijϕ
α1,γ1
i (r)ϕα2,γ2

j (0).

Функция c0(r, t) введена, чтобы удовлетворить граничным условиям, cni —коэффициенты разло-
жения функции n(r), которые находятся из решения уравнения (6), а неизвестные коэффициен-
ты разложения cij искомой функции c(r, t) согласно методу Галеркина определяются из решения
следующей системы уравнений:(

R, ϕα1,γ1
k (r)ϕα2,γ2

l

)
= 0, k, l = 0,m− 1, (12)

где

R = Dτr
∂2cm+1(r, t)

∂r2
+Dτ

∂cm+1(r, t)

∂r
− τr

∂cm+1(r, t)

∂t
− rcm+1(r, t)

—невязка уравнения (8).
Обозначим столбцы (растянутые в столбцы матрицы) из коэффициентов разложения неиз-

вестной функции c(r, t) и функции n(r) по выбранному базису через Cmm и Cn
m соответственно.

Используя кронекерово произведение, введём матрицы дифференцирования по переменной r и
по переменной t:

Dr
mm = Dγ1

m ⊗ Em, Dt
mm = Em ⊗Dγ2

m ,

где Em — единичная матрица, а Dγ
m —матрица дифференцирования в одномерном базисе из мо-

дифицированных функций Лагерра, элементы которой находятся с помощью элементарных ал-
гебраических операций (см. [3]):

dij =

⎧⎪⎨
⎪⎩
−γ/2, i = j,

−γ, i < j,

0, i > j.
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Обозначим через B1 и B2 матрицы, элементы которых находятся по формулам

b1ij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ1(j − 1)/4, i+ 1 = j,

γ1(1 + 3α1/4− (i− 1)/4), j + 1 = i,

γ1(3/4 + α1/4− i/2), i = j,

0, i+ 1 < j,

γ1(1 + α1), j + 1 < i,

b2ij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−i/γ1, i+ 1 = j,

−(i− 1 + α1)/γ1, j + 1 = i,

(2i− 1 + α1)/γ1, i = j,

0, i+ 1 < j,

0, j + 1 < i,

которые устанавливаются на основании известных рекуррентных соотношений для функций Ла-
герра. Затем, аппроксимируя дифференциальное уравнение (10), имеем соответствующее мат-
ричное уравнение: (

DτBT
1 +DτDγ1 −BT

2

)
Cn = τCΦ. (13)

Здесь CΦ — столбец из коэффициентов разложения функции, стоящей в правой части уравне-
ния (10). Из уравнения (13), находим столбец Cn.

Далее введем матрицы

Dr2
mm = BT

1 ⊗ Em, Dt2
mm = BT

2 ⊗Dγ2
m , Iimm = BT

2 ⊗ Em.

Перепишем систему (8) в матричном виде:(
DτDr2

mm − τDt2
mm +DτDr

mm + τD̃t
mm − Iimm

)
Cmm = τCΦ1

mm, (14)

где D̃t
mm = BT

2 ⊗B3 —матрица с элементами b3ij = −γ2Γ(α2+ i)/(i−1)!, а столбец CΦ1
mm находится

путем растяжения матрицы:
CΦ1 = BT

2 C
n
m

(− γ2ϕ
γ2
m (0)

)T
.

Здесь ϕγ2
m (t)— столбец из m первых базисных функций.

Подстановка величин cij, определяемых из решения системы уравнений (14), в формулу (11),
дает приближенное решение. Найденное приближенное решение уравнения (8) с постоянным ко-
эффициентом τ фактически представляет собой разложение в ряд Фурье функции

V (r, t) = exp
t

τ
c(r, t) ≈ Vm(r, t) =

m−1∑
i=0

m−1∑
j=0

cvijϕ
α1,γ1
i (r)Lj

(
2t

τ
;α2

)
+ c0(r)Lm

(
2t

τ

)
.

Тогда искомое приближенное решение уравнения (8) с переменным коэффициентом в силу (6)
может быть найдено по формуле

c(r, t) ≈ exp

⎛
⎝−

t∫
0

ds

τ(s)

⎞
⎠Vm(r, t).

Интеграл в последней формуле может быть найден приближенно путем разложения подынте-
гральной функции в ряд Тейлора.

4. Условие сходимости. Используя результаты работы [3], нетрудно установить оценку
невязки неоднородного уравнения (8) с постоянным коэффициентом τ и с функцией f(r, t) ∈ L2,
стоящей в правой части этого уравнения и имеющей непрерывные частные производные до по-
рядка 2n по обоим пространственным направлениям. Покажем, что невязка R сходится к нулю
в среднем (в пределе при m → ∞). Следуя [1], введем обозначения:

D = r
d2

dr2
+ (α1 − r + 1)

d

dr
+ t

d2

dt2
+ (α2 − t+ 1)

d

dt
;

Ln
2 (D), n = 0, 1, . . . , — класс таких функций f , что функции

f̃(r, t) = f(r, t) exp
(γ1r

2

)
exp

(
γ2t

2

)
∈ L2

имеют обобщенные частные производные в смысле Леви ∂kf̃(r, t)/∂ri∂tj , i + j = k, k = 0, 1, . . . ,
принадлежащие пространству L2, для которых Dnf̃ ∈ L2, n = 0, 1, . . . , где D0f̃ = f̃ , Dnf̃ =
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D(Dn−1f̃), n = 1, 2, . . . , L0
2(D) = L2. Далее нам понадобится вспомогательная теорема, которой

будем пользоваться ниже.

Теорема 4.1. Для любой функции f(r, t) ∈ Ln
2 (D) справедлива оценка (см. [1, 3])

∥∥f − Sm,m(f)
∥∥ �

[
1− (1− h)m

]−k
m−nΩk

(
Dnf̃ ;h

)
, (15)

где n = 0, 1, . . . , 0 < h < 1. Величины Ωk

(
Dnf̃ ;h

)
— обобщённые модули непрерывности функции

Dnf̃ ,

Sm,m(f) =
m−1∑
i=0

m−1∑
j=0

cfijϕ
α1,γ1
i (r)ϕα2,γ2

j (t)

—прямоугольная частичная сумма двойного ряда Фурье функции f(r, t).

Если погрешности в исходных данных и погрешности вычислений отсутстствуют, а учиты-
ваются лишь погрешности аппроксимаций, то, опираясь на результаты работы [3], в которой
получены оценки для параметров α1 = α2 = 0, аналогично установим оценку для невязки при
α1 > 0, α2 > 0.

Теорема 4.2. Пусть функция f(r, t) ∈ L2, n > 2, имеет непрерывные частные производные
до порядка 2n по обоим пространственным направлениям. Тогда справедлива следующая оценка:

‖R‖L2 <

(√
Γ(α1 + 3)

γ1
(3Dτ + 2τ + 1) + 2Dτ

)[
1− (1−m−1)m

]−k
m−nΩ(m−1)+

+O
(
m−n+5/4

)
ω
(
m−1

)
, α2 � 0, m → ∞.

Здесь Ω(m−1)—мажоранта обобщенных модулей непрерывности для функций из простран-
ства L2, а ω(m−1)— заданная мажоранта модулей непрерывности дифференцируемых функций.

Доказательство. Для точного решения имеем

Dτr
∂2c(r, t)

∂r2
+Dτ

∂c(r, t)

∂r
− τr

∂c(r, t)

∂t
− rc(r, t) = −f(r, t).

Тогда справедливо неравенство

‖R‖L2 � Dτ‖r‖L2,rα1e−r

∥∥∥∥∂
2c̃(r, t)

∂r2
− ∂2c̃m+1(r, t)

∂r2

∥∥∥∥
L2,rα1e−rtα2e−t

+

+Dτ

∥∥∥∥∂c̃(r, t)∂r
− ∂c̃m+1(r, t)

∂r

∥∥∥∥
L2,rα1e−rtα2e−t

+ ‖r‖L2,rα1e−r

∥∥∥c̃(r, t) − c̃m+1(r, t)
∥∥∥
L2,rα1e−rtα2e−t

+

+ τ‖r‖L2,rα1e−r

∥∥∥∥∂c̃(r, t)∂t
− ∂c̃m+1(r, t)

∂t

∥∥∥∥
L2,rα1e−rtα2e−t

.

Обозначим слагаемые в правой части последнего неравенства через S1, . . . , S4 и воспользуемся
оценкой (15) и возможностью дифференцирования рядов Фурье—Лагерра (см. [1–3]), т.е.

S1 = Dτ‖r‖L2,rα1e−r

∥∥∥∥∂
2c̃(r, t)

∂r2
− ∂2c̃m+1(r, t)

∂r2

∥∥∥∥
L2,rα1e−rtα2e−t

�

�
√

Γ(α1 + 3)Dτ

γ1

[
1− (1− h)m

]−k
m−nΩk

(
Dn
(
c̃′′rr(r, t) + γ1c̃

′
r(r, t) + (γ21/4)c̃(r, t)

)
;h
)
+

+

√
Γ)(α1 + 3)Dτ

γ1

[
1− (1− h)m

]−k−1
m−nΩk+1

(
Dn
(
γ1c̃

′
r(r, t) + (γ21)c̃(r, t)

)
;h
)
+

+

√
Γ(α1 + 3)Dτ

γ1

[
1− (1− h)m

]−k−2
m−n−1Ωk+2

(
Dn+1

(
(γ21/4)c̃(r, t)

)
;h
)
,
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S2 = Dτ

∥∥∥∥∂c̃(r, t)∂r
− ∂c̃m+1(r, t)

∂r

∥∥∥∥
L2,rα1e−rtα2e−t

�

� Dτ
[
1− (1− h)m

]−k−1
m−nΩk+1

(
Dn
(
c̃′r(r, t) + (γ1/2)c̃(r, t)

)
;h
)
+

+Dτ
[
1− (1− h)m

]−k−2
m−n−1Ωk+2

(
Dn+1

(
(γ1/2)c̃(r, t)

)
;h
)
,

S3 = ‖r‖L2,rα1e−r

∥∥∥c̃(r, t) − c̃m+1(r, t)
∥∥∥
L2,rα1e−rtα2e−t

�

�
√

Γ(α1 + 3)

γ1

[
1− (1− h)m

]−k−2
m−n−1Ωk+2

(
Dn+1(c̃(r, t));h

)
,

S4 = τ‖r‖L2,rα1e−r

∥∥∥∥∂c̃(r, t)∂t
− ∂c̃m+1(r, t)

∂t

∥∥∥∥
L2,rα1e−rtα2e−t

�

�
√

Γ(α1 + 3)τ

γ1

[
1− (1− h)m

]−k−1
m−nΩk+1

(
Dn
(
c̃′t(r, t) + (γ2/2)c̃(r, t)

)
;h
)
+

+

√
Γ(α1 + 3)τ

γ1

[
1− (1− h)m

]−k−2
m−n−1Ωk+2

(
Dn+1

(
(γ2/2)c̃(r, t)

)
;h
)
+

+

√
Γ(α1 + 3)τ

γ1

∥∥ϕ′α2,γ2
m (t)

∥∥
L2,tα2e−t

ϕα2,γ2
m (0)

∥∥(c̃0(r))∥∥L2,rα1e−r ,

Оценим последнее слагаемое в S4:

√
Γ(α1 + 3)τ

γ1

∥∥ϕ′α2,γ2
m (t)

∥∥
L2,tα2e−t

ϕα2,γ2
m (0)

∥∥(c̃0(r))∥∥L2,rα1e−r �

�
√

Γ(α1 + 3)τ

γ1

∥∥ϕ′α2,γ2
m (t)

∥∥
L2,tα2e−t

ϕα2,γ2
m (0)

∥∥∥∥∥∥
m−1∑
i=0

cni −
m−1∑
i=0

m−1∑
j=0

cijLj(0;α2)

∥∥∥∥∥∥
L2

‖ϕ̂α1,γ1
i (r)‖L2

�

�
√

Γ(α1 + 3)τ

γ1

∥∥ϕ′α2,γ2
m (t)

∥∥
L2,tα2e−t

ϕα2,γ2
m (0)

m−1∑
i=0

∣∣∣∣∣∣c
n
i −

m−1∑
j=0

cijLj(0;α2)

∣∣∣∣∣∣ ,

где ϕ̂α1,γ1
i (r)— ортонормированные функции Лагерра. Для оценки выражения

m−1∑
i=0

∣∣∣∣∣∣c
n
i −

m−1∑
j=0

cijLj(0;α2)

∣∣∣∣∣∣
воспользуемся асимптотической формулой для коэффициентов Фурье—Лагерра (см. [2]):

cim = O
(
m−(α2+2n+2)/2−1/4

)
ω
(
m−1/2

)
, (16)

учитывая, что c1m
α2 � Lm(0;α2) � c2m

α2 (см. [1]). Здесь c1 и c2 —некоторые фиксированные
положительные постоянные, а ω(t)— заданная мажоранта модулей непрерывности. Тогда в си-
лу (16) и оценки

∞∑
j=m

j−β = O
(
m−β+1

)
, β > 1,
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для отклонения сумм Фурье—Лагерра находим∣∣∣∣∣∣c
n
i −

m−1∑
j=0

cijLj(0;α2)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∞∑
j=m

cijLj(0;α2)

∣∣∣∣∣∣ =

= O(1)
∞∑

j=m

j−(n+1)+α2/2−1/4ω
(
j−1/2

)
= O

(
m−n+α2/2−1/4

)
ω
(
m−1/2

)
.

Заметим, что последнее соотношение имеет место, если n > α2/2− 1/4. Ясно, что если функция
c(r, t) бесконечное число раз непрерывно дифференцируема, то всегда будет сходиться ряд

∞∑
j=0

j−(n+1)+α2/2−1/4ω
(
j−1/2

)
.

Таким образом, в этом случае будем учитывать, что полученная оценка справедлива при любом
n > α2/2− 1/4. Итак,

m−1∑
i=0

∣∣∣∣∣∣c
n
i −

m−1∑
j=0

cijLj(0;α2)

∣∣∣∣∣∣ = O
(
m−n+α2/2+3/4

)
ω
(
m−1/2

)
.

Используя формулу дифференцирования для многочленов Лагерра и известную асимптотиче-
скую формулу

Γ(α2 +m+ 1) = mα2+1
(
1 +O(m−1)

)
(m− 1)!,

получим:∥∥ϕ′α2,γ2
m (t)

∥∥
L2,tα2e−t

ϕα2,γ2
m (0)

=
γ2
∥∥ϕα2,γ2

m (t)
∥∥
L2,tα2e−t

2ϕα2,γ2
m (0)

+ γ2
‖ϕα2+1,γ2

m−1 (t)
∥∥
L2,t

α2+1e−t

ϕα2,γ2
m (0)

=

=
γ2
√

Γ(α2 +m+ 1)

2
√
m!ϕα2,γ2

m (0)
+ γ2

√
Γ(α2 +m+ 1)√

(m− 1)!ϕα2,γ2
m (0)

= O(1)m(1−α2)/2.

Таким образом, имеем√
Γ(α1 + 3)τ

γ1

∥∥ϕ′α2,γ2
m (t)

∥∥
L2,tα2e−t

ϕα2,γ2
m (0)

∥∥(c̃0(r))∥∥L2,rα1e−r = O
(
m−n+5/4

)
ω
(
m−1/2).

Последняя оценка имеет место, если n > 5/4.
Полагая h = m−1/2 и собирая все оценки вместе, получаем оценку для невязки:

‖R‖L2 <

(√
Γ(α1 + 3)

γ1
(3Dτ + 2τ + 1) + 2Dτ

)[
1− (1−m−1/2)m

]−k
m−nΩ

(
m−1/2

)
+

+O
(
m−n+5/4

)
ω
(
m−1/2

)
, α2 � 0.

Здесь Ω(m−1/2)—мажоранта обобщенных модулей непрерывности (см. [1]). Теорема доказана. �

5. Результаты расчетов. Расчеты проведены с помощью математического пакета Matlab
(MathWorks, Inc.) для параметров, характерных для нитрида галлия. При энергии электронного
пучка E0 = 8 кэВ для m = 6 базисных функций Лагерра число обусловленности матрицы систе-
мы (14), порожденное спектральной нормой, не превысило 60, что позволяет использовать для
расчетов персональные ЭВМ. Отметим, что использование модифицированных функций Эрмита
для решения поставленной задачи оказалось непригодным, поскольку в силу их рекуррентных
соотношений, матрица системы (14) оказалось вырожденной.

Подынтегральная функция в экспоненциальном множителе в формуле для расчета концентра-
ции экситонов была разложена в ряд Тейлора. Использовано 7 членов разложения, что оказалось
достаточным для проведения практических расчетов.
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Рис. 1. Концентрация экситонов для случая переменного времени жизни.

Затраты машинного времени на расчет концентрации экситонов составили приблизительно 5 с,
что говорит о вычислительной эффективности предложенного метода.

6. Заключение. Метод Галеркина в комбинации с разложением в ряд Тейлора подынтеграль-
ной функции в экспоненциальном множителе, содержащей переменный коэффициент, позволяет
проводить расчеты концентрации генерированных неравновесных носителей заряда с точностью
достаточной для проведения практических расчетов. Также метод позволяет проводить расче-
ты, не используя разложения переменного коэффициента в модели диффузии в ряд Фурье, что
значительно упрощает применение проекционного метода.
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