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1. Введение. Пусть x = (x1, . . . , xm) ∈ Im = [0, 2π)m, p = (p1, . . . , pm), θ = (θ1, . . . , θm), где
θj , pj ∈ [1,+∞), j = 1, . . . ,m. Через L∗

p,τ (I
m) обозначим анизотропное пространство Лоренца всех

измеримых по Лебегу функций f(x), имеющих период 2π по каждой переменной и для которых
величина

‖f‖∗p,τ =

[ 2π∫
0

tτm/pm−1
m

[
· · ·

[ 2π∫
0

(
f∗1,...,∗m(t1, . . . , tm)

)τ1
t
τ1/p1−1
1 dt1

]τ2/τ1
. . .

]τm/τm−1

dtm

]1/τm

конечна, где f∗1,...,∗m(t1, . . . , tm)—невозрастающая перестановка функции |f(x)| по каждой пере-
менной xj при фиксированных остальных переменных (см. [23, 35]).
В случае p1 = · · · = pm = τ1 = · · · = τm = p пространство L∗

p,τ (I
m) совпадает с пространством

Лебега Lp(I
m) с нормой (см. [20, гл. 1, п. 1.1])

‖f‖p =
[ 2π∫
0

· · ·
2π∫
0

|f(x1, . . . , xm)|pdx1 . . . dxm
]1/p

, 1 � p < ∞.
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Обозначим через L̊∗
p,τ (I

m) множество всех функций f ∈ L∗
p,τ (I

m), удовлетворяющих условию
2π∫
0

f(x)dxj = 0 ∀j = 1, . . . ,m,

через an(f)—коэффициенты Фурье функции f ∈ L̊1(I
m) по кратной тригонометрической систе-

ме {ei〈n,x〉}Zm и через Zm—пространство точек из Rm с целочисленными координатами. Положим

δs(f,x) =
∑

n∈ρ(s)
an(f)e

i〈n,x〉,

где

〈y,x〉 =
m∑
j=1

yjxj, sj = 1, 2, . . . ,

ρ(s) =
{
k = (k1, . . . , km) ∈ Z

m : 2sj−1 � |kj | < 2sj , j = 1, . . . ,m
}
.

Будем говорить, что числовая последовательность {an}n∈Zm принадлежит классу lp если

∥∥{an}n∈Zm

∥∥
lp

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

∞∑
nm=−∞

⎡
⎣. . .

[ ∞∑
n1=−∞

|an|p1
]p2/p1

. . .

⎤
⎦
pm/pm−1

⎫⎪⎬
⎪⎭

1/pm

< +∞

при 1 � pj < +∞, j = 1, 2, . . . ,m, p = (p1, . . . , pm) и∥∥{an}n∈Zm

∥∥
l∞

= sup
n∈Zm

|an|

для pj = ∞, j = 1, 2, . . . ,m.
Через C(p, q, y, . . . ) обозначим положительные величины, зависящие от указанных в скобках

параметров, вообще говоря, различные в разных формулах. Запись A(y) 	 B(y) означает, что
существуют такие положительные постоянные C1, C2, что C1 · A(y) � B(y) � C2 · A(y). Для
краткости записи в случае выполнения неравенств B � C1A или B � C2A часто будем писать
B 
 A или B � A соответственно. Через Sr

pH, Sr
p,θB обозначим пространства функций с до-

минирующей смешанной производной, введенные соответственно С. М. Никольским (см. [21]) и
Т. И. Амановым (см. [6]).
П. И. Лизоркин и С. М. Никольский (см. [17, с. 157]) исследовали декомпозиционное разложе-

ние элементов пространства Sr
p,θB. Приведем его определение.

Пусть r = (r1, . . . , rm), rj > 0, j = 1, . . . ,m, 1 � p, θ � +∞. Пространство Sr
p,θB состоит из всех

функций f ∈ L̊∗
p(I

m), для которых

‖f‖Sr
p,θB

=

[ 2π∫
0

· · ·
2π∫
0

‖Δk
t f(·)‖θp

m∏
j=1

dtj

t
1+θrj
j

]1/θ
< +∞,

где Δk
t f(x) = Δkm

tm (. . .Δk1
t1
f(x))— смешанная разность порядка k с шагом t = (t1, . . . , tm) и

kj > rj , j = 1, . . . ,m.
В [17, с. 159], отмечено, что функция f ∈ Sr

p,θB разлагается в ряд Фурье вида∑
n∈Zm,

m∏

j=1
nj �=0

an(f)e
i〈n,x〉.

Также известно (см. [17, с. 158]), что ‖f‖Sr
p,θB

является нормой и

‖f‖Sr
p,θB

	
⎧⎨
⎩

∑
s∈Zm

+

2〈s,r〉θ ‖δs(f)‖θp

⎫⎬
⎭

1/θ
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при 1 < p < +∞, 1 � θ � +∞. Поэтому в анизотропном пространстве Лоренца L̊∗
p,τ (I

m) рассмот-
рим аналогичный класс:

Sr
p,τ ,θB =

{
f ∈ L̊∗

p,τ (I
m) : ‖f‖Sr

p,τ ,θB
=

∥∥∥∥{2〈s,r〉‖δs(f)‖∗p,τ}s∈Zm
+

∥∥∥∥
lθ

� 1

}
,

где p = (p1, . . . , pm), θ = (θ1, . . . , θm), τ = (τ1, . . . , τm), 1 < pj, τj < +∞, 1 � θj � +∞, j = 1, . . . ,m.
Пусть дан вектор γ = (γ1, . . . , γm), γj > 0, j = 1, . . . ,m. Положим

Y m (γ, n) =

⎧⎨
⎩s = (s1, . . . , sm) ∈ Z

m
+ :

m∑
j=1

sjγj � n

⎫⎬
⎭ .

Назовем ступенчатым гиперболическим крестом (см., например, [29, с. 7]) множество

Qγ
n =

⋃
〈s,γ〉<n

ρ(s)

и рассмотрим множество тригонометрических полиномов (см., например, [29, с. 8])

T (Qγ
n) =

⎧⎨
⎩t(x) =

∑
k∈Qγ

n

bke
i〈k,x〉

⎫⎬
⎭ .

Также введем обозначения EQγ
n
(f)p,τ для наилучшего приближения функции f ∈ L∗

p,τ (I
m) по-

линомами из множества T (Qγ
n) и

Sγ
n (f,x) =

∑
k∈Qγ

n

ak(f)e
i〈k,x〉

для частичной суммы ряда Фурье функции f .
Для данного вектора r = (r1, . . . , rm) положим

γ =
r

r1
, rj > 0, Γγ

n =

⎧⎨
⎩k = (k1, . . . , km) ∈ Z

m :
m∏
j=1

(
max(1, |kj |)

)γj < n

⎫⎬
⎭ .

Множество Γγ
n называется гиперболическим крестом. Рассмотрим множество тригонометриче-

ских полиномов

T (Γ(γ)
n ) =

⎧⎨
⎩Tn,γ(x) =

∑
k∈Γ(γ)

n

bke
i〈k,x〉

⎫⎬
⎭ .

Величина
E(γ)

n (f)p,τ = inf
Tn,γ∈T (Γγ

n)
‖f − Tn,γ‖p,τ

называется наилучшим приближением функции f ∈ Lp,τ (I
m) тригонометрическими полиномами

по гиперболическому кресту Γγ
n (см. например, [7, 29]).

Отметим, что при r = (r1, . . . , rm) = r1γ справедливы включения

T (Qγ
n) ⊂ T (Γ

(γ)
2n ) ⊂ T (Qγ

n+γ(m)),

поэтому для оценки E
(γ)
n (f)p,τ достаточно оценить EQγ

n
(f)p,τ (см. [29, с. 9]), где γ(m) =

m∑
j=1

γj .

Наилучшее приближение функций многих переменных f ∈ L2(I
m) тригонометрическими

полиномами с гармониками из гиперболических крестов впервые определил К. И. Бабенко
(см. [7]). Оценки наилучших приближений различных классов гладких функций в пространстве
f ∈ Lp(I

m), 1 � p < ∞, этим методом исследовали С. А. Теляковский [28], Б. С. Митягин [19],
Я. С. Бугров [14], Н. С. Никольская [22], Э. М. Галеев [15], В. Н. Темляков [29, 41], А. С. Ро-
манюк [24], Б. Базарханов [8], Д. Б. Базарханов [9], Х.-Ю. Шмайссер, У. Зикель [40] и др. (см.
библиографию в обзорных статьях [31,37] и в монографии [41]).
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Известно, что для пространств Лоренца справедливы включения

L∗
q,τ (I

m) ⊂ L∗
p,τ (I

m) в случае pj < qj, j = 1, . . . ,m,

L∗
p,τ (2)(I

m) ⊂ L∗
p,τ (1)(I

m) в случае 1 < τ
(2)
j < τ

(1)
j < ∞, j = 1, . . . ,m,

где τ (1) = (τ
(1)
1 , . . . , τ

(1)
m ) и τ (2) = (τ

(2)
1 , . . . , τ

(2)
m ). Точные оценки порядка приближения классов

Никольского—Бесова в пространствах Лоренца с анизотропной метрикой для случая pj < qj,
j = 1, . . . ,m, установлены в [1, 2, 11].
Одной из задач, рассматриваемых в данной статье, является оценка величины

Eγ
n

(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ (2) = sup

f∈Sr

p,τ(1),θ
B
Eγ

n (f)p,τ (2)

в случае 1 < τ
(2)
j < τ

(1)
j < ∞, 1 < pj < ∞, j = 1, 2, . . . ,m. Вторая задача — оценка наилучшего

M -членного приближения функции f ∈ L∗
p,τ (I

m). Величина

eM (f)p,τ = inf
k(j),bj

∥∥∥∥∥∥f −
M∑
j=1

bje
〈ik(j),x〉

∥∥∥∥∥∥
∗

p,τ

называется наилучшим M -членным тригонометрическим приближением функции f ∈ L∗
p,τ (I

m),
M ∈ N (см. [41, с. 388]).
Пусть F ⊂ L∗

p,τ (I
m)—некоторый функциональный класс. Положим

eM (F )p,τ = sup
f∈F

eM (f)p,τ .

В случае τj = pj = p вместо eM (F )p,τ будем писать eM (F )p.
Наилучшее M -членное приближение функции f ∈ L2[0, 1] полиномами по ортонормированной

системе впервые определил С. Б. Стечкин (см. [27]) и установил критерий абсолютной сходимости
ряда Фурье по этой системе. В дальнейшем важные результаты оценки n-членных приближений
функций из различных классов Соболева, Никольского—Бесова, Лизоркина—Трибеля получили
Р. С. Исмагилов [16], Ю. Маковоз [39], В. Е. Майоров [18], Э. С. Белинский [12, 13], Р. Де Во-
ре [36], В. Н. Темляков [29, 30, 34, 41, 42], А. С. Романюк [25, 26], M. Хансен и У. Зикель [38],
Д. Б. Базарханов и В. Н. Темляков [34] и др. (см. библиографию в обзорных статьях [31, 37]).
Оценки n-членных приближений функций класса Никольского—Бесова в пространстве Лоренца
исследованы в [3, 4, 32].
Вторая задача: оценить величину eM (Sr

p,τ (1),θ
B)p,τ (2) в случае 1 < τ

(2)
j < τ

(1)
j < ∞, 1 < pj < ∞,

j = 1, 2, . . . ,m.
Статья состоит из введения и трех разделов. В разделе 2 приведены вспомогательные утвер-

ждения, некоторые с доказательством, необходимые для доказательства основных результатов.
В разделе 3 установлены оценки величины Eγ

n (Sr
p,τ (1),θ

B)p,τ (2) . В разделе 4 получена оценка свер-
ху eM (Sr

p,τ (1),θ
B)p,τ (2) .

2. Вспомогательные утверждения.

Лемма 2.1. Пусть γ = (γ1, . . . , γm), θ = (θ1, . . . , θm), 1 = γ1 = · · · = γν < γν+1 � . . . � γm и
α ∈ (0,+∞), θj ∈ [1,+∞), βj � 0, j = 1, . . . ,m. Тогда справедливо соотношение∥∥∥∥∥∥∥

⎧⎨
⎩2−α〈s,γ〉

m∏
j=1

s
βj

j

⎫⎬
⎭

s∈Y m(γ,n)

∥∥∥∥∥∥∥
lθ

	 2−nαn

m∑

j=2
1/θj+

m∑

j=1
βj

.

Замечание 2.1. Отметим, что лемма 2.1 в случае βj = 0, j = 1, . . . ,m, ранее доказана в [1], а
если, кроме этого, θ1 = · · · = θm, — В. Н. Темляковым (см. [29]).

В дальнейшем будем пользоваться обозначением χκ(n)(s) для характеристической функции
множества κ(n) = {s = (s1, . . . , sm) ∈ Z

m
+ : 〈s,γ〉 = n}.
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Лемма 2.2 (см. [1, лемма 2]). Пусть τ = (τ1, . . . , τm), 1 � τj < +∞, j = 1, . . . ,m. Тогда
имеет место соотношение ∥∥∥{χκ(n)(s)

}
s∈κ(n)

∥∥∥
lτ

	 n

m∑

j=2
1/τj

.

Теорема 2.1. Пусть 1 < τ2 < p � 2 или 2 < τ2 < p < ∞ или 1 < τ2 � 2 < p < ∞, 1 < p < +∞.
Если f ∈ Lp(I

m) и
∞∑

sm=1

· · ·
∞∑

s1=1

m∏
j=1

s
τ2(1/β−1/p)
j

(
‖δs(f)‖p

)τ2
< +∞,

то f ∈ L∗
p,τ2(I

m) и имеет место неравенство

‖f‖∗p,τ2 �
⎧⎨
⎩

∞∑
sm=1

· · ·
∞∑

s1=1

m∏
j=1

s
τ2(1/β−1/p)
j ‖δs(f)‖τ2p

⎫⎬
⎭

1/τ2

,

где β = min{2, τ2}.
Доказательство. В случаях 1 < τ2 < p � 2 и 1 < τ2 � 2 < p < ∞ теорема ранее доказана в [2].
Докажем теорему в случае 2 < τ2 < p < ∞. В [2] доказано, что (см. [2, теорема 1, формула (2.17)])

‖f‖∗p,τ2 � C

⎛
⎝ ∞∑

km=0

· · ·
∞∑

k1=0

m∏
j=1

2kjθ(1/θ−1/p)

∥∥∥∥∥∥
2km+1∑

sm=2km+1

· · ·
2k1+1∑

s1=2k1+1

δs(f)

∥∥∥∥∥∥
τ2

p

⎞
⎠

1/τ2

. (2.1)

Так как 2 < p < ∞, известно, что (см., например, [29])∥∥∥∥∥∥
2km+1∑

sm=2km+1

· · ·
2k1+1∑

s1=2k1+1

δs(f)

∥∥∥∥∥∥
p

� C

⎧⎨
⎩

2km+1∑
sm=2km+1

· · ·
2k1+1∑

s1=2k1+1

∥∥δs(f)∥∥2p
⎫⎬
⎭

1/2

. (2.2)

Выберем число ε > 0. Так как 2 < τ2 < ∞, то при η = τ2/2, 1/η+1/η′ = 1, применяя неравенство
Гёльдера, получим⎧⎨
⎩

2km+1∑
sm=2km+1

· · ·
2k1+1∑

s1=2k1+1

∥∥δs(f)∥∥2p
⎫⎬
⎭

1/2

�

�

⎧⎨
⎩

2km+1∑
sm=2km+1

· · ·
2k1+1∑

s1=2k1+1

m∏
j=1

s−ετ2
j

∥∥δs(f)∥∥τ2p
⎫⎬
⎭

1/τ2
⎧⎨
⎩

2km+1∑
sm=2km+1

· · ·
2k1+1∑

s1=2k1+1

m∏
j=1

sε2η
′

j

⎫⎬
⎭

1/(2η′)

�

� C
m∏
j=1

2kj(ε+1/2−1/τ2)

⎧⎨
⎩

2km+1∑
sm=2km+1

· · ·
2k1+1∑

s1=2k1+1

m∏
j=1

s−ετ2
j

∥∥δs(f)∥∥τ2p
⎫⎬
⎭

1/τ2

. (2.3)

Теперь из неравенств (2.2) и (2.3) следует, что

∞∑
km=0

· · ·
∞∑

k1=0

m∏
j=1

2kjθ(1/θ−1p)

∥∥∥∥∥∥
2km+1∑

sm=2km+1

· · ·
2k1+1∑

s1=2k1+1

δs(f)

∥∥∥∥∥∥
τ2

p

�

� C

∞∑
km=0

· · ·
∞∑

k1=0

m∏
j=1

2kjτ2(1/τ2−1/p)
m∏
j=1

2kj(ε+1/2−1/τ2)τ2

2km+1∑
sm=2km+1

· · ·
2k1+1∑

s1=2k1+1

m∏
j=1

s−ετ2
j

∥∥δs(f)∥∥τ2p �

� C

∞∑
km=0

· · ·
∞∑

k1=0

m∏
j=1

2kj(ε+1/2−1p)τ2

2km+1∑
sm=2km+1

· · ·
2k1+1∑

s1=2k1+1

m∏
j=1

s−ετ2
j

∥∥δs(f)∥∥τ2p �
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� C

∞∑
km=0

· · ·
∞∑

k1=0

2km+1∑
sm=2km+1

· · ·
2k1+1∑

s1=2k1+1

m∏
j=1

s
(ε+1/2−1/p)τ2
j

m∏
j=1

s−ετ2
j

∥∥δs(f)∥∥τ2p �

= C
∞∑

sm=2

· · ·
∞∑

s1=2

m∏
j=1

s
(1/2−1/p)τ2
j

∥∥δs(f)∥∥τ2p . (2.4)

Из неравенств (2.1) и (2.4) следует утверждение теоремы в случае 2 < τ2 < ∞. �

Следствие 2.1. Пусть 1 < τ2 < p � 2, или 1 < τ2 � 2 < p < ∞, или 2 < τ2 � p < ∞,
p < τ

(1)
j < ∞, j = 1, . . . ,m. Если f ∈ L∗

p,τ (1)(I
m) и

∞∑
sm=1

· · ·
∞∑

s1=1

m∏
j=1

s
τ2(1/β−1/τ

(1)
j )

j

(∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

)τ2
< ∞, (2.5)

то f ∈ L∗
p,τ2(I

m) и

‖f‖∗p,τ2 �
⎛
⎝ ∞∑

sm=1

· · ·
∞∑

s1=1

m∏
j=1

s
τ2(1/β−1/τ

(1)
j )

j

(∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

)τ2⎞⎠
1/τ2

.

Доказательство. Пусть 2 < τ2 < p < τ
(1)
j , j = 1, . . . ,m. Тогда согласно неравенству разных

метрик в анизотропном пространстве Лоренца (см. [23]) имеем
∞∑

sm=2

· · ·
∞∑

s1=2

m∏
j=1

s
(1/2−1/p)τ2
j

∥∥δs(f)∥∥τ2p � C

∞∑
sm=1

· · ·
∞∑

s1=1

m∏
j=1

s
τ2(1/2−1/τ

(1)
j )

j

(∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

)τ2
.

Поэтому следствие 2.1 вытекает из теоремы 2.1 при 2 < τ2 < p < τ
(1)
j < ∞, j = 1, . . . ,m. Для

случаев 1 < τ2 < p � 2 и 1 < τ2 � 2 < p < ∞ следствие было доказано в [2]. �

Теорема 2.2. Пусть 1 < p < τ
(1)
j < ∞ для j = 1, . . . ,m, β = min{2, p}. Если f ∈ L∗

p,τ (1)(I
m) и

∞∑
sm=1

· · ·
∞∑

s1=1

m∏
j=1

s
(1/p−1/τ

(1)
j )β

j

(∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

)β
< ∞, (2.6)

то f ∈ Lp(I
m) и

‖f‖p �
⎛
⎝ ∞∑

sm=1

· · ·
∞∑

s1=1

m∏
j=1

s
β(1/p−1/τ

(1)
j )

j

(∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

)β⎞⎠
1/β

.

Доказательство. Согласно неравенству разных метрик для тригонометрических полиномов в
пространстве Лоренца [23] имеем

∞∑
sm=1

· · ·
∞∑

s1=1

‖δs(f)‖βp �
∞∑

sm=1

· · ·
∞∑

s1=1

m∏
j=1

s
(1/p−1/τ

(1)
j )β

j

(‖δs(f)‖∗p,τ (1)

)β
, (2.7)

для функции f ∈ L∗
p,τ (1)(I

m). Теперь в силу условия (2.6) и известного неравенства (см., например,
[24, с. 1401], [42])

‖f‖p �
( ∞∑

sm=1

· · ·
∞∑

s1=1

‖δs(f)‖βp
)1/β

для функции f ∈ Lp(I
m), 1 < p < τ

(1)
j < ∞, из (2.7) получим утверждения теоремы. �



О ПОРЯДКАХ n-ЧЛЕННЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ ФУНКЦИЙ 9

Лемма 2.3. Пусть γ ′ = (γ′1, . . . , γ
′
m), γ = (γ1, . . . , γm) и 0 < γ′j � γj, λj ∈ R, j = 1, . . . ,m, и

α ∈ (0,∞). Тогда справедливо соотношение

sup
s∈Y m(n,γ′)

2−α〈s,γ〉
m∏
j=1

(sj + 1)λj 	 2−nαδ n

∑

j∈A
λj

,

где δ = min{γj .γ′j : j = 1, . . . ,m}, A = {j : γj .γ′j = δ, j = 1, . . . ,m}.

Доказательство. Оценка сверху следует из [4, лемма 2.1]. Докажем оценку снизу. Пусть m = 2.
Тогда по определению множества Y 2(n,γ′) имеем

In := sup
s∈Y 2(n,γ′)

2−α〈s,γ〉
2∏

j=1

(sj + 1)λj � sup
s1�(n−s2γ′

2)/γ
′
1,

0<s2<n/γ′
2

2−α〈s,γ〉
2∏

j=1

(sj + 1)λj =

= sup
0<s2<n/γ′

2

2−(n−s2γ′
2)γ1α/γ

′
1

(
n− s2γ

′
2

γ′1
γ1 + 1

)λ1

2−s2γ2α(s2 + 1)λ2 =

= 2−n(γ1/γ′
1)α sup

0<s2<n/γ′
2

2s2γ
′
2(γ1/γ

′
1−γ2/γ′

2)α(s2 + 1)λ2

(
n− s2γ

′
2

γ′1
γ1 + 1

)λ1





 2−n(γ1/γ′
1)α2n(γ1/γ

′
1−γ2/γ′

2)α

(
n

γ′1
+ 1

)λ2

sup
0<s2<n/γ′

2

(
n− s2γ

′
2

γ′1
γ1 + 1

)λ1





 2−n(γ2/γ′
2)α(n+ 1)λ2 , (2.8)

в случае γ1/γ′1 − γ2/γ
′
2 > 0. Если γ1/γ

′
1 − γ2/γ

′
2 < 0, то, рассуждая аналогично, получим

In � sup
s2�(n−s1γ′

1)/γ
′
2,

0<s1<n/γ′
1

2−α〈s,γ〉
2∏

j=1

(sj + 1)λj 
 2−n(γ1/γ′
1)α(n+ 1)λ1 .

Пусть γ1/γ
′
1 − γ2/γ

′
2 = 0. Тогда (см. формулу (2.8))

In � 2−n(γ1/γ′
1)α sup

0<s2<n/γ′
2

(s2 + 1)λ2

(
n− s2γ

′
2

γ′1
γ1 + 1

)λ1


 2−n(γ1/γ′
1)α(n+ 1)λ1+λ2 .

Лемма доказана для m = 2. Далее методом математической индукции лемму можно доказать
для m � 3. �

3. Оценки наилучшего приближения функции в пространстве Лоренца.

3.1. Оценки сверху наилучшего приближения.

Теорема 3.1. Пусть 1 < p � τ
(1)
j < +∞, j = 1, 2, . . . ,m, 1 < τ2 < p � 2 или 2 < τ2 < p < ∞

или 1 < τ2 � 2 < p < ∞, 0 < r1 = r2 = · · · = rν < rν+1 � . . . � rm и γj = rj/r1, 1 � θj � ∞,
j = 1, 2, . . . ,m.
1. Если τ2 < θj � ∞, для j = 1, 2, . . . ,m, то

E
(γ ′)
M

(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ2

� CM−r1
(
log2(M + 1)

)(ν−1)r1+
ν∑

j=2
(1/τ2−1/θj)(

log2(M + 1)
) ν∑

j=1
(1/τ2−1/τ

(1)
j )

,

где γ′ = (γ′1, . . . , γ′m), γ′j = γj, для j = 1, . . . , ν и 1 < γ′j < γj, для j = ν + 1, . . . ,m.
2. Если 1 � θj � τ2 < ∞, для j = 1, 2, . . . ,m, то

E
(γ ′)
M

(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ2

� CM−r1
(
log2(M + 1)

)(ν−1)r1( log2(M + 1)
) ν∑

j=1
(1/τ2−1/τ

(1)
j )

. (3.1)
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Доказательство. Сначала докажем вложение Sr
p,τ (1),θ

B ⊂ L∗
p,τ2(I

m). Пусть f ∈ Sr
p,τ (1),θ

B. Если
1 < τ2 < θj < ∞, j = 1, . . . ,m, то пользуясь следствием 2.1 и неравенством Гельдера, при
ηj = θj/τ2, 1/ηj + 1/η′j = 1, j = 1, . . . ,m, получим

‖f‖∗p,τ2 �

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2sjrj
∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lθ

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2−sjrjs
1/τ2−1/τ

(1)
j

j

⎫⎬
⎭

s∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lε

, (3.2)

где ε = (ε1, . . . , εm), εj = τ2η
′
j , j = 1, 2, . . . ,m.

Если θj = ∞ для j = 1, 2, . . . ,m, то по следствию 2.1 будем иметь

‖f‖∗p,τ2 �

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2−sjrjs
1/τ2−1/τ

(1)
j

j

⎫⎬
⎭

s∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lτ2

sup
s∈Zm

+

m∏
j=1

2sjrj ‖δs(f)‖∗p,τ (1) . (3.3)

Пусть 1 � θj � τ2 < ∞, j = 1, 2, . . . ,m. Применяя неравенство Йенсена (см. [20, гл. 3, лемма 3.3])
получим

‖f‖∗p,τ2 �
∥∥∥∥{2〈s,r〉 ‖δs(f)‖∗p,τ (1)

}
s∈Zm

+

∥∥∥∥
lτ2

. (3.4)

Из неравенств (3.2)–(3.4) следует, что Sr
p,τ (1),θ

B ⊂ L∗
p,τ2(T

m).
Пусть f ∈ Sr

p,τ (1),θ
B, 1 � τ2 < p � 2. Для числа M ∈ N выберем такое натуральное число n,

что M 	 2nnν−1. Рассмотрим частичную сумму

Sγ′
n (f,x) =

∑
k∈Qγ

n

ak(f)e
i〈k,x〉

ряда Фурье функции f . Применяя (3.2) к функции f − Sγ′
n (f) ∈ L∗

p,τ2(I
m), получим

∥∥∥f − Sγ′
n (f)

∥∥∥∗
p,τ2

�

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

s
1/τ2−1/τ

(1)
j

j

∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Y m(γ ′,n)

∥∥∥∥∥∥∥
lτ2

. (3.5)

Пусть 1 < τ2 < θj < ∞, j = 1, . . . ,m. Тогда применяя неравенство Гельдера, при ηj = θj/τ2,
1/ηj + 1/η′j = 1, j = 1, . . . ,m, и [33, лемма 3], при λj = 1/τ2 − 1/τ

(1)
j , j = 1, . . . ,m, имеем

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

s
1/τ2−1/τ

(1)
j

j

∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Y m(γ′,n)

∥∥∥∥∥∥∥
lτ2

�

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2sjrj ‖δs(f)‖∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lθ

×

×

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2−sjrjs
1/τ2−1/τ

(1)
j

j

⎫⎬
⎭

s∈Y m(γ ′,n)

∥∥∥∥∥∥∥
lε

�

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2sjrj
∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lθ

×

× 2−nr1n

ν∑

j=1
(1/τ2−1/τ

(1)
j )+

ν∑

j=2
1/εj

, (3.6)

где εj = τ2η
′
j ,

1

εj
=

1

τ2η
′
j

=
1

τ2
− 1

θj
, j = 1, 2, . . . ,m.

Если θj = ∞, для j = 1, 2, . . . ,m, то, пользуясь леммой 2.1,
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∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

s
1/τ2−1/τ

(1)
j

j

∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Y m(γ′,n)

∥∥∥∥∥∥∥
lτ2

�

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2−sjrjs
1/τ2−1/τ

(1)
j

j

⎫⎬
⎭

s∈Y m(γ′,n)

∥∥∥∥∥∥∥
lτ2

×

× sup
s∈Zm

+

2〈s,r〉
∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1) � 2−nr1n

ν∑

j=1
(1/τ2−1/τ

(1)
j )+ν−1/τ2

(3.7)

для функции f ∈ Sr
p,τ (1),θ

B.
Теперь из (3.5), (3.6) и (3.7) следует, что

∥∥∥f − S(γ′)
n (f)

∥∥∥∗
p,τ2

� 2−nr1n

ν∑

j=1
(1/τ2−1/τ

(1)
j )+

ν∑

j=2
(1/τ2−1/θj)

в случае τ2 < θj � ∞, j = 1, 2, . . . ,m для функции f ∈ Sr
p,τ (1),θ

B. Отсюда получается оценка

E(γ ′)
n

(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ2

� 2−nr1n

ν∑

j=1
(1/τ2−1/τ

(1)
j )+

ν∑

j=2
(1/τ2−1/θj)

(3.8)

в случае τ2 < θj � ∞, j = 1, 2, . . . ,m.
Пусть 1 � θj � τ2 < ∞, j = 1, 2, . . . ,m. Тогда, пользуясь неравенством Йенсена (см. например

[20, гл. 3, лемма 3.3]) и леммой 3 из [33], получим∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

s
1/τ2−1/τ

(1)
j

j

∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Y m(γ′,n)

∥∥∥∥∥∥∥
lτ2

�

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

s
1/τ2−1/τ

(1)
j

j

∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Y m(γ ′,n)

∥∥∥∥∥∥∥
lθ

�

�

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2sjrj
∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lθ

sup
s∈Y m(γ′,n)

m∏
j=1

2−sjrjs
1/τ2−1/τ

(1)
j

j �

�

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2sjrj
∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lθ

2−nr1n

ν∑

j=1
(1/τ2−1/τ

(1)
j )

.

Поэтому из неравенства (3.5) следует

E(γ ′)
n

(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ2

� 2−nr1n

ν∑

j=1
(1/τ2−1/τ

(1)
j )

(3.9)

в случае 1 � θj � τ2 < ∞, j = 1, 2, . . . ,m.
Далее, учитывая, что M 	 2nnν−1, из неравенств (3.8) и (3.9) получим утверждения теоремы

в случае 1 � τ2 < p � 2.
Пусть 2 < τ2 < p < ∞ или 1 < τ2 � 2 < p < ∞. Тогда β = 2 и, применяя следствие 2.1 к

функции f − Sγ′
n (f) ∈ L∗

p,τ2(T
m) получим

∥∥∥f − Sγ′
n (f)

∥∥∥∗
p,τ2

�
⎛
⎝ ∑

〈s,γ′〉�n

m∏
j=1

s
(1/2−1/τ

(1)
j )τ2

j

(∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

)τ2⎞⎠
1/τ2

. (3.10)

Если τ2 < θj < ∞, j = 1, . . . ,m, то, применяя неравенство Гельдера при

ηj =
θj
τ2
,

1

ηj
+

1

η′j
= 1, j = 1, . . . ,m,

и лемму 2.1, при λj = 1τ2 − 1/τ
(1)
j , j = 1, . . . ,m, имеем
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∥∥∥f − Sγ′
n (f)

∥∥∥∗
p,τ2

�

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2sjrj
∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lθ

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2−sjrjs
1/2−1/τ

(1)
j

j

⎫⎬
⎭

s∈Y m(γ′,n)

∥∥∥∥∥∥∥
lε

�

�

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2sjrj
∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lθ

× 2−nr1n

ν∑

j=1
(1/2−1/τ

(1)
j )+

ν∑

j=2
(1/τ2−1/θj)

, (3.11)

где εj = τ2η
′
j , j = 1, 2, . . . ,m.

Если θj = ∞ для j = 1, 2, . . . ,m, то, пользуясь [33, лемма 3], из (3.10) получим для функции
f ∈ Sr

p,τ (1),θ
B

∥∥∥f − Sγ′
n (f)

∥∥∥∗
p,τ2

� sup
s∈Zm

+

2〈s,r〉
∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)2

−nr1n

ν∑

j=1
(1/2−1/τ

(1)
j )+ν−1/τ2

. (3.12)

Пусть 1 � θj � τ2 < ∞, j = 1, 2, . . . ,m. Тогда, пользуясь неравенством Йенсена и [33, лемма 3],
из (3.10) выводим

∥∥∥f − Sγ′
n (f)

∥∥∥∗
p,τ2

�

∥∥∥∥∥∥∥
⎧⎨
⎩

m∏
j=1

2sjrj
∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

⎫⎬
⎭

s∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lθ

2−nr1n

ν∑

j=1
(1/2−1/τ

(1)
j )

. (3.13)

Теперь учитывая, что M 	 2nnν−1, из неравенств (3.11)–(3.13) нетрудно получить утверждения
теоремы в случае 2 < τ2 < p < ∞ или 1 < τ2 � 2 < p < ∞. �

Замечание 3.1. В случае θ1 = · · · = θm = θ и γ′ = γ теорема 3.1 доказана в [22].

3.2. Оценки снизу наилучшего приближения. Докажем оценку снизу во втором утверждении
теоремы 3.1.

Теорема 3.2. Пусть 1 < pj < ∞, 1 < τ
(2)
j < τ

(1)
j < +∞, j = 1, 2, . . . ,m, 0 < r1 = r2 = · · · =

rν < rν+1 � . . . � rm и γj = rj/r1, 1 � θj � ∞, j = 1, 2, . . . ,m. Если 1 � θj � τ
(2)
j < ∞ для

j = 1, 2, . . . ,m, то

E
(γ ′)
M

(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ (2) 
 M−r1

(
log2(M + 1)

)(ν−1)r1(
log2(M + 1)

) ν∑

j=1
(1/τ2−1/τ

(1)
j )

.

Доказательство. Выберем такое n ∈ N, что M 	 2nnν−1. Пусть 1 � θj � τ2 < ∞, j = 1, 2, . . . ,m,
и вектор s̃ удовлетворяет условию 〈s̃,γ ′〉 � n. Рассмотрим функцию

f1(x) =
m∏
j=1

2−s̃jrj s̃j
−1/τ

(1)
j

∑
k∈ρ(s̃)

m∏
j=1

(
nj − 2s̃j−1 + 1

)1/pj−1
ei〈k,x〉.

Тогда в силу соотношения∥∥∥∥∥∥
∑

k∈ρ(s)

m∏
j=1

(
kj − 2sj−1 + 1

)1/pj−1
ei〈k,x〉

∥∥∥∥∥∥
∗

p,τ (1)

	
m∏
j=1

s
1/τ

(1)
j

j (3.14)

при 1 < pj < +∞, 1 < τ
(1)
j < +∞, j = 1, . . . ,m (см. [2]), имеем

∥∥δs̃(f1)∥∥∗p,τ (1) 	
m∏
j=1

2−s̃jrj .
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Если s 
= s̃, то
∥∥δs(f1)∥∥∗p,τ (1) = 0. Поэтому∥∥∥∥{2〈s,r〉 ‖δs (f1)‖∗p,τ (1)

}
s∈Zm

+

∥∥∥∥
lθ

� C1.

Следовательно, функция C−1
1 f1 ∈ Sr

p,τ (1),θ
B. Так как 〈s̃,γ ′〉 � n, то, учитывая определение наи-

лучшего приближения и соотношение (3.11), имеем

E
Qγ′

n

(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ (2) � E

Qγ′
n
(f1)p,τ (2) = C−1‖f1‖∗p,τ (2) 


m∏
j=1

2−s̃jrj s̃j
1/τ

(2)
j −1/τ

(1)
j .

Значит,

E
Qγ′

n

(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ (2) � C sup

s∈Y m(γ′,n)

m∏
j=1

2−sjrjs
1/τ

(2)
j −1/τ

(1)
j

j .

Теперь, пользуясь леммой 2.3 и учитывая, что M 	 2nnν−1, отсюда получим

E
(γ ′)
M

(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ (2) 
 M−r1

(
log2(M + 1)

)(ν−1)r1( log2(M + 1)
) ν∑

j=1
(1/τ

(2)
j −1/τ

(1)
j )

,

в случае 1 � θj � τ2 < ∞, j = 1, 2, . . . ,m. �

Замечание 3.2. В случае pj = p, τ (2)j = τ2, θj = θ, j = 1, 2, . . . ,m, из теоремы 3.2 следует

точность оценки второго утверждения в теореме 3.1. Оценка снизу величины E
(γ ′)
M

(
Sr
p,τ (1),θ

)
p,τ2

при 1 < p < τ
(1)
j < ∞, j = 1, 2, . . . ,m, max{2, p} < τ2 < ∞ следует из [2, теорема 4].

Теорема 3.3. Пусть 1 < p < τ
(1)
j < +∞, 1 � θj � ∞, j = 1, 2, . . . ,m, и β = min{2, p},

0 < r1 = r2 = · · · = rν < rν+1 � . . . � rm. Тогда

M−r1
(
log2(M + 1)

)(ν−1)r1+
ν∑

j=2
(1/μ−1/θj )+(

log2(M + 1)
) ν∑

j=1
(1/p−1/τ

(1)
j )

� E
(γ ′)
M

(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p
�

� M−r1
(
log2(M + 1)

)(ν−1)r1+
ν∑

j=2
(1/β−1/θj )+(

log2(M + 1)
) ν∑

j=1
(1/p−1/τ

(1)
j )

,

где a+ = max{0, a}.

Доказательство. Для доказательства правого неравенства в этой теореме, как и в теореме 3.1
рассматриваются случаи 1 � θj � β < ∞ и 1 < β < θj � ∞, j = 1, 2, . . . ,m, и применяется
теорема 2.2.
Для доказательства левого неравенства рассмотрим функцию

f2(x) = n
−

m∑

j=2
1θj ∑

〈s,γ〉=n

m∏
j=1

2−sjrjs
−1/τ

(1)
j

j

∑
k∈ρ(s)

m∏
j=1

(
kj − 2sj−1 + 1

)1/p−1
ei〈k,x〉.

В силу непрерывности f2 ∈ L∗
p,τ (1)(I

m). Далее, в силу соотношения (3.14) и леммы 2.2 получим

∥∥∥∥{2〈s,r〉∥∥δs(f2)∥∥∗p,τ (1)

}
s∈Zm

+

∥∥∥∥
lθ

� n
−

m∑

j=2
1/θj ∥∥{1}〈s,γ〉=n

∥∥
lθ

� C2.

Таким образом, функция F2 = C−1
2 f2 ∈ Sr

p,τ (1),θ
B. Известно, что

( ∞∑
sm=1

· · ·
∞∑

s1=1

∥∥δs(f)∥∥μp
)1/μ

� ‖f‖p
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для функции f ∈ Lp(I
m), 1 < p < ∞, μ = max{2, p}. Пользуясь этим неравенством, определением

наилучшего приближения функции, леммой 2.2 и соотношением (3.11) при τ
(1)
j = pj = p, j =

1, . . . ,m, получим

EQγ
n

(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p
� EQγ

n
(F2)p = ‖F2‖p 
 n

−
m∑

j=2
1/θj

⎛
⎝ ∑

〈s,γ〉=n

m∏
j=1

2−sjrjs
(1/p−1/τ

(1)
j )μ

j

⎞
⎠

1/μ





 n
−

m∑

j=2
1θj

2−nr1n

m∑

j=1
(1/p−1/τ

(1)
j )+m−1/μ

.

Выбирая натуральное число n так, чтобы M 	 2nnm−1 и учитывая, что 1 � ν � m, отсюда
получим справедливость левого неравенства в утверждении теоремы. �

Замечание 3.3. В случае p = 2 < τ
(1)
j < ∞, θj = θ, для j = 1, 2, . . . ,m, из теоремы 3.3 следует

точность оценки в первом утверждении теоремы 3.1.

4. Оценки наилучших M-членных приближений в пространстве Лоренца.

Теорема 4.1. Пусть 1 < p � τ
(1)
j < +∞, j = 1, 2, . . . ,m, 1 < τ2 < p � 2, или 2 < τ2 < p < ∞,

или 1 < τ2 � 2 < p < ∞, 0 < r1 = r2 = · · · = rν < rν+1 � . . . � rm, 1 � θ � ∞, β = min{2, τ2}.
1. Если 1 < τ2 � θ � ∞ и r1 > 0 или 1 � θ � τ2 < ∞ и r1 > 1/θ − 1/τ2, то

eM
(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ2

� M−r1
(
log2(M + 1)

)(ν−1)(r1+1/β−1/θ)(
log2(M + 1)

) ν∑

j=1
(1/τ2−1/τ

(1)
j )

.

2. Если 1 � θ � τ2 < ∞ и 0 < r1 < 1/θ − 1/τ2, то

eM
(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ2

� CM−r1
(
log2(M + 1)

)(ν−1)r1( log2(M + 1)
) ν∑

j=1
(1/τ2−1/τ

(1)
j )

.

Доказательство. Для числа M ∈ N существует такое натуральное число n, что M 	 2nnν−1.
Рассмотрим частичную сумму

Sγ′
n (f,x) =

∑
k∈Qγ

n

ak(f)e
i〈k,x〉

ряда Фурье функции f . Положим n0 = n+ (ν − 1) log n.
Для функции f ∈ Sr

p,τ (1),θ
B, 1 < τ2 < p � 2, приближающий полином P (ΩM ,x) будем строить

в виде
P (ΩM ,x) = Rn(x) +Q(x),

где Rn(x) = Sγ ′
n (f,x), а полином Q(x) построим в процессе доказательства.

Для натурального числа l положим

Sl =

⎛
⎝ ∑

l�〈s,γ′〉<l+1

2〈s,r〉θ
∥∥δs(f)∥∥θp,τ (1)

⎞
⎠

1/θ

, m∗
l =

[
2nnν−12−lSθ

l

]
+ 1,

где [a]—целая часть числа a. Рассмотрим полином

R∗(x) =
[n0]+1∑
l=n

∑
l�〈s,γ′〉<l+1

δs(f,x) (4.1)

и каждому натуральному числу l ∈ [n, [n0] + 1] сопоставим m∗
l «блоков» из внутренней суммы

в (4.1) с наибольшими значениями

‖δs(f)‖∗p,τ (1)

m∏
j=1

s
1/β−1/τ

(1)
j

j (4.2)

(см. [29]). Множество таких s обозначим символом Gl.
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Пусть αi(f, l), i = 1, 2, . . . ,m∗
l , — числа (4.2), переставленные в убывающем порядке, для кото-

рых блоки δs(f,x) входят в сумму (4.1). Сумму полученных таким образом «блоков» δs(f,x) по
всем l ∈ [n, n0) обозначим Q(x).
Докажем, что количество гармоник K, которые образуют полином P (ΩM ,x), не превышает по

порядку M . Действительно,

K � 2nnν−1 +

[n0]+1∑
l=n

2lm∗
l � 2nnν−1 + 2nnν−1

[n0]+1∑
l=n

∑
l�〈s,γ′〉<l+1

2〈s,r〉θ
∥∥δs(f)∥∥θp,τ (1) �

� 2nnν−1 + 2nnν−1
∑
s∈Z+

2〈s,r〉θ
∥∥δs(f)∥∥θp,τ (1) � 2nnν−1 << M.

По свойству нормы

∥∥f − P (ΩM )
∥∥∗
p,τ2

�

∥∥∥∥∥∥f −
∑

〈s,γ′〉<n0

δs(f)

∥∥∥∥∥∥
∗

p,τ2

+ ‖R∗ −Q‖p,τ (2) = J1 + J2. (4.3)

Пользуясь следствием из теоремы 2.1, получим

J1 =
∥∥∥f − Sγ′

n (f)
∥∥∥∗
p,τ2

�
⎛
⎝ ∑

〈s,γ′〉�n0

m∏
j=1

s
(1/β−1/τ

(1)
j )τ2

j

(∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

)τ2

⎞
⎠

1/τ2

. (4.4)

Если 1 � θ � τ2 < ∞, то согласно неравенству Йенсена из (4.4) получим

J1 �
⎛
⎝ ∑

〈s,γ′〉�n0

2〈s,r〉τ2
(∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

)τ2⎞⎠
1/τ2

sup
〈s,γ′〉�n0

m∏
j=1

2−sjrjs
1/β−1/τ

(1)
j

j ×

×
⎛
⎝ ∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
(∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

)θ⎞⎠
1/θ

sup
〈s,γ′〉�n0

m∏
j=1

2−sjrjs
1/β−1/τ

(1)
j

j . (4.5)

Согласно [4, лемма 2.1] имеет место неравенство

sup
〈s,γ′〉�n0

m∏
j=1

2−sjrjs
1/β−1/τ

(1)
j

j � 2−n0r1n

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

0 . (4.6)

Из неравенств (4.5) и (4.6) получим

J1 � 2−n0r1n

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

0 .

Учитывая, что n0 = n+ (ν − 1) log n и M 	 2nnν−1, отсюда получим

J1 �
(
2nnν−1

)−r1(n + 1)

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

� M−r1
(
log(M + 1)

) ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

(4.7)

для функции f ∈ Sr
p,τ (1),θ

B при 1 � θ � τ2 < ∞.
Оценим J2. Снова пользуясь следствием теоремы 2.1 и определением чисел αi(f, l) будем иметь
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J2 = ‖R∗ −Q‖p,τ2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
[n0]+1∑
l=n

∑
l�〈s,γ′〉<l+1,

s/∈Gl

2〈s,r〉θδs(f)

∥∥∥∥∥∥∥∥

θ

p,τ2

�

� C

⎛
⎜⎜⎝

[n0]+1∑
l=n

∑
l�〈s,γ′〉<l+1,

s/∈Gl

m∏
j=1

s
(1/β−1/τ

(1)
j )τ2

j

(∥∥δs(f)∥∥∗p,τ (1)

)τ2

⎞
⎟⎟⎠

1/τ2

= C

⎛
⎝[n0]+1∑

l=n

∑
i>m∗

l

ατ2
i (f, l)

⎞
⎠

1/τ2

.

(4.8)

В силу неравенства

αi(f, l) � Ci−1/θ 2−lr1 l

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

Sl,

справедливого для i = 1, . . . , m̃l, где m̃l —количество элементов множества σl =
{
s ∈ Z

m
+ :

l � 〈s,γ ′〉 < l + 1
}
(см. доказательство в [25, с. 92]), и учитывая, что θ < τ2, находим

J2 � C

⎛
⎝[n0]+1∑

l=n

∑
i>m∗

l

⎛
⎝i−1/θ 2−lr1 l

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

Sl

⎞
⎠

τ2⎞⎠
1/τ2

=

= C

⎛
⎝[n0]+1∑

l=n

2−lr1τ2 l

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )τ2

Sτ2
l

∑
i>m∗

l

i−τ2/θ

⎞
⎠

1/τ2

�

� C

⎛
⎝[n0]+1∑

l=n

2−lr1τ2 l

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )τ2

Sτ2
l (m∗

l )
1−τ2/θ

⎞
⎠

1/τ2

. (4.9)

Теперь, подставляя значения чисел m∗
l из (4.9), получим

J2 � C

⎛
⎝[n0]+1∑

l=n

2−lr1τ2 l

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )τ2

Sτ2
l

(
2nnν−12−lSθ

l

)1−τ2/θ

⎞
⎠

1/τ2

�

� C
(
2nnν−1

)1/τ2−1/θ

⎛
⎝[n0]+1∑

l=n

2−l(r1+1/τ2−1/θ)τ2 l

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )τ2

Sθ
l

⎞
⎠

1/τ2

. (4.10)

Если θ < τ2, то 1/τ2 − 1/θ < 0. Поэтому, если r1 + 1/τ2 − 1/θ > 0, то получим

J2 � C
(
2nnν−1

)1/τ2−1/θ
2−n(r1+1/τ2−1/θ) n

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

⎛
⎝[n0]+1∑

l=n

Sθ
l

⎞
⎠

1/τ2

=

= C
(
2nnν−1

)1/τ2−1/θ
2−n(r1+1/τ2−1/θ) n

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

⎛
⎝[n0]+1∑

l=n

∑
l�〈s,γ′〉<l+1

2〈s,r〉θ
∥∥δs(f)∥∥θp,τ (1)

⎞
⎠

1/τ2

�

� C · 2−nr1 n(ν−1)(1/τ2−1/θ) n

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

⎛
⎝ ∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥∥δs(f)∥∥θp,τ (1)

⎞
⎠

1/τ2

(4.11)

для функции f ∈ Sr
p,τ (1),θ

B, 1 � θ < τ2 < ∞ и r1 + 1/τ2 − 1/θ > 0.
Если r1 + 1/τ2 − 1/θ < 0, то из оценки (4.10) получим
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J2 � C
(
2nnν−1

)1/τ2−1/θ
2−n0(r1+1/τ2−1/θ) n

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

0

⎛
⎝[n0]+1∑

l=n

Sθ
l

⎞
⎠

1/τ2

�

� C
(
2nnν−1

)1/τ2−1/θ
2−n0(r1+1/τ2−1/θ) n

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

0

⎛
⎝ ∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥∥δs(f)∥∥θp,τ (1)

⎞
⎠

1/τ2

. (4.12)

Так как согласно выбору числа n0 верно равенство

2−n0(r1+1/τ2−1/θ) =
(
2nnν−1

)−(r1+1/τ2−1/θ)
,

то из (4.12) следует, что

J2 � C
(
2nnν−1

)−r1(n+ (ν − 1) log n
) ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

⎛
⎝ ∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥∥δs(f)∥∥θp,τ (1)

⎞
⎠

1/τ2

.

Таким образом,

J2 � C
(
2nnν−1

)−r1 n

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

(4.13)
для функции f ∈ Sr

p,τ (1),θ
B, 1 � θ < τ2 < ∞ и 0 < r1 < 1/θ − 1/τ2.

Теперь из неравенств (4.3), (4.7) и (4.11) получим∥∥f − P (ΩM )
∥∥∗
p,τ2

�

� C

⎧⎨
⎩M−r1

(
log(M + 1)

) ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

+ 2−nr1 n(ν−1)(1/τ2−1/θ) n

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

⎫⎬
⎭ �

� CM−r1
(
log(M + 1)

)(ν−1)(r1+1/τ2−1/θ)(
log(M + 1)

) ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

для функции f ∈ Sr
p,τ (1),θ

B в случае 1 � τ2 � p � 2, 1 � θ < τ2 < ∞ и r1 + 1/τ2 − 1/θ > 0.
Следовательно,

eM
(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ2

� CM−r1
(
log(M + 1)

)(ν−1)(r1+1/τ2−1/θ)(
log(M + 1)

) ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

в случае 1 � θ < τ2 < ∞ и r1 + 1/τ2 − 1/θ > 0.
Далее из неравенств (4.3), (4.7) и (4.13) находим

∥∥f − P (ΩM )
∥∥∗
p,τ2

� C

⎧⎨
⎩M−r1

(
log(M + 1)

) ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

+
(
2nnν−1

)−r1 n

ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

⎫⎬
⎭ �

� CM−r1
(
log(M + 1)

) ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

для функции f ∈ Sr
p,τ (1),θ

B, 1 � θ < τ2 < ∞ и 0 < r1 < 1/θ − 1/τ2. Следовательно,

eM
(
Sr
p,τ (1),θ

B
)
p,τ2

� CM−r1
(
log(M + 1)

) ν∑

j=1
(1/β−1/τ

(1)
j )

в случае 1 � θ < τ2 < ∞ и 0 < r1 < 1/θ − 1/τ2. �

Замечание 4.1. Так как в случае 1 � θ < τ2 < ∞, имеем r1 + 1/τ2 − 1/θ < r1, то оценка в
первом пункте теоремы 4.1 лучше, чем оценка (3.1) в теореме 3.1 при θ1 = . . . = θm = θ.

Основные результаты статьи были представлены в докладе на Международной Воронежской
зимней математической школе (27 января — 1 февраля 2023 г.; см. [5]).
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