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3. Тензорные инварианты геодезических, потенциальных и диссипативных
систем на касательном расслоении четырехмерного многообразия

Введение. В данном разделе представлены тензорные инварианты (дифференциальные фор-
мы) для однородных динамических систем на касательных расслоениях к гладким четырехмер-
ным многообразиям. Показана связь наличия данных инвариантов и полным набором первых
интегралов, необходимых для интегрирования геодезических, потенциальных и диссипативных
систем. При этом вводимые силовые поля делают рассматриваемые системы диссипативными с
диссипацией разного знака и обобщают ранее рассмотренные.
Как показано ранее, задача о движении пятимерного маятника на обобщенном сферическом

шарнире в неконсервативном поле сил, которое можно образно описать, как «поток набегающей
среды, заполняющей объемлющее пятимерное пространство», приводит к динамической систе-
ме на касательном расслоении к четырехмерной сфере, при этом метрика специального вида на
ней индуцирована дополнительными группами симметрий. Динамические системы, описываю-
щие движение такого маятника, обладают знакопеременной диссипацией, полный список первых
интегралов состоит из трансцендентных (т.е. имеющих существенно особые точки) функций, вы-
ражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.
Такое же фазовое пространство естественно возникает в задаче о движении точки по четырех-

мерной сфере с индуцированной метрикой объемлющего пятимерного пространства. Отметим
также задачи о движении точки по более общим четырехмерным поверхностям вращения, в про-
странстве Лобачевского (например, в модели Клейна) и т. д. Полученные результаты особенно
важны в смысле присутствия в системе именно неконсервативного поля сил.
Важные частные случаи систем с четырьмя степенями свободы с неконсервативным полем сил

рассматривались в работах автора [53, 55]. Настоящее исследование распространяет результаты
этих работ на более широкий класс динамических систем.
В данной работе для рассматриваемого класса динамических систем представлены полные

наборы инвариантных дифференциальных форм фазового объема для однородных систем на
касательных расслоениях к гладким четырехмерным многообразиям (об аналогичных исследо-
ваниях для систем меньшей размерности см. [16]). Показана связь наличия данных инвариантов
с полным набором первых интегралов, необходимых для интегрирования геодезических, потен-
циальных и диссипативных систем. При этом вводимые силовые поля вносят в рассматриваемые
системы диссипацию разного знака и обобщают ранее рассмотренные.
Сначала изучается задача геодезических, включающая, в частности, геодезические на сфе-

ре и других поверхностях вращения, четырехмерного пространства Лобачевского. Указываются
достаточные условия интегрируемости уравнений геодезических. Затем в системы добавляется
потенциальное поле сил специального вида, также указываются достаточные условия интегри-
руемости рассматриваемых уравнений, на классах задач, аналогичных рассмотренным ранее.
В заключение рассматривается усложнение задачи, возникающее в результате добавления некон-
сервативного поля сил со знакопеременной диссипацией. Указываются достаточные условия ин-
тегрируемости.
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3.1. Инварианты систем геодезических на касательном расслоении к четырехмер-
ному многообразию.

3.1.1. Координаты на касательном расслоении и коэффициенты связности. Рассмотрим глад-
кое четырехмерное риманово многообразие M4{α, β} с координатами (α, β), β = (β1, β2, β3), ри-
мановой метрикой gij(α, β), порождающей аффинную связность Γi

jk(α, β), и изучим структуру
уравнений геодезических линий на касательном расслоении TM4{α̇, β̇1, β̇2, β̇3;α, β1, β2, β3} при
изменении координат на нем. Для этого рассмотрим далее достаточно общий случай задания
новых кинематических соотношений в следующем виде:

α̇ = z4f4(α), β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1), β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2), (3.1.1)

где f1(α), . . ., f4(α), g1(β1), g2(β1), h(β2)—достаточно гладкие функции, не равные тождествен-
но нулю. Такие координаты z1, . . . , z4, в касательном пространстве вводятся тогда, когда рас-
сматриваются уравнения геодезических, например, с тринадцатью ненулевыми коэффициентами
связности (в частности, на расслоении четырехмерных поверхностей вращения, пространства
Лобачевского и т. д.):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 = 0,

β̈3 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 = 0;

(3.1.2)

остальные коэффициенты связности равны нулю.
В случае кинематических соотношений (3.1.1) необходимые соотношения, их дополняющие на

касательном расслоении TM4{z4, . . . , z1;α, β1, β2, β3}, примут вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ż1 = −f4(α)

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z1z4−

− f1(α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

z1z3 − f2(α)g1(α)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

z1z2,

ż2 = −f4(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z2z4−

− f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

z2z3 − f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β)z

2
1 ,

ż3 = −f4(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z3z4−

− f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
2 − f2

3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)z

2
1 ,

ż4 = −f4(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]

z24 −
f2
1 (α)

f4(α)
Γα
11(α, β)z

2
3−

− f2
2 (α)

f4(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
2 − f2

3 (α)

f4(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)z

2
1 ,

(3.1.3)

и уравнения геодезических (3.1.2) после соответствующего выбора кинематических соотно-
шений (3.1.1) почти всюду эквивалентны составной системе (3.1.1), (3.1.3) на многообразии
TM4{z4, . . . , z1; α, β1, β2, β3} с новой частью координат z1, . . . , z4 на касательном пространстве.
Отметим ряд задач, приводящих к уравнениям (3.1.2) (к системе (3.1.1), (3.1.3)).
(a) Системы на касательном расслоении к четырехмерной сфере. Здесь необходимо выделить

два случая метрик на сфере. Один случай — метрика, индуцированная евклидовой мет-
рикой объемлющего пятимерного пространства. Такая метрика естественна для изучения
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задачи о движении точки по такой сфере. Второй случай— приведенная метрика, индуци-
рованная группами симметрий, характерных для движения динамически симметричного
пятимерного твердого тела.

(b) Системы на касательных расслоениях более общих четырехмерных поверхностей вращения.
(c) Системы на касательном расслоении четырехмерного пространства Лобачевского в модели

Клейна.
Отметим, что в [72, 73] рассмотрены примеры систем геодезических на касательном расслоении
четырехмерной сферы с различными метриками, а в [7] — примеры систем геодезических на рас-
слоении четырехмерных поверхностей вращения и пространства Лобачевского.

3.1.2. О количествах «неизвестных» функций и условий, на них накладываемых. Если рас-
сматривать общие уравнения геодезических на касательном расслоении четырехмерного гладкого
многообразия, то количество разных ненулевых коэффициентов связности, вообще говоря, будет
равно n2(n+1)/2 при n = 4, т.е. 40 коэффициентов. Как видно из этого, общая задача интегриро-
вания уравнений геодезических очень сложна. К данному количеству коэффициентов связности
добавляются еще функции (в нашем случае f1(α), . . ., f4(α), g1(β1), g2(β1), h(β2) из (3.1.1)), опре-
деляющие координаты на касательном расслоении.
Поэтому, как было отмечено ранее, ограничимся тринадцатью (т.е. n(n − 1) + 1 при n = 4)

ненулевыми коэффициентами связности, формирующими уравнения геодезических (3.1.2). При
этом по такому количеству выбирается и количество функций, определяющих координаты на
касательном расслоении — их число равно 7 (т.е. n(n−1)/2+1 при n = 4). Таким образом, имеем
20 функций, характеризующих исключительно геометрию фазового многообразия и координаты
на нем.
Каково же количество B(4) накладываемых алгебраических и дифференциальных условий на

имеющиеся A(4) = 20 функций (A(n) = 3n(n − 1)/2 + 2 при n = 4)? Данные условия являются
достаточными для полного интегрирования уравнений геодезических. Понятно, что таких функ-
циональных условий должно быть меньше 20, иначе задача не имеет смысла. Вопрос — на сколько
меньше, потому что чем меньше число B(4), тем больше разность A(4)−B(4), и тем больше си-
стем уравнений геодезических допускают полный набор инвариантов для их интегрирования.
В данной работе будем накладывать B(4) = 16 условий на имеющиеся A(4) = 20 функций.

Число B(4) складывается из трех слагаемых: B(4) = B1(4) + B2(4) + B3(4). Число B1(4) равно
количеству условий, накладываемых на функции f1(α), . . . , f4(α), g1(β1), g2(β1), h(β2), а именно,

f1(α) ≡ f2(α) ≡ f3(α) =: f(α), g1(β1) ≡ g2(β1) =: g(β1), (3.1.4)

т.е. B1(4) = 3 (в общем случае B1(n) = (n− 1)(n− 2)/2). Число B2(4) равно количеству условий,
накладываемых на коэффициенты связности, а именно,

Γ1
α1(α, β) ≡ Γ2

α2(α, β) ≡ Γ3
α3(α, β) ≡ Γ1(α),

Γ2
12(α, β) ≡ Γ3

13(α, β) ≡ Γ2(β1), Γ3
23(α, β) ≡ Γ3(β2),

(3.1.5)

т.е. B2(4) = 6 (в общем случае B2(n) = n(n − 1)/2). Число B3(4) равно количеству алгебраиче-
ских и дифференциальных условий, накладываемых и на функции f1(α), . . . , f4(α), g1(β1), g2(β1),
h(β2), и на коэффициенты связности, а именно,

f2
4 (α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β) ≡ 0, (3.1.6a)

f2
4 (α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

α
22(α, β) ≡ 0, (3.1.6b)

f2
4 (α)

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β) ≡ 0, (3.1.6c)

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

1
22(α, β) ≡ 0, (3.1.6d)
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f2
1 (α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β) ≡ 0, (3.1.6e)

f2
2 (α)g

2
1(β1)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
2
33(α, β) ≡ 0, (3.1.6f)

Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

≡ 0, (3.1.6g)

т.е. B3(4) = 7 (в общем случае B3(n) = n(n− 1)/2 + 1). Видно, что в общем случае

B(n) = B1(n) +B2(n) +B3(n) =

=
(n− 1)(n − 2)

2
+

n(n− 1)

2
+

n(n− 1)

2
+ 1 = (n− 1)2 +

n(n− 1)

2
+ 1;

при этом

A(n)−B(n) =
3n(n− 1)

2
+ 2− (n− 1)2 − n(n− 1)

2
− 1 = n,

что говорит об увеличении количества «произвольных» функций по сравнению с условиями,
накладываемыми на них, ровно на n—размерность рассматриваемого риманова многообразия.
В нашем случае A(4) −B(4) = 4.

Замечание 3.1. Пусть выполнены условия (3.1.4), (3.1.5), при этом реализуется система диф-
ференциальных равенств (3.1.6). Тогда справедливы следующие семь (n(n− 1)/2 + 1 при n = 4)
тождеств:

Γα
11(α, β) ≡ Γα

11(α), Γα
22(α, β) ≡ Γα

22(α, β1), Γα
33(α, β) ≡ Γα

33(α, β1, β2), (3.1.7a)

Γ1
22(α, β) ≡ Γ1

22(β1), Γ1
33(α, β) ≡ Γ1

33(β1, β2), (3.1.7b)

Γ2
33(α, β) ≡ Γ2

33(β2), (3.1.7c)
Γα
αα(α, β) ≡ Γα

αα(α), (3.1.7d)

а также три (т.е. (n− 1)(n − 2)/2 при n = 4) тождества

Γα
11(α) ≡ g2(β1)Γ

α
22(α, β1) ≡ g2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2) =: Γ4(α), (3.1.8a)

Γ1
22(β1) ≡ h2(β2)Γ

1
33(β1, β2). (3.1.8b)

Доказательство. В условиях замечания первая группа из первых трех равенств (3.1.6a)–(3.1.6c)
переписывается в виде

f2
4 (α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

+ f2(α)Γα
11(α, β) ≡ 0,

f2
4 (α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

+ f2(α)g2(β1)Γ
α
22(α, β) ≡ 0,

f2
4 (α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

+ f2(α)g2(β1)h
2(β2)Γ

α
33(α, β) ≡ 0.

(3.1.9)

Из (3.1.9) следуют тождества (3.1.7a) и тождества (3.1.8a).
Далее, в условиях замечания вторая группа равенств (3.1.6d)–(3.1.6e)переписывается в виде

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

+ g2(β1)Γ
1
22(α, β) ≡ 0,

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

+ g2(β1)h
2(β2)Γ

1
33(α, β) ≡ 0.

(3.1.10)

Из (3.1.10) следуют тождества (3.1.7b) и тождества (3.1.8b). Наконец, в условиях замечания
равенство (3.1.6f) переписывается в виде

[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

+ h2(β2)Γ
2
33(α, β) ≡ 0. (3.1.11)
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Из (3.1.11) следует тождество (3.1.7c). Из (3.1.6g) также следует последнее тождество (3.1.7d). �
Следующее замечание является в некотором смысле обратным к замечанию 3.1.

Замечание 3.2. Пусть выполнены условия (3.1.4), (3.1.5), при этом реализуются 10 тождеств
(3.1.7) и (3.1.8). Тогда справедлива система дифференциальных равенств (3.1.6), которая примет
следующий вид:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Γα
11(α) ≡ Γα

22(α, β1)g
2(β1) ≡ Γα

33(α, β1, β2)g
2(β1)h

2(β2) =: Γ4(α),

Γ1
22(β1) ≡ Γ1

33(β1, β2)h
2(β2), Γα

αα(α) +
d ln |f4(α)|

dα
≡ 0,

f2
4 (α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

+ f2(α)Γ4(α) ≡ 0,

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1
+ g2(β1)Γ

1
22(β1) ≡ 0,

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2
+ h2(β2)Γ

2
33(β2) ≡ 0.

(3.1.12)

Таким образом, при выполнении девяти условий (3.1.4), (3.1.5) семь условий (3.1.6) и семь
условий (3.1.12) в упомянутом смысле эквивалентны.

3.1.3. Достаточные условия интегрируемости. Для полного интегрирования системы восьмо-
го порядка достаточно знать, вообще говоря, семь независимых инвариантов. Далее будет пока-
зано, для полного интегрирования системы (3.1.1), (3.1.3) достаточно знать пять независимых
тензорных инвариантов: или пять первых интегралов, или пять независимых дифференциаль-
ных форм, или какие-либо комбинации из интегралов и форм общим количеством пять. При
этом, конечно, инварианты (в частности, для уравнений геодезических) можно искать и в более
общем виде, чем рассмотрено далее. Тот факт, что полный набор состоит из пяти, а не из семи,
тензорных инвариантов (помимо упомянутого тривиального), будет доказан ниже.
Как известно, первым интегралом уравнений геодезических (3.1.2), переписанных в виде

ẍi +

4∑

j,k=1

Γi
jk(x)ẋ

j ẋk = 0, i = 1, . . . , 4, (3.1.13)

является гладкая функция

Φ(ẋ;x) =
4∑

j,k=1

gjk(x)ẋ
j ẋk, (3.1.14)

но мы представим его в более простой форме, нужным образом подобрав координаты на каса-
тельном расслоении, тем самым «выпрямив» квадратичную форму на фазовом многообразии.
Кроме того, подчеркнем, что в следующей теореме 3.1 (которая справедлива и при более общих

условиях) накладываются 16 алгебраических и дифференциальных соотношений (3.1.4), (3.1.5),
(3.1.12) на 20 функций: на 7 функций f1(α), . . . , f4(α), g1(β1), g2(β1), h(β2) из (3.1.1) и на 13,
вообще говоря, ненулевых коэффициентов связности Γi

jk(α, β) из (3.1.2).

Теорема 3.1. Если выполнены условия (3.1.4), (3.1.5), (3.1.12), то система (3.1.1), (3.1.3)
обладает полным набором, состоящим из пяти первых интегралов вида

Φ1(z4, . . . , z1) = z21 + . . .+ z24 = C2
1 = const; (3.1.15)

Φ2(z3, z2, z1;α) =
√

z21 + z22 + z23 Φ0(α) = C2 = const, (3.1.16)

Φ3(z2, z1;α, β1) =
√

z21 + z22 Φ0(α)Ψ1(β1) = C3 = const, (3.1.17)

Φ4(z1;α, β1, β2) = z1Φ0(α)Ψ1(β1)Ψ2(β2) = C4 = const, (3.1.18)
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Φ5(β2, β3) = β3 ±
β2∫

β2,0

C4h(b)
√

C2
3Ψ

2
2(b)− C2

4

db = C5 = const, (3.1.19)

где

Φ0(α) = f(α) exp

⎧
⎨

⎩
2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭
, (3.1.20)

Ψ1(β1) = g(β1) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β1∫

β1,0

Γ2(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
, Ψ2(β2) = h(β2) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β2∫

β2,0

Γ3(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
. (3.1.21)

Более того, после замен независимой и фазовых переменных
d

dt
= f4(α)

d

dτ
, (3.1.22)

w4 = z4, w∗
3 = ln |w3|, w3 =

√

z21 + z22 + z23 ,

w∗
s = ln

∣
∣
∣ws +

√
1 + w2

s

∣
∣
∣ , s = 1, 2, w2 =

z2
z1

, w1 =
z3

√
z21 + z22

(3.1.23)

фазовый поток системы (3.1.1), (3.1.3) сохраняет фазовый объем с постоянной плотностью на
касательном расслоении TM4{w4, w

∗
3, w

∗
2, w

∗
1 ;α, β1, β2, β3}, т.е. сохраняется соответствующая

дифференциальная форма

dw4 ∧ dw∗
3 ∧ dw∗

2 ∧ dw∗
1 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ dβ2 ∧ dβ3. (3.1.24)

Доказательство. Докажем сначала вторую часть теоремы 3.1, а именно, сделаем замены (3.1.22)
независимой переменной и (3.1.23) фазовых переменных. Тогда система (3.1.1), (3.1.3) распада-
ется следующим образом:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w4,

ẇ4 = −f2(α)

f2
4 (α)

Γ4(α)e
2w∗

3 ,

ẇ∗
3 =

f2(α)

f2
4 (α)

Γ4(α)w4;

(3.1.25)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ẇ∗
2 = ±ew

∗
3

1
√

1 +W 2
1 (w

∗
1)

f(α)

f4(α)
g(β1)

[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

,

β̇2 = ± W2(w
∗
2)e

w∗
3

√
(1 +W 2

1 (w
∗
1))(1 +W 2

2 (w
∗
2))

f(α)

f4(α)
g(β1),

(3.1.26)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ẇ∗
1 = ±ew

∗
3
f(α)

f4(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

,

β̇1 = ± W1(w
∗
1)e

w∗
3

√
1 +W 2

1 (w
∗
1)

f(α)

f4(α)
,

(3.1.27)

β̇3 = ± ew
∗
3

√
(1 +W 2

1 (w
∗
1))(1 +W 2

2 (w
∗
2))

f(α)

f4(α)
g(β1)h(β2), (3.1.28)

где
ws = Ws(w

∗
s), s = 1, 2,

в силу замены (3.1.23); при этом в составной системе (3.1.25)–(3.1.28) точкой обозначена также
производная по новой независимой переменной τ . Видно, что дивергенция правой части составной
системы (3.1.25)–(3.1.28) тождественно равна нулю, что и доказывает вторую часть теоремы.
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Докажем первую часть теоремы о существовании пяти первых интегралов. Дифференцирова-
ние функции (3.1.15) в силу системы (3.1.1), (3.1.3) дает

− 2f4(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]

z34−

− 2

[

f2
4 (α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)

]
z23z4
f4(α)

−

− 2

[

f2
4 (α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

α
22(α, β)

]
z22z4
f4(α)

−

− 2

[

f2
4 (α)

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)

]
z21z4
f4(α)

−

− 2

[

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

1
22(α, β)

]
z22z3
f1(α)

−

− 2

[

f2
1 (α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)

]
z21z3
f1(α)

−

− 2

[

f2
2 (α)g

2
1(β1)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
2
33(α, β)

]
z21z2

f2(α)g1(β1)
≡ 0,

если выполнена система дифференциальных равенств (3.1.6). Но, как указано выше, при выпол-
нении девяти условий (3.1.4), (3.1.5) семь условий (3.1.6) и семь условий (3.1.12) в известном
смысле эквивалентны.
Далее, дифференцирование функции (3.1.16) в силу системы (3.1.1), (3.1.3) в условиях теоремы

дает

−f4(α)

{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}

z4

√

z21 + z22 + z23 .

Но функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),

что и доказывает наличие первого интеграла (3.1.16).
Дифференцирование функции (3.1.17) в силу системы (3.1.1), (3.1.3) в условиях теоремы дает

−f4(α)

{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

}

z4

√

z21 + z22Ψ1(β1)−

−
{[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1)− dΨ1(β1)

dβ1

}

z3f(α)
√

z21 + z22Φ0(α).

Но функции Φ0(α) и Ψ1(β1) удовлетворяют соответственно обыкновенным дифференциальным
уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),
dΨ1(β1)

dβ1
=

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1),

что и доказывает наличие первого интеграла (3.1.17).
Дифференцирование функции (3.1.18) в силу системы (3.1.1), (3.1.3) в условиях теоремы дает

−f4(α)z1z4Ψ1(β1)Ψ2(β2)

[[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

]

+

+z1z3f(α)Φ0(α)Ψ2(β2)

[

−
[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1) +
dΨ1(β1)

dβ1

]

+

+z1z2f(α)g(β1)Φ0(α)Ψ1(β1)

[

−
[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

Ψ2(β2) +
dΨ2(β2)

dβ2

]

.
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Но функции Φ0(α), Ψ1(β1) и Ψ2(β2) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифферен-
циальным уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1)

dΨ2(β2)

dβ2
=

[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

Ψ2(β2),

что и доказывает наличие первого интеграла (3.1.18).
Далее, рассмотрим два уровня C3 и C4 первых интегралов (3.1.17) и (3.1.18) соответственно.

На этих уровнях справедливо равенство
z1
z2

= ∓ C4
√

C2
3Ψ

2
2(β2)− C2

4

. (3.1.29)

Будем искать угол β3 из следующего уравнения, полученного из двух последних уравнений ис-
следуемой системы:

dβ3
dβ2

=
z1
z2

h(β2).

Используя в этом уравнении равенство (3.1.29), получаем требуемое утверждение о наличии пер-
вого интеграла (3.1.19). Теорема доказана. �
Заметим также, что систему равенств (3.1.6) (или (3.1.12)) можно трактовать как возможность

преобразования квадратичной формы метрики многообразия к каноническому виду с законом
сохранения энергии (3.1.15) (или см. ниже (3.2.2)) в зависимости от рассматриваемой задачи.
История и текущее состояние рассмотрения данной более общей проблемы достаточно обширны
(отметим лишь работы [7, 9]). Поиск как первого интеграла (3.1.15), так и интегралов (3.1.16)–
(3.1.19), опирается на наличие в системе дополнительных групп симметрий.

Пример 3.1. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2, β3), когда метрика на
четырехмерной сфере S

4 индуцирована евклидовой метрикой объемлющего пятимерного про-
странства (задача класса (a)), однопараметрическая система, эквивалентная почти всюду урав-
нениям геодезических

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈−
[
β̇2
1 + β̇2

2 sin
2 β1 + β̇2

3 sin
2 β1 sin

2 β2

]
sinα cosα = 0,

β̈1 + 2α̇β̇1
cosα

sinα
− (β̇2

2 + β̇2
3 sin

2 β2
)
sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 + 2α̇β̇2
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

− β̇2
3 sinβ2 cos β2 = 0,

β̈3 + 2α̇β̇3
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇3

cos β1
sin β1

+ 2β̇2β̇3
cos β2
sin β2

= 0

(3.1.30)

и имеющая первые интегралы (3.1.15)–(3.1.19), примет следующий вид:

α̇ = −z4, (3.1.31a)

ż4 = −(z21 + z22 + z23
)cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

, (3.1.31b)

ż3 = z3z4
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

+
(
z21 + z22

) 1

sinα

cos β1
sinβ1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

, (3.1.31c)

ż2 = z2z4
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− z2z3
1

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

−

− z21
1

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

1
√

1 + ν1 sin
2 α

, (3.1.31d)
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ż1 = z1z4
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− z1z3
1

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

+

+ z1z2
1

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

1
√

1 + ν1 sin
2 α

, (3.1.31e)

β̇1 = z3
1

sinα
√

1 + ν1 sin
2 α

, (3.1.31f)

β̇2 = −z2
1

sinα sin β1
√

1 + ν1 sin
2 α

, (3.1.31g)

β̇3 = z1
1

sinα sin β1 sin β2
√

1 + ν1 sin
2 α

, ν1 ∈ R, (3.1.31h)

если первое, шестое, седьмое и восьмое уравнения системы (3.1.31) рассматривать как новые
кинематические соотношения.

Пример 3.2. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2, β3), но когда метрика
на четырехмерной сфере S

4 индуцирована метрикой специального силового поля при наличии
некоторой группы симметрий (задача класса (a)), однопараметрическая система, эквивалентная
почти всюду уравнениям геодезических

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈−
[
β̇2
1 + β̇2

2 sin
2 β1 + β̇2

3 sin
2 β1 sin

2 β2

] sinα

cosα
= 0,

β̈1 + α̇β̇1
1 + cos2 α

sinα cosα
− (β̇2

2 + β̇2
3 sin

2 β2) sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 + α̇β̇2
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

− β̇2
3 sin β2 cos β2 = 0,

β̈3 + α̇β̇3
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇3

cos β1
sin β1

+ 2β̇2β̇3
cos β2
sin β2

= 0

(3.1.32)

и имеющая первые интегралы (3.1.15)–(3.1.19), примет следующий вид:

α̇ = −z4, (3.1.33a)

ż4 = −(z21 + z22 + z23
)cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

, (3.1.33b)

ż3 = z3z4
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

+
(
z21 + z22

)cosα

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

, (3.1.33c)

ż2 = z2z4
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− z2z3
cosα

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

−

− z21
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

1
√

1 + ν1 sin
2 α

, (3.1.33d)

ż1 = z1z4
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− z1z3
cosα

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

+

+ z1z2
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

1
√

1 + ν1 sin
2 α

, (3.1.33e)

β̇1 = z3
cosα

sinα
√

1 + ν1 sin
2 α

, (3.1.33f)

β̇2 = −z2
cosα

sinα sin β1
√

1 + ν1 sin
2 α

, (3.1.33g)

β̇3 = z1
cosα

sinα sin β1 sin β2
√

1 + ν1 sin
2 α

, ν1 ∈ R, (3.1.33h)
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если первое, шестое, седьмое и восьмое уравнения системы (3.1.33) рассматривать как новые
кинематические соотношения.

Пример 3.3. В случае четырехмерного пространства Лобачевского (с координатами x = β1,
y = β2, z = β3, w = α, задача класса (c)) четырехпараметрическая система, эквивалентная почти
всюду уравнениям геодезических

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈− 1

α

(
α̇2 − β̇2

1 − β̇2
2 − β̇2

3

)
= 0,

β̈1 − 2

α
α̇β̇1 = 0,

β̈2 − 2

α
α̇β̇2 = 0,

β̈3 − 2

α
α̇β̇3 = 0

(3.1.34)

и имеющая первые интегралы (3.1.15)–(3.1.19), примет следующий вид:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z4ν1α,

ż4 = −z23
ν1α

2

α2 + ν2
− z22

ν1α
2

α2 + ν3
− z21

ν1α
2

α2 + ν4
,

ż3 = z3z4
ν1α

2

α2 + ν2
,

ż2 = z2z4
ν1α

2

α2 + ν3
,

ż1 = z1z4
ν1α

2

α2 + ν4
,

β̇1 = z3
ν1α

2

√
α2 + ν2

,

β̇2 = z2
ν1α

2

√
α2 + ν3

,

β̇3 = z1
ν1α

2

√
α2 + ν4

,

(3.1.35)

где ν1, ν2, ν3, ν4 ∈ R, если первое, шестое, седьмое и восьмое уравнения системы (3.1.35) рассмат-
ривать как новые кинематические соотношения.

3.2. Инварианты систем на касательном расслоении к четырехмерному многообра-
зию в потенциальном силовом поле.

3.2.1. Введение внешнего потенциального силового поля. Теперь несколько модифицируем со-
ставную динамическую систему (3.1.1), (3.1.3) и получим систему консервативную. Именно, вне-
сем с систему гладкое (внешнее) консервативное силовое поле со следующими проекциями на оси
ż1, . . ., ż4:

F̃ (z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

F1(β3)f3(α)g2(β1)h(β2)

F2(β2)f2(α)g1(β1)

F3(β1)f1(α)

F4(α)f4(α)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

Рассматриваемая система на касательном расслоении TM4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3} примет вид
α̇ = z4f4(α), (3.2.1a)

ż4 = F4(α)f4(α) − f4(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]

z24 −
f2
1 (α)

f4(α)
Γα
11(α, β)z

2
3−

− f2
2 (α)

f4(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
2 − f2

3 (α)

f4(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)z

2
1 , (3.2.1b)

ż3 = F3(β1)f1(α)− f4(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z3z4−

− f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
2 − f2

3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)z

2
1 , (3.2.1c)
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ż2 = F2(β2)f2(α)g1(β1)− f4(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z2z4−

− f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

z2z3 − f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β)z

2
1 , (3.2.1d)

ż1 = F1(β3)f3(α)g2(β1)h(β2)− f4(α)

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z1z4−

− f1(α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

z1z3 − f2(α)g1(α)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

z1z2, (3.2.1e)

β̇1 = z3f1(α), (3.2.1f)

β̇2 = z2f2(α)g1(β1), (3.2.1g)

β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2), (3.2.1h)

и она почти всюду эквивалентна следующей системе:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈− F4(α)f
2
4 (α) + Γα

αα(α, β)α̇
2 + Γα

11(α, β)β̇
2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈1 − F3(β1)f
2
1 (α) + 2Γ1

α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 − F2(β2)f
2
2 (α)g

2
1(β1) + 2Γ2

α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2
12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈3 − F1(β3)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2) + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 = 0

на касательном расслоении TM4{α̇, β̇1, β̇2, β̇3;α, β1, β2, β3}.

3.2.2. Достаточные условия интегрируемости. Для полного интегрирования системы восьмо-
го порядка (3.2.1) достаточно знать, вообще говоря, семь независимых инвариантов. Далее будет
показано, что для полного интегрирования системы (3.2.1) достаточно знать пять независимых
тензорных инвариантов: или пять первых интегралов, или пять независимых дифференциаль-
ных форм, или какие-либо комбинации из интегралов и форм общим количеством пять. При
этом, конечно, инварианты (в частности, для уравнений геодезических) можно искать и в более
общем виде, чем рассмотрено далее. Тот факт, что полный набор состоит из пяти, а не из семи,
тензорных инвариантов (помимо упомянутого тривиального), будет доказан ниже.
Кроме того, подчеркнем, что в следующей теореме 3.2 (которая справедлива и при более общих

условиях) накладываются 16 алгебраических и дифференциальных соотношений (3.1.4), (3.1.5),
(3.1.12) на 20 функций: на 7 функций f1(α), . . ., f4(α), g1(β1), g2(β1), h(β2) и на 13, вообще говоря,
ненулевых коэффициентов связности Γi

jk(α, β).

Теорема 3.2. Если выполнены условия (3.1.4), (3.1.5), (3.1.12), то система (3.2.1) обладает
полным набором, состоящим из пяти первых интегралов: первого интеграла

Φ1(z4, . . . , z1;α, β1, β2, β3) = z21 + . . . + z24 + V (α, β1, β2, β3) = C1 = const, (3.2.2)

где

V (α, β1, β2, β3) = V4(α) +

3∑

k=1

V4−k(βk) = −2

α∫

α0

F4(a)da− 2

3∑

k=1

βk∫

βk,0

F4−k(b)db,

а также, для простоты, при F4−k(βk) ≡ 0, k = 1, 2, 3, — первых интегралов (3.1.16)–(3.1.19). Бо-
лее того, после замен (3.1.22) независимой переменной и (3.1.23) фазовых переменных фазовый
поток системы (3.2.1) сохраняет фазовый объем с постоянной плотностью на касательном
расслоении TM4{w4, w

∗
3, w

∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2, β3}, т.е. сохраняется соответствующая дифференци-

альная форма (3.1.24).
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Доказательство. Докажем сначала вторую часть теоремы 3.2, а именно, сделаем замены (3.1.22)
независимой переменной и (3.1.23) фазовых переменных. Тогда система (3.2.1) распадается сле-
дующим образом:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w4,

ẇ4 = F4(α) − f2(α)

f2
4 (α)

Γ4(α)e
2w∗

3 ,

ẇ∗
3 =

f2(α)

f2
4 (α)

Γ4(α)w4,

(3.2.3)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ẇ∗
2 = ±ew

∗
3

1
√
1 + w2

1

f(α)

f4(α)
g(β1)

[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

,

β̇2 = ± W2(w
∗
2)e

w∗
3

√
(1 +W 2

1 (w
∗
1))(1 +W 2

2 (w
∗
2))

f(α)

f4(α)
g(β1),

(3.2.4)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ẇ∗
1 = ±ew

∗
3
f(α)

f4(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

,

β̇1 = ± W1(w
∗
1)e

w∗
3

√
1 +W 2

1 (w
∗
1)

f(α)

f4(α)
,

(3.2.5)

β̇3 = ± ew
∗
3

√
(1 +W 2

1 (w
∗
1))(1 +W 2

2 (w
∗
2))

f(α)

f4(α)
g(β1)h(β2), (3.2.6)

где ws = Ws(w
∗
s), s = 1, 2, в силу замены (3.1.23), при этом в составной системе (3.2.3)–(3.2.6)

точкой обозначена также производная по новой независимой переменной τ . Видно, что диверген-
ция правой части составной системы (3.2.3)–(3.2.6) тождественно равна нулю, что и доказывает
вторую часть теоремы.
Докажем первую часть теоремы о существовании пяти первых интегралов, при этом доказа-

тельство существования интегралов (3.1.16)–(3.1.19) проводится как в теореме 3.1. Дифференци-
рование функции (3.2.2) в силу системы (3.2.1) дает

2z4F4(α)f4(α) + 2z3F3(β1)f1(α) + 2z2F2(β2)f2(α)g1(β1)+

+ 2z1F1(β3)f3(α)g2(β1)h(β2)− 2f4(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]

z34−

− 2

[

f2
4 (α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)

]
z23z4
f4(α)

−

− 2

[

f2
4 (α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

α
22(α, β)

]
z22z4
f4(α)

−

− 2

[

f2
4 (α)

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)

]
z21z4
f4(α)

−

− 2

[

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

1
22(α, β)

]
z22z3
f1(α)

−

− 2

[

f2
1 (α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)

]
z21z3
f1(α)

−

− 2

[

f2
2 (α)g

2
1(β1)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
2
33(α, β)

]
z21z2

f2(α)g1(β1)
−

− 2z4F4(α)f4(α)− 2z3F3(β1)f1(α)− 2z2F2(β2)f2(α)g1(β1)−
− 2z1F1(β3)f3(α)g2(β1)h(β2) ≡ 0,
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если выполнена система дифференциальных равенств (3.1.6). Но, как указано выше, при выпол-
нении девяти условий (3.1.4), (3.1.5) семь условий (3.1.6) и семь условий (3.1.12) в известном
смысле эквивалентны. Теорема доказана. �

3.3. Инварианты систем на касательном расслоении к четырехмерному многообра-
зию в силовом поле с переменной диссипацией.

3.3.1. Введение внешнего силового поля со знакопеременной диссипацией. Теперь несколько мо-
дифицируем систему (3.2.1). При этом получим систему с диссипацией. А именно, наличие дис-
сипации (вообще говоря, знакопеременной) характеризует не только коэффициент bδ(α), b > 0,
в первом уравнении системы (3.3.1) (в отличие от системы (3.2.1)), но и следующая линейная
зависимость гладкого (внешнего) силового поля от z1, . . . , z4:

F̃ (z4, . . . , z1;α, β1, β2, β3) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

F1(β3)f3(α)g2(β1)h(β2)

F2(β2)f2(α)g1(β1)

F3(β1)f1(α)

F4(α)f4(α)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

+

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

z1F
1
1 (α)

z2F
1
2 (α)

z3F
1
3 (α)

z4F
1
4 (α)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Рассматриваемая система на касательном расслоении TM4{z4, . . . , z1;α, β1, β2, β3} примет вид

α̇ = z4f4(α) + bδ(α), (3.3.1a)

ż4 = F4(α)f4(α)− f4(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]

z24 −
f2
1 (α)

f4(α)
Γα
11(α, β)z

2
3−

− f2
2 (α)

f4(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
2 − f2

3 (α)

f4(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)z

2
1 + z4F

1
4 (α), (3.3.1b)

ż3 = F3(β1)f1(α)− f4(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z3z4 − f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
2−

− f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)z

2
1 + z3F

1
3 (α), (3.3.1c)

ż2 = F2(β2)f2(α)g1(β1)−
− f4(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z2z4 − f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

z2z3−

− f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β)z

2
1 + z2F

1
2 (α), (3.3.1d)

ż1 = F1(β3)f3(α)g2(β1)h(β2)−
− f4(α)

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z1z4 − f1(α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

z1z3−

− f2(α)g1(α)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

z1z2 + z1F
1
1 (α), (3.3.1e)

β̇1 = z3f1(α), (3.3.1f)

β̇2 = z2f2(α)g1(β1), (3.3.1g)

β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2), (3.3.1h)

и она почти всюду эквивалентна следующей системе:

α̈−
{

bδ̃(α) + F 1
4 (α) + bδ(α)

[

2Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]}

α̇−

− F4(β1)f
2
4 (α) + bδ(α)F 1

4 (α) + b2δ2(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]

+

+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,
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β̈1 −
{

F 1
3 (α) + bδ(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]}

β̇1−

− F3(β1)f
2
1 (α) + 2Γ1

α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 −
{

F 1
2 (α) + bδ(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]}

β̇2−

− F2(β2)f
2
2 (α)g

2
1(β1) + 2Γ2

α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2
12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈3 −
{

F 1
1 (α) + bδ(α)

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]}

β̇3−

− F1(β3)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2) + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3+

+ 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 = 0

на касательном расслоении TM4{α̇, β̇1, β̇2, β̇3;α, β1, β2, β3}. Здесь, как и выше, δ̃(α) = dδ(α)/dα.

3.3.2. Достаточные условия интегрируемости. Для полного интегрирования системы восьмо-
го порядка (3.3.1) достаточно знать, вообще говоря, семь независимых инвариантов. Далее будет
показано, что для полного интегрирования системы (3.3.1) достаточно знать пять независимых
тензорных инвариантов: или пять первых интегралов, или пять независимых дифференциаль-
ных форм, или какие-либо комбинации из интегралов и форм общим количеством пять. При
этом, конечно, инварианты (в частности, для уравнений геодезических) можно искать и в более
общем виде, чем рассмотрено далее. Тот факт, что полный набор состоит из пяти, а не из семи,
тензорных инвариантов (помимо упомянутого тривиального), будет доказан ниже.
Кроме того, подчеркнем, что в следующей теореме 3.3 (которая справедлива и при более общих

условиях) накладываются 16 алгебраических и дифференциальных соотношений (3.1.4), (3.1.5),
(3.1.12) на 20 функций: на 7 функций f1(α), . . . , f4(α), g1(β1), g2(β1), h(β2) и на 13, вообще говоря,
ненулевых коэффициентов связности Γi

jk(α, β).
Перейдем теперь к интегрированию искомой системы восьмого порядка (3.3.1) при выполнении

свойств (3.1.4), (3.1.5), (3.1.12), а также при отсутствии проектирования внешней силы на оси ż1,
ż2 и ż3 (т.е. отлична от нуля лишь проекция внешней силы на ось ż4):

F1(β3) ≡ F2(β2) ≡ F3(β1) ≡ 0. (3.3.2)

Тогда система (3.3.1) допускает отделение независимой подсистемы седьмого порядка:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z4f4(α) + bδ(α),

ż4 = F4(α)f4(α)− f2(α)

f4(α)
Γα
11(α)z

2
3−

− f2(α)

f4(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
2 −

f2(α)

f4(α)
g2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2)z

2
1 + z4F

1
4 (α),

ż3 = −f4(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

z3z4 − f(α)g2(β1)Γ
1
22(β1)z

2
2−

− f(α)g2(β1)h
2(β2)Γ

1
33(β1, β2)z

2
1 + z3F

1
3 (α),

ż2 = −f4(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

z2z4 − f(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

z2z3−
− f(α)g(β1)h

2(β2)Γ
2
33(β2)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

ż1 = −f4(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

z1z4 − f(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

z1z3−

− f(α)g(α)

[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

z1z2 + z1F
1
1 (α),

β̇1 = z3f(α), β̇2 = z2f(α)g(β1),

(3.3.3)
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при наличии также восьмого уравнения

β̇3 = z1f(α)g(β1)h(β2). (3.3.4)

Далее, наложим определенные ограничения на силовое поле, которое, как отмечалось, в яв-
ном виде вводит в систему диссипацию разного знака. Поэтому предположим, что выполнены
следующие равенства:

F 1
1 (α) ≡ F 1

2 (α) ≡ F 1
3 (α) =: F 1(α). (3.3.5)

Для полного интегрирования (по Якоби) рассматриваемой системы (3.3.3), (3.3.4) при условии
(3.3.5) необходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов. Однако после
замены переменных

w4 = z4, w3 =
√

z21 + z22 + z23 , w2 =
z2
z1

, w1 =
z3

√
z21 + z22

(3.3.6)

система (3.3.3), (3.3.4) распадается следующим образом:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w4f4(α) + bδ(α),

ẇ4 = F4(α)f4(α)− f2(α)

f4(α)
Γ4(α)w

2
3 +w4F

1
4 (α),

ẇ3 =
f2(α)

f4(α)
Γ4(α)w3w4 + w3F

1(α),

(3.3.7)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ẇ2 = ±w3

√
1 + w2

2

1 + w2
1

f(α)g(β1)

[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

,

β̇2 = ± w2w3
√

(1 + w2
1)(1 + w2

2)
f(α)g(β1),

(3.3.8)

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ẇ1 = ±w3

√

1 +w2
1f(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

,

β̇1 = ± w1w3
√

1 + w2
1

f(α),
(3.3.9)

β̇3 = ± w3
√

(1 + w2
1)(1 + w2

2)
f(α)g(β1)h(β2). (3.3.10)

Видно, что для полной интегрируемости системы (3.3.7)–(3.3.10) достаточно указать два неза-
висимых тензорных инварианта системы (3.3.7), по одному — для систем (3.3.8) и (3.3.9) (после
соответствующих замен независимого переменного в них) и дополнительный тензорный инвари-
ант, «привязывающий» уравнение (3.3.10) (т.е. всего пять).
Продолжим определенные ограничения на силовое поле. Будем также предполагать, что для

некоторого κ ∈ R выполнено равенство

f2(α)

f2
4 (α)

Γ4(α) = κ
d

dα
ln |Δ(α)| = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
, (3.3.11)

где Δ̃(α) = dΔ(α)/dα, Δ(α) = δ(α)/f4(α), а для некоторых λ0
4, λ

1
k ∈ R, k = 1, . . . , 4, должны

выполняться равенства

F4(α) = λ0
4

d

dα

Δ2(α)

2
= λ0

4Δ̃(α)Δ(α);

F 1
k (α) = λ1

kf4(α)
d

dα
Δ(α) = λ1

kΔ̃(α)f4(α), k = 1, . . . , 4.

(3.3.12)

Условие (3.3.11) назовем «геометрическим», а условия из группы (3.3.12) — «энергетически-
ми». При этом λ1

1 = λ1
2 = λ1

3 =: λ1, в силу (3.3.5). Условие (3.3.11) названо геометрическим в
том числе потому, что накладывает условие на ключевой коэффициент связности Γ4(α), приводя
соответствующие коэффициенты системы к однородному виду относительно функции Δ(α) при
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участии функции f(α), входящей в кинематические соотношения. Условия группы (3.3.12) на-
званы энергетическими в том числе потому, что (внешние) силы становятся в некотором смысле
«потенциальными» по отношению к «силовой» функции Δ2(α)/2 (или Δ(α)), приводя соответ-
ствующие коэффициенты системы к однородному виду (опять же относительно функции Δ(α)).
При этом функция Δ(α) и вносит в систему диссипацию разных знаков или так называемую
(знако)переменную диссипацию.

Теорема 3.3. Пусть выполняются условия (3.3.11) и (3.3.12). Тогда система (3.3.7)–(3.3.10)
обладает пятью независимыми, вообще говоря, трансцендентными (см. [24]) (т.е. имеющими
существенно особые точки) первыми интегралами.

Схема доказательства. Для доказательства теоремы 3.3 для начала сопоставим системе третьего
порядка (3.3.7) неавтономную систему второго порядка

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

dw4

dα
=

F4(α)f4(α) − f2(α)Γ4(α)w
2
3/f4(α) + w4F

1
4 (α)

w4f4(α) + bδ(α)
,

dw3

dα
=

f2(α)Γ4(α)w3w4/f4(α) + w3F
1(α)

w4f4(α) + bδ(α)
.

(3.3.13)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

w4 = u2Δ(α), w3 = u1Δ(α), Δ(α) =
δ(α)

f4(α)
, (3.3.14)

приводим систему (3.3.13) к следующему виду:
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

Δ(α)
du2
dα

+ Δ̃(α)u2 =
F4(α)f4(α)− f2(α)Γ4(α)Δ

2(α)u21/f4(α) + Δ(α)F 1
4 (α)u2

u2δ(α) + bδ(α)
,

Δ(α)
du1
dα

+ Δ̃(α)u1 =
f2(α)Γ4(α)Δ

2(α)u1u2/f4(α) + Δ(α)F 1(α)u1
u2δ(α) + bδ(α)

,

(3.3.15)

что, учитывая (3.1.12), почти всюду эквивалентно
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ(α)
du2
dα

=
1

u2δ(α) + bδ(α)

(

F4(α)f4(α)− f2(α)Γ4(α)
Δ2(α)u21
f4(α)

−

− Δ̃(α)δ(α)u22 +
[
Δ(α)F 1

4 (α)− bΔ̃(α)δ(α)
]
u2

)

,

Δ(α)
du1
dα

=
1

u2δ(α) + bδ(α)

([

f2(α)Γ4(α)
Δ2(α)

f4(α)
− Δ̃(α)δ(α)

]

u1u2+

+
[
Δ(α)F 1(α)− bΔ̃(α)δ(α)

]
u1

)

;

(3.3.16)

напомним, что здесь и далее Δ̃(α) = dΔ(α)/dα.
Теперь для интегрирования системы (3.3.16) нам потребуется выполнение геометрического и

энергетических условий (3.3.11) и (3.3.12). Действительно, после их выполнения система (3.3.16)
приводится к обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка

du2
du1

=
λ0
4 − κu21 − u22 + (λ1

4 − b)u2
(κ− 1)u1u2 + (λ1 − b)u1

. (3.3.17)

Уравнение (3.3.17) имеет вид уравнения Абеля (см. [10]), а его общее решение достаточно гро-
моздко. В частности, при κ = −1, λ1 = λ1

4 данное уравнение обладает первым интегралом

−u22 − u21 + (λ1 − b)u2 + λ0
4

u1
= C1 = const, (3.3.18)
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который в прежних переменных имеет вид

Θ1(w4, w3;α) =
f2
4 (α)(w

2
4 + w2

3) + (b− λ1)w4δ(α)f4(α) − λ0
4δ

2(α)

w3δ(α)f4(α)
= C1 = const . (3.3.19)

Замечание 3.3. Если α—периодическая координата периода 2π, то система (3.3.7) (как часть
системы (3.3.7)–(3.3.10)) становится динамической системой с переменной диссипацией с нулевым
средним. Если же α не является периодической координатой, то мы в данном случае говорим о
системе со знакопеременной диссипацией. При этом она превращается в систему консервативную
при выполнении условия (3.1.12), геометрического и энергетических условий (3.3.11), (3.3.12) (но
при любой гладкой функции F4(α)) и, в частности, при λ1 = λ1

4 = −b, κ = −1:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w4f4(α) + bδ(α),

ẇ4 = F4(α)f4(α) − κf4(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w2
3 − bw4f4(α)Δ̃(α),

ẇ3 = κf4(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w3w4 − bw3f4(α)Δ̃(α).

(3.3.20)

Действительно, система (3.3.20) обладает двумя гладкими первыми интегралами вида

Φ1(w4, w3;α) = w2
3 +w2

4 + 2bw4Δ(α) + V (α) = C1 = const, (3.3.21)
Φ2(w3;α) = w3Δ(α) = C2 = const, (3.3.22)

где

V (α) = −2

α∫

α0

F4(a)da.

В самом деле, в силу предыдущих свойств первых интегралов, имеем:

Φ2(w3;α) = w3f(α) exp

⎧
⎨

⎩
2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭
=

= w3f(α) exp

⎧
⎨

⎩
−

α∫

α0

[

Γ4(b)
f2(b)

f2
4 (b)

+
d ln |f(b)|

db

]

db

⎫
⎬

⎭
∼= w3 exp

⎧
⎨

⎩
−

α∫

α0

Γ4(b)
f2(b)

f2
4 (b)

db

⎫
⎬

⎭
,

где ∼= означает равенство с точностью до мультипликативной постоянной. В силу (3.3.11), (3.3.12)
последняя величина, в частности, при κ = −1, λ1 = λ1

4 = −b, перепишется в виде

w3 exp

⎧
⎨

⎩

α∫

α0

d

db
ln |Δ(b)|db

⎫
⎬

⎭
∼= w3Δ(α) (3.3.23)

с точностью до мультипликативной постоянной.
Очевидно, что отношение двух первых интегралов (3.3.21), (3.3.22) также является первым

интегралом системы (3.3.20). Но при λ1 = λ1
4 	= −b каждая из функций

w2
4 + w2

3 + (b− λ1)w4Δ(α)− λ0
4Δ

2(α) (3.3.24)

и (3.3.22) по отдельности не является первым интегралом системы (3.3.7). Однако отношение
функций (3.3.24), (3.3.22) является первым интегралом системы (3.3.7) (при κ = −1) при любых
λ1 = λ1

4 и b.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.3.7)
при κ = −1, λ1 = λ1

4. Для этого преобразуем инвариантное соотношение (3.3.18) при u1 	= 0
следующим образом:

(

u2 +
−λ1 + b

2

)2

+

(

u1 +
C1

2

)2

=
(λ1 − b)2 + C2

1

4
+ λ0

4. (3.3.25)
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Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(λ1 − b)2 + C2
1 + 4λ0

4 � 0, (3.3.26)

и фазовое пространство системы (3.3.7) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых ра-
венством (3.3.25). Таким образом, в силу соотношения (3.3.18) первое уравнение системы (3.3.16)
при условиях (3.3.11) и (3.3.12) и при κ = −1, λ1 = λ1

4 примет вид

−Δ(α)

Δ̃(α)

du2
dα

=
2(−λ0

4 − (λ1 − b)u2 + u22) +C1U1(C1, u2)

u2 + b
,

U1(C1, u2) =
1

2

{

−C1 ±
√

C2
1 − 4(u22 − (λ1 − b)u2 − λ0

4)

}

;

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.3.26). Поэтому квадратура
для поиска дополнительного первого интеграла системы (3.3.7) примет вид

−
∫

dΔ(α)

Δ(α)
=

∫
(b+ u2)du2

2
(−λ0

4 − (λ1 − b)u2 + u22
)
+ C1

{−C1 ±
√

C2
1 − 4(u22 − (λ1 − b)u2 − λ0

4)
}
/2

.

(3.3.27)
Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна − ln |Δ(α)|. Если

u2 − λ1 − b

2
= r1, b21 = (λ1 − b)2 + C2

1 + 4λ0
4,

то правая часть равенства (3.3.27) примет вид

−1

4

∫
d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

+ b

∫
dr1

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

= −1

2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b21 − 4r21
C1

± 1

∣
∣
∣
∣
∣
∓ b

2
I1,

где

I1 =

∫
dr3

√
b21 − r23(r3 ± C1)

, r3 =
√

b21 − 4r21 . (3.3.28)

При вычислении интеграла (3.3.28) возможны три случая.

I: (λ1 − b)2 > −4λ0
4. В этом случае

I1 =− 1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(λ1 − b)2 + 4λ0

4 +
√

b21 − r23
r3 ± C1

± C1
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(λ1 − b)2 + 4λ0

4 −
√

b21 − r23
r3 ± C1

∓ C1
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

∣
∣
∣
∣
∣
+ const .

II: (λ1 − b)2 < −4λ0
4. В этом случае

I1 =
1

√
−4λ0

4 − (λ1 − b)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const .

III: (λ1 − b)2 = −4λ0
4.

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const .

Возвращаясь к переменной

r1 =
w4

Δ(α)
− λ1 − b

2
,

находим окончательный вид для величины I1:
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I. При (λ1 − b)2 > −4λ0
4:

I1 =− 1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(λ1 − b)2 + 4λ0

4 ± 2r1
√

b21 − 4r21 ± C1

± C1
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(λ1 − b)2 + 4λ0

4 ∓ 2r1
√

b21 − 4r21 ± C1

∓ C1
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

∣
∣
∣
∣
∣
+ const .

II. При (λ1 − b)2 < −4λ0
4:

I1 =
1

√
−4λ0

4 − (λ1 − b)2
arcsin

±C1

√
b21 − 4r21 + b21

b1(
√

b21 − 4r21 ±C1)
+ const .

III. При (λ1 − b)2 = −4λ0
4:

I1 = ∓ 2r1

C1(
√

b21 − 4r21 ±C1)
+ const .

Итак, мы нашли дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка (3.3.7) при
вышеперечисленных условиях (в том числе, при κ = −1, λ1 = λ1

4); таким образом, предъявлен
полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых
переменных (см. [24]).

Замечание 3.4. В выражение найденного дополнительного первого интеграла формально
можно вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (3.3.18). Тогда полученный допол-
нительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(w4, w3;α) = G

(

Δ(α),
w4

Δ(α)
,

w3

Δ(α)

)

= C2 = const . (3.3.29)

Выражение первого интеграла (3.3.29) через конечную комбинацию элементарных функций
зависит не только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции Δ(α) (она, в
принципе, может быть функцией неэлементарной).
Таким образом, для интегрирования системы восьмого порядка (3.3.7)–(3.3.10) при некоторых

условиях уже найдены два независимых первых интеграла системы (3.3.7). Для полной же ее ин-
тегрируемости достаточно найти по одному первому интегралу для систем (3.3.8) и (3.3.9) (меняя
в них независимые переменные), становящихся независимыми подсистемами после соответству-
ющих замен независимого переменного, а также еще один (дополнительный) первый интеграл,
«привязывающий» уравнение (3.3.10).
Первые интегралы для систем (3.3.8) и (3.3.9) имеют следующий вид:

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2 = const, s = 1, 2; (3.3.30)

о функциях Ψs(βs), s = 1, 2, см. (3.1.21).
В предыдущих переменных z первые интегралы (3.3.30) таковы:

Θ′
3(z3, z2, z1;β1) =

√
z21 + z22 + z23√
z21 + z22Ψ1(β1)

= C ′
3 = const,

Θ′
4(z2, z1;β2) =

√
z21 + z22

z1Ψ2(β2)
= C ′

4 = const .

(3.3.31)

Дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (3.3.10), находится по аналогии
с (3.1.19):

Θ5(β2, β3) = β3 ±
β2∫

β2,0

C4h(b)
√

C2
3Ψ

2
2(b)− C2

4

db = C5 = const; (3.3.32)
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после взятия интеграла (3.3.32) сюда можно формально подставить вместо постоянных C3 и C4

левые части равенств (3.3.30) (или (3.3.31)) при s = 1, 2 соответственно.
Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (3.3.7)–(3.3.10) имеет пять

первых интегралов, являющихся, вообще говоря, трансцендентными функциями фазовых пе-
ременных (в смысле комплексного анализа, имеющих существенно особые точки). Теорема 3.3
доказана. �

3.3.3. Инвариантные дифференциальные формы систем со знакопеременной диссипацией.

Теорема 3.4. Если для систем вида (3.3.7)–(3.3.10) выполняются геометрическое и энерге-
тические свойства (3.3.11), (3.3.12), то у нее также существуют функционально независимые
между собой пять инвариантных дифференциальных форм с трансцендентными (т.е. имею-
щими существенно особые точки) коэффициентами (ср. [24]). Эти дифференциальные формы
при κ = −1, λ1 = λ1

4 имеют следующий вид :

ρ1(w4, w3;α)dw4 ∧ dw3 ∧ dα,

ρ2(w4, w3;α)dw4 ∧ dw3 ∧ dα,

ρ2+s(ws;βs) =
1

√
1 + w2

s

dws ∧ dβs, s = 1, 2;

ρ5(w4, w3;α, β2, β3)dw4 ∧ dw3 ∧ dα ∧ dβ2 ∧ dβ3,

где

ρ1(w4, w3;α) = exp

{

(b+ λ1)

∫
du4

U2(C1, u4)

}

· u
2
4 + u23 + (b− λ1)u4 − λ0

4

u3
, uk =

wk

Δ(α)
, k = 3, 4;

ρ2(w4, w3;α) = Δ(α) · exp
{∫

(2b+ λ1 + u4)du4
U2(C1, u4)

}

;

ρ5(w4, w3;α, β2, β3) = exp

{

(b+ λ1)

∫
du4

U2(C1, u4)

}

·Θ5(β2, β3),

и они, вообще говоря, зависимы с первыми интегралами (3.3.19), (3.3.29), (3.3.30), (3.3.32).

Доказательство. I. Система (3.3.7) составной рассматриваемой системы (3.3.7)–(3.3.10) при вы-
полнении свойств (3.3.11), (3.3.12) имеет следующий вид:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w4f4(α) + bδ(α),

ẇ4 = λ0
4Δ(α)Δ̃(α)f4(α) − κf4(α)

Δ̃(α)

Δ(α)
w2
3 + λ1

4w4f4(α)Δ̃(α),

ẇ3 = κf4(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w3w4 + λ1w3f4(α)Δ̃(α).

(3.3.33)

После замен независимой и фазовой переменных
d

dt
= f4(α)

d

dτ
, w∗

3 = ln |w3| (3.3.34)

система (3.3.33) примет вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = Xα(w4, w
∗
3 ;α) = w4 + bΔ(α),

ẇ4 = Xw4(w4, w
∗
3 ;α) = λ0

4Δ(α)Δ̃(α) − κ
Δ̃(α)

Δ(α)
e2w

∗
3 + λ1

4w4Δ̃(α),

ẇ∗
3 = Xw∗

3
(w4, w

∗
3;α) = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
w4 + λ1Δ̃(α);

(3.3.35)

при этом в системе (3.3.35) точкой обозначена также производная по новой независимой пере-
менной τ . В принципе замена фазовой переменной (3.3.34) носит технический характер, и при
этом можно использовать как переменную w∗

3, так и переменную w3.
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Для системы (3.3.35) будем искать интегральные инварианты с плотностью ρ(w4, w
∗
3;α), со-

ответствующие дифференциальным формам объема ρ(w4, w
∗
3;α)dw4 ∧ dw∗

3 ∧ dα, из следующего
линейного дифференциального уравнения:

div
[
ρ(w4, w

∗
3;α)X(w4, w

∗
3;α)

]
= 0, (3.3.36)

где
X(w4, w

∗
3;α) =

{
Xα(w4, w

∗
3 ;α), Xw4(w4, w

∗
3;α),Xw∗

3
(w4, w

∗
3;α)

}
(3.3.37)

— векторное поле рассматриваемой системы (3.3.35) в координатах (w4, w
∗
3 ;α).

Уравнение (3.3.36) перепишется в виде

Xα(w4, w
∗
3 ;α)ρα +Xw4(w4, w

∗
3 ;α)ρw4 +Xw∗

3
(w4, w

∗
3;α)ρw∗

3
= −ρdivX(w4, w

∗
3;α); (3.3.38)

при этом
divX(w4, w

∗
3 ;α) = (b+ λ1

4)Δ̃(α). (3.3.39)

Тогда система уравнений характеристик линейного дифференциального уравнения (3.3.38) в
частных производных примет следующий вид:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = Xα(w4, w
∗
3;α),

ẇ4 = Xw4(w4, w
∗
3;α),

ẇ∗
3 = Xw∗

3
(w4, w

∗
3 ;α),

ρ̇ = −ρ(b+ λ1
4)Δ̃(α).

(3.3.40)

У системы, состоящей из первых трех уравнений системы (3.3.40), уже найдены два первых инте-
грала (3.3.19) и (3.3.29). Найдем третий независимый первый интеграл системы (3.3.40) уравнений
характеристик. Сопоставим системе (3.3.40) следующую неавтономную систему:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dw4

dα
=

λ0
4Δ(α)Δ̃(α) − κΔ̃(α)w2

3/Δ(α) + λ1
4w4Δ̃(α)

w4 + bΔ(α)
,

dw3

dα
=

κΔ̃(α)w3w4/Δ(α) + λ1w3Δ̃(α)

w4 + bΔ(α)
, или

dρ

dα
= −(b+ λ1

4)ρΔ̃(α)

w4 + bΔ(α)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dw4

dΔ
=

λ0
4Δ− κw2

3/Δ+ λ1
4w4

w4 + bΔ
,

dw3

dΔ
=

κw3w4/Δ+ λ1w3

w4 + bΔ
,

dρ

dΔ
= −(b+ λ1

4)ρ

w4 + bΔ
.

(3.3.41)

После введения однородных переменных

w4 = u2Δ, w3 = u1Δ, (3.3.42)

похожих на соответствующие переменные в замене (3.3.14), система (3.3.41) перепишется в виде
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ
du2
dΔ

+ u2 =
λ0
4 − κu21 + λ1

4u2
u2 + b

,

Δ
du1
dΔ

+ u1 =
κu1u2 + λ1u1

u2 + b
,

Δ
dρ

dΔ
= −(b+ λ1

4)ρ

u2 + b

или

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ
du2
dΔ

=
λ0
4 − κu21 − u22 − (b− λ1

4)u2
u2 + b

,

Δ
du1
dΔ

=
(κ− 1)u1u2 − (b− λ1)u1

u2 + b
,

Δ
dρ

dΔ
= −(b+ λ1

4)ρ

u2 + b
.

(3.3.43)

Из первых двух уравнений системы (3.3.43) получается первый интеграл (3.3.19).
Из квадратуры

− dΔ

Δ
=

(u2 + b)du2
U2(C1, u2)

,

U2(C1, u2) = 2U1(u2)− C1

2

{

C1 ±
√

C2
1 − 4U1(u2)

}

,

U1(u2) = u22 + (b− λ1)u2 − λ0
4, C1 	= 0,

(3.3.44)
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получается первый интеграл (3.3.29) (здесь учитывается, что κ = −1 и λ1 = λ1
4). Наконец, из

квадратуры
dρ

(b+ λ1)ρ
=

du2
U2(C1, u2)

(3.3.45)

получается первый интеграл, содержащий неизвестную функцию ρ.
Вычислим квадратуру (3.3.45). Справедливо следующее инвариантное соотношение:

ρ · exp
{

−(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}

= Cρ = const, (3.3.46)

которое является третьим, недостающим, первым интегралом системы уравнений характери-
стик (3.3.40).
Таким образом, общее решение линейного уравнения (3.3.38) в частных производных примет

следующий вид:

ρ = exp

{

(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}

· F [Θ1,Θ2] , (3.3.47)

где F [Θ1,Θ2]—произвольная гладкая функция двух аргументов, при этом Θ1,Θ2 —два первых
интеграла (3.3.19), (3.3.29) соответственно.
В частности, в качестве двух функционально независимых решений линейного уравнения

(3.3.38) в частных производных можно взять следующие функции:

ρ1(w4, w3;α) = exp

{

(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}

·Θ1(w4, w3;α), (3.3.48)

ρ2(w4, w3;α) = exp

{

(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}

·Θ2(w4, w3;α), (3.3.49)

u2 =
w4

Δ(α)
, u1 =

w3

Δ(α)
.

II. Рассмотрим далее системы (3.3.8), (3.3.9). После замен независимых переменных
d

dt
= ± w3

√
1 + w2

1

f(α)g(β1)
d

dτ
,

d

dt
= ±w3f(α)

d

dτ
(3.3.50)

системы (3.3.8), (3.3.9) примут следующий вид:
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ẇs = Xws(ws;βs) =
√

1 + w2
s

[

2Γs+1(βs) +
d ln |j(βs)|

dβs

]

,

β̇s = Xβs(ws;βs) =
ws

√
1 + w2

s

, s = 1, 2, j = h, g;
(3.3.51)

при этом в системах (3.3.51) точкой обозначена также производная по новым независимым пере-
менным τ .
Для систем (3.3.51) будем искать интегральные инварианты с плотностями ρ(ws;βs), соот-

ветствующие дифференциальным формам площади ρ(ws;βs)dws ∧ dβs, s = 1, 2, из линейных
дифференциальных уравнений

div
[
ρ(ws;βs)X(ws;βs)

]
= 0, (3.3.52)

где
X(ws;βs) =

{
Xws(ws;βs),Xβs(ws;βs)

}
(3.3.53)

— векторные поля рассматриваемых систем (3.3.51) в координатах (ws;βs). Уравнения (3.3.52)
перепишутся в виде

Xws(ws;βs)ρws +Xβs(ws;βs)ρβs = −ρdivX(ws;βs); (3.3.54)

при этом

divX(ws;βs) =
ws

√
1 + w2

s

[

2Γs+1(βs) +
d ln |j(βs)|

dβs

]

. (3.3.55)
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Тогда системы уравнений характеристик линейных дифференциальных уравнений (3.3.54) в част-
ных производных примут следующий вид:

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ẇs = Xws(ws;βs),

β̇s = Xβs(ws;βs),

ρ̇ = −ρ
ws

√
1 + w2

s

[

2Γs+1(βs) +
d ln |j(βs)|

dβs

]

.

(3.3.56)

У систем, состоящих из первых двух уравнений систем (3.3.56), уже найдены первые интегралы
(3.3.30). Найдем второй независимый первый интеграл для каждой из систем (3.3.56) уравнений
характеристик. Сопоставим двум последним уравнениям систем (3.3.56) неавтономные уравнения

dρ

dβs
= −ρ

[

2Γs+1(βs) +
d ln |j(βs)|

dβs

]

, s = 1, 2. (3.3.57)

Последние уравнения дают следующие инвариантные соотношения:

Θρs+2(βs; ρ) = ρ ·Ψs(βs) = Cρs+2 = const, (3.3.58)

которые являются вторыми, недостающими, первыми интегралами систем уравнений характери-
стик (3.3.56). О функциях Ψs(βs), s = 1, 2, см. (3.1.21).
Таким образом, общие решения линейных уравнений (3.3.54) в частных производных примут

вид

ρ =
G [Θs+2]

Ψs(βs)
, (3.3.59)

где G [Θs+2]—произвольные гладкие функции одного аргумента, при этом Θs+2 —два первых
интеграла (3.3.30), s = 1, 2. В частности, если положить

G [Θs+2] =
1

Θs+2
=

Ψs(βs)
√

1 + w2
s

, (3.3.60)

то в качестве решений линейных уравнений (3.3.54) можно взять функции

ρ2+s(ws;βs) =
1

√
1 + w2

s

, s = 1, 2. (3.3.61)

III. Итак, инвариантные дифференциальные формы с функциями ρp(w4, w3;α), p = 1, 2, а
также ρ2+s(ws;βs), s = 1, 2, были получены выше через исследования отдельных систем (3.3.7),
(3.3.8) и (3.3.9), которые сами составляют общую рассматриваемую составную систему (3.3.7)–
(3.3.10). Возникает естественный вопрос: как связано нахождение инвариантных форм для от-
дельных систем с нахождением инвариантных форм для общей составной системы? Ответ на
этот вопрос позволит, в частности, ответить и на вопрос о нахождении инвариантной формы,
«привязывающей» уравнение (3.3.10).
Составная система (3.3.7)–(3.3.10) при выполнении свойств (3.3.11), (3.3.12) имеет следующий

вид:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w4f4(α) + bδ(α),

ẇ4 = λ0
4Δ(α)Δ̃(α)f4(α)− κf4(α)

Δ̃(α)

Δ(α)
w2
3 + λ1

4w4f4(α)Δ̃(α),

ẇ3 = κf4(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w3w4 + λ1w3f4(α)Δ̃(α),

(3.3.62)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ẇ2 = ±w3

√
1 + w2

2

1 + w2
1

f(α)g(β1)

[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

,

β̇2 = ± w2w3
√
(1 + w2

1)(1 + w2
2)
f(α)g(β1),

(3.3.63)
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⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ẇ1 = ±w3

√

1 + w2
1f(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

,

β̇1 = ± w1w3
√
1 + w2

1

f(α),
(3.3.64)

β̇3 = ± w3
√

(1 + w2
1)(1 + w2

2)
f(α)g(β1)h(β2). (3.3.65)

После замен независимой и фазовых переменных
d

dt
= f4(α)

d

dτ
, w∗

3 = ln |w3|, w∗
s = ln

∣
∣
∣ws +

√
1 + w2

s

∣
∣
∣ , s = 1, 2, (3.3.66)

составная система (3.3.62)–(3.3.65) примет вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = Xα(w4, w
∗
3;α) = w4 + bΔ(α),

ẇ4 = Xw4(w4, w
∗
3;α) = λ0

4Δ(α)Δ̃(α)− κ
Δ̃(α)

Δ(α)
e2w

∗
3 + λ1

4w4Δ̃(α),

ẇ∗
3 = Xw∗

3
(w4, w

∗
3 ;α) = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
w4 + λ1Δ̃(α),

(3.3.67)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ẇ∗
2 = Xw∗

2
(w∗

3, w
∗
1;α, β1, β2) = ± ew

∗
3

√
1 +W 2

1 (w
∗
1)

f(α)

f4(α)
g(β1)

[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

,

β̇2 = Xβ2(w
∗
3 , w

∗
2, w

∗
1;α, β1) = ± W2(w

∗
2)e

w∗
3

√
(1 +W 2

1 (w
∗
1))(1 +W 2

2 (w
∗
2))

f(α)

f4(α)
g(β1),

(3.3.68)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ẇ∗
1 = Xw∗

1
(w∗

3;α, β1) = ±ew
∗
3
f(α)

f4(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

,

β̇1 = Xβ1(w
∗
3 , w

∗
1;α) = ± W1(w

∗
1)e

w∗
3

√
1 +W 2

1 (w
∗
1)

f(α)

f4(α)
,

(3.3.69)

β̇3 = Xβ3(w
∗
3, w

∗
2, w

∗
1 ;α, β1, β2) = ± ew

∗
3

√
(1 +W 2

1 (w
∗
1))(1 +W 2

2 (w
∗
2))

f(α)

f4(α)
g(β1)h(β2); (3.3.70)

при этом в составной системе (3.3.67)–(3.3.70) точкой обозначена также производная по новой
независимой переменной τ , а также ws = Ws(w

∗
s), s = 1, 2, — функции в силу замен (3.3.66).

В принципе, замена фазовых переменных (3.3.66) носит технический характер, и при этом можно
использовать как группу переменных w∗

3, w∗
2, w∗

1, так и группу переменных w3, w2, w1.
Для составной системы (3.3.67)–(3.3.70) будем искать интегральные инварианты с плотностью

ρ(w4, w
∗
3 , w

∗
2, w

∗
1;α, β1, β2, β3), соответствующие дифференциальным формам объема

ρ
(
w4, w

∗
3, w

∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2, β3

)
dw4 ∧ dw∗

3 ∧ dw∗
2 ∧ dw∗

1 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ dβ2 ∧ dβ3,

из следующего линейного дифференциального уравнения:

div
[
ρ
(
w4, w

∗
3, w

∗
2, w

∗
1 ;α, β1, β2, β3) X

(
w4, w

∗
3, w

∗
2, w

∗
1 ;α, β1, β2, β3

)]
= 0, (3.3.71)

где

X
(
w4, w

∗
3, w

∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2, β3

)
=
{
Xα(w4, w

∗
3;α), Xw4(w4, w

∗
3;α),

Xw∗
3
(w4, w

∗
3;α), Xw∗

2
(w∗

3, w
∗
1 ;α, β1, β2), Xβ2(w

∗
3, w

∗
2, w

∗
1 ;α, β1),

Xw∗
1
(w∗

3 ;α, β1), Xβ1(w
∗
3 , w

∗
1;α), Xβ3(w

∗
3 , w

∗
2, w

∗
1;α, β1, β2)

}
(3.3.72)

— векторное поле рассматриваемой составной системы (3.3.67)–(3.3.70) в координатах (w4, w
∗
3, w

∗
2 , w

∗
1;

α, β1, β2, β3). Уравнение (3.3.71) перепишется в виде

Xα(w4, w
∗
3;α)ρα +Xw4(w4, w

∗
3;α)ρw4+

+Xw∗
3
(w4, w

∗
3;α)ρw∗

3
+Xw∗

2
(w∗

3, w
∗
1 ;α, β1, β2)ρw∗

2
+Xβ2(w

∗
3, w

∗
2 , w

∗
1;α, β1)ρβ2+
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+Xw∗
1
(w∗

3;α, β1)ρw∗
1
+Xβ1(w

∗
3 , w

∗
1;α)ρβ1 +Xβ3(w

∗
3 , w

∗
2, w

∗
1;α, β1, β2)ρβ3 =

= −ρdivX(w4, w
∗
3 , w

∗
2, w

∗
1 ;α, β1, β2, β3); (3.3.73)

при этом
divX

(
w4, w

∗
3, w

∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2, β3

)
= (b+ λ1

4)Δ̃(α), (3.3.74)
как и в случае (3.3.39) для «отдельной» системы (3.3.35)! Тогда система уравнений характеристик
линейного дифференциального уравнения (3.3.73) в частных производных примет следующий
вид: ⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = Xα(w4, w
∗
3;α), ẇ∗

1 = Xw∗
1
(w∗

3;α, β1),

ẇ4 = Xw4(w4, w
∗
3;α), β̇1 = Xβ1(w

∗
3, w

∗
1 ;α),

ẇ∗
3 = Xw∗

3
(w4, w

∗
3 ;α), β̇3 = Xβ3(w

∗
3, w

∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2),

ẇ∗
2 = Xw∗

2
(w∗

3, w
∗
1;α, β1, β2), ρ̇ = −ρ(b+ λ1

4)Δ̃(α),

β̇2 = Xβ2(w
∗
3 , w

∗
2, w

∗
1;α, β1),

(3.3.75)

и она включает систему уравнений характеристик (3.3.40) для уравнения в частных производ-
ных (3.3.38).
У системы, состоящей из первых восьми уравнений системы (3.3.75), уже найдены пять пер-

вых интегралов (3.3.19), (3.3.29), (3.3.30) и (3.3.32) (полный набор). Более того, найден и до-
полнительный первый интеграл (3.3.46), «привязывающий» уравнение (последнее уравнение си-
стемы (3.3.75)) на функцию ρ. Таким образом, общее решение линейного уравнения (3.3.73) в
частных производных примет следующий вид:

ρ = exp

{

(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}

· H [Θ1, . . . ,Θ5] , (3.3.76)

где H [Θ1, . . . ,Θ5]—произвольная гладкая функция пяти аргументов, при этом Θ1, . . . ,Θ5 —пять
первых интегралов (3.3.19), (3.3.29), (3.3.30), (3.3.32) соответственно. В частности, в качестве
пяти функционально независимых решений линейного уравнения (3.3.73) в частных производных
можно взять следующие функции:

ρ1(w4, w3;α) = exp

{

(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}

·Θ1(w4, w3;α), (3.3.77)

ρ2(w4, w3;α) = exp

{

(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}

·Θ2(w4, w3;α), (3.3.78)

ρ3(w4, w3, w1;α, β1) = exp

{

(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}

·Θ3(w1;β1), (3.3.79)

ρ4(w4, w3, w2;α, β2) = exp

{

(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}

·Θ4(w2;β2), (3.3.80)

ρ5(w4, w3;α, β2, β3) = exp

{

(b+ λ1)

∫
du2

U2(C1, u2)

}

·Θ5(β2, β3). (3.3.81)

где u2 = w4/Δ(α), u1 = w3/Δ(α).
В разделе III данного доказательства рассмотрен наиболее общий случай поиска инвариантных

форм для составной системы (3.3.67)–(3.3.70). Также ясно, что найденные дифференциальные
формы ρ1(w4, w3;α)dw4 ∧ dw3 ∧ dα и ρ2(w4, w3;α)dw4 ∧ dw3 ∧ dα будут инвариантными формами
не только для системы (3.3.7), но и для составной системы (3.3.7)–(3.3.10). При этом для интегри-
рования составной системы (3.3.7)–(3.3.10) можно использовать как более громоздкие формы с
функциями (3.3.79), (3.3.80), так и формы с функциями (3.3.61), имеющие более простой нагляд-
ный вид, поскольку составная система (3.3.7)–(3.3.10) распалась известным образом. Теорема 3.3
считать доказана. �
Итак, для полной интегрируемости системы (3.3.7)–(3.3.10) можно использовать или пять пер-

вых интегралов, или пять независимых дифференциальных форм, или какие-либо комбинации
(только независимых элементов) из интегралов и форм общим количеством пять.
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О строении первых интегралов для рассматриваемых систем с диссипацией см. также [75].
Заметим лишь, что для систем с диссипацией трансцендентность функций (т.е. наличие у них
существенно особых точек) как тензорных инвариантов наследуется из нахождения в системе
притягивающих или отталкивающих предельных множеств.
В заключение упомянем многочисленные приложения (см. [59]), касающиеся интегрирования

систем с диссипацией, на касательном расслоении к четырехмерной сфере, а также более общих
систем на расслоении четырехмерных поверхностей вращения и пространства Лобачевского. При
этом из всего колоссального множества работ по геометрическим и топологическим аспектам,
связанным с рассматриваемым интегрированием систем, выделим работы [3, 7].
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