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Аннотация. Статья посвящена разработке конструктивного подхода к решению задачи опти-
мального граничного управления распределенной неоднородной колебательной системой, дина-
мика которой моделируется одномерным волновым уравнением с кусочно постоянными характе-
ристиками. Специфика предлагаемого подхода позволяет удовлетворить многоточечные проме-
жуточные условия. Полученные результаты проиллюстрированы конкретным примером.

Ключевые слова: колебания, оптимальное управление, неоднородный процесс, волновое урав-
нение, разделение переменных.

OPTIMAL BOUNDARY CONTROL FOR A DISTRIBUTED

INHOMOGENEOUS OSCILLATORY SYSTEM WITH GIVEN

INTERMEDIATE CONDITIONS

c© 2023 V. R. BARSEGHYAN, S. V. SOLODUSHA

Abstract. In this paper, we develop a constructive approach to the problem of optimal boundary
control for a distributed inhomogeneous oscillatory system whose dynamics is modeled by a one-
dimensional wave equation with piecewise constant characteristics. Using the approach proposed, one
may satisfy multi-point intermediate conditions. The results obtained are illustrated by a specific
example.
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1. Введение. Изучению задач управления, в том числе и оптимального, распределенных коле-
бательных систем, где задаются начальное, конечное, а также и многоточечные промежуточные
условия, посвящена многочисленная литература, в частности, работы [1, 3–5, 7, 8, 10–20, 24–28]
(см. также библиографию в этих работах). Одна из первых задач, где колебательная система
состоит из двух разных кусочно однородных сред (разнородных распределенных составных си-
стем), сформулирована А. Г. Бутковским и рассмотрена в [7]. В [4,5,8,10,12–15,28] рассмотрены
задачи граничного управления колебаниями распределенных систем, состоящих из разнородных
участков (с кусочно постоянными характеристиками). Исследование этих задач, как правило,
основывается на использовании метода бегущих волн и получении формул типа Даламбера.
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вания Российской Федерации (проект FWEU-2021-0006, тема No. AAAA-A21-121012090034-3).
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Задачам управления и оптимального управления составных динамических систем посвящены,
в частности, работы [1, 2, 4, 5, 7, 8, 10–15, 19–24, 27, 28]. В отличие от [1, 19, 20, 24] здесь представ-
лена задача оптимального граничного управления распределенной неоднородной колебательной
системой с управляющими смещениями обоих концов. В качестве промежуточных условий учи-
тываются заданные в разные промежуточные моменты времени значения функции колебания
(прогиба) и производной от этой функции (скоростей точек). Критерий качества определен на
всем временном интервале. Будем считать, что колебательный процесс характеризуется разны-
ми физическими свойствами (т.е. состоит из двух участков, которые имеют различные упругие
свойства и плотность). При этом длины этих участков таковы, что время прохождения волны по
каждому из них одинаково. Настоящая работа наиболее близка к исследованиям, представлен-
ным в [1, 19, 20, 24].
Цель данной статьи заключается в разработке аналитической методики построения оптималь-

ного граничного управляющего воздействия. Управление реализуется за счет смещения, кото-
рое прилагается на двух концах и за конечный временной промежуток переводит колебания
из известного начального состояния (через многоточечные промежуточные) в заданное конеч-
ное состояние. Статья структурирована в соответствии со схемой построения решения задачи.
В разделе 2 сформулирована постановка задачи. В разделе 3 исходная задача сведена к зада-
че с нулевыми граничными условиями. Для ее решения в разделах 4 и 5 используются метод
разделения переменных и методы теории оптимального управления конечномерными системами
с многоточечными промежуточными условиями. Построение оптимальной функции управления
с помощью проблем моментов приведено в разделе 5. В разделах 6 и 7 приведены результаты,
иллюстрирующие применение полученных формул на конкретных примерах.

2. Постановка задачи. Рассмотрим колебания распределенной кусочно однородной среды,
которая расположена вдоль отрезка −l1 � x � l и состоит из двух участков длины −l1 и l
соответственно, так что −l1 � x � 0 и 0 � x � l. Обозначим через ai =

√
ki/ρi скорость

прохождения волны по i-му (i = 1, 2) участку, где ρi = const—плотность, ki = const—модуль
Юнга. Пусть величины l1 и l удовлетворяют равенству

l1
a1

=
l

a2
, (2.1)

так что время прохождения волны по первому участку (где −l1 � x � 0) равно времени прохож-
дения волны по второму участку (где 0 � x � l).
Будем считать, что функцией Q(x, t), −l1 � x � l, 0 � t � T , задается состояние неоднородного

процесса, динамика которого описывается уравнением

∂2Q(x, t)

∂t2
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

a21
∂2Q(x, t)

∂x2
, −l1 � x � 0, 0 � t � T,

a22
∂2Q(x, t)

∂x2
, 0 � x � l, 0 � t � T,

(2.2)

с условиями на границах

Q(−l1, t) = μ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 � t � T, (2.3)

и с сопряженными условиями при x = 0 (точка соединения участков)

Q(0− 0, t) = Q(0 + 0, t), a21ρ1
∂Q(x, t)

∂x

∣∣
∣
∣
x=0−0

= a22ρ2
∂Q(x, t)

∂x

∣∣
∣
∣
x=0+0

. (2.4)

Начальные (при t = t0 = 0) и конечные (при t = T ) условия заданы следующим образом:

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q(x, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=0

= ψ0(x), − l1 � x � l, (2.5)

Q(x, T ) = ϕT (x),
∂Q(x, t)

∂t

∣
∣∣
∣
t=T

= ψT (x), − l1 � x � l. (2.6)
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Пусть в некоторые моменты времени

0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 = T

известны промежуточные значения функции состояния и ее производной в виде

Q(x, ti) = ϕi(x), − l1 � x � l, i = 2α− 1, α = 1, . . . ,
m

2
, (2.7)

∂Q(x, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=tj

= ψj(x), − l1 � x � l, j = 2α, α = 1, . . . ,
m

2
. (2.8)

В условиях (2.7) и (2.8) предполагается, что m—четное число. В формуле (2.3) функции μ(t)
и ν(t) являются управляющими воздействиями (граничные управления). Дополнительно будем
считать, что функция Q(x, t) ∈ C2(ΩT ), ϕi(x) ∈ C2[−l1, l] и ψj(x) ∈ C1[−l1, l], где множество ΩT ={
(x, t) : x ∈ [−l1, l], t ∈ [0, T ]

}
, а все функции таковы, что выполняются условия согласования

(см. [1, 19, 20, 24]).
Указанным динамическим процессом могут быть представлены продольные (поперечные) ко-

лебания кусочно однородного стержня (струны), где ρ—плотность, k—модуль упругости (натя-
жение струны). Отметим также, что распределенный кусочно однородный колебательный про-
цесс (2.2) описывается системой переменной структуры (см. [1,2,19–22,24]. Сформулируем далее
задачу оптимального граничного управления неоднородными колебаниями системы (2.2) с усло-
виями, заданными в промежуточные моменты времени.
Требуется найти такие оптимальные граничные управления μ0(t) и ν0(t), 0 � t � T , в (2.3),

под воздействием которых колебательное движение системы (2.2) из заданного начального состо-
яния (2.5) переходит в конечное состояние (2.6), удовлетворяя условиям (2.7), (2.8) и минимизируя
функционал

⎡

⎣
T∫

0

(
μ2(t) + ν2(t)

)
dt

⎤

⎦

1/2

. (2.9)

Так как в промежуточные моменты времени tk, k = 1,m, известны или только значения функ-
ции колебания (2.7), или только значения ее производной (2.8), то целесообразно использовать
такой подход решения сформулированной задачи оптимального управления, где будет учтена
специфика промежуточных условий (2.7), (2.8).

3. Сведение задачи к задаче с нулевыми граничными условиями. Для построения
решения введем такую новую переменную ξ (см. [1, 19, 20, 24]), что

ξ =

⎧
⎨

⎩

a2
a1
x, −l1 � x � 0,

x, 0 � x � l.
(3.1)

Замена вида (3.1) приводит к преобразованию (растяжению либо к сжатию) отрезка −l1 � x � 0
относительно точки x = 0. Легко видеть, что, в силу (2.1), вместо отрезка −l1 � x � 0 имеем
−l � ξ � 0. Таким образом, для функции Q(ξ, t) получим одинаковое на участках длины l
уравнение

∂2Q(ξ, t)

∂t2
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

a22
∂2Q(ξ, t)

∂ξ2
, −l � ξ � 0, 0 � t � T,

a22
∂2Q(ξ, t)

∂ξ2
, 0 � ξ � l, 0 � t � T,

или
∂2Q(ξ, t)

∂t2
= a22

∂2Q(ξ, t)

∂ξ2
, −l � ξ � l, 0 � t � T, (3.2)

с условиями на границах

Q(−l, t) = μ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 � t � T, (3.3)
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начальными условиями

Q(ξ, 0) = ϕ0(ξ),
∂Q(ξ, t)

∂t

∣
∣∣
∣
t=0

= ψ0(ξ), −l � x � l, (3.4)

промежуточными условиями

Q(ξ, ti) = ϕi(ξ), − l � ξ � l, i = 2α − 1, α = 1, . . . ,
m

2
, (3.5)

∂Q(ξ, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=tj

= ψj(x), − l � ξ � l, j = 2α, α = 1, . . . ,
m

2
, (3.6)

и конечными условиями

Q(ξ, T ) = ϕT (ξ),
∂Q(ξ, t)

∂t

∣
∣
∣∣
t=T

= ψT (ξ), −l � ξ � l, (3.7)

а также сопряженными условиями при ξ = 0 (точке соединения участков)

Q(0− 0, t) = Q(0 + 0, t), a1ρ1
∂Q(ξ, t)

∂ξ

∣∣
∣∣
ξ=0−0

= a2ρ2
∂Q(ξ, t)

∂ξ

∣∣
∣∣
ξ=0+0

. (3.8)

Для удобства здесь все функции после замены (3.1) оставлены в исходных обозначениях.
Принимая во внимание неоднородность граничного условия (3.3), решение задачи (3.2) будем

искать в виде
Q(ξ, t) = V (ξ, t) +W (ξ, t), (3.9)

где для искомой функции V (ξ, t) справедливы однородные граничные условия

V (−l, t) = V (l, t) = 0, (3.10)

а функция W (ξ, t)—решение уравнения (3.2) с условиями

W (−l, t) = μ(t), W (l, t) = ν(t), (3.11)

удовлетворяющая условию

W (ξ, t) =
1

2l

[
(l − ξ)μ(t) + (l + ξ)ν(t)

]
. (3.12)

Из (3.2), (3.9) и (3.12) для определения функции V (ξ, t) получим

∂2V (ξ, t)

∂t2
= a22

∂2V (ξ, t)

∂ξ2
+ F (ξ, t), −l � ξ � l, 0 � t � T, (3.13)

где

F (ξ, t) =
1

2l

[
(ξ − l)μ̈(t)− (ξ + l)ν̈(t)

]
. (3.14)

Заметим, что функция V (ξ, t) удовлетворяет условию сопряжения (3.8) в точке ξ = 0. Соглас-
но (3.1) будем иметь

ϕ0(−l1) = ϕ0(−l), ϕi(−l1) = ϕi(−l), ψj(−l1) = ψj(−l), (3.15)
ϕT (−l1) = ϕT (−l), ψ0(−l1) = ψ0(−l), ψT (−l1) = ψT (−l). (3.16)

Из начальных (3.4), промежуточных (3.5), (3.6) и конечных (3.7) условий, с учетом условий со-
гласования и (3.15) получим, что решение V (ξ, t) задачи (3.13) должно удовлетворять начальным
условиям

V (ξ, 0) = ϕ0(ξ)− 1

2l

[
(l − ξ)ϕ0(−l) + (l + ξ)ϕ0(l)

]
,

∂V (ξ, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=0

= ψ0(ξ)− 1

2l

[
(l − ξ)ψ0(−l) + (l + ξ)ψ0(l)

]
,

(3.17)
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промежуточным условиям

V (ξ, ti) = ϕi(ξ)− 1

2l
(l − ξ)ϕi(−l), i = 2α− 1, α = 1, . . . ,

m

2
,

∂V (ξ, t)

∂t

∣
∣∣
∣
t=tj

= ψj(ξ)− 1

2l
(l − ξ)ψj(−l), j = 2α, α = 1, . . . ,

m

2
,

(3.18)

и конечным условиям

V (ξ, T ) = ϕT (ξ)− 1

2l

[
(l − ξ)ϕT (−l) + (l + ξ)ϕT (l)

]
,

∂V (ξ, t)

∂t

∣
∣
∣∣
t=T

= ψT (ξ)− 1

2l

[
(l − ξ)ψT (−l) + (l + ξ)ψT (l)

]
.

(3.19)

Исходная задача сведена к задаче оптимального управления колебанием, описываемым неод-
нородным уравнением (3.13) с однородными граничными условиями (3.10). Полученная задача
оптимального управления формулируется следующим образом.
Требуется найти оптимальные граничные управления μ0(t) и ν0(t), 0 � t � T , доставляющие

минимум функционала (2.9), под воздействием которых вынужденное колебание, моделируемое
уравнением (3.13) с граничными условиями (3.10), переходит из заданного начального состоя-
ния (3.17) через промежуточные состояния (3.18) в конечное состояние (3.19).

4. Сведение решения задачи с нулевыми граничными условиями к проблеме мо-
ментов. С учетом однородных граничных условий (3.10) решение уравнения (3.13) ищем в виде

V (ξ, t) =
∞∑

k=1

Vk(t) sin
πkξ

l
, Vk(t) =

1

l

l∫

−l

V (ξ, t) sin
πkξ

l
dξ. (4.1)

Функции F (ξ, t), ϕi(ξ) и ψj(ξ) представим в виде рядов Фурье в базисе
{
sin πkξ

l , k = 1, 2, . . .
}

и, подставив их значения вместе с V (ξ, t) в уравнение (3.13), (3.14) и в условия (3.17)–(3.19), для
каждого k получим следующее обыкновенное дифференциальное уравнение:

V̈k(t) + λ2kVk(t) = Fk(t), λ2k =

(
a2πk

l

)2

, (4.2)

Fk(t) =
a2
λkl

[
ν̈(t)
(
2(−1)k − 1

)− μ̈(t)
]

(4.3)

с начальными условиями

Vk(0) = ϕ
(0)
k − a2

λkl

[
ϕ0(−l)− ϕ0(l)

(
2(−1)k − 1

)]
,

V̇k(0) = ψ
(0)
k − a2

λkl

[
ψ0(−l)− ψ0(l)

(
2(−1)k − 1

)]
,

(4.4)

промежуточными условиями

Vk(ti) = ϕ
(i)
k − a2

λkl

[
ϕi(−l)− ϕi(l)

(
2(−1)k − 1

)]
, i = 2α − 1, α = 1, . . . ,

m

2
,

V̇k(tj) = ψ
(j)
k − a2

λkl

[
ψj(−l)− ψj(l)

(
2(−1)k − 1

)]
, j = 2α, α = 1, . . . ,

m

2
,

(4.5)

и конечными условиями

Vk(T ) = ϕ
(T )
k − a2

λkl

[
ϕT (−l)− ϕT (l)

(
2(−1)k − 1

)]
,

V̇k(T ) = ψ
(T )
k − a2

λkl

[
ψT (−l)− ψT (l)

(
2(−1)k − 1

)]
.

(4.6)

Здесь коэффициенты Фурье функций F (ξ, t), ϕi(ξ) и ψj(ξ) обозначены через Fk(t), ϕ
(i)
k и ψ(j)

k
соответственно.
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Общее решение уравнения (4.2) представим в виде

Vk(t) = Vk(0) cos λkt+
1

λk
V̇k(0) sin λkt+

1

λk

t∫

0

Fk(τ) sin λk(t− τ)dτ. (4.7)

Следуя [15–20] и учитывая условия (4.5) и (4.6), из (4.7) получим, что функции управления μ(t)
и ν(t) для всех k = 1, 2, . . . удовлетворяют следующим выражениям:

T∫

0

μ(τ) sin λk(T − τ)dτ + Ek

T∫

0

ν(τ) sinλk(T − τ)dτ = C1k,

T∫

0

μ(τ) cos λk(T − τ)dτ + Ek

T∫

0

ν(τ) cos λk(T − τ)dτ = C2k,

T∫

0

μ(τ)h
(i)
k (τ)dτ + Ek

T∫

0

ν(τ)h
(i)
k (τ)dτ = C1k(ti), i = 2α− 1,

T∫

0

μ(τ)g
(j)
k (τ)dτ + Ek

T∫

0

ν(τ)g
(j)
k (τ)dτ = C2k(tj), j = 2α,

(4.8)

где α = 1, . . . ,m/2, Ek = 1− 2(−1)k,

C1k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

a2
C̃1k +X1k + EkY1k

]
, C2k(T ) =

1

λ2k

[
λkl

a2
C̃2k +X2k + EkY2k

]
,

C1k(ti) =
1

λ2k

[
λkl

a2
C̃1k(ti) +X

(i)
1k + EkY

(i)
1k

]
, C2k(tj) =

1

λ2k

[
λkl

a2
C̃2k(tj) +X

(j)
2k + EkY

(j)
2k

]
,

(4.9)

C̃1k(ti) = λkVk(ti)− λkVk(0) cos λkti − V̇k(0) sin λkti,

C̃2k(tj) = V̇k(tj) + λkVk(0) sin λktj − V̇k(0) cos λktj,

C̃1k = λkVk(T )− λkVk(0) cos λkT − V̇k(0) sin λkT,

C̃2k = V̇k(T ) + λkVk(0) sin λkT − V̇k(0) cos λkT,

X1k = λkϕT (−l)− ψ0(−l) sinλkT − λkϕ0(−l) cos λkT,
X2k = ψT (−l)− ψ0(−l) cos λkT + λkϕ0(−l) sin λkT,
Y1k = λkϕT (l)− ψ0(l) sin λkT − λkϕ0(l) cos λkT,

Y2k = ψT (l)− ψ0(l) cos λkT + λkϕ0(l) sin λkT,

X
(i)
1k = λkϕi(−l)− ψ0(−l) sinλkti − λkϕ0(−l) cos λkti,

Y
(i)
1k = λkϕi(l)− ψ0(l) sin λkti − λkϕ0(l) cos λkti,

X
(j)
2k = ψj(−l)− ψ0(−l) cos λktj + λkϕ0(−l) sin λktj ,

Y
(j)
2k = ψj(l)− ψ0(l) cos λktj + λkϕ0(l) sin λktj ,

h
(i)
k (τ) =

{
sinλk(ti − τ), 0 � τ � ti,

0, ti < τ � T,
g
(j)
k (τ) =

{
cos λk(tj − τ), 0 � τ � tj ,

0, tj < τ � T.

Таким образом, решение поставленной задачи сводится к поиску функций μ(t) и ν(t), которые для
всех k = 1, 2, . . . удовлетворяют интегральным соотношениям (4.8) и, кроме того, обеспечивают
минимум функционала (2.9) для 0 � t � T .
На практике, как правило, ограничиваются некоторыми первыми значениями n (k = 1, n) гар-

моник и решают задачу синтеза управлений, привлекая методы теории оптимального управления
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конечномерными системами. Будем строить решение задачи, придерживаясь этого подхода. От-
метим, что при произвольном фиксированном значении число выражений в (4.8) равно (2+m)n,
которым должны одновременно удовлетворять искомые функции μ(t) и ν(t), определяется по
формуле (2+m)n, где m—число промежуточных моментов времени. Тогда из соотношения (4.8)
следует справедливость следующего важного результата данного пункта — утверждение о вполне
управляемости (см. [2, 6, 9]).

Теорема 4.1. Для произвольного числа первых n гармоник динамический процесс, описывае-
мый уравнением (4.2) с условиями (4.4)–(4.6), вполне управляем на промежутке времени [0, T ]
тогда и только тогда, когда для любых значений величин C1k, C2k и C1k(ti), C2k(tj), i = 2α− 1,
j = 2α, α = 1, . . . ,m/2, k = 1, n, определяемых условиями (4.9), можно найти управления μ(t)
и ν(t), t ∈ [0, T ], удовлетворяющие условию (4.8).

5. Решение задачи. Вообще говоря, функционал (2.9) можно рассматривать как квадрат
нормы соответствующего линейного нормированного пространства. Так как интегральные соот-
ношения (4.8), порожденные функциями μ(t) и ν(t), 0 � t � T , линейны, то задачу определения
оптимального управления для n (n = 1, 2, . . . ) можно рассматривать как проблему моментов
(см. [2,3,9]). Следовательно, для решения этой задачи можно воспользоваться алгоритмом реше-
ния проблемы моментов.
Таким образом, для решения конечномерной (при k = 1, n) проблемы моментов (2.9) и (4.8),

следуя [2, 9], нужно найти такие величины pk, qk, γik γjk, i = 2α − 1, j = 2α, α = 1, . . . ,m/2,
связанные условием

n∑

k=1

⎡

⎢
⎣pkC1k + qkC2k +

m/2∑

i=2α−1
α=1

γikC1k(ti) +

m/2∑

i=2α
α=1

γjkC2k(tj)

⎤

⎥
⎦ = 1, (5.1)

для которых

(ρ0n)
2 = min

(5.1)

T∫

0

[
h21n(τ) + h22n(τ)

]
dτ, (5.2)

где

h1n(τ) =

n∑

k=1

⎡

⎢
⎣pk sinλk(T − τ) + qk cos λk(T − τ) +

m/2∑

i=2α−1
α=1

γikh
(i)
k (τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γjkg
(j)
k (τ)

⎤

⎥
⎦ ,

h2n(τ) =
n∑

k=1

Ek

⎡

⎢
⎣pk sinλk(T − τ) + qk cos λk(T − τ) +

m/2∑

i=2α−1
α=1

γikh
(i)
k (τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γjkg
(j)
k (τ)

⎤

⎥
⎦ .

Для поиска величин p0k, q
0
k, γ

0
ik, γ

0
jk, k = 1, n, i = 2α− 1, j = 2α, α = 1, . . . ,m/2, минимизирую-

щих (5.2), применим метод неопределенных множителей Лагранжа. Для этого введем

Fn =

T∫

0

[(
h1n(τ)

)2
+
(
h2n(τ)

)2]
dτ+

+ βn

⎡

⎢
⎣

n∑

k=1

⎛

⎜
⎝pkC1k + qkC2k +

m/2∑

i=2α−1
α=1

γikC1k(ti) +

m/2∑

i=2α
α=1

γjkC2k(tj)

⎞

⎟
⎠− 1

⎤

⎥
⎦ ,

где βn —неопределенный множитель Лагранжа. Используя указанный метод, выполним вычис-
ление производных функции Fn по pk, qk, γikk, γjk, k = 1, n, i = 2α − 1, j = 2α, α = 1, . . . ,m/2.
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Далее, приравняв полученные выражения нулю, получаем следующую систему интегральных
равенств:

T∫

0

[
h1n(τ) + Ekh2n(τ)

]
sinλk(T − τ)dτ = −βn

2
C1k,

T∫

0

[
h1n(τ) + Ekh2n(τ)

]
h
(i)
k (τ)dτ = −βn

2
C1k(ti),

T∫

0

[
h1n(τ) + Ekh2n(τ)

]
cos λk (T − τ) dτ = −βn

2
C2k,

T∫

0

[
h1n(τ) + Ekh2n(τ)

]
g
(j)
k (τ)dτ = −βn

2
C2k(tj),

i = 2α− 1, α = 1, . . . ,
m

2
, j = 2α, k = 1, n.

Дальнейшие построения решения не приводятся, так как они аналогичны действиям, приведен-
ным в [1, 20, 24–26]. Отметим, что в результате указанных построений получим оптимальные
управления μ0n(τ) и ν0n(τ) для любого n = 1, 2, . . . , которые представляются в следующем виде:

μ0n(τ) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

⎡

⎢
⎣Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m/2∑

i=2α−1
α=1

γ0ik sinλk(ti − τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γ0jk cos λk(tj − τ)

⎤

⎥
⎦ ,

0 � τ � t1,

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

⎡

⎢
⎣Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m/2∑

i=2α−1
α=2

γ0ik sinλk(ti − τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γ0jk cos λk(tj − τ)

⎤

⎥
⎦ ,

t1 < τ � t2,

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

[
Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+ γ0mk cos λk(tm − τ)

]
, tm−1 < τ � tm,

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
, tm < τ � tm+1 = T,

(5.3)

ν0n(τ) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

Ek

⎡

⎢
⎣Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m/2∑

i=2α−1
α=1

γ0ik sinλk(ti − τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γ0jk cos λk(tj − τ)

⎤

⎥
⎦ ,

0 � τ � t1,

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

Ek

⎡

⎢
⎣Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m/2∑

i=2α−1
α=2

γ0ik sinλk(ti − τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γ0jk cos λk(tj − τ)

⎤

⎥
⎦ ,

t1 < τ � t2,

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

Ek

[
Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+ γ0mk cos λk(tm − τ)

]
, tm−1 < τ � tm,

1

(ρ0n)
2

n∑

k=1

EkGk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
, tm < τ � tm+1 = T,

(5.4)
где

Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
= p0k sinλk(T − τ) + q0k cos λk(T − τ).
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Здесь через p0k, q
0
k, γ

0
ik, γ

0
jk обозначены значения величин pk, qk, γikk, γjk, k = 1, n, i = 2α − 1,

j = 2α, α = 1, . . . ,m/2, при которых (5.2) принимает минимальное значение с условием (5.1), а

(ρ0n)
2 =

T∫

0

[(
h01n(τ)

)2
+
(
h02n(τ)

)2]
dτ,

h01n(τ) =

n∑

k=1

⎡

⎢
⎣Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m/2∑

i=2α−1
α=1

γ0ikh
(i)
k (τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γ0jkg
(j)
k (τ)

⎤

⎥
⎦ ,

h02n(τ) =
n∑

k=1

(−1)k+1

⎡

⎢
⎣Gk

(
p0k, q

0
k, λk, T, τ

)
+

m/2∑

i=2α−1
α=1

γ0ikh
(i)
k (τ) +

m/2∑

i=2α
α=1

γ0jkg
(j)
k (τ)

⎤

⎥
⎦ .

Полученный результат сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 5.1. При согласовании исходных данных задачи, указанных в п. 1, и выполнении
условий вполне управляемости задача оптимального управления (2.1)–(2.9) (или (3.13), (3.17)–
(3.19), (2.9)) для произвольного числа первых n гармоник имеет решение, определяемое форму-
лами (5.3) и (5.4).

Подставляя выражения оптимальных управлений μ0n(t) и ν0n(τ) в (4.3), а полученное для функ-
ций F 0

k (τ) выражение — в (4.7), получим функцию V 0
k (t), t ∈ [0, T ], k = 1, n. Далее, из форму-

лы (4.1) имеем

V 0
n (ξ, t) =

n∑

k=1

V 0
k (t) sin

πk

l
ξ, (5.5)

а из (3.9)–(3.12) получим оптимальную функцию колебания для первых n гармоник Q0
n(ξ, t) в

виде
Q0

n(ξ, t) = V 0
n (ξ, t) +W 0

n(ξ, t), (5.6)

где

W 0
n(ξ, t) =

1

2l

[
(l − ξ)μ0n(t) + (l + ξ)ν0n(t)

]
. (5.7)

С учетом принятого обозначения (3.1) и согласно (5.5)–(5.7), оптимальная функция Q0
n(x, t) при

−l1 � x � l имеет вид

Q0
n(x, t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

n∑

k=1

V 0
k (t) sin

πk

l1
x+

1

2

[(
1− x

l1

)
μ0n(t) +

(
1 +

x

l1

)
ν0n(t)

]
, −l1 � x � 0, 0 � t � T,

n∑

k=1

V 0
k (t) sin

πk

l
x+

1

2

[(
1− x

l

)
μ0n(t) +

(
1 +

x

l

)
ν0n(t)

]
, 0 � x � l, 0 � t � T.

(5.8)
Легко убедиться, что для Q0

n (x, t) при x = 0 выполняются условия сопряжения (2.4).

6. Построение решения в случае m = 2. Для иллюстрации полученных формул предполо-
жим, что в граничных условиях (2.3) Q(l, t) = 0, 0 � t � T (т.е. ν(t) = 0), и в промежуточные
моменты времени t1 и t2 (0 = t0 < t1 < t2 < t3 = T ) заданы функции

Q(x, t1) = ϕ1(x), − l1 � x � l, (6.1)
∂Q

∂t

∣
∣∣
∣
t=t2

= ψ2(x), − l1 � x � l. (6.2)
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Тогда из формулы (4.3) следует, что Fk(t) = − a2
λkl

μ̈(t). В этом случае интегральные условия (4.8)
запишутся в виде

T∫

0

μ(τ) sinλk (T − τ) dτ = C1k,

T∫

0

μ(τ) cos λk (T − τ) dτ = C2k,

T∫

0

μ(τ)h
(1)
k (τ) dτ = C1k(t1),

T∫

0

μ(τ)g
(2)
k (τ) dτ = C2k(t2),

(6.3)

где

C1k =
1

λ2k

[
λkl

a2
C̃1k +X1k

]
, C1k(t1) =

1

λ2k

[
λkl

a2
C̃1k(t1) +X

(1)
1k

]
,

C2k =
1

λ2k

[
λkl

a2
C̃2k +X2k

]
, C2k(t2) =

1

λ2k

[
λkl

a2
C̃2k(t2) +X

(2)
2k

]
,

Постоянные C̃1k, C̃2k, C̃1k(t1), C̃2k(t2), X1k, X2k, X
(1)
1k , X

(2)
2k определяются из формулы (4.9).

Для простоты изложения выберем n = 1 (k = 1) и построим функцию μ0n(τ) оптимального
граничного управления. В выделенном случае из (5.3) получим

μ01(t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

μ
(1)0
1 (t) =

1

(ρ01)
2

[
p01 sinλ1(T − t) + q01 cos λ1(T − t)+

+ γ011 sinλ1(t1 − t) + γ021 cos λ1(t2 − t)
]
, 0 � t � t1,

μ
(2)0
1 (t) =

1

(ρ01)
2

[
p01 sinλ1(T − t) + q01 cos λ1(T − t)+

+ γ021 cos λ1(t2 − t)
]
, t1 < t � t2,

μ
(3)0
1 (t) =

1

(ρ01)
2

[
p01 sinλ1(T − t) + q01 cos λ1(T − t)

]
, t2 < t � t3 = T.

Для поиска значений p1, q1, γ11, γ21 и β1 будем иметь следующую линейную систему алгебраиче-
ских уравнений:

a11p1 + b11q1 + c
(1)
111γ11 + c

(2)
211γ21 = −β1

2
C11,

d11p1 + e11q1 + f
(1)
111γ11 + f

(2)
211γ21 = −β1

2
C21,

a
(1)
11 p1 + b

(1)
11 q1 + c

(11)
111 γ11 + c

(21)
211 γ21 = −β1

2
C11(t1),

d
(2)
11 p1 + e

(2)
11 q1 + f

(12)
111 γ11 + f

(22)
211 γ21 = −β1

2
C21(t2),

p1C11(T ) + q1C21(T ) + γ11C11(t1) + γ21C21(t2) = 1,

(6.4)

где

a11 =
T

2
− 1

4λ1
sin 2λ1T, b11 = d11 =

1

2λ1
sin2 λ1T, e11 =

T

2
+

1

4λ1
sin 2λ1T,

a
(1)
11 = c

(1)
111 =

t1
2
cos λ1(T − t1)− 1

2λ1
sinλ1t1 cos λ1T,

c
(2)
211 = d

(2)
11 =

1

2λ1
sinλ1t2 sinλ1T +

t2
2
sinλ1(T − t2),

b
(1)
11 = f

(1)
111 =

1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T − t1

2
sinλ1(T − t1), c

(11)
111 =

t1
2
− 1

4λ1
sin 2λ1t1,
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e
(2)
11 = f

(2)
211 =

1

2λ1
sinλ1t2 sinλ1T +

t2
2
cos λ1(T − t2),

c
(21)
211 = f

(12)
111 =

1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1t2 − t1

2
sinλ1(t2 − t1), f

(22)
211 =

t2
2
+

1

4λ1
sin 2λ1t2.

7. Результаты вычислительного эксперимента. Для простоты предположим, что

a1 =
3

5
a2, t1 = 3

l

a2
, t2 = 8

l

a2
, T = 12

l

a2
, l = 1, l1 =

l

a2
a1 =

3

5
, a2 =

1

3
.

Пусть состояние струны и скорости точек при t = 0 заданы следующими функциями:

ϕ0(x) =

{
x3 + l1 x

2, −l1 � x � 0,

x3 − l x2, 0 � x � l,
ψ0(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

−3

2
x2 − 3

2
l1 x, −l1 � x � 0,

3

2
x2 − 3

2
l x, 0 � x � l.

Пусть при t = t1 = 9 задано промежуточное состояние струны в виде функции (6.1):

ϕ1(x) =

{
−x3 − l1 x

2, −l1 � x � 0,

−x3 + l x2, 0 � x � l,

при t = t2 = 24 задана функция (6.2):

ψ2(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

−1

2
x2 − 1

2
l1 x, −l1 � x � 0,

1

2
x2 − 1

2
l x, 0 � x � l,

а при t = T = 36 задано следующее конечное состояние:

ϕT (x) = 0, ψT (x) = 0, −l1 � x � l.

Из (6.3), (6.4) имеем

18p1 − 9

2
γ11 +

456

125π3
= 0, 18q1 + 12γ21 +

918

25π4
= 0, −9

2
p1 +

9

2
γ11 = 0,

12q1 + 12γ21 +
612

25π4
= 0, p1

912

125π3
+ q1

1836

25π4
+ γ21

1224

25π4
= 1.

(7.1)

Решение (7.1) имеет вид

p01 = γ011 =
9500

3 (1755675 + 23104π2)
π5, q01 =

95625

4 (1755675 + 23104π2)
π4,

γ021 = 0, β01 = − 46875

4 (1755675 + 23104π2)
π8,

так что
(
ρ0k
)2

=
46875

8 (1755675 + 23104π2)
π8.

Для функции колебания (5.8) Q0
1(x, t) получаем:

Q0
1(x, t) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

V
(1)0
1 (t) sin

5

3
πx+

(
1

2
− 5

6
x

)
μ
(1)0
1 (t), −l1 � x � 0,

V
(1)0
1 (t) sinπx+

1

2
(1− x)μ

(1)0
1 (t), 0 � x � l,

при 0 � t � t1;

Q0
1(x, t) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

V
(2)0
1 (t) sin

5

3
πx+

(
1

2
− 5

6
x

)
μ
(2)0
1 (t), −l1 � x � 0,

V
(2)0
1 (t) sinπx+

1

2
(1− x)μ

(2)0
1 (t), 0 � x � l,
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Рис. 1. График функции μ01(t).

Рис. 2. График функции V 0
1 (t).

при t1 < t � T ; здесь функция управления имеет вид

μ01(t) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

102

25π4
cos

1

3
π t, 0 � t � t1,

102

25π4
cos

1

3
π t− 608

1125π3
sin

1

3
π t, t1 < t � T,

а функция V 0
1 (t) имеет вид

V 0
1 (t) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

− 304

125π3
cos

1

3
π t+

17(t − 36)

25π4
sin

1

3
π t, 0 � t � t1,

304(t− 36)

3375π3
cos

1

3
π t+

(
17t

25π4
− 27844

1125π4

)
sin

1

3
π t, t1 < t � T.

Их графики представлены на рис. 1 и 2.
Выражения и графики (см. рис. 3–6) функций прогиба струны и ее производной представлены

ниже. При t = 0 функции Q0
1(x, 0) и Q̇

0
1(x, 0) равны соответственно

Q0
1(x, 0) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

− 304

125π3
sin

5

3
πx+

51

25π4

(
1− 5

3
x

)
, −l1 � x � 0,

− 304

125π3
sinπx+

51

25π4
(1− x) , 0 � x � l,

∂Q0
1(x, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=0

=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

− 204

25π3
sin

5

3
πx, −l1 � x � 0,

− 204

25π3
sinπx, 0 � x � l.

При t = 9 функция Q0
1(x, 9) равна

Q0
1(x, 9) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

304

125π3
sin

5

3
πx− 51

25π4

(
1− 5

3
x

)
, −l1 � x � 0,

304

125π3
sinπx− 51

25π4
(1− x) , 0 � x � l.

При t = 24 функция Q̇0
1(x, 24) равна

∂Q0
1(x, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=24

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

− 68

25π3
sin

5

3
πx− 304

3375π2

(
1− 5

3
x

)
, −l1 � x � 0,

− 68

25π3
sinπx− 304

3375π2
(1− x) , 0 � x � l.
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Рис. 3. Графики Q0
1(x, 0) (сплошная линия) и ϕ0(x) (пунктирная линия).

Рис. 4. Графики функций Q̇0
1(x, 0) (сплошная линия) и ψ0(x) = 0 (пунктирная линия).

Рис. 5. Графики функций Q0
1(x, 9) (сплошная линия) и ϕ1(x) (пунктирная линия).

Рис. 6. Графики функций Q̇0
1(x, 24) (сплошная линия) и ψ2(x) (пунктирная линия).

При t = T = 36

Q0
1(x, 36) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

51

25π4

(
1− 5

3
x

)
, −l1 � x � 0,

51

25π4
(1− x) , 0 � x � l,

∂Q0
1(x, t)

∂t

∣∣
∣∣
t=36

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

− 304

3375π2

(
1− 5

3
x

)
, −l1 � x � 0,

− 304

3375π2
(1− x), 0 � x � l.
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Рис. 7. Графики функций Q0
1(x, 36) (сплошная линия) и ϕT (x) = 0.

Рис. 8. Графики функций Q̇0
1(x, 36) (сплошная линия) и ψT (x) = 0.

Для сравнительного анализа полученных результатов введем величины

ε1(x, ti) =
∣∣
∣Q0

1(x, ti)− ϕi(x)
∣∣
∣, ε̂1(x, tj) =

∣∣
∣Q̇0

1(x, tj)− ψj(x)
∣∣
∣,

где i = 0, 1, 3, j = 0, 2, 3 (i = j = 3 соответствуют моменту времени t3 = T ). Имеем

max
−3/5�x�1

ε1(x, 0) = max
−3/5�x�1

ε1(x, 9) ≈ 0,091, max
−3/5�x�1

ε1(x, 36) ≈ 0,042,

1∫

−3/5

ε1(x, 0)dx =

1∫

−3/5

ε1(x, 9)dx ≈ 0,082,

1∫

−3/5

ε1(x, 36)dx ≈ 0,029,

max
−3/5�x�1

ε̂1(x, 0) ≈ 0,128, max
−3/5�x�1

ε̂1(x, 24) ≈ 0,029, max
−3/5�x�1

ε̂1(x, 36) ≈ 0,018,

1∫

−3/5

ε̂1(x, 0)dx ≈ 0,129,

1∫

−3/5

ε̂1(x, 24)dx ≈ 0,033,

1∫

−3/5

ε̂1(x, 36)dx ≈ 0,013.

На основе представленных результатов вычислительного эксперимента можно сделать вывод,
что даже при n = 1 поведение функции прогиба (под воздействием построенного оптимального
граничного управления) достаточно близко к заданным исходным функциям.

8. Заключение. В данной статье предложен и проиллюстрирован на конкретном примере кон-
структивный метод построения оптимального граничного управления колебательным процессом
распределенной неоднородной системы с известными условиями в начальный, промежуточные
и конечный моменты времени. При этом форма прогиба и скорости точек были заданы в раз-
ные промежуточные моменты времени. Критерий качества задавался на весь интервал времени.
Эффективность предлагаемого метода проиллюстрирована на модельном примере. Результаты
вычислительного эксперимента показали хорошее согласование решения с исходными данными.
Полученные результаты могут быть использованы при проектировании оптимального граничного
управления процессами распределенных неоднородных колебаний в физических и технологиче-
ских системах.
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