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Аннотация. Предложен конструктивный подход построения функции оптимального управле-
ния тепловым воздействием лазерного луча на двухслойный биоматериал. Под построенным теп-
ловым воздействием распределение температурного состояния биоматериала переходит из задан-
ного начального состояния на определенном временном промежутке в заданное конечное состо-
яние, минимизируя значение критерия качества. В предложенном подходе используются метод
разделения переменных и методы теории оптимального управления динамических систем.

Ключевые слова: двухслойный биологический материал, тепловое воздействие, лазерный луч,
температурное состояние, оптимальное граничное управление, метод разделения переменных.
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Abstract. In this paper, we propose a constructive approach to constructing a function for optimal
control of the thermal effect of a laser beam on a two-layer biomaterial. Under the thermal influence
constructed, the distribution of the temperature state of a two-layer biomaterial transfers from a given
initial state at a certain time interval into a given final state and minimizes the value of the quality
criterion. The proposed approach is based on the method of variable separation and methods of the
theory of optimal control of dynamic systems.
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1. Введение. Исследование задач в многослойных физических обьектах, которые находятся
под воздействием сосредоточенных или распределенных источников, требует рассмотрения соот-
ветствующих адекватных математических моделей. При этом адекватностью должны обладать
как математические модели, так и методы исследования.
В статье [14] представлен обзор литературы о медико-биологическом применении лазеров. Сфе-

ра применения лазерного излучения в медицине выходит далеко за пределы классических поня-
тий о лазере (см. [6,13]); невозможно представить современную медицину без применения лазеров.
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Одно из многочисленных направлений медико-биологического применения лазеров — использо-
вание их в качестве инструмента воздействия на биологические объекты. С появлением новых
областей применения лазерного излучения для обработки биологических материалов возникает
необходимость выработки методик воздействия и критериев параметров лазерных излучателей.
Поэтому разрабатываются новые математические модели, призванные решать различные задачи
лазерного воздействия и оценки результатов (см. [14]), в частности, задачу выбора режимов теп-
лового воздействия лазерного луча на биологическую среду. Как отмечают авторы работы [14],
способы воздействия лазерного луча на биологическую среду пока еще недостаточно исследова-
ны. Поэтому необходимо проведение разносторонних исследований по поиску режимов лазерного
излучения для развития возможностей лазерного воздействия и повышения эффективности воз-
действия на биологическую среду.
Многослойный биологический материал, который подвергается действию на него лазерного

излучения, является системой с распределёнными параметрами (см. [5, 9–12, 15, 22]). Математи-
ческий модель процесса действия лазерного луча на многослойный биологический материал опи-
сывается с помощью дифференциальных уравнений теплопроводности в частных производных с
краевыми условиями начала и конца лазерного нагрева, граничными условиями взаимодействия
внешнего слоя биологического материала и окружающей среды, а также условиями сопряжения
между слоями. Математические модели указанных объектов характеризуются как разнородные
составные системы с распределёнными параметрами, поэтому целесообразно использовать мето-
ды исследования задач управления составных систем (переменной структуры), которым посвя-
щены, в частности, статьи [2–4,16–21].

Рис. 1. Структурная схема воздействия
лазерного луча на двухслойный биоло-

гический материал

В настоящей работе в качестве многослойной систе-
мы рассмотрен объект, состоящий из двух неоднородных
по своим теплофизическим характеристикам биологиче-
ских слоев, подвергаемый действию на него лазерного
излучения. Предполагается, что управление процессом
теплового воздействия лазерного луча на двухслойный
биоматериал осуществляется следующим образом: изме-
няя на верхней (левой) границе двухслойного биомате-
риала интенсивность температуры лазерного луча, вли-
яем на тепловое состояние в двухслойном биоматериа-
ле. Цель статьи состоит в разработке аналитического
подхода построения функции оптимального управления
тепловым воздействием лазерного луча на двухслойный
биоматериал, под воздействием которого распределение
температурного состояния из заданного начального со-
стояния на определенном промежутке времени переходит в заданное конечное состояние. Работа
примыкает к исследованиям, выполненным в [2, 4, 16].

2. Математическая модель двухслойного биоматериала и постановка задачи. Рас-
смотрим бесконечный по координатам x и y двухслойный биологический материал (см. рис. 1) с
различными теплофизическими характеристиками (коэффициенты теплопроводности, плотность
и теплоемкость) слоев.
В соответствии с многослойной структурой биоматериала (см. [10, 11, 15, 22]), в случае, когда

временные и пространственные параметры функции распределения объемной плотности тепло-
вых нагрузок в биологическом материале и коэффициенты теплопроводности постоянны, диф-
ференциальное уравнение теплопроводности преобразуется в следующую систему дифференци-
альных уравнений теплопроводности:

ρ1c1
∂T1(z, t)

∂t
= K1

∂2T1(z, t)

∂z2
, z ∈ [0, l1] ,

ρ2c2
∂T2(z, t)

∂t
= K2

∂2T2(z, t)

∂z2
, z ∈ [l1, l1 + l2] ,

(1)
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где ρj —коэффициент плотности j-го слоя биологического материала, j = 1, 2; cj —коэффици-
ент теплоемкости j-го слоя биологического материала; Tj(z, t)— температурное поле j-го слоя
в биологическом материале; z— глубина проникновения лазерного луча в биологическом мате-
риале; t—длительность теплового воздействия; Kj —коэффициент теплопроводности j-го слоя
биологического материала.
Предположим, что граничные условия теплового воздействия на двухслойный биологический

материал следующие:

T1(z, t)
∣
∣
z=0

= u(t), T2(z, t)
∣
∣
z=l1+l2

= P (t), (2)

где u(t)—температура действия лазерного луча на левой границе двухслойного биоматериала,
которая изменяется по времени и является неизвестной; P (t)— температура действия лазерного
луча в конце (на правой границе) двухслойного биологического материала, которая считается
известной. Введем условия сопряжения между слоями, которые выражают равенства непрерыв-
ности температурных полей по временной координате и условия идеального теплового контакта
слоев, следующим образом:

T1(z, t)
∣
∣
z=l1−0

= T2(z, t)
∣
∣
z=l1+0

,

K1
∂T1(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=l1−0

= K2
∂T2(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=l1+0

,
t ∈ [t0, t2]. (3)

Предполагается, что заданы начальное (при t = t0)

T1(z, t)
∣
∣
t=t0

= TH(z) (4)

и конечное (при t = t2) условия

T2(z, t)
∣
∣
t=t2

= TK(z). (5)

Предполагается, что управление процессом теплового воздействия лазерного луча на двух-
слойный биоматериал осуществляется следующим образом: изменяя на левой границе (в конце)
двухслойного биоматериала интенсивность (температуру) лазерного луча, влияем тем самым на
тепловое состояние в двухслойном биоматериале. Граничная функция u(t) является управляю-
щим воздействием (т.е. граничным управлением).
Предполагается, что допустимое управление u(t) принадлежит пространству L2(t0, t2). Функ-

ция Tj(z, t) ∈ L2(Ω), j = 1, 2, где Ω =
{

(z, t) : z ∈ [0, l1 + l2], t ∈ [t0, t2]
}

и TH(z), TK(z) ∈
L2(0, l1 + l2). Предполагается также, что все функции удовлетворяют следующим условиям со-
гласования:

u(t0) = TH(0), P (t0) = TH(l1 + l2), u(t2) = TK(0), P (t2) = TK(l1 + l2). (6)

Задачу оптимального управления процессом теплового воздействия лазерного луча на двухслой-
ный биоматериал можно сформулировать следующим образом.

Задача оптимального управления. Требуется найти такой закон u0(t), t ∈ [t0, t2], оптималь-
ного управления теплового воздействия лазерного луча на двухслойный биоматериал, под воз-
действием которого распределение температурного состояния (1) из начального состояния (4) за
промежуток времени [t0, t2] переходит в заданное конечное состояние (5) и минимизирует функ-
ционал

t2∫

t0

u2(t)dt. (7)

Таким образом, имеем задачу оптимального управления с неоднородными граничными усло-
виями. Для построения решения целесообразно перейти к задаче с нулевыми граничными усло-
виями.
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3. Сведение задачи к задаче с нулевыми граничными условиями. Введем обозначение
a2j = Kj/(cjρj), j = 1, 2. Для построения решения поставленной задачи целесообразно перейти к
новой переменной

ξ =

⎧

⎨

⎩

z, z ∈ [0, l1],

a1
a2

z + l1

(

1− a1
a2

)

, z ∈ [l1, l1 + l2]
(8)

(см. [2,4]). Замена переменной (8) приводит к растяжению или сжатию отрезка [l1, l1+ l2] относи-
тельно точки z = l1. При этом отрезок [l1, l1+ l2] переходит в отрезок [l1, L], где L = l1+a1l2/a2.
Для удобства все вышеприведенные функции после замены переменной (8) оставляем в исходных
обозначениях.
Таким образом, (1) запишется в виде

∂T1(ξ, t)

∂t
= a21

∂2T1(ξ, t)

∂ξ2
, ξ ∈ [0, l1],

∂T2(ξ, t)

∂t
= a21

∂2T2(ξ, t)

∂ξ2
, ξ ∈ [l1, L].

(9)

Положим

T (ξ, t) =

{

T1(ξ, t), ξ ∈ [0, l1],

T2(ξ, t), ξ ∈ [l1, L].
(10)

Следовательно, два одинаковых уравнения (9) с введенной по правилу (10) функцией T (ξ, t),
ξ ∈ [0, L], t ∈ [t0, t2], запишутся в виде

∂T (ξ, t)

∂t
= a21

∂2T (ξ, t)

∂ξ2
, ξ ∈ [0, L], t ∈ [t0, t2], (11)

с соответствующими граничными условиями

T (0, t) = u(t), T (L, t) = P (t), t0 � t � t2, (12)

начальным условием
T (ξ, t0) = TH(ξ), ξ ∈ [0, L], (13)

конечным условием
T (ξ, t2) = TK(ξ), ξ ∈ [0, L], (14)

и условиями сопряжения в точке ξ = l1 соединения участков:

T (ξ, t)
∣
∣
ξ=l1−0

= T (ξ, t)
∣
∣
ξ=l1+0

, a2K1
∂T (ξ, t)

∂ξ

∣
∣
∣
∣
ξ=l1−0

= a1K2
∂T (ξ, t)

∂ξ

∣
∣
∣
∣
ξ=l1+0

, t ∈ [t0, t2]. (15)

Учитывая неоднородность граничных условий (12), решение уравнения (11) построим в виде
суммы

T (ξ, t) = V (ξ, t) +W (ξ, t), (16)
где V (ξ, t)—функция с однородными граничными условиями

V (0, t) = V (L, t) = 0, (17)

требующая определения, а функция W (ξ, t) есть решение (11) с условиями

W (0, t) = u(t), W (L, t) = P (t), (18)

которая представляется в виде

W (ξ, t) = u(t) +
ξ

L

[

P (t)− u(t)
]

. (19)

Из формул (11), (16), (19) для нахождения функции V (ξ, t) получим:

∂V (ξ, t)

∂t
= a21

∂2V (ξ, t)

∂ξ2
+ F (ξ, t), ξ ∈ [0, L], t ∈ [t0, t2], (20)
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где

F (ξ, t) =
ξ

L

[

u̇(t)− Ṗ (t)
]− u̇(t). (21)

Функция V (ξ, t) удовлетворяет соответствующему условию сопряжения (15) в точке ξ = l1 соеди-
нения участков. Отметим, что согласно (8) из условия (6) будем иметь

TH(l1 + l2) = TH(L), TK(l1 + l2) = TK(L). (22)

Используя подходы, приведенные в [2–4, 19–21], и учитывая условия согласования, из условий
(13), (14) получим, что функция V (ξ, t) должна удовлетворять начальным условиям

V (ξ, t0) = TH(ξ)− u(t0)− ξ

L

[

P (t0)− u(t0)
]

(23)

и конечным условиям

V (ξ, t2) = TK(ξ)− u(t2)− ξ

L

[

P (t2)− u(t2)
]

. (24)

С учетом условий (6) и (22) соотношения (23), (24) запишутся следующим образом:

V (ξ, t0) = TH(ξ)− TH(0)− ξ

L

[

P (t0)− TH(0)
]

, (25)

V (ξ, t2) = TK(ξ)− TK(0) − ξ

L

[

P (t2)− TK(0)
]

. (26)

Таким образом, решение исходной задачи сведено к задаче оптимального управления процессом
теплового воздействия лазерного луча на двухслойный биоматериал, описываемый неоднородным
уравнением (20) с однородными граничными условиями (17). Полученная задача формулируется
следующим образом: требуется найти такой закон оптимального управления u0(t), t ∈ [t0, t2], под
воздействием которого распределение температурного состояния, описываемое уравнением (20) с
граничными условиями (17), из заданного начального состояния (25) на указанном промежутке
времени [t0, t2] переходит в конечное состояние (26) и минимизирует функционал (7).

4. Сведение решения задачи с нулевыми граничными условиями к проблеме момен-
тов. Учитывая граничные условия (17) и условия согласованности, ищем решение уравнения (20)
в виде

V (ξ, t) =
∞∑

k=1

Vk(t) sin
πkξ

L
, Vk(t) =

2

L

L∫

0

V (ξ, t) sin
πkξ

L
dξ. (27)

Представим функции F (ξ, t), V (ξ, t0), V (ξ, t2) в виде рядов Фурье по базису
{

sin πkξ/L, k =

1, 2, . . .
}

; подставив их значения вместе с V (ξ, t) в уравнения (20), (21) и в условия (25), (26),
получим, что коэффициенты Фурье Vk(t) удовлетворяют счетному набору систем обыкновенных
дифференциальных уравнений

V̇k(t) + λkVk(t) = Fk(t), λk =

(

a1
πk

L

)2

, k = 1, 2, . . . , (28)

Fk(t) =
2

πk

[

(−1)kṖ (t)− u̇(t)
]

, (29)

Vk(t0) = T
(H)
k − 2

πk

[

TH(0)− (−1)kP (t0)
]

, (30)

Vk(t2) = T
(K)
k − 2

πk

[

TK(0)− (−1)kP (t2)
]

. (31)

Здесь коэффициенты Фурье функций F (ξ, t), V (ξ, t0), V (ξ, t2), TH(ξ) и TK(ξ) обозначены через
Fk(t), Vk(t0), Vk(t2), T

(H)
k и T (K)

k . Общее решение уравнения (28) с начальным условием (30) имеет
вид

Vk(t) = Vk(t0)e
−λk(t−t0) +

t∫

t0

Fk(τ)e
−λk(t−τ)dτ (32)
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(см. [9]). Теперь, учитывая конечное условие (31), получим, что функции Fk(τ), τ ∈ [t0, t2], для
каждого k = 1, 2, . . . должны удовлетворять следующему соотношению:

t2∫

t0

Fk(τ)e
−λk(t2−τ)dτ = Vk(t2)− Vk(t0)e

−λk(t2−t0). (33)

Используя подходы, приведенные в [19–21], получим, что функция управления u(t) для каждого
k = 1, 2, . . . должна удовлетворять интегральному соотношению

t2∫

t0

u(τ)eλkτdτ = Ck, (34)

где

Ck =
1

λk

⎧

⎨

⎩

πk

2

[

Vk(t2)e
λkt2 − Vk(t0)e

λkt0
]

+ TK(0)eλkt2 − TH(0)eλkt0 − (−1)k
t2∫

t0

Ṗ (τ)eλkτdτ

⎫

⎬

⎭
.

Отметим, что значения Ck известны для любого k = 1, 2, . . . . На практике обычно выбираются
несколько первых n (k = 1, 2, . . . , n) соотношений (34) и с помощью методов теории оптимального
управления конечномерными системами (см. [1,7,20,21]) решается задача синтеза оптимального
управления. Следовательно, для первых n соотношений из (34) будем иметь

t2∫

t0

Hn(τ)un(τ)dτ = ηn, (35)

где

Hn(τ) =
(

eλ1τ , eλ2τ , . . . , eλnτ
)T

, ηn =
(

C1, C2, . . . , Cn

)T
.

Здесь и далее символ «n» в нижнем индексе будет означать «для первых n мод».
Из соотношения (35) следует справедливость следующего утверждения о вполне управляемо-

сти (см. [1, 7]).

Теорема 1. Первые n мод динамического процесса, описываемого уравнением (28) с услови-
ями (29)–(31), вполне управляемы тогда и только тогда, когда для любого вектора ηn можно
найти управление un(t), t ∈ [t0, t2], удовлетворяющее условию (35).

Таким образом, требуется найти такой закон оптимального управления u0(t), t ∈ [t0, t2], ко-
торый для каждого k = 1, 2, . . . удовлетворяет интегральным соотношениям (34) (или (35)) и
доставляет минимум функционалу (7).
Задачу оптимального управления при функционале (7) с интегральными условиями (35) можно

рассматривать как задачу условного экстремума из вариационного исчисления.
Так как функционал (7) является квадратом нормы линейного нормированного пространства,

а интегральные соотношения (34) (или (35)), порожденные функцией u(t), линейны, то задачу
определения оптимального управления для каждого k = 1, 2, . . . , n можно рассматривать как про-
блему моментов (см. [7, 8, 14]). Следовательно, решение можно построить с помощью алгоритма
решения проблемы моментов.

5. Решение задачи. Поскольку на практике обычно решается задача синтеза управлений для
нескольких первых n гармоник колебаний, используем методы теории оптимального управления
конечномерыми системами. Будем строить решение задачи (7), (34) при k = 1, 2, . . . , n с помощью
алгоритма решения конечномерной проблемы моментов. Для решения конечномерной (при k =
1, 2, . . . , n) проблемы моментов (7), (34), следуя [7], нужно найти величины γk, k = 1, 2, . . . , n,
связанные условием

n∑

k=1

γkCk = 1, (36)
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для которых

(ρ0n)
2 = min

(36)

t2∫

t0

h2n(t)dt, (37)

где

hn(t) =

n∑

k=1

γke
λkt. (38)

Для определения величин γ0k, k = 1, 2, . . . , n, минимизирующих (37) с условиями (36), применим
метод неопределенных множителей Лагранжа. Введем функцию

f(γ1, . . . , γn) =

t2∫

t0

[
n∑

k=1

γke
λkt

]2

dt+ β

[
n∑

k=1

γkCk − 1

]

,

где β —неопределенный множитель Лагранжа. На основе этого метода, приравнивая к нулю
производные функции f(γ1, . . . , γn) по γk, k = 1, 2, . . . , n, получаем следующую систему алгебра-
ических уравнений:

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = −β

2
C1,

a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = −β

2
C2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1γ1 + an2γ2 + · · ·+ annγn = −β

2
Cn,

(39)

где приняты следующие обозначения:

ask =

t2∫

t0

eλsteλktdt =
1

λs + λk

(

e(λs+λk)t2 − e(λs+λk)t0
)

, s, k = 1, 2, . . . , n. (40)

Заметим, что ask = aks. Присоединяя к уравнениям (39) условие (36), получим замкнутую систему
алгебраических уравнений относительно неизвестных величин γk, k = 1, 2, . . . , n, и β.
Обозначим через

Δn =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

главный определитель системы алгебраических уравнений (39), а через Δ̄
(k)
n = −β

2Δ
(k)
n (k =

1, 2, . . . , n) — k-й столбец этого определителя, замененный на значения правых частей этой систе-
мы; предположим, что Δn �= 0. Тогда решение системы (39) с условием (36) можно представить
в виде

γ0k =
Δ

(k)
n

n∑

j=1
Δ

(j)
n Cj

, k = 1, 2, . . . , n, β =
−2Δn

n∑

j=1
Δ

(j)
n Cj

. (41)

Подставляя из (41) значения для γ0k в (38), получим

h0n(t) =

n∑

k=1

γ0ke
λkt =

n∑

k=1

Δ
(k)
n

n∑

j=1
Δ

(j)
n Cj

eλkt. (42)
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Из (37) для оптимальной функции h0n(t) будем иметь

(ρ0n)
2 =

t2∫

t0

(

h0n(t)
)2
dt.

Согласно [4, 5] искомое оптимальное управление u0n(t) определяется выражением

u0n(t) =
1

(ρ0n)
2
h0n(t). (43)

Имея выражение для функции u0n(t), t ∈ [t0, t2], из формул (29) и (32) получим явный вид для
функции V 0

k (t). Из (27), получим явное выражение для функции V 0
n (ξ, t), t ∈ [t0, t2]. Далее, с

помощью (16) и (19) оптимальная функция температурного состояния T 0
n(ξ, t), 0 � ξ � L, для

первых n мод запишется в виде

T 0
n(ξ, t) =

n∑

k=1

V 0
k (t) sin

πkξ

L
+ u0n(t) +

ξ

L

[

P (t)− u0n(t)
]

, ξ ∈ [0, L], t ∈ [t0, t2]. (44)

Учитывая обозначение (10) для функций T (ξ, t), ξ ∈ [0, L], t ∈ [t0, t2], и обозначение (8), предста-
вим функции T1n(z, t), z ∈ [0, l1] и T2n(z, t), z ∈ [l1, l1 + l2], представляются в виде

T 0
1n(z, t) =

n∑

k=1

V 0
k (t) sin

πkz

L
+
(

1− z

L

)

u0n(t) +
z

L
P (t), z ∈ [0, l1], (45)

T 0
2n(z, t) =

n∑

k=1

V 0
k (t) sin

πkz

L

[
a1
a2

z + l1

(

1− a1
a2

)]

+

{

1− 1

L

[
a1
a2

z + l1

(

1− a1
a2

)]}

u0n(t)+

+
1

L

[
a1
a2

z + l1

(

1− a1
a2

)]

P (t), z ∈ [l1, l1 + l2]. (46)

Если предполагать, что в граничных условиях (2) известная функция температурного поля P (t)
постоянна, то формулы (45) и (46) принимают более простой вид.

6. Построение решения в случае n = 2. Проиллюстрируем вышеизложенный подход в
случае n = 2, при P (t) = const = P . В этом случае из (34) следует

t2∫

t0

u2 (τ) e
λ1τdτ = C1,

t2∫

t0

u2 (τ) e
λ2τdτ = C2,

где

C1 =
1

λ1

{π

2

[

V1(t2)e
λ1t2 − V1(t0)e

λ1t0
]

+ TK(0)eλ1t2 − TH(0)eλ1t0
}

,

C2 =
1

λ2

{

π
[

V2(t2)e
λ2t2 − V2(t0)e

λ2t0
]

+ TK(0)eλ2t2 − TH(0)eλ2t0
}

.

Из (39) будем иметь

a11γ1 + a12γ2 = −β

2
C1, a21γ1 + a22γ2 = −β

2
C2.

Решение γ01 , γ02 этой системы запишется по формуле (41), в которой

Δ2 = a11a22 − a12a21, Δ
(1)
2 = C1a22 − C2a12, Δ

(2)
2 = C2a11 − C1a21.

Подставляя значения для γ01 , γ
0
2 в (42), согласно (43), искомое оптимальное управление u02(t)

определяется выражением

u02(t) =
γ01e

λ1t + γ02e
λ2t

(ρ02)
2

,
(

ρ02
)2

=

t2∫

t0

(

γ01e
λ1t + γ02e

λ2t
)2

dt.
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Далее, с помощью (45) и (46) оптимальные функции температурного состояния для первых двух
мод можно записать в следующем виде:

T 0
1n(z, t) = V 0

1 (t) sin
πz

L
+ V 0

2 (t) sin
2πz

L
+
(

1− z

L

)

u02(t) +
z

L
P, z ∈ [0, l1],

T 0
2n(z, t) =

2∑

k=1

V 0
k (t) sin

πkz

L

[
a1
a2

z + l1

(

1− a1
a2

)]

+

{

1− 1

L

[
a1
a2

z + l1

(

1− a1
a2

)]}

u02(t)+

+
1

L

[
a1
a2

z + l1

(

1− a1
a2

)]

P, z ∈ [l1, l1 + l2],

где V 0
k (t), k = 1, 2, определяются согласно (32).

Таким образом, используя предложенный подход, при n = 2 построены явные выражения
функции оптимального управления тепловым процессом, решающие поставленную задачу, и яв-
ное выражение соответствующей функций оптимального распределения температуры в двухслой-
ном биоматериале.

7. Заключение. Предложен конструктивный подход построения функции оптимального
управления теплового воздействия лазерного луча на двухслойный биоматериал. При построен-
ном оптимальном законе теплового воздействия распределение температурного состояния двух-
слойного биоматериала из заданного начального состояния на определенном промежутке времени
переходит в заданное конечное состояние. В предложенном подходе используются метод разде-
ления переменных и методы теории оптимального управления динамических систем.
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