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Аннотация. Предложено точное решение задачи Коши для гиперболической системы линейных
неоднородных дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка, описыва-
ющей движение жидкости в трубопроводе, находящемся под давлением.
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Abstract. In this paper, we obtain an exact solution of the Cauchy problem for a system of
inhomogeneous first-order partial differential equations of hyperbolic type, which describes a motion
of a fluid in a pressure pipeline.
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1. Введение. Многочисленные процессы движения жидкости в трубопроводе (трубопровод-
ных системах) описываются дифференциальными уравнениями или системами дифференциаль-
ных уравнений в частных производных. С этим можно ознакомиться, например, в [1, 2, 4–9].
В частности, возникающие в трубопроводах некоторые волновые процессы допускают описание
системой двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка, содержащих две неиз-
вестные (искомые) функции. Дифференциальные уравнения в системе могут быть как однород-
ными, так и неоднородными. При необходимости, уравнения системы связывают такие физиче-
ские характеристики, как расход жидкости и её давление, которые выступают в роли неизвестных
функций, зависящих от пространственной и временной переменных. Такую систему классифици-
руют как систему дифференциальных уравнений гиперболического типа. Зная начальные расход
и давление, появляется возможность сформулировать задачу Коши для такой системы.

2. Постановка задачи. Рассматривается система неоднородных линейных дифференциаль-
ных уравнений в частных производных первого порядка
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с начальными условиями
x(l, 0) = ϕ(l), p(l, 0) = ψ(l), (2)
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где x = x(l, t) и p = p(l, t)—неизвестные функции достаточной гладкости со значениями в R

(в частности, характеризуют масовый расход и давление жидкости, соответственно), l и t—про-
странственная и временная независимые переменные, l ∈ [0, L], L ∈ R+, t � 0, (l, t) ∈ D ⊂ R

2,
a и c—такие действительные числа, что ac > 0 (это неравенство обеспечивает гиперболичность
рассматриваемой системы), f = f(l, t) и g = g(l, t)—непрерывные по каждой переменной и по
совокупности переменных со значениями в R (в частности, описывают внешнее воздействие на
процесс); функции ϕ(l), ψ(l) непрерывны со значениями в R.

3. Основные результаты. Пусть функции ϕ(l) и ψ(l) непрерывны, дифференцируемы и
существуют непрерывные производные ϕ′(l) и ψ′(l) для любых l, удовлетворяющих условию
(l, t) ∈ D ⊂ R

2, a и b—действительные числа, ac > 0, функции u = u(l, t) и v = v(l, t) непрерывны
вместе с своими частными производными для любых (l, t) ∈ D ⊂ R

2.
Для системы однородных дифференциальных уравнений первого порядка

∂u

∂l
+ a

∂v

∂t
= 0,
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∂l
+ c
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∂t
= 0 (3)

с неоднородными условиями

u
∣
∣
t=τ

= ϕ(l), v
∣
∣
t=τ

= ψ(l), (4)

где τ ∈ R, справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. Если ϕ(l) и ψ(l) непрерывны и существуют непрерывные производные ϕ′(l)
и ψ′(l) для любых l, удовлетворяющих условию (l, t) ∈ D ⊂ R

2, a и b— действительные числа,
ac > 0, то для задачи (3)–(4) существует точное решение вида
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Доказательство. Пусть u = u(l, t), v = v(l, t) имеют вид (5) и (6) соответственно. Тогда, полагая
t = τ , получим

u
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Следовательно, функции (5) и (6) удовлетворяют условиям (4).
Введем следующие обозначения:

z = l − t− τ√
ac
, y = l +

t− τ

ac
.

Согласно правилу дифференцирования сложной функции частные производные функций u =
u(l, t) и v = v(l, t) по переменным l и t преобразуются следующим образом:
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Следовательно, справедливы следующие цепочки равенств:
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Таким образом, функции (5) и (6) при подстановке их в уравнения системы (3) обращают эти
уравнения в тождества, т.е. являются решением системы (3). Утверждение 1 доказано. �

Замечание 1 (см. [3]). Если в (5) и (6) положить τ = 0, то получим точное решение системы
(3), удовлетворяющее условиям u

∣
∣
t=0

= ϕ(l) и v
∣
∣
t=0

= ψ(l).

Пусть R-значные функции f = f(l, t) и g = g(l, t) непрерывны вместе со своими частными
производными, w1 = w1(l, t) и w2 = w2(l, t)—неизвестные функции достаточной гладкости со
значениями в R.
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Рассмотрим систему неоднородных дифференциальных уравнений
∂w1
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∂t
= f,
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с однородными условиями типа
w1
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= 0, w2

∣
∣
t=0

= 0. (8)
Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 2. Если a и b— действительные числа, ac > 0, функции f = f1(l, t) и
g = g(l, t) непрерывны по каждой переменной и по совокупности переменных вместе с свои-
ми частными производными для любых (l, t) ∈ D ⊂ R

2, то задача Коши (7)–(8) имеет точное
решение вида
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Доказательство. Пусть функции w1 = w1(l, t), w2 = w2(l, t) имеют вид (9), а функции w̃1 =
w̃1(l, t, τ), w̃2 = w̃2(l, t, τ) имеют вид (10) и (11) соответственно. Обозначим

z = l − t− τ√
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, y = l +

t− τ√
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.

Тогда, учитывая введенные обозначения и согласно правила дифференцирования сложной функ-
ции, для частных производных функций (10) и (11) справедливы следующие равенства:
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Следовательно, по правилу дифференцирования интеграла с переменным пределом, учитывая
вид частных производных, представленных выше, получим:
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(g(l, t) + g(l, t)) +

1

2
√
ac

(f(l, t)− t(l, t))

)

= g(l, t).

Таким образом, получаем подтверждение того, что функции вида (9) удовлетворяют уравне-
ниям системы (7) (т.е. при подстановке их в уравнения системы (7) обращают эти уравнения
в тождества). Также очевидно, что функции (9) удовлетворяют условиям (8). Следовательно,
функции (9) являются решением задачи (7)–(8). Утверждение 2 доказано. �

Теорема 1. Если функции ϕ(l), ψ(l), f = f(l, t) и g = g(l, t) непрерывны вместе со своими
частными производными для любых (l, t) ∈ D ⊂ R

2, a и b— действительные числа, ac > 0.
Тогда при τ = 0 задача (1)–(2) имеет решение вида

x = x(l, t) = u(l, t) + w1(l, t), (12)
p = p(l, t) = v(l, t) + w2(l, t), (13)

где функции u(l, t) и v(l, t) восстанавливаются по формулам (5) и (6), соответственно (полагая
в них τ = 0), а функции w1(l, t) и w2(l, t)—по формулам (9), (10), (11).
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Доказательство. Чтобы убедиться в справедливости теоремы, достаточно подтверждения того,
что (12) и (13) обращают уравнения системы (1) и условия (2) в тождества. Пусть x = x(l, t),
p = p(l, t), u = u(l, t), v = v(l, t), w1 = w1(l, t), w2 = w2(l, t), f = f(l, t), g = g(l, t). После
подстановки (12) и (13) в (1) и (2) получаем систему

∂u

∂l
+
∂w1

∂l
+ a

∂v

∂t
+ a

∂w2

∂t
= f,

∂v

∂l
+
∂w2

∂l
+ c

∂u

∂t
+ c

∂w1

∂t
= g, (14)

и условия
u
∣
∣
t=0

+ w1

∣
∣
t=0

= ϕ(l), v
∣
∣
t=0

+w2

∣
∣
t=0

= ψ(l), (15)
поскольку

∂x

∂l
=
∂u

∂l
+
∂w1

∂l
,

∂x

∂t
=
∂u

∂t
+
∂w1

∂t
,

∂p

∂l
=
∂v

∂l
+
∂w2

∂l
,

∂p

∂t
=
∂v

∂t
+
∂w2

∂t
.

Это позволяет представить систему (14) в виде совокупности двух систем, а именно, системы
однородных уравнений

∂u

∂l
+ a

∂v

∂t
= 0,

∂v

∂l
+ c

∂u

∂t
= 0

и системы неоднородных уравнений
∂w1

∂l
+ a

∂w2

∂t
= f,

∂w2

∂l
+ c

∂w1

∂t
= g,

а условия (15) представить в виде

u
∣
∣
t=0

= ϕ(l), v
∣
∣
t=0

= ψ(l), (16)

w1

∣
∣
t=0

= 0, w2

∣
∣
t=0

= 0. (17)

Таким образом, задачу (1)–(2) можно рассматривать как совокупность двух задач, одна из кото-
рых является задачей поиска решения системы однородных уравнений с однородными условиями
типа (16) (оно же является условием (4) при τ = 0), решением которой являются функции (5)
и (6) если в них положить τ = 0 (см. замечание 1), а другая — задачей поиска решения системы
неоднородных уравнений с однородными условиями типа (17), решение которой восстанавлива-
ется по формулам (9), (10), (11). При этом решение задачи (1)–(2) примет вид суммы решений
выше описанных задач. �

Теорема 2. Если функции ϕ(l), ψ(l), f = f(l, t) и g = g(l, t) непрерывны вместе со своими
частными производными для любых (l, t) ∈ D ⊂ R

2, τ , a и b— действительные числа, ac > 0.
Тогда решение системы (1), удовлетворяющее неоднородным условиям типа (4), имеет решение
вида (12), (13), где функции u = u(l, t) и v = v(l, t) восстанавливаются по формулам (5) и (6)
соответственно, а функции w1(l, t) и w2(l, t)—по формулам

w1 = w1(l, t) =

t−τ∫

0

w̃1(l, t, η)dη, w2 = w2(l, t) =

t−τ∫

0

w̃2(l, t, η)dη, (18)

где

w̃1(l, t, η) =
1

2c

(

g

(

l − t− τ − η√
ac

, η + τ

)

+ g

(

l +
t− τ − η√

ac
, η + τ

))

+

+
1

2
√
ac

(

f

(

l − t− τ − η√
ac

, η + τ

)

− f

(

l +
t− τ − η√

ac
, η + τ

))

, (19)

w̃2(l, t, η) =
1

2
√
ac

(

g

(

l − t− τ − η√
ac

, η + τ

)

− g

(

l +
t− τ − η√

ac
, η + τ

))

+

+
1

2a

(

f

(

l − t− τ − η√
ac

, η + τ

)

+ f

(

l +
t− τ − η√

ac
, η + τ

))

. (20)



ЗАДАЧА КОШИ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ В ТРУБОПРОВОДЕ 41

Доказательство. Пусть x = x(l, t), p = p(l, t), u = u(l, t), v = v(l, t), w1 = w1(l, t), w2 = w2(l, t),
f = f(l, t), g = g(l, t). Чтобы убедиться в справедливости теоремы, достаточно подтверждения
того, что (12) и (13) обращают уравнения системы (1) и условия (4) в тождества. После подста-
новки (12) и (13) в систему (1) и условия (4) получим систему вида (14), и условия вида

u
∣
∣
t=τ

+ w1

∣
∣
t=τ

= ϕ(l), v
∣
∣
t=τ

+ w2

∣
∣
t=τ

= ψ(l), (21)

поскольку
∂x

∂l
=
∂u

∂l
+
∂w1

∂l
,

∂x

∂t
=
∂u

∂t
+
∂w1

∂t
,

∂p

∂l
=
∂v

∂l
+
∂w2

∂l
,

∂p

∂t
=
∂v

∂t
+
∂w2

∂t
.

Так как функции u = u(l, t) и v = v(l, t) вида (5) и (6), как показано в утверждении 1, удовле-
творяют равенствам

∂u

∂l
+ a

∂v

∂t
= 0,

∂v

∂l
+ c

∂u

∂t
= 0, u

∣
∣
t=τ

= ϕ(l), v
∣
∣
t=τ

= ψ(l),

достаточно убедиться в справедливости равенств

∂w1

∂l
+ a

∂w2

∂t
= f,

∂w2

∂l
+ c

∂w1

∂t
= g, w1

∣
∣
t=τ

= 0, w2

∣
∣
t=τ

= 0 (22)

(см. (21)). Для удобства дифференцирования введем обозначения

z = l − t− τ − η√
ac

, s = l +
t− τ − η√

ac
.

Тогда

g

(

l − t− τ − η√
ac

, η + τ

)

= g(z, η + τ), g

(

l +
t− τ − η√

ac
, η + τ

)

= g(s, η + τ),

f

(

l − t− τ − η√
ac

, η + τ

)

= f(z, η + τ), f

(

l +
t− τ − η√

ac
, η + τ

)

= f(s, η + τ);

согласно правилу дифференцирования сложной функции

∂w̃1

∂l
+ a

∂w̃2

∂t
=

1

2c

(
∂

∂z
g(z, η + τ) +

∂

∂y
g(y, η + τ)

)

+
1

2
√
ac

(
∂

∂z
f(z, η + τ)− ∂

∂y
f(y, η + τ)

)

+

+ a

(
1

2ac

(

− ∂

∂z
g(z, η + τ)− ∂

∂y
g(y, η + τ)

)

+
1

2a
√
ac

(

− ∂

∂z
f(z, η + τ) +

∂

∂y
f(y, η + τ)

))

= 0,

∂w̃2

∂l
+ c

∂w̃1

∂t
=

1

2
√
ac

(
∂

∂z
g(z, η + τ)− ∂

∂y
g(y, η + τ)

)

+
1

2a

(
∂

∂z
f(z, η + τ) +

∂

∂y
f(y, η + τ)

)

+

+ c

(
1

2c
√
ac

(

− ∂

∂z
g(z, η + τ) +

∂

∂y
g(y, η + τ)

)

+
1

2ac

(

− ∂

∂z
f(z, η + τ)− ∂

∂y
f(y, η + τ)

))

= 0,

где w̃1 и w̃2 имеют вид (19) и (20) соответственно.
Кроме того, учитывая вышеизложенное и правило дифференцирования интеграла с перемен-

ным пределом, имеем

∂w1

∂l
+ a

∂w2

∂t
=

=

t−τ∫

0

∂w̃1

∂l
dη + a

⎛

⎝

t−τ∫

0

∂w̃2

∂t
dη + w̃2

∣
∣
η=t−τ

⎞

⎠ =

t−τ∫

0

(
∂w̃1

∂l
+ a

∂w̃2

∂t

)

dη + a · w̃2

∣
∣
η=t−τ

=

= 0 + a ·
(

1√
ac

(g(l, t) − g(l, t)) +
1

2a
(f(l, t) + f(l, t))

)

= f(l, t),
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∂w2

∂l
+ c

∂w1

∂t
=

=

t−τ∫

0

∂w̃2

∂l
dη + c

⎛

⎝

t−τ∫

0

∂w̃1

∂t
dη + w̃1

∣
∣
η=t−τ

⎞

⎠ =

t−τ∫

0

(
∂w̃2

∂l
+ c

∂w̃1

∂t

)

dη + c · w̃2

∣
∣
η=t−τ

=

= 0 + c ·
(

1

2c
(g(l, t) + g(l, t)) +

1

2
√
ac

(f(l, t)− f(l, t))

)

= g(l, t).

Таким образом, получаем подтверждение того, что функции (18) удовлетворяют первым двум
уравнениям (22). Остальные два равенства (22) также выполнены, так как справедливо равенство

wi

∣
∣
t=τ

=

⎛

⎝

t−τ∫

0

w̃i(l, t, η) dη

⎞

⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
t=τ

=

0∫

0

w̃i(l, t, η)dη = 0, i = 1, 2.

Следовательно, теорема доказана. �
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