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Аннотация. Рассматриваются мультифункции, заданные на двухэлементном множестве и воз-
вращающие в качестве значений любые подмножества заданного множества. Рассматривается
вопрос об описании всех предполных относительно операции суперпозиции множеств. Приведе-
ны примеры двух предполных множеств, описанных на языке сохранения предиката функцией.
Доказаны их замкнутость и предполнота относительно рассматриваемого замыкания, приведен
пример полного множества.
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Abstract. In this paper, we consider multifunctions defined on a two-element set and returning
subsets of a given set as values. We discuss the question of describing all sets that are precomplete
with respect to the superposition operation. We give examples of two precomplete sets described in
the language of predicate preservation by function; their closedness and precompleteness with respect
to the closure under consideration are proved, and an example of a complete set is given.
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1. Введение. Гипероперации (гиперфункции) — операции, отображающие наборы элементов
из некоторого множества A в непустые подмножества A, изучаются с прошлого века (см. [3]).
Они встречаются в различных областях дискретной математики, например, многозначной логике,
синтезе схем, обработке неполной и неточной информации.
Наряду гипероперациями рассматриваются частичные операции, отображающие наборы эле-

ментов из множества A в элементы множества A, но, возможно, и в пустое множество, а также
частичные гипероперации, впоследствии называемые мультиоперациями (см. [4, 5]). Отметим,
что наряду с термином «операция» в литературе используется термин «функция». Мультифунк-
ции возвращают в качестве своих значений подмножества (в том числе и пустое) множества, на
котором они заданы.
Как правило, мультифункции рассматриваются вместе с операцией суперпозиции. Однако при

обычном вычислении суперпозиции возникает проблема, так как внутренние функции могут воз-
вращать подмножества, а на таких наборах внешняя функция не определена. Поэтому необходимо
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ввести определение, по которому мультифункции можно вычислять на таких наборах. В зависи-
мости от интерпретации подмножеств, суперпозицию вычисляют разными способами (см. [1]).
При изучении функциональной системы «функция, суперпозиция» ставят основную задачу

описания решетки замкнутых классов. Однако суперпозиция, как правило, порождает счетное
или континуальное множество замкнутых классов. Поэтому рассматривают часть (конечное мно-
жество) решетки, например, максимальные и минимальные классы. Из задачи нахождения мак-
симальных классов вытекает задача критерия полноты.
В представленной работе рассматриваются мультифункции, заданные на двухэлементном мно-

жестве, с так называемой S∗
I -суперпозицией и описываются два предполных множества.

2. Основные определения. Множества мультифункций (M), всюду определенных функций
(O) на конечном множестве A, определяются следующим образом. Пусть n ∈ N, а |X|— обозна-
чение для мощности множества X. Тогда

Mn =
{
f
∣∣∣ f : An → 2A

}
, M =

⋃
n

Mn,

On =
{
f ∈ Mn и |f(α1, . . . , αn)| = 1, (α1, . . . , αn) ∈ An

}
, O =

⋃
n

On.

Мощность множества A называется рангом функции. В работе рассматривается множество ран-
га 2: E2 = {0, 1}.
Если f — n-местная мультифункция, f1, . . . , fn —m-местные мультифункции или переменные,

то суперпозиция f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)) задает мультифункцию g(x1, . . . , xm) следу-
ющим образом: если набор (α1, . . . , αm) ∈ Em

2 , то по определению

g(α1, . . . , αm) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∅, если существует такой i ∈ {1, . . . , n}, что
fi(α1, . . . , αm) = ∅ или f(β1, . . . , βn) = ∅

для некоторого набора (β1, . . . , βn),
такого, что βj ∈ fj(α1, . . . , αm), j ∈ {1, . . . , n};⋂

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), если пересечение не пусто;

⋃
βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn) иначе.

(1)

Набор β̃ = (β1, . . . , βn) называется двоичным, если для всех i ∈ {1, . . . , n} выполняется |βi| = 1.
Набор β̃ = (β1, . . . , βn) ∈ En

2 называется уточнением набора (B1, . . . , Bn) ∈ (2E2 \ {∅})n, если
для всех i ∈ {1, . . . , n} выполняется βi ∈ Bi.
Набор β̃(0) = (β1, . . . , βn) ∈ En

2 называется нулевым уточнением набора (B1, . . . , Bn) ∈ (2E2 \
{∅})n, если для всех i ∈ {1, . . . , n} выполняется βi = 0, если Bi = E2 и βi ∈ Bi —иначе.
Далее для множества E2 будем использовать обозначение «−», а для пустого множества —

обозначение «∗». Множество из одного элемента будем обозначать элементом этого множества.
Наряду с термином «мультифункция» будем использовать и термин «функции».
Определим S∗

I -замыкание множества Q ⊆ M2 как множество всех мультифункций из M2,
которые можно получить из Q операциями введения фиктивных переменных и S∗

I -суперпозиции.
S∗
I -Замыкание множества Q обозначаем символом [Q].
Множество мультифункций, которое совпадает со своим замыканием, называется S∗

I -
замкнутым классом. Будем говорить, что множество R ⊆ Q порождает S∗

I -замкнутый класс Q
(S∗

I -полно в классе Q), если [R] = Q. При Q = M2 говорим о полных множествах.
Множество R ⊆ Q называется предполным в M2, если S∗

I -замыкание R отлично от M2, но
S∗
I -замыкание множества R ∪ {f} совпадает с M2 для любой мультифункции f /∈ R.
Пусть Q— замкнутое множество мультифункций. Символом fQ будем обозначать мультифунк-

цию, не содержащуюся в множестве Q.
Обозначим n-местную функцию, значения которой совпадают со значениями переменной xi,

через eni (x1, . . . , xi, . . . , xn). Функции eni называются селекторными функциями или проекциями.
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Клоном называется множество функций, замкнутое относительно операции суперпозиции и
содержащее все селекторные функции.
Далее в работе рассматриваются замкнутые множества, являющиеся клонами, поэтому будем

считать, что такие множества содержат все селекторные функции.
Пусть Rm —некоторый m-местный предикат. Будем говорить, что функция f(x1, . . . , xn) сохра-

няет предикат Rm, если для любых n наборов (α11, . . . , αm1), . . ., (α1n, . . . , αmn), принадлежащих
предикату, набор f(α11, . . . , α1n), . . ., f(αm1, . . . , αmn) принадлежит Rm. Определение суперпози-
ции позволяет рассматривать предикаты, заданные не только на множестве E2, но и на множестве
всех подмножеств этого множества. Подробнее см. в [2].
Множество функций, сохраняющих некоторый предикат R, обозначим PolR. Удобно задавать

m-местный предикат, содержащий n наборов, матрицей размерности m×n, в которой столбцами
являются наборы из предиката.
Пусть задана n-местная мультифункция g и наборы (α1i, . . . , αmi), i ∈ {1, . . . , n}, принадлежа-

щие некоторому m-местному предикату. Значением функции на данных наборах будем называть
столбец ⎛

⎜⎝
g(α11, . . . , α1n)

...
g(αm1, . . . , αmn)

⎞
⎟⎠ ≡ g

⎛
⎜⎝

α11 . . . α1n
...

αm1 . . . αmn

⎞
⎟⎠ .

В общем случае множество мультифункций, сохраняющих предикат, необязательно замкнуто
относительно суперпозиции, однако справедливо следующее утверждение.

Лемма 1 (см. [2]). Если мультифункция f получена суперпозицией функций g, g1, . . . , gm,
сохраняющих некоторый предикат R, то на двоичных наборах из предиката мультифункция f
обязательно возвращает набор (не обязательно двоичный) из предиката.

3. Предполное множество. Рассмотрим следующие множества мультифункций:

K1 = PolR1, R1 =

(
0 0 1 0 − − ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 −
0 1 1 − 1 − 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗

)
,

K2 = PolR2, R2 =

⎛
⎜⎝

0 0 0 0 1 1 1 1 − α
0 0 1 1 1 1 0 0 − β
0 1 0 1 1 0 1 0 − γ
0 1 1 0 1 0 0 1 − δ

⎞
⎟⎠ ,

где (αβγδ)T —недвоичные столбцы, которые удовлетворяют одному из условий:
(i) {α, β, γ, δ} ⊆ {∗, 0, 1};
(ii) {α, β, γ, δ} ⊆ {∗,−}.

Теорема 1. Множество K1 является S∗
I -замкнутым.

Доказательство. Пусть f, f1, . . . , fm ∈ K, а функция

g(x1, . . . , xn) = f(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

не принадлежит множеству K1. Тогда существуют такие наборы

α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn),

что (αiβi)
T , i ∈ {1, . . . , n}, принадлежат R1, а g((α̃β̃)T ) не принадлежит R1, т.е.

g

(
α̃

β̃

)
∈
{

1 1 −
0 − 0

}
.

Отметим, что в наборах α̃ и β̃ не содержится значение ∗, иначе набор g((α̃β̃)T ) будет содержать ∗.
(a) Пусть

g

(
α̃

β̃

)
=

(
1
0

)
.
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По определению суперпозиции найдется уточнение α̃′ набора α̃, на котором g(α̃′) = 1. Тогда

g

(
α̃′

β̃′

)
∈
{

1 1
0 −

}
,

где β̃′ — такое уточнение набора β̃, что двоичный набор (α′
iβ

′
i)
T содержится в R1 для любого

i ∈ {1, . . . , n}. В обоих случаях получили противоречие с леммой 1.
(b) Пусть

g

(
α̃

β̃

)
=

(
1
−

)
.

Рассмотрим набор β̃. Либо найдется такое уточнение β̃′, что g(β̃′) = 0, либо на всех уточнениях
функция g принимает значение −.
В первом случае получаем следующее противоречие с леммой 1:

g

(
α̃′

β̃′

)
∈
{

1 −
0 0

}
,

где α̃′ — такое уточнение набора α̃, что двоичный набор (α′
iβ

′
i)
T содержится в R1 для любого

i ∈ {1, . . . , n}.
Во втором случае найдется такое уточнение α̃′′ набора α̃, что g(α̃′′) = 1. Тогда

g

(
α̃′′

β̃′′

)
=

(
1
−

)
,

где β̃′′ — такое уточнение набора β̃, что набор (α′′
i β

′′
i )

T содержится в R1 для любого i ∈ {1, . . . , n};
противоречие с леммой 1.
(c) Пусть

g

(
α̃

β̃

)
=

( −
0

)
.

Рассмотрим набор α̃. Либо найдется такое уточнение α̃′, что g(α̃′) = 1, либо на всех уточнениях
функция g принимает значение −.
В первом случае получаем противоречие с леммой 1:

g

(
α̃′

β̃′

)
∈
{

1 1
0 −

}
,

где β̃′ — такое уточнение набора β̃, что двоичный набор (α′
iβ

′
i)
T содержится в R1 для любого

i ∈ {1, . . . , n}.
Во втором случае найдется такое уточнение β̃′′ набора β̃, что g(β̃′′) = 0. Тогда

g

(
α̃′′

β̃′′

)
=

( −
0

)
,

где α̃′′ — такое уточнение набора α̃, что набор (α′′
i β

′′
i )

T содержится в R1 для любого i ∈ {1, . . . , n};
противоречие с леммой 1. �

Лемма 2. Пусть функция f(x1, . . . , xm) принимает все четыре значения {∗, 0, 1,−}, а мно-
жество B полно в O2. Тогда множество {f} ∪B является полным в M2.

Доказательство. Пусть h(x1, . . . , xn)—произвольная функция из M2. Покажем, что ее можно
получить с помощью суперпозиции функции f , которая принимает все четыре значения, и функ-
ций g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn), принадлежащие O2.
Пусть набор (α1, . . . , αn) ∈ En

2 таков, что h(α1, . . . , αn) = σ, где σ ∈ {∗, 0, 1,−}. Так как
функция f принимает все четыре значения, то существует такой набор (β1, . . . , βm) ∈ Em

2 , что
f(β1, . . . , βm) = σ.
Определим функции gi(x1, . . . , xn) так, чтобы gi(α1, . . . , αn) = βi для любого i ∈ {1, . . . ,m}.

Тогда f(g1(α1, . . . , αn), . . . , gn(α1, . . . , αn)) = f(β1, . . . , βm) = σ = h(α1, . . . , αn). �

Замечание 1. Множества {(0001), (10)} и {(0111), (10)} полны в O2.
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Лемма 3. Функции (0111) и (0001) принадлежат классу K1.

Доказательство. Рассмотрим функцию f1(x1, x2) = (0111). Если она не принадлежат множеству
K1, то

f1

(
α1 α2

β1 β2

)
∈
{

1 1 −
0 − 0

}

для некоторых (α1β1)
T , (α2β2)

T из R1, причем ∗ /∈ {α1, α2, β1, β2}.
Пусть

f1

(
α1 α2

β1 β2

)
∈
{

1 −
0 0

}
.

Так как f1(β1β2) = 0, то β1 = 0 и β2 = 0. Рассматривая наборы из предиката R1 вида (α0)T ,
получим α1 = 0, α2 = 0. Получили противоречие, так как f1(α1 = 0, α2 = 0) = 0.
Рассмотрим оставшийся случай:

f1

(
α1 α2

β1 β2

)
=

(
1
−

)
.

Из равенства f1(β1β2) = − получим β1 = −, β2 ∈ {0,−} или β1 = 0, β2 = −. Набору из предиката
(α0)T соответствует значения α = 0, а набору (α−)T — значение α ∈ {0,−}. Таким образом,
получаем α1 ∈ {0,−} и α2 ∈ {0,−} при соответствующих значениях β1, β2. При любых случаях
α1 и α2 возникает противоречие, так как получаем f1(α1α2) ∈ {0,−}.
Доказательство для функции f2(x1, x2) = (0001) проводится двойственным образом. �

Теорема 2. Множество K1 является S∗
I -предполным.

Доказательство. Покажем, что множество {fK1} ∪ K1 является полным в M2, где функция
fK1(x1, . . . , xn) не принадлежит множеству K1.
Отметим, что все одноместные функции, значения которых совпадают со значениями столб-

цов из R1, принадлежат K1. В этом несложно убедиться, вычислив f(g(x)), подставляя вместо
функций f(x) и g(x) столбцы из предиката R1.
Подставляя одноместные функции на соответствующие места в функцию fK1, получим одну

из трех функций: (10), (1−), (−0).
1. Рассмотрим функцию (10). Согласно замечанию 1 и лемме 3 можем получить все множе-

ство O2. Осталось получить функцию, возвращающую все четыре значения. Ее получим следу-
ющим образом:

0
1
1
1

⎛
⎜⎝

0 0
0 1
− 0
− 1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0
1
−
1

⎞
⎟⎠ ;

0
1
−
1

⎛
⎜⎝

0 0
0 1
1 0
1 ∗

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0
1
−
∗

⎞
⎟⎠ .

Отметим, что функция (010∗) содержится в множестве K1, так как в предикате содержатся все
двухместные наборы с ∗; подставляя наборы из предиката в функцию (010∗), получим либо набор
с ∗, либо набор соответствующий для функции (0101) на тех же наборах.
2. Получена функция (1−). Следующие суперпозиции сводят этот случай к первому:

1
−

⎛
⎜⎝

0
0
0
1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

1
1
1
−

⎞
⎟⎠ ;

0
0
0
1

⎛
⎜⎝

1 0
1 0
1 1
− 1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0
0
1
−

⎞
⎟⎠ ;

0
0
1
−

(
1 0
− 1

)
=

(
1
0

)
.

3. Случай функции (−0) суперпозициями

−
0

⎛
⎜⎝

0
1
1
1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

−
0
0
0

⎞
⎟⎠ ;

0
1
1
1

⎛
⎜⎝

− 0
0 0
0 1
0 1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

−
0
1
1

⎞
⎟⎠ ;

−
0
1
1

( − 0
0 1

)
=

(
1
0

)

также сводится к первому. �
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Лемма 4. Пусть функция g(x1, . . . , xn) принадлежит множеству K2 и на некотором наборе
α̃ = (α1, . . . , αn) ∈ {0, 1,−}n возвращает значение σ ∈ {0, 1}. Тогда на любом уточнении набора
α̃ функция g возвращает значение σ.

Доказательство. Рассмотрим случай, когда σ = 1. Случай, когда σ = 0, доказывается аналогич-
ным образом.
По определению суперпозиции (1) функция g на любом уточнении набора α̃ может возвращать

только значения 1 или −, причем найдется уточнение α̃′ этого же набора, на котором g возвра-
щает 1. Если найдется уточнение α̃′′ набора α̃, при котором g(α̃′′) = −, то получим противоречие
c леммой 1, так как

g
(
(α̃′α̃′α̃′′α̃′′)T

)
= (11−−)T /∈ R2,

(
α̃′
iα̃

′
iα̃

′′
i α̃

′′
i

)T ∈ R2

для любого i ∈ {1, . . . , n}. �

Теорема 3. Множество K2 является S∗
I -замкнутым.

Доказательство. Покажем, что множество K2 замкнуто относительно суперпозиции. Пусть
f, f1, . . . , fm ∈ K2, а функция

g(x1, . . . , xn) = f(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

не принадлежит множеству K2. Тогда существуют такие наборы

α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn), γ̃ = (γ1, . . . , γn), δ̃ = (δ1, . . . , δn),

что (
αiβiγiδi

)T ∈ R2, g
((
α̃β̃γ̃δ̃

)T )
/∈ R2.

Все возможные значения g
((
α̃β̃γ̃δ̃

)T ) разобьем на два типа:
(i) все двоичные наборы, не принадлежащие множеству R2:

g

⎛
⎜⎜⎝

α̃

β̃
γ̃

δ̃

⎞
⎟⎟⎠ ∈

⎧
⎪⎨
⎪⎩

0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 1 0 1 0 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 1 1 0

⎫
⎪⎬
⎪⎭

;

(ii) наборы, содержащие одновременно − и ν ∈ {0, 1}:

g

⎛
⎜⎜⎝

α̃

β̃
γ̃

δ̃

⎞
⎟⎟⎠ ∈

⎧
⎪⎨
⎪⎩

− − − ν ν1 ν1 ν ν1 ν1 ν ν1 ν1
ν ν1 ν1 − − − ν1 ν ν2 ν1 ν ν2
ν1 ν ν2 ν1 ν ν2 − − − ν2 ν2 ν
ν2 ν2 ν ν2 ν2 ν ν2 ν2 ν − − −

⎫
⎪⎬
⎪⎭

,

где ν1, ν2 ∈ {∗, 0, 1,−}.
Случай (i). Так как перестановка строк не меняет предикат R2, то достаточно рассмотреть

один вариант. Пусть
g
(
α̃β̃γ̃δ̃

)T
=

(
0 0 0 1

)T
.

По лемме 4 имеем
g
(
α̃(0)β̃(0)γ̃(0)δ̃(0)

)T
=

(
0 0 0 1

)T
;

противоречие с леммой 1, так как
(
α̃
(0)
i β̃

(0)
i γ̃

(0)
i δ̃

(0)
i

)T ∈ R2 ∀i ∈ {1, . . . , n}, g
((
α̃(0)β̃(0)γ̃(0)δ̃(0)

)T )
/∈ R2.

Случай (ii). Как и в первом случае, достаточно рассмотреть только один вариант. Пусть
g
((
α̃β̃γ̃δ̃

)T )
=

( − ν ν1 ν2
)T . Рассмотрим g

((
α̃β̃

)T )
=

( − 0
)T . Доказательство для ν = 1 ана-

логично.
Если найдется уточнение α̃′ набора α̃, на котором функция g возвращает значение 0, то найдет-

ся уточнение α̃′′ этого же набора, на котором g возвращает значение 1. Тогда по лемме 4 можем по-
лучить: g

((
α̃′α̃′′β̃′β̃′′)T ) = (

0 1 0 0
)T ), где уточнения β̃′, β̃′′ набора β̃ таковы, что

(
α̃′
iα̃

′′
i β̃

′
iβ̃

′′
i

)T ∈ R2.
Получили противоречие с леммой 1.
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Если нет уточнения набора α, при котором функция g возвращает значение 0, тогда
на любых уточнениях этого же набора функция g возвращает −. По лемме 4 можем по-
лучить: g

((
α̃(0)α̃(0)β̃(0)β̃(0)

)T )
=

( − − 0 0
)T . Получили противоречие с леммой 1, так как(

α̃
(0)
i α̃

(0)
i β̃

(0)
i β̃

(0)
i

)T ∈ R2, а g
((
α̃(0)α̃(0)β̃(0)β̃(0)

)T )
/∈ R2. �

Теорема 4. Множество K2 является S∗
I -предполным.

Доказательство. Покажем, что множество {fK2} ∪ K2 является полным в M2, где функция
fK2(x1, . . . , xn) не принадлежит множеству K2.
Отметим, что все двухместные функции, значения которых совпадают со значениями столб-

цов из R2, принадлежат K2. Чтобы проверить, сохраняет ли функция h(x1, x2) предикат R2,
необходимо показать, что

для

⎛
⎜⎝
αi

βi
γi
δi

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝
αj

βj
γj
δj

⎞
⎟⎠ ∈ R7 имеем h

⎛
⎜⎝
αi αj

βi βj
γi γj
δi δj

⎞
⎟⎠ ∈ R7

для всех i, j = {1, . . . , t}, где t—количество наборов в множестве R2. Так как количество наборов
в R2 невелико, то проверить каждую двухместную функцию можно с помощью компьютерного
счета. Реализованная компьютерная программа показала, что все двухместные функции, значе-
ния которых совпадают с наборами из предиката R2, содержатся в множестве K2.
Таким образом, подставляя эти функции на соответствующие места в fK2, получим двухмест-

ную функцию g(x1, x2). Все возможные значения функции g разобьем на два варианта:

(i) восемь двоичных функций

x1 x2 g(x1, x2)

0 0 0 0 0 1 0 1 1 1

0 1 0 0 1 0 1 0 1 1

1 0 0 1 0 0 1 1 0 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1 0

(ii) функции, возвращающие значения − и ν ∈ {0, 1}:

x1 x2 g(x1, x2)

0 0 − − − ν ν1 ν1 ν ν1 ν1 ν ν1 ν1
0 1 ν ν1 ν1 − − − ν1 ν ν2 ν1 ν ν2
1 0 ν1 ν ν2 ν1 ν ν2 − − − ν2 ν2 ν

1 1 ν2 ν2 ν ν2 ν2 ν ν2 ν2 ν − − −
где ν1, ν2 ∈ {∗, 0, 1,−};

Случай (i). Так как перестановка строк не меняет предикат R2, то достаточно рассмотреть
один вариант. Пусть g(x1, x2) = (0001). По замечанию 1 имеем все булевы функции. Осталось
получить функцию, содержащую все четыре значения. Ее получим следующим образом:

0
0
0
1

⎛
⎜⎝

− 0
− 0
− 1
− 1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0
0
−
−

⎞
⎟⎠ ;

0
1
1
1

⎛
⎜⎝

0 0
0 1
− 0
− 1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0
1
−
1

⎞
⎟⎠ ;

0
1
−
1

⎛
⎜⎝

0 0
0 1
1 0
1 ∗

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0
1
−
∗

⎞
⎟⎠ .

Случай (ii). Как и в первом случае, достаточно рассмотреть только один вариант. Пусть
g(x1, x2) = (− ν ν1 ν2). Подставляя в функцию g аргумент 0 вместо переменной x1, получим
g(x) = (−ν). Пусть ν = 0; случай, когда ν = 1, доказывается двойственным образом. Функцией
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(−0) и суперпозициями

−
0

(
1
0

)
=

(
0
−

)
;

0
1
1
0

⎛
⎜⎝

0 0
0 1
− 0
− 1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0
1
−
−

⎞
⎟⎠ ;

0
1
−
−

⎛
⎜⎝

0 1
1 0
− 0
− 1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

1
−
0
1

⎞
⎟⎠ ;

1
−
0
1

⎛
⎜⎝

1 0
1 1
0 −
0 −

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0
1
1
1

⎞
⎟⎠

получим все множество булевых функций и сведем к случаю (i). �

4. Заключение. В данной работе рассмотрена задача нахождения предполных множеств
мультифункций ранга 2 относительно S∗

I -замыкания. Введены два множества мультифункций,
описанных на языке сохранения предиката функцией. Первое множество мультифункций сохра-
няет двухместный предикат, второе — четырехместный. Доказаны их S∗

I -замкнутость и предпол-
нота. Для доказательства предполноты множеств приведен пример полного множества. Следую-
щим этапом исследования является нахождение всех предполных множеств и получение критерия
полноты.
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