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КРИТЕРИИ УСТОЙЧИВОСТИ ПО ЛЯПУНОВУ

СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЙ И АДДИТИВНОЙ ФОРМЕ
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Аннотация. Представлены разновидности критериев устойчивости по Ляпунову систем обык-
новенных дифференциальных уравнений в виде необходимых и достаточных условий. Критерии
получены в условиях существования и непрерывности решения на полуоси, непрерывности правой
части системы и ее непрерывной дифференцируемости на полуоси. Критерии конструируются на
основе рекуррентных преобразований разностных схем численного интегрирования с остаточным
членом на каждом шаге. Мультипликативная и аддитивная форма критериев влечет возмож-
ность компьютеризировать анализ устойчивости и выполнять его в режиме реального времени.

Ключевые слова: устойчивость по Ляпунову, компьютерный анализ устойчивости, численное
моделирование устойчивости.
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Abstract. Various Lyapunov stability criteria for systems of ordinary differential equations are
presented in the form of necessary and sufficient conditions. The criteria are obtained under the
conditions of existence and continuity of the solution on the semi-axis, continuity of the right part
of the system and its continuous differentiability on the semi-axis. The criteria are constructed on the
basis of recurrent transformations of difference schemes of numerical integration with a residual term
at each step. The multiplicative and additive form of the criteria entails the possibility to computerize
the stability analysis and perform it in real time.
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1. Введение. Анализ устойчивости по Ляпунову систем дифференциальных уравнений тре-
буется выполнять в многочисленных отраслях современной науки и техники (см. [11, 13]). При
этом актуальным направлением исследований остается разработка методов анализа устойчивости
систем линейных и нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений (см. [3]). Традици-
онно исследование устойчивости выполняется на основе функций Ляпунова (см. [12,14]). Отсут-
ствие строгого алгоритма построения функций Ляпунова влечет необходимость разрабатывать
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аналитические методы, требующие преобразования правой части системы (см. [5]). Предлагают-
ся подходы для исследования прикладных аспектов теории устойчивости с применением средств
вычислительной техники (см. [7]). Ниже разрабатывается метод анализа устойчивости систем
обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) на основе рекуррентных преобразований
разностных схем численного интегрирования с остаточным членом на каждом шаге. Послед-
нее необходимо для получения достоверных аналитических оценок устойчивости решений систем
ОДУ. Результатом преобразований должны стать критерии устойчивости систем ОДУ в виде
необходимых и достаточных условий.
Критерии строятся в предположении существования и непрерывности решения на полуоси,

непрерывности правой части системы и ее непрерывной дифференцируемости на полуоси. Пер-
воначально критерии строятся в мультипликативной форме. В этом случае для обоснования до-
стоверности критериев дополнительно требуется выполнение аналога условия Липшица и предпо-
ложение, что значение возмущенного и невозмущенного решения не совпадают ни в одной точке
полуоси. Построение критериев в аддитивной форме позволяет снять последние ограничения и
расширить класс систем ОДУ для возможного анализа устойчивости на основе разрабатывае-
мых критериев. Для анализа устойчивости систем линейных ОДУ разрабатываются критерии,
которые не требуют преобразования правой части системы и нахождения ее приближенного реше-
ния. Помимо этого приводятся критерии по характеру поведения правой части линейной системы
ОДУ. Предполагается, что математическая форма конструируемых критериев будет допускать
программную реализацию, что влечет возможность анализа устойчивости систем ОДУ в режиме
реального времени.

2. Анализ устойчивости систем нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений. Рассмотрим нелинейную систему ОДУ

dY

dt
= F (t, Y ), Y (t0) = Y0. (1)

Предполагается, что в области R =
{
t0 � t < ∞; Ỹ (t), Y (t) : ‖Ỹ0 − Y0‖ � δ, δ > 0

}
для

системы (1) выполнены все условия существования и единственности решения и функция F (t, Y )
определена, непрерывна и непрерывно дифференцируема по t.
В рассматриваемых условиях для всех T = const, T ∈ [t0,∞) выполняются неравенства

∣∣f ′
k(t, Y (t))

∣∣ � c1,
∣∣f ′

k(t, Ỹ (t))
∣∣ � c1,

c1 = c1(T ), c1 = const для всех t ∈ [t0, T ].
Точное решение системы (1) в форме метода Эйлера с остаточным членом на каждом шаге

имеет вид:
yk(i+1) = yki + h fk(ti, Yi) + qki, k = 1, 2, . . . , n, (2)

где qki — остаточные члены формулы Тейлора для k-й компоненты решения.
Для произвольно выбранной независимой переменной t шаг h предполагается равномерным на

отрезке [t0, t], величины t, i, h связаны соотношениями

t = const, t = ti+1, h =
ti+1 − t0
i+ 1

, i = 0, 1, . . . , tj+1 = tj + h, 0 � j � i. (3)

По аналогии для возмущенного решения:

ỹk(i+1) = ỹki + h fk(ti, Ỹi) + q̃ki, k = 1, 2, . . . , n.

Точное значение величины возмущения определяется из соотношения

ỹk(i+1) − yk(i+1) =

(
1 + h

fk(ti, Ỹi)− fk(ti, Yi)

ỹki − yki

)
(ỹki − yki) + wki, k = 1, 2, . . . , n, (4)

где

wki = q̃ki − qki, qki =
1

2
f ′
k

(
ti + ξkih, Y (ti + ξkih)

)
h2, 0 < ξki < 1.
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Рекуррентное преобразования (4) влечет соотношение

ỹk(i+1) − yk(i+1) =
i∏

�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)(
ỹk0 − yk0

)
+ L

(k)
i ,

где

L
(k)
i =

i∑
r=1

i−r∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)
wk(r−1) + wki, D

(k)
i =

fk
(
ti, Ỹi

)− fk
(
ti, Yi

)
ỹki − yki

.

Далее предполагается, что

ỹki(t)− yki(t) �= 0, i = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . , n. (5)

Для оценки величины L
(k)
i дополнительно требуется выполнение неравенства

∣∣∣fk(t, Ỹ )− fk(t, Y)
∣∣∣ � L |ỹk − yk| , L = const, ∀t ∈ [t0, T ], k = 1, 2, . . . , n. (6)

При выполнении неравенства (6) с учетом ограничения (5) справедливо соотношение
∣∣∣D(k)

i−�

∣∣∣ � L, i = 0, 1, . . . , ∀� = 0, 1, . . . , i, k = 1, 2, . . . , n. (7)

В рассматриваемых условиях∥∥∥L(k)
i

∥∥∥ � c1
L

(
eL(t−t0) − 1

)
h ∀t ∈ [t0,∞), k = 1, 2, . . . , n

(см. [8]). Следовательно,
lim
i→∞

L
(k)
i = 0, k = 1, 2, . . . , n. (8)

Поэтому для всех t ∈ [t0,∞) выполняется соотношение

ỹk(t)− yk(t) = lim
i→∞

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)(
ỹk0 − yk0

)
, k = 1, 2, . . . , n. (9)

В результате критерии устойчивости и асимптотической устойчивости примут следующий вид
(см. [8]):

∣∣∣∣∣ limi→∞

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)∣∣∣∣∣ � c̃1, c̃1 = const, ∀t ∈ [t0,∞), k = 1, 2, . . . , n, (10)

lim
t→∞

∣∣∣∣∣ limi→∞

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�

)∣∣∣∣∣ = 0, k = 1, 2, . . . , n. (11)

Так как для всех t ∈ [t0,∞) согласно (9) имеем

lim
i→∞

i∏
�=0

(
1 + hD

(k)
i−�B

)
=

ỹk(t)− yk(t)

ỹk0 − yk0
,

то критерии (10), (11) можно представить в эквивалентной форме:
∣∣∣∣
ỹk(t)− yk(t)

ỹk0 − yk0

∣∣∣∣ � c̃1, c̃1 = const, ∀t ∈ [t0,∞) , k = 1, 2, . . . , n, (12)

lim
t→∞

∣∣∣∣
ỹk(t)− yk(t)

ỹk0 − yk0

∣∣∣∣ = 0, k = 1, 2, . . . , n. (13)

Компьютерная реализация критериев (10)–(13) влечет возможность анализа устойчивости ре-
шения нелинейной системы ОДУ в режиме реального времени по ходу приближенного решения
системы. Необходимо отметь, что выполнение условий (5), (6) влечет ограничение класса систем
ОДУ для исследования которых можно применять представленные критерии.
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С целью снятия этих ограничений выполним следующее преобразование выражения (2) в ад-
дитивной форме:

yk(i+1) = yk(i−1) + h fk
(
ti−1, Yi−1

)
+ qk(i−1) + h fk(ti, Yi) + qki, k = 1, 2, . . . , n,

или

yk(i+1) = yk(i−2)+hfk(ti−2, Yi−2)+qk(i−2)+h fk(ti−1, Yi−1)+qk(i−1)+hfk(ti, Yi)+qki, k = 1, 2, . . . , n.

Рекуррентное преобразование влечет соотношение

yk(i+1) = yk0 +

i∑
�=0

hfk(ti−�, Yi−�) +

i∑
�=0

qk(i−�), yk0 = yk(t0), k = 1, 2, . . . , n. (14)

Для возмущенного решения (1) справедливо равенство

ỹk(i+1) = ỹk0 +
i∑

�=0

hfk(ti−�, Ỹi−�) +
i∑

�=0

q̃k(i−�), ỹk0 = ỹk(t0), k = 1, 2, . . . , n. (15)

Переходя к пределу при i → ∞ на любом отрезке [t0, t], получим точное представление решения
системы (1):

yk(t) = yk0 + lim
i→∞

i∑
�=0

h fk(ti−�, Yi−�) + lim
i→∞

i∑
�=0

qk(i−�) ∀t ∈ [t0,∞), k = 1, 2, . . . , n.

Предел суммы остаточных членов оценивается из соотношений
∣∣∣∣∣

i∑
�=0

qk(i−�)

∣∣∣∣∣ �
i∑

�=0

∣∣qk(i−�)

∣∣ � 1

2

i∑
�=0

c1h
2 =

1

2
(i+ 1)c1h

2 =
1

2
(t− t0)c1h.

Поэтому ∣∣∣∣∣
i∑

�=0

qk(i−�)

∣∣∣∣∣ �
1

2
(T − t0)c1h −−−→

i→∞
0.

Следовательно,

lim
i→∞

i∑
�=0

qk(i−�) = 0 ∀T ∈ [t0,∞), k = 1, 2, . . . , n.

Аналогично доказывается, что

lim
i→∞

i∑
�=0

q̃k(i−�) = 0.

В результате точное значение величины возмущения на промежутке [t0, t] определяется из соот-
ношения

ỹk(t)− yk(t) = ỹk(t0)− yk(t0) + lim
i→∞

i∑
�=0

h
(
fk
(
ti−�, Ỹi−�

)− fk
(
ti−�, Yi−�

))
(16)

для всех t ∈ [t0,∞), k = 1, 2, . . . , n.
Для выполнения равенство (16) не требуется выполнения ограничений (5), (6), ранее оговорен-

ных для системы (1).
По аналогии с (9), выделим в (16) возмущение начальных данных в виде множителя:

ỹk(t)− yk(t) =

ỹk(t0)− yk(t0) + lim
i→∞

i∑
�=0

h
(
fk
(
ti−�, Ỹi−�

)− fk
(
ti−�, Yi−�

))

ỹk(t0)− yk(t0)
× (ỹk(t0)− yk(t0)) (17)

для всех t ∈ [t0,∞), k = 1, 2, . . . , n.
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Из (17) следует, что устойчивость решения задачи (1) полностью определяется сомножителем
перед начальным возмущением ỹk(t0)− yk(t0). Поскольку (17) эквивалентно (16), то имеет место
критерий устойчивости системы (1) не требующий выполнение ограничений (5)–(7).

Лемма 1. Для устойчивости решения задачи (1) необходимо и достаточно существование
такого Δ, 0 < Δ � δ, что при всех Ỹ (t), для которых 0 <

∥∥∥Ỹ0 − Y0

∥∥∥ � Δ, выполняется соотно-
шение ∣∣∣∣∣∣∣∣

ỹk(t0)− yk(t0) + lim
i→∞

i∑
�=0

h
(
fk
(
ti−�, Ỹi−�

)− fk
(
ti−�, Yi−�

))

ỹk(t0)− yk(t0)

∣∣∣∣∣∣∣∣� c̃1,
(18)

где c̃1 = const, для всех ∀t ∈ [t0,∞), и k = 1, 2, . . . , n.
Для асимптотической устойчивости решения задачи (1) необходимо и достаточно, чтобы

оно было устойчиво и существовало такое Δ1 � Δ, что неравенство 0 <
∥∥∥Ỹ0 − Y0

∥∥∥ � Δ1 влечет
выполнение соотношения

lim
t→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣

ỹk(t0)− yk(t0) + lim
i→∞

i∑
�=0

h
(
fk
(
ti−�, Ỹi−�)− fk

(
ti−�, Yi−�

))

ỹk(t0)− yk(t0)

∣∣∣∣∣∣∣∣= 0, k = 1, 2, . . . , n.
(19)

Критерии (18), (19) выполняются в условиях существования и единственности решения задачи
(1), дифференцируемости правой части (1) на полуоси.
Из (17) следует, что в области R выполняется соотношение

ỹk(t)− yk(t)

ỹk(t0)− yk(t0)
=

ỹk(t0)− yk(t0) + lim
i→∞

i∑
�=0

h
(
fk
(
ti−�, Ỹi−�

)− fk
(
ti−�, Yi−�

))

ỹk(t0)− yk(t0)

для всех t ∈ [t0,∞) и k = 1, 2, . . . , n, где рассматриваются только возмущенные решения, для
которых ỹk(t0) �= yk(t0).
Таким образом, из леммы 1 вытекает следующее утверждение.

Теорема 1. Для устойчивости решения задачи (1) необходимо и достаточно существова-
ние такого Δ, 0 < Δ � δ, что при всех Ỹ (t), для которых 0 <

∥∥∥Ỹ0 − Y0

∥∥∥ � Δ, выполняется
соотношение ∣∣∣∣

ỹk(t)− yk(t)

ỹk0 − yk0

∣∣∣∣ � c̃1, c̃1 = const, ∀t ∈ [t0,∞), k = 1, 2, . . . , n.

Для асимптотической устойчивости решения задачи (1) необходимо и достаточно, чтобы оно
было устойчиво и существовало такое Δ1 � Δ, что неравенство 0 <

∥∥∥Ỹ0 − Y0

∥∥∥ � Δ1 влечет
выполнение соотношения

lim
t→∞

∣∣∣∣
ỹk(t)− yk(t)

ỹk0 − yk0

∣∣∣∣ = 0, k = 1, 2, . . . , n.

Таким образом, для обоснования критериев теоремы 1 требуется существование и единствен-
ность решения, непрерывная дифференцируемость правой части (1) в R. Условия (5), (6) были
необходимы для обеспечения (8), (9) и, как следствие для обоснования критериев (10)–(13). Для
выполнения (16), и как следствие критериев (18), (19) этого не требуется — достаточно исход-
ных предположений. Критерии теоремы 1 (они же критерии (12), (13)) являются следствием
критериев (18), (19). В результате с критериев (12), (13) снимается необходимость выполнения
условий (5)–(7).
В числителе выражений (17)–(19) одно из слагаемых есть интеграл, приближенно вычисляе-

мый по формуле прямоугольников. Поэтому критерии (18), (19) можно записать в эквивалентной
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форме:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ỹk(t0)− yk(t0) +

t∫

t0

(
fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )

)
dt

ỹk(t0)− yk(t0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
� c̃1, c̃1 = const, ∀t ∈ [t0,∞), k = 1, 2, . . . , n,

lim
t→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ỹk(t0)− yk(t0) +

t∫

t0

(
fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )

)
dt

ỹk(t0)− yk(t0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, k = 1, 2, . . . , n.

Лемма 2. Для устойчивости решения задачи (1) необходимо и достаточно существование
такого Δ, 0 < Δ � δ, что при всех Ỹ (t), для которых 0 <

∥∥∥Ỹ0 − Y0

∥∥∥ � Δ, выполняется соотно-
шение ∣∣∣∣∣∣

t∫

t0

fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )

ỹk(t0)− yk(t0)
dt

∣∣∣∣∣∣
� c̃2, wwwc̃2 = const, ∀t ∈ [t0,∞), k = 1, 2, . . . , n.

Для асимптотической устойчивости решения задачи (1) необходимо и достаточно, чтобы оно
было устойчиво и существовало такое Δ1 � Δ, что неравенство 0 <

∥∥∥Ỹ0 − Y0

∥∥∥ � Δ1 влечет
выполнение соотношения

lim
t→∞

∣∣∣∣∣∣
1 +

t∫

t0

fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )

ỹk(t0)− yk(t0)
dt

∣∣∣∣∣∣
= 0, k = 1, 2, . . . , n,

или, эквивалентно,
∞∫

t0

fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )

ỹk(t0)− yk(t0)
dt = −1, k = 1, 2, . . . , n. (20)

Получены разновидности критериев устойчивости систем нелинейных ОДУ в виде необходи-
мых и достаточных условий. Форма критериев влечет возможность программной реализации.
Далее будут представлены примеры анализа нелинейных систем ОДУ, решение которых прини-
мает различный характер устойчивости.

3. Анализ устойчивости систем линейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Рассматривается задача Коши для системы линейных ОДУ

dY

dt
= A(t)Y, Y (t0) = Y0. (21)

Предполагается, что для (21) выполнены все условия существования и единственности решения
в области R1 =

{
t0 � t < ∞; Ỹ (t), Y (t) :

∥∥∥Ỹ0 − Y0

∥∥∥ � δ1, δ1 > 0
}
. Элементы матрицы A(t)

определены, непрерывны, непрерывно дифференцируемы в R1. Ниже используются каноническая
норма матрицы и согласованная с ней норма вектора:

‖A‖ = max
1�k�n

n∑
j=1

|akj |, ‖Y ‖ = max
1�k�n

|yk|.

На основе рекуррентных преобразований разностных схем численного интегрирования вели-
чина возмущения для ∀t ∈ [t0,∞) определяется из соотношения [9]

Ỹ (t)− Y (t) = lim
i→∞

i∏
�=0

(
E + hA(ti−�)

)(
Ỹ0 − Y0

)
.
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Отсюда автоматически следуют критерии устойчивости и асимптотической устойчивости систем
линейных ОДУ в мультипликативной форме:

∥∥∥∥∥ lim
i→∞

i∏
�=0

(
E + hA(ti−�)

)
∥∥∥∥∥ � c̃3, c̃3 = const, ∀t ∈ [t0,∞), (22)

lim
t→∞

∥∥∥∥∥ lim
i→∞

i∏
�=0

(
E + hA(ti−�)

)
∥∥∥∥∥ = 0. (23)

После равносильных преобразований критерии (22), (23) приводятся к аддитивной форме
(см. [2]):

lim
i→∞

i∑
�=0

hA(ti−�) � C̃1 = const ∀t ∈ [t0,∞), (24)

lim
t→∞ lim

i→∞

i∑
�=0

hA(ti−�) = (−∞) , (25)

где C̃1 —постоянная матрица, под символом (−∞) понимается предел матрицы, элементы кото-
рой стремятся к −∞.
Критерии (22)–(25) ориентированы на программную реализацию и позволяют установить ха-

рактер устойчивости систем линейных ОДУ в режиме реального времени. При этом в частности
не требуется построение функций Ляпунова, информации о характеристических числах и харак-
теристических показателях.
Далее, в рассматриваемых условиях, приводятся критерии устойчивости задачи (21) по ха-

рактеру поведения правой части системы без дополнительных ограничений. Критерии констру-
ируются по аналогии с ранее представленными условиями устойчивости для анализа нулевого
решения нелинейной системы [1].

Теорема 2. Для устойчивости решения задачи (21) необходимо и достаточно, чтобы су-
ществовало такое Δ2, 0 < Δ2 � δ1, что при всех Ỹ (t), для которых 0 <

∥∥∥Ỹ0 − Y0

∥∥∥ � Δ2,
выполняется соотношение∣∣∣∣∣

ak1(t)
(
ỹ1(t)− y1(t)

)
+ · · · + akn(t)

(
ỹn(t)− yn(t)

)

ak1(t)
(
ỹ1(t0)− y1(t0)

)
+ · · · + akn(t)

(
ỹn(t0)− yn(t0)

)
∣∣∣∣∣ � c̃4,

где c̃4 = const, для всех t ∈ [t0,∞) и k = 1, 2, . . . , n.
Для асимптотической устойчивости необходимо и достаточно, чтобы решение было устой-

чиво и существовало такое Δ3 � Δ2, что неравенство
∥∥∥Ỹ0 − Y0

∥∥∥ � Δ3 влечет выполнение
соотношения

lim
t→∞

∣∣∣∣∣
ak1(t)

(
ỹ1(t)− y1(t)

)
+ · · ·+ akn(t)

(
ỹn(t)− yn(t)

)

ak1(t)
(
ỹ1(t0)− y1(t0)

)
+ · · ·+ akn(t)

(
ỹn(t0)− yn(t0)

)
∣∣∣∣∣ = 0, k = 1, 2, . . . , n.

Получена еще одна разновидность критериев устойчивости систем линейных ОДУ, которая не
требует преобразования правой части системы и обращения к методам качественной теории.
Предложенный подход допускает конструировать критерии устойчивости для производных

правой части системы (21) произвольного порядка � � 2 без дополнительных ограничений, если
эти производные существуют (см. [1]).

4. Программный и численный эксперимент. Программный и численный эксперимент про-
водился с помощью ПК на базе процессора Intel(R) Core(TM) i5-4460 в среде программирования
Delphi. Анализ устойчивости решений систем ОДУ выполняется на основе программы, реали-
зующей конструкцию критериев (10), (12), (18). Для каждого уравнения исследуемой системы
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Таблица 1. Результаты анализа устойчивости нулевого решения системы (26)

t 103 2× 103 3× 103 4× 103 5× 103

норма 1,014 1,027 1,041 1,054 1,068
t 6× 103 7× 103 8× 103 9× 103 104

норма 1,081 1,093 1,106 1,118 1,1309

Таблица 2. Результаты анализа устойчивости нулевого решения системы (27)

t 103 2× 103 3× 103 4× 103 5× 103

норма 1001,998 2001,995 3001,990 4001,983 5001,975

t 6× 103 7× 103 8× 103 9× 103 104

норма 6001,964 7001,951 8001,936 9001,919 10001,091

Таблица 3. Результаты анализа устойчивости решения системы (28)

t 103 2× 103 3× 103 4× 103 5× 103

норма 2,337 × 10−16 2,337 × 10−16 2,337 × 10−16 2,337 × 10−16 2,337 × 10−16

t 6× 103 7× 103 8× 103 9× 103 104

норма 2,337 × 10−16 2,337 × 10−16 2,337 × 10−16 2,337 × 10−16 2,337 × 10−16

вычисляется значение выражения из левой части критериев (10), (12), (18) и находится век-
торная норма. По поведению численных значений нормы делается вывод о характере устойчи-
вости исследуемой системы. Ограниченное изменение соответствует устойчивости, монотонное
стремление к нулю характеризует асимптотическую устойчивость, неограниченный рост явля-
ется признаком неустойчивости. При исследовании на основе аддитивного критерия признаком
асимптотической устойчивости является в частности стремление подынтегральной функции к
значению −1. Приближенные значения возмущенного и невозмущенного решения, входящие в
конструкцию критериев (10), (12), (18), находятся с помощью метода Эйлера.

Пример 1. Исследуется на устойчивость нулевое решение системы

y′1 = −y2

√
y21 + y22 , y′2 = y1

√
y21 + y22. (26)

Общее решение системы имеет вид

y1 = c1 cos(c1t+ c2), y2 = c1 sin(c1t+ c2).

Известно, что нулевое решение системы (26) устойчиво (см. [10]).
Компьютерный анализ устойчивости выполняется на основе критерия (10) на промежутке

[0, 104] при значении шага разностной схемы 10−4. Начальные значения компонент возмущен-
ного решения ỹ10 = 10−5, ỹ20 = 10−5. Результаты анализа устойчивости представлены в табл. 1.
Значения нормы ограничены константой, что в соответствии с критерием (10) свидетельствует
об устойчивости решения системы. Время работы программы ≈ 18 с.

Пример 2. Исследуется на устойчивость нулевое решение системы

y′1 =
y1
t
− t2y1y

2
2, y′2 = −y2

t
, t � 1. (27)
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Общее решение системы (27) имеет вид

y1 = c1te
−c22t, y2 =

c2
t
.

Нулевое решение системы (27) неустойчиво (см. [4]). Компьютерный анализ устойчивости вы-
полняется на основе критерия (12) при значениях длины промежутка, шага численного инте-
грирования и возмущениях начальных данных из примера 1. Результаты анализа устойчивости
представлены в табл. 2. Монотонный рост значений нормы свидетельствует о неустойчивости.

Пример 3. Исследуется на устойчивость решение линейной системы

y′1 = −y1 +
y2

t2 + 1
, y′2 = − y1

t2 + 1
− y2. (28)

Общее решение системы имеет вид

y1 = (c1 cos(arctg t) + c2 sin(arctg t))e
−t, y2 = (−c1 sin(arctg t) + c2 cos(arctg t))e

−t

(см. [6]). Решение системы (28) асимптотически устойчиво на полуоси [0,∞). Компьютерный
анализ устойчивости выполняется на основе критерия (18) при неизменных значениях длины
промежутка, шага численного интегрирования и возмущениях начальных данных из предыдущих
примеров. Результаты анализа устойчивости представлены в табл. 3. Значения нормы стремятся
к нулю, что свидетельствует об асимптотической устойчивости решения системы (28).

5. Заключение. Получены критерии устойчивости по Ляпунову систем ОДУ в форме необ-
ходимых и достаточных условий. Критерии отличаются от известных построением на основе ре-
куррентных преобразования разностных схем численного интегрирования в мультипликативной
и аддитивной форме. Аддитивная форма критериев позволила снять ряд ограничений наклады-
ваемых ранее на правую часть системы ОДУ. Критерии инвариантны относительно правой части
системы, разностных схем приближенного решения системы, длины промежутка и шага решения.
Для систем линейных ОДУ представлены критерии устойчивости, не требующие преобразования
правой части системы и нахождения ее приближенного решения. Выполнена программная реа-
лизация критериев. Результаты численного эксперимента подтверждают достоверность анализа
устойчивости по предложенным критериям и свидетельствуют о целесообразности их практиче-
ского применения.
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