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Аннотация. Разработана гамильтонова теория для коллективных продольно поляризованных
глюонных возбуждений (плазмонов), взаимодействующих с классической высокоэнергетической
цветозаряженной пробной частицей, распространяющейся через высокотемпературную глюон-
ную плазму. Проведено обобщение скобки Ли—Пуассона на случай сплошной среды, включаю-
щей бозонную нормальную переменную поля aa

k и неабелев цветной заряд Qa, и представлены
соответствующие уравнения Гамильтона. Выписаны канонические преобразования, включающие
одновременно как бозонные степени свободы мягких коллективных возбуждений в горячей глю-
онной плазме, так и степень свободы жесткой пробной частицы, связанной с ее цветным зарядом.
Получена полная система условий каноничности для этих преобразований. Найден явный вид эф-
фективного гамильтониана четвертого порядка, описывающего упругое рассеяние плазмона на
жесткой цветной частице, и получена самосогласованная система кинетических уравнений больц-
мановского типа, учитывающая эволюцию по времени среднего значения цветного заряда данной
частицы.

Ключевые слова: гамильтонов формализм, скобка Ли—Пуассона, каноническое преобразова-
ние, специальная унитарная группа, плазмон, кинетическое уравнение, глюонная плазма.

HAMILTONIAN FORMALISM FOR HARD AND SOFT EXCITATIONS

IN A PLASMA WITH A NON-ABELIAN INTERACTION

c© 2024 Yu. A. MARKOV, M. A. MARKOVA, N. Yu. MARKOV

Abstract. Hamiltonian theory for collective longitudinally polarized gluon excitations (plasmons)
interacting with classical high-energy color-charged test particle propagating through a high-
temperature gluon plasma is developed. A generalization of the Lie–Poisson bracket to the case of
a continuous medium involving bosonic normal field variable aa
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is performed and the corresponding Hamilton equations are derived. The canonical transformations
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1. Введение. В наших предыдущих работах [4, 10] было достигнуто определенное продвиже-
ние в построении (псевдо)классического гамильтонова формализма для описания нелинейных
процессов взаимодействия мягких коллективных возбуждений бозе- и ферми-типов в горячей
слабовзаимодействующей кварк-глюонной плазме (КГП). В этих работах были рассмотрены про-
стейшие случаи взаимодействий, а именно, взаимодействие коллективных продольно поляризо-
ванных бесцветных глюонных возбуждений (плазмонов) и коллективных кварк-антикварковых
возбуждений (плазминонов) с абнормальным соотношением между киральностью и спирально-
стью в КГП. В рамках общего гамильтонова подхода к выводу волновой теории в нелинейных
средах с дисперсией (см. [1, 2, 13, 14]) мы определили в явном виде специальные канонические
преобразования вплоть до членов третьего порядка по фермионным

(
biq, b

∗i
q

)
и бозонным

(
aak, a

∗a
k

)

нормальным переменным. Для сохранения правильной статистики мягких коллективных возбуж-
дений в рамках классического описания мы полагали, что фермионные переменные принимают
значения в алгебре Грассмана, т.е. являются антикоммутативными. Далее нами были получены
условия каноничности, связывающие между собой высшие и низшие коэффициентные функ-
ции в подынтегральных выражениях членов разложения канонических преобразований. В силу
трехволновой нераспадной природы дисперсионных соотношений для бесцветных плазминов и
плазмонов, канонические преобразования позволили исключить гамильтонианы третьего поряд-
ка H3 по степеням нормальных переменных

(
biq, b

∗i
q

)
и
(
aak, a

∗a
k

)
. Исключение «несущественных»

(по терминологии В. Е. Захарова [1]) гамильтонианов взаимодействия H3 дало возможность полу-
чить новые эффективные гамильтонианы четвертого порядка H̃4, подынтегральные выражения
которых содержат калибровочно инвариантные амплитуды рассеяния, определяющие на древес-
ном уровне простейшие амплитуды упругого рассеяния двух плазмонов друг на друге, плазмина
на плазмоне и плазмина на плазмине.

В настоящей работе, являющейся первой статьей из двух статей цикла, мы распространяем
гамильтонов анализ динамики фермионных и бозонных возбуждений в горячей КХД-среде на
мягкой импульсной шкале, выполненный в [4,10], на жесткий сектор возбуждений КГП-плазмы.
Здесь мы сосредотачиваем свое внимание на исследовании процессов рассеяния мягких плазмен-
ных волн на жестких частицах в рамках формализма реального времени, основанного на кинети-
ческих уравнениях для мягких мод. При достаточно высоком уровне энергии мягких плазменных
возбуждений процессы рассеяния плазмина и плазмона на жесткой частице будут давать вклады
того же порядка в правую часть соответствующих уравнений Больцмана, что и вклады от про-
цессов плазмон-плазмонного, плазмин-плазмонного и плазмин-плазминного рассеяний. Во второй
статье будет проведен анализ полученной в данной работе системы кинетических уравнений и
построено ее точное решение.

2. Гамильтониан взаимодействия плазмонов и жестких частиц. Как известно (см. [3]),
в равновесной горячей чисто глюонной плазме существуют два типа физических мягких бозонных
полей: поперечное и продольно поляризованное. Рассмотрим потенциал калибровочного поля
Aa

μ(x) в виде разложения по плоским волнам (см. [6, 8]):

Aa
μ(x) =

∫
dk

(
Zl(k)

2ωl
k

)1/2 {
εlμ(k)a

a
ke

−iωl
k(t−t0)+ik·x + ε∗lμ (k)a

∗a
k eiω

l
k(t−t0)−ik·x

}
+

+
∑

ζ=1,2

∫
dk

(
Zt(k)

2ωt
k

)1/2 {
εtμ(k, ζ)a

a
k(ζ)e

−iωt
k(t−t0)+ik·x + ε∗tμ (k, ζ)a

∗a
k (ζ)eiω

t
k(t−t0)−ik·x

}
, (2.1)

где εlμ(k)— вектор поляризации продольной моды (k— волновой вектор), а εtμ(k, ζ)—вектор поля-
ризации поперечной моды. Дискретная переменная ζ = 1, 2 обозначает два возможных состояния
поперечной поляризации, а звездочка ∗—комплексное сопряжение. Цветовые индексы a, b, c, . . .
пробегают значения 1, 2, . . . , N2

c − 1 для цветовой группы SU(Nc), в то время как векторные ин-
дексы μ, ν, λ, . . . принимают значения 0, 1, 2, 3. В данной статье мы подразумеваем суммирование
по повторяющимся индексам и используем систему единиц, в которой � = c = 1. Коэффициенты
Zl(k) и Zt(k)— вычеты эффективного пропагатора глюона в полюсах продольной и поперечной
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мод, соответственно. Наконец, ωl
k и ωt

k —дисперсионные соотношения соответствующих мод как
функции волнового вектора k. Амплитуды продольного aak и поперечного aak(ζ) возбуждений счи-
таем обычными (комплексными) случайными функциями, а величины математических ожиданий
произведений двух бозонных амплитуд представим в виде

〈
a∗ak abk′

〉
= δabδ(k − k′)N l

k,
〈
a∗ak (ζ)abk′(ζ ′)

〉
= δabδζζ′δ(k − k′)N t

k,

где N l
k и N t

k —плотности числа продольных и поперечных плазменных волн. Отметим, что эти
корреляционные функции выписаны для горячей глюонной плазмы без внешних цветных полей
или высокоэнергетических цветозаряженных частиц, проникающих в плазму извне.

Для простоты ограничимся анализом только процессов с продольно поляризованными плаз-
менными возбуждениями, которые называются плазмонами. Дисперсионное соотношение ωl

k для
плазмонов удовлетворяет следующему дисперсионному уравнению (см. [3]):

Re εl(ω,k) = 0, (2.2)

где

εl(ω,k) = 1 +
3ω2

pl

k2

[
1− F

(
ω

|k|2
)]

, F (x) =
x

2

[
ln

∣
∣∣
∣
1 + x

1− x

∣
∣∣
∣− iπθ(1− |x|)

]

—продольная проницаемость, ω2
pl = g2NcT

2/9—квадрат плазменной частоты глюонных плаз-
менных возбуждений, T — температура системы, g—константа сильного взаимодействия.

Амплитуды aak и a∗ak в разложении для продольной части потенциала калибровочного поля (2.1)
удовлетворяют соотношениям скобки Ли—Пуассона (LPB):

{
aak, a

b
k′
}
LPB

= 0,
{
a∗ak , a∗bk′

}
LPB

= 0,
{
aak, a

∗b
k′
}
LPB

= δabδ(k − k′). (2.3)

С другой стороны, если рассматривать цветной заряд Qa жесткой пробной частицы в качестве
дополнительной независимой переменной для исследуемой физической системы, то аналогичная
скобка Ли—Пуассона должна иметь следующий вид (см. [5, 9]):

{
Qa, Qb

}
LPB

= fabcQc. (2.4)

Для случая непрерывных сред в качестве определения скобки Ли—Пуассона возьмем выражение

{
F,G

}
LPB

=

∫
dk′
{

δF

δac
k′

δG

δa∗c
k′

− δF

δa∗c
k′

δG

δac
k′

}

+
∂F

∂Qa

∂G

∂Qb
fabcQc. (2.5)

Первый член в правой части — это стандартная каноническая скобка. Далее для простоты обо-
значений аббревиатуру LPB будем опускать; тем самым скобки {·, ·} всегда обозначают скобку
Ли—Пуассона (2.5).

Запишем уравнения Гамильтона для функций aak, a
∗a
k и Qa:

∂aak
∂t

= −i
{
aak,H

} ≡ −i
δH

δa∗ak
,

∂a∗ak
∂t

= −i
{
a∗ak ,H

} ≡ i
δH

δaak
, (2.6)

dQa

dt
= {Qa,H} =

∂H

∂Qb
fabcQc, Qa

∣∣
t=t0

= Qa
0. (2.7)

Здесь функция H представляет собой гамильтониан для системы плазмонов и жесткой тестовой
частицы, который равен сумме H = H(0) +HInt, где

H(0) =

∫
dkωl

ka
∗a
k aak (2.8)

— гамильтониан невзаимодействующих плазмонов, а HInt — гамильтониан взаимодействия плаз-
монов и жесткой цветозаряженной частицы. Мы предполагаем, что данная (тестовая) частица
движется в глюонной плазме с постоянной скоростью v. Простейшим способом учета наличия
движущейся частицы в этой среде является переход в систему отсчета, в которой эта частица
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находится в состоянии покоя. Для этой цели достаточно заменить aak на aak exp
( − ik · v(t − t0)

)

в потенциале калибровочного поля (2.1). В этом случае вместо гамильтониана (2.8) будем иметь

H(0) =

∫
dk(ωl

k − v · k)a∗ak aak. (2.9)

Таким образом, ω̃l
k ≡ ωl

k−v ·k представляет собой частоту мягкого глюонного поля Aa
μ в системе

координат, где заряд находится в состоянии покоя, т.е. частоту, воспринимаемую движущим-
ся зарядом (за счет эффекта Доплера). Следует особо отметить одно важное для дальнейше-
го рассмотрения обстоятельство. В силу специфического характера дисперсионного уравнения
для мягких (продольных) бозонных возбуждений (2.2) в горячей глюонной плазме коэффициент
(ωl

k − v · k) в интеграле (2.9) никогда не обращается в ноль, т.е.

ωl
k − v · k �= 0 (2.10)

для произвольных значений волнового вектора k. Другими словами, линейное затухание Ландау
(черенковское излучение) кинематически запрещено в горячей глюонной плазме.

В приближении малых амплитуд гамильтониан взаимодействия может быть представлен в виде
формального интегро-степенного ряда по бозонным функциям aak и a∗ak и цветному заряду Qa:

HInt = H(3) +H(4) + . . . ,

где гамильтониан взаимодействия третьего порядка имеет следующую структуру:

H(3) =

∫
dk
[
φka

a
kQ

a + φ∗
ka

∗a
k Qa

]

+

∫
dk dk1 dk2

{
Va a1 a2
k,k1,k2

a∗ak aa1k1
aa2k2

+ V∗ a a1 a2
k,k1,k2

aaka
∗a1
k1

a∗a2k2

}
δ(k − k1 − k2)+

+
1

3

∫
dk dk1 dk2

{
Ua a1 a2
k,k1,k2

aaka
a1
k1
aa2k2

+ U∗ a a1 a2
k,k1,k2

a∗ak a∗a1k1
a∗a2k2

}
δ(k + k1 + k2). (2.11)

Соответственно, гамильтониан взаимодействия четвертого порядка имеет вид

H(4) =
1

2

∫
dk dk1

{
T
∗(1) a a1 a2
k,k1

aaka
a1
k1
Qa2 + T

(1) a a1 a2
k,k1

a∗ak a∗a1k1
Qa2

}

+i

∫
dk dk1T

(2) a a1 a2
k,k1

a∗ak aa1k1
Qa2 + ΞQaQa. (2.12)

Следует особо пояснить следующее обстоятельство. Несмотря на то, что, например, гамиль-
тониан H(3) содержит смешанные вклады, формально квадратичные по переменным aak и Qa,
и вклады, кубичные по aak, тем не менее, все выражение (2.11) представляет собой гамильтони-
ан взаимодействия третьего порядка. Таким образом, мы присваиваем степень нелинейности 2
цветному заряду Qa. Члены в квадратных скобках в первой строке в (2.11) соответствуют элемен-
тарным вершинам взаимодействия мягких глюонных возбуждений с жесткой цветозаряженной
частицей, как показано на рис. 1. Вершинные функции Va a1 a2

k,k1,k2
и Ua a1 a2

k,k1,k2
в оставшихся вкладах

в (2.11) определяют процессы трехплазмонного взаимодействия (см. [4]). То же самое относится
и к гамильтониану H(4), который содержит квадратичные вклады по переменной Qa и кубичные
смешанные вклады по переменным aak и Qa, однако все эти вклады образуют в точности га-
мильтониан взаимодействия четвертого порядка, если предположить, что степень нелинейности
цветового заряда равна двум.

Вершинные функции Va a1 a2
k,k1,k2

, Ua a1 a2
k,k1,k2

и T
(1) a a1 a2
k,k1

удовлетворяют «условиям естественной сим-
метрии», которые означают, что интегралы в уравнениях (2.11) и (2.12) не зависят от переста-
новки немых цветовых индексов и переменных интегрирования. Эти условия имеют следующий
вид:

Va a1 a2
k,k1,k2

= Va a2 a1
k,k2,k1

, Ua a1 a2
k,k1,k2

= Ua a2 a1
k,k2,k1

= Ua1aa2
k1,k,k2

, T
(1)aa1a2
k,k1

= T
(1)a1aa2
k1,k

. (2.13)
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G G

k

G G

k

Рис. 1. Вершины элементарного взаимодействия мягких бозонных возбуждений с жесткой те-
стовой цветозаряженной частицей G. Двойная линия обозначает жесткую частицу с цветным
зарядом Qa. Вершины взаимодействия для входящих и выходящих волновых линий (плазмонов)

определяются функциями φk и φ∗
k в гамильтониане H(3).

Вещественность гамильтониана (2.11) очевидна. Вещественность гамильтониана (2.12) влечет за
собой справедливость дополнительного соотношения для вершинной функции T

(2)aa1a2
k,k1

:

T
(2)aa1a2
k,k1

= −T
∗(2)a1aa2
k1,k

.

Вершинные функции в гамильтонианах H(3) и H(4) определяются специфическими свойствами
исследуемой системы, в нашем случае - высокотемпературной глюонной плазмы. Явная форма
трехточечных амплитуд Vaa1a2

k,k1,k2
и Uaa1a2

k,k1,k2
в приближении жестких температурных петель была

получена в [4]:

Va a1 a2
k,k1,k2

= fa a1 a2Vk,k1,k2 , Ua a1 a2
k,k1,k2

= fa a1 a2Uk,k1,k2 , (2.14)

Vk,k1,k2 =
1

23/4
g

⎛

⎝ εlμ(k)√
2ωl

k

⎞

⎠

⎛

⎝εlμ1
(k1)√
2ωl

k1

⎞

⎠

⎛

⎝εlμ2
(k2)√
2ωl

k2

⎞

⎠

∗

Γμμ1 μ2(k,−k1,−k2)

∣∣
∣
∣∣
on-shell

, (2.15)

Uk,k1,k2 =
1

23/4
g

⎛

⎝ εlμ(k)√
2ωl

k

⎞

⎠

⎛

⎝εlμ1
(k1)√
2ωl

k1

⎞

⎠

⎛

⎝εlμ2
(k2)√
2ωl

k2

⎞

⎠

∗

Γμμ1 μ2(−k,−k1,−k2)

∣
∣
∣∣
∣
on-shell

. (2.16)

Вид эффективной трехглюонной вершины ∗Γμμ1μ2(k, k1, k2) в правой части этих выражений опре-
деляется формулами (A.1)–(A.3) в Приложении работы [4]. В силу цветового разложения (2.14)
и свойств симметрии (2.13) для эффективных вершин (2.15) и (2.16) выполняются следующие
перестановочные соотношения:

Vk,k1,k2 = −Vk,k2,k1 , Uk,k1,k2 = −Uk,k2,k1 = −Uk1,k,k2 .

3. Канонические преобразования. Рассмотрим преобразование от нормальной бозонной пе-
ременной aak и классического цветного заряда Qa к новой полевой переменной cak и цветному
заряду Qa:

aak = aak(c
a
k, c

∗a
k ,Qa), (3.1)

Qa = Qa(cak, c
∗a
k ,Qa). (3.2)

Потребуем, чтобы уравнения Гамильтона в терминах новых переменных имели вид (2.6) и (2.7) с
одним и тем же гамильтонианом H. Поскольку мы рассматриваем преобразования, не зависящие
явно от времени, то старый и новый гамильтонианы численно равны, но в общем случае отли-
чаются по функциональному виду, поскольку записаны в разных переменных. Несложные, но
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достаточно громоздкие вычисления приводят к двум системам интегральных соотношений, га-
рантирующих каноничность преобразований (3.1) и (3.2). Первая из них имеет следующий вид:

∫
dk′
{
δaak
δcc

k′

δa∗b
k′′

δc∗c
k′

− δaak
δc∗c

k′

δa∗b
k′′

δcc
k′

}

+ i
∂aak
∂Qc

∂a∗b
k′′

∂Qc′ f
cc′dQd = δabδ(k − k′′),

∫
dk′
{
δaak
δcc

k′

δab
k′′

δc∗c
k′

− δaak
δc∗c

k′

δab
k′′

δcc
k′

}

+ i
∂aak
∂Qc

∂ab
k′′

∂Qc′ f
cc′dQd = 0,

∫
dk′
{
δaak
δcc

k′

δQb

δc∗c
k′

− δaak
δc∗c

k′

δQb

δcc
k′

}

+ i
∂aak
∂Qc

∂Qb

∂Qc′ f
cc′dQd = 0.

(3.3)

Соответственно, вторая система имеет вид
∫

dk′
{
δQa

δcc
k′

δa∗b
k′′

δc∗c
k′

− δQa

δc∗c
k′

δa∗b
k′′

δcc
k′

}

+ i
∂Qa

∂Qc

∂a∗b
k′′

∂Qc′ f
cc′dQd = 0,

∫
dk′
{
δQa

δcc
k′

δab
k′′

δc∗c
k′

− δQa

δc∗c
k′

δab
k′′

δcc
k′

}

+ i
∂Qa

∂Qc

∂ab
k′′

∂Qc′ f
cc′dQd = 0,

∫
dk′
{
δQa

δcc
k′

δQb

δc∗c
k′

− δQa

δc∗c
k′

δQb

δcc
k′

}

+ i
∂Qa

∂Qc

∂Qb

∂Qc′ f
cc′dQd = ifabdQd.

(3.4)

Эти условия каноничности можно записать в очень компактной форме, если воспользоваться
определением скобки Ли—Пуассона (2.5) и заменить вариационные переменные на новые: aak → cak
иQb → Qb. В этом случае скобка Ли—Пуассона для исходных переменных aak иQb, уравнения (2.3)
и (2.4), переходит в условия каноничности (3.3) и (3.4), которые накладывают определенные
ограничения на функциональные зависимости (3.1) и (3.2). Представим канонические преобра-
зования (3.1) и (3.2) в виде интегро-степенных рядов по нормальной переменной cak и цветному
заряду Qa. В этом случае преобразование (3.1) с точностью до членов шестого порядка по cak и
Qa имеет следующий вид:

aak = cak + FkQa +

∫
dk1dk2

[
V

(1)aa1a2
k,k1,k2

ca1k1
ca2k2

+ V
(2)aa1a2
k,k1,k2

c∗a1k1
ca2k2

+ V
(3)aa1a2
k,k1,k2

c∗a1k1
c∗a2k2

]
+

+

∫
dk1

[
Ṽ

(1)aa1a2
k,k1

c∗a1k1
Qa2 + Ṽ

(2)aa1a2
k,k1

ca1k1
Qa2

]
+

+

∫
dk1dk2

[
W

(1)aa1a2a3
k,k1,k2

ca1k1
ca2k2

Qa3 +W
(2)aa1a2a3
k,k1,k2

c∗a1k1
ca2k2

Qa3 +W
(3)aa1a2a3
k,k1,k2

c∗a1k1
c∗a2k2

Qa3
]
+

+

∫
dk1

[
W̃

(1)aa1a2a3
k,k1

c∗a1k1
Qa2Qa3 + W̃

(2)aa1a2a3
k,k1

ca1k1
Qa2Qa3

]
+ . . .+

+
(
Gaa1a2

k Qa1Qa2 +Gaa1a2a3
k Qa1Qa2Qa3 + . . .

)
. (3.5)

Аналогично, наиболее общее разложение в ряд для преобразования (3.2) с точностью до членов
шестого порядка записывается как

Qa = Qa +

∫
dk1

[
Maa1a2

k1
ca1k1

Qa2 +M∗aa1a2
k1

c∗a1k1
Qa2

]
+

+

∫
dk1dk2

[
M

(1)aa1a2a3
k1,k2

ca1k1
ca2k2

Qa3 +M
(2)aa1a2a3
k1,k2

c∗a1k1
ca2k2

Qa3 +M
∗(1)aa1a2a3
k1,k2

c∗a1k1
c∗a2k2

Qa3
]
+

+

∫
dk1

[
M̃aa1a2a3

k1
ca1k1

Qa2Qa3 + M̃∗aa1a2a3
k1

c∗a1k1
Qa2Qa3

]
+ . . .+

+ F aa1a2Qa1Qa2 + F aa1a2a3Qa1Qa2Qa3 + . . . . (3.6)

В преобразовании (3.5) мы не выписали кубичные члены, такие как ca1k1
ca2k2

ca3k3
, поскольку в рас-

сматриваемом нами приближении они не дают никакого вклада. В преобразовании (3.6) опущены
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вклады, содержащие только нормальные переменные cak и c∗ak (т.е. без цветных зарядов Qa). Это
можно интерпретировать так, что цветные заряды являются заданными физическими объекта-
ми, которые не могут быть наведены мягким калибровочным полем рассматриваемой системы.
Впрочем, то, что эти вклады в любом случае обращаются в ноль, можно проверить прямым вы-
числением. Кроме того, в преобразовании (3.6) было учтено требование вещественности цветного
заряда, в частности, оно также приводит к условиям

M
∗(2)aa1a2a3
k1,k2

= M
(2)aa2a1a3
k2,k1

, F ∗aa1a2 = F aa1a2 , F ∗aa1a2a3 = F aa1a2a3 .

Далее, подставляя разложения (3.5) и (3.6) в систему условий каноничности (3.3) и (3.4), по-
лучаем весьма нетривиальные интегральные соотношения, связывающие между собой высшие
и низшие коэффициентные функции, которые мы здесь не выписываем ввиду их громоздкости.
Мы приведем лишь простые алгебраические соотношения для низших коэффициентных функций
второго порядка:

V
(2)aa1a2
k,k1,k2

= −2V
∗(1)a2a1a
k2,k1,k

, V
(3)aa1a2
k,k1,k2

= V
(3)a1aa2
k1,k,k2

, (3.7)

Maa1a2
k + iF ∗

kf
aa1a2 = 0, (3.8)

Ṽ
(1)aa1a2
k,k1

− Ṽ
(1)a1aa2
k1,k

− iFkFk1f
aa1a2 = 0, (3.9)

Ṽ
(2)aa1a2
k,k1

+ Ṽ
∗(2)a1aa2
k1,k

+ iFkF
∗
k1
faa1a2 = 0. (3.10)

4. Исключение «несущественного» гамильтониана H(3). Эффективный гамильтони-
ан четвертого порядка. Следующим шагом в построении эффективной теории является про-
цедура исключения гамильтониана взаимодействия третьего порядка H(3), уравнение (2.11), при
переходе от исходной бозонной функции aak и цветного заряда Qa к новой функции cak и цветному
заряду Qa в результате канонических преобразований (3.5) и (3.6). Подобного рода исключение
мы уже проводили в [4], рассматривая взаимодействие мягких бозонных возбуждений между
собой. В данной работе новым элементом является учет взаимодействия мягких бозонных воз-
буждений с жесткой тестовой частицей. Поэтому здесь мы более подробно остановимся на этом
новом аспекте.

Для исключения гамильтониана взаимодействия третьего порядка H(3) подставим разложения
(3.5) и (3.6) в гамильтониан свободного поля H(0), заданный выражением (2.9), и оставим только
члены, имеющие степень нелинейности два или три по новым переменным cak и Qa. Затем в
гамильтониане третьего порядка H(3), уравнение (2.11), произведем просто замену переменных:
aak → cak и Qa → Qa. Добавив полученное таким образом выражение к выражению, которое
следует из гамильтониана свободного поля H(0), и собирая подобные члены, получим

H(0) +H(3) =

∫
dk(ωl

k − v · k)c∗ak cak+

+

∫
dx0

(2π)3

∫
dk
{[

(ωl
k − v · k)F ∗

k + φk

]
cakQa +

[
(ωl

k − v · k)Fk + φ∗
k

]
c∗ak Qa

}
. (4.1)

Требование обращения в ноль выражения в фигурных скобках в правой части (4.1) приводит
к определению коэффициентной функции Fk в каноническом преобразовании (3.5) в терминах
вершинной функции φk:

Fk = − φ∗
k

ωl
k − v · k . (4.2)

Соотношение (4.2) имеет смысл в силу условия (2.10). Используя (4.2), из соотношения (3.8)
находим явный вид другой коэффициентной функции Maa1a2

k , входящей в каноническое преоб-
разование цветного заряда Qa, уравнение (3.6):

Maa1a2
k = ifaa1a2 φk

ωl
k − v · k . (4.3)
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Таким образом, вместо суммы исходных гамильтонианов H(0) +H(3) (уравнение (4.1)) получаем
теперь новый гамильтониан свободного поля H(0) для невзаимодействующих плазмонов в терми-
нах новых нормальных переменных c∗ak и cak:

H(0) =

∫
dk(ωl

k − v · k)c∗ak cak. (4.4)

Здесь и далее гамильтонианы в новых переменных будут обозначаться буквой каллиграфического
шрифта H.

После исключения гамильтониана третьего порядка в новых переменных можем перейти к
построению явного вида эффективного гамильтониана четвертого порядка H(4), который описы-
вает упругое рассеяние плазмона на жесткой частице. Для этого необходимо собрать все вкла-
ды, пропорциональные произведению c∗a1k1

ca2k2
Qa, из гамильтониана свободного поля H(0) (уравне-

ние (2.9)) и из гамильтонианов взаимодействия H(3) и H(4) (уравнения (2.11) и (2.12)), которые
порождаются каноническими преобразованиями (3.5) и (3.6). Таким образом, опуская детали
вычислений, получаем эффективный гамильтониан четвертого порядка, описывающий процесс
упругого рассеяния плазмона на жесткой цветозаряженной частице:

H(4)
gG→gG = i

∫
dk1dk2T

(2)aa1a2
k1,k2

c∗a1k1
ca2k2

Qa, (4.5)

где полная эффективная амплитуда T
(2)aa1a2
k1,k2

имеет следующую структуру:

iT
(2)aa1a2
k1,k2

= iT
(2)aa1a2
k1,k2

+
[(
ωl
k2

− v · k2

)
Ṽ

∗(2)a2a1a
k2,k1

+
(
ωl
k1

− v · k1

)
Ṽ

(2)a1a2a
k1,k2

]
+

+

∫
dk(ωl

k − v · k)
{
F ∗
ke

ik·x0V
(2)aa1a2
k,k1,k2

+ Fke
−ik·x0V

∗(2)aa2a1
k,k2,k1

}
+

+

∫
dk
{
φke

ik·x0V
(2)aa1a2
k,k1,k2

+ φ∗
ke

−ik·x0V
∗(2)aa2a1
k,k2,k1

}
+
[
φk2M

∗a2a1a
k1

+ φ∗
k1
Ma1a2a

k2

]
+

+ 2

∫
dk
{
Va1a2a
k1,k2,k

Fkδ(k1 − k2 − k) + V∗a2a1a
k2,k1,k

F ∗
kδ(k2 − k1 − k)

}
. (4.6)

Отметим, что амплитуда T
(2)aa1a2
k1,k2

должна удовлетворять условию симметрии:

T
(2)aa1a2
k1,k2

= −T
∗(2)aa2a1
k2,k1

. (4.7)

Это соотношение является следствием требования вещественности эффективного гамильтониа-
на (4.5). Мы уже сталкивались с этим условием для вершинной функции T

(2)aa1a2
k,k1

в разделе 2.

Проанализируем структуру T
(2)aa1a2
k1,k2

более подробно. Первым шагом, с помощью соотноше-

ния (3.10), избавимся от коэффициентной функции Ṽ
∗(2)a2a1a
k2,k1

в первой строке (4.6). Далее заме-
тим, что выражения во второй и третьей строках взаимно сокращаются при использовании (4.2).
Для коэффициентной функции Maa1a2

k1
в следующей четвертой строке используем ее связь с

вершинной функцией φk, уравнение (4.3). Наконец, в последнем вкладе в (4.6), с вершинной
функцией Va1a2a

k1,k2,k
, выполняем интегрирование по k, учитываем цветовую декомпозицию (2.14) и

переходим от коэффициентной функции Fk к «физической» вершинной функции φk по прави-
лу (4.2). В результате вместо (4.6) получаем

T
(2)aa1a2
k1,k2

= −i
[
ωl
k1

− ωl
k2

− v · (k1 − k2)
]
Ṽ

(2)a1a2a
k1,k2

+ T̃
(2)aa1a2
k1,k2

, (4.8)

где в правой части эффективная амплитуда T̃
(2)aa1a2
k1,k2

имеет следующую структуру:

T̃
(2)aa1a2
k1,k2

= T
(2)aa1a2
k1,k2

+

+ fa1a2a

{
φ∗
k1
φk2

ωl
k2

− v · k2
+ 2i

(
Vk1,k2,k1−k2φ

∗
k1−k2

ωl
k1−k2

− v · (k1 − k2)
− V∗

k2,k1,k2−k1
φk2−k1

ωl
k2−k1

− v · (k2 − k1)

)}

. (4.9)
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Рис. 2. Эффективная амплитуда T̃
(2)a1a2a
k1,k2

для процесса упругого рассеяния плазмона на жесткой
цветной частице. Черный кружок обозначает HTL-ресуммирование, а двойная линия —жесткую

частицу

Первый член в правой части (4.8) имеет резонансный фактор

Δωk1,k2 ≡ ωl
k1

− ωl
k2

− v · (k1 − k2), (4.10)

который фактически является следствием законов сохранения импульса и энергии в исследуемом
процессе рассеяния. Если это условие резонанса выполняется точно, то вкладом этого члена в
эффективный гамильтониан можно полностью пренебречь. На рис. 2 дана диаграммная интер-
претация различных членов в фигурных скобках в эффективной амплитуде (4.9).

Первые два графика представляют комптоновское рассеяние мягких бозонных возбуждений на
жесткой тестовой частице, индуцированное первым членом в фигурных скобках выражения (4.9).

В эффективной амплитуде (4.9) вершинная функция φk, входящая в исходный гамильтони-
ан взаимодействия (2.11), нам неизвестна. Наиболее просто можно определить эту функцию на
основе гамильтониана взаимодействия классической цветозаряженной частицы с внешним калиб-
ровочным полем Aa

μ(x):

HInt =

∫
dx

(2π)3
jaμQ (x)Aa

μ(x),

где цветной ток жесткой частицы jaμQ (x) определяется выражением (см. [12])

jaμQ = gvμQa(t)δ(3)
(
x− x0 − v(t− t0)

)
, vμ = (1,v).

Подставим этот ток в Hint и проинтегрируем по x. В качестве калибровочного потенциала Aa
μ(x)

используем первый продольно поляризованный вклад в правой части разложения (2.1). В резуль-
тате получаем

HInt = gvμQa(t)Aa
μ

(
t− t0,x0 + v(t− t0)

)
=

=

∫
dk

[

g

(
Zl(k)

2ωl
k

)1/2 (
v · εl(k))aakQa e−i(ωl

k−k·v)(t−t0) eik·x0+

+ g

(
Zl(k)

2ωl
k

)1/2 (
v · ε∗l(k))a∗ak Qa ei(ω

l
k−k·v)(t−t0) e−ik·x0

]

.

Сравнивая это выражение с соответствующими членами в гамильтониане H(3), уравнение (2.11),
находим следующее отождествление для функции φk:

φk = g

(
Zl(k)

2ωl
k

)1/2 (
v · εl(k)). (4.11)

Подставляя (4.11) в (4.9) и полагая T
(2)aa1a2
k1,k2

= 0, получим окончательный вид эффективной

амплитуды T̃
(2)aa1a2
k1,k2

. Найденное таким образом выражение совпадает с эффективной амплитудой,
полученной в рамках высокотемпературной хромодинамики в [11].
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5. Корреляционная функция четвертого порядка. Перейдем к построению кинетическо-
го уравнения, описывающего процесс упругого рассеяния плазмона на жесткой цветной частице.
В качестве гамильтониана свободного движения здесь возьмем новый гамильтониан H(0), урав-
нение (4.4), а в качестве гамильтониана взаимодействия рассмотрим эффективный гамильтониан
H(4)

gG→gG (уравнение (4.5)). Уравнения движения для бозонных нормальных переменных cak и c∗a′
k′

и цветного заряда Qa определяются соответствующими уравнениями Гамильтона. Для мягких
бозе-возбуждений находим

∂ca
′

k′

∂t
= −i

{
ca

′
k′ ,H(0) +H(4)

gG→gG

}
= −i

(
ωl
k′ − v · k′)ca

′
k′ +

∫
dk1T

a′a1d
k′,k1

ca1k1
Qd, (5.1)

∂c∗ak
∂t

= −i
{
c∗ak ,H(0) +H(4)

gG→gG

}
= i
(
ωl
k − v · k)c∗ak −

∫
dk1T

∗aa1d
k,k1

c∗a1k1
Qd, (5.2)

и, соответственно, для классического цветного заряда получим

dQd

dt
=
{
Qd,H(0) +H(4)

gG→gG

}
=

∂
(H(0) +H(4)

gG→gG

)

∂Qd′ fdd′eQe = ifdd′e
∫

dk1dk2T
a1a2d′
k1,k2

c∗a1k1
ca2k2

Qe.

Здесь и далее для простоты опускаем метку «(2)» в обозначении полной эффективной амплитуды
T
(2)a a1a2
k1,k2

. Если ансамбль взаимодействующих бозе-возбуждений при низком уровне нелинейности
имеет случайные фазы, то его можно описать статистически, введя бозонную корреляционную
функцию: 〈

c∗ak ca
′

k′
〉
= N aa′

k δ(k − k′), (5.3)

где N aa′
k —плотность числа плазмонов, которая является нетривиальной матрицей в некотором

эффективном цветовом пространстве.
Определим кинетическое уравнение для плотности числа плазмонов с помощью уравнений

Гамильтона (5.1), (5.2) и определения (5.3). Используя рассуждения, аналогичные приведенным
в [4, 10], находим исходное для анализа выражение

δ(k − k′)
∂N aa′

k

∂t
=

∫
dk1

{
T∗aa1d
k,k1

〈
c∗a1k1

ca
′

k′Qd
〉
+ Ta′a1d

k′,k1

〈
c∗ak ca1k1

Qd
〉}

. (5.4)

Далее, продифференцировав корреляционную функцию четвертого порядка
〈
c∗ak ca1k1

Qd
〉
по t с

учетом (5.1)–(5.3), получаем уравнение, правая часть которого будет содержать корреляционные
функции четвертого и шестого порядка по переменным c∗ak , cak и Qd:

∂
〈
c∗ak ca1k1

Qd
〉

∂t
= i
[
ωl
k − ωl

k1
− v · (k − k1)

]〈
c∗ak ca1k1

Qd
〉
+

+

∫
dk′

1

{
T
∗aa′1e
k,k′

1

〈
c
∗a′1
k′
1
ca1k1

QdQe
〉
+ T

a1a′1e
k1,k

′
1

〈
c∗aca

′
1

k′
1
QdQe

〉}
+

+ ifdd′e
∫

dk′
1dk

′
2T

a′1a
′
2d

′

k′
1,k

′
2

〈
c∗ak ca1k1

Qe
〉
. (5.5)

Замкнем цепочку уравнений, выразив корреляционные функции шестого порядка в терминах
парных корреляционных функций для нормальных переменных c∗ak , cak и среднего цветного за-
ряда Qd. Оставляем только те члены, которые дают соответствующие вклады в искомое кинети-
ческое уравнение:

〈
c
∗a′1
k′
1
ca1k1

QdQe
〉 � δ(k′

1 − k1)N a′1a1
k1

〈Qd
〉〈Qe

〉
,

〈
c∗ak c

a′1
k′
1
QdQe

〉 � δ(k′
1 − k)N aa′1

k

〈Qd
〉〈Qe

〉
,

〈
c∗ak ca1k1

c
∗a′1
k′
1
c
a′2
k′
2
Qe
〉 � δ(k′

2 − k)δ(k′
1 − k1)N aa′2

k N a′1a1
k1

〈Qe
〉
.

(5.6)

Полагаем для полной эффективной амплитуды Taa1a2
k1,k2

следующую декомпозицию относительно
цвета и волнового вектора:

Taa1a2
k1,k2

= faa1a2Tk1,k2 . (5.7)
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Следует отметить, что функция Tk1,k2 , в силу требования (4.7), должна удовлетворять условию

Tk1,k2 = T∗
k2,k1

. (5.8)

Подставляя выражения (5.6) и (5.7) в правую часть (5.5) и учитывая условие симметрии (5.8) для
амплитуды рассеяния, вместо (5.5) получаем уравнение для корреляционной функции четвертого
порядка

∂
〈
c∗ak ca1k1

Qd
〉

∂t
= i
[
ωl
k − ωl

k1
− v · (k − k1)

]〈
c∗ak ca1k1

Qd
〉
+

+ iTk,k1

[(
T eNk1

)aa1 − (NkT
e
)aa1

]〈Qd
〉〈Qe

〉
+ T∗

k,k1

(NkT
d′Nk1

)aa1〈Qe
〉
fdd′e. (5.9)

Здесь (T a)bc ≡ −ifabc — генераторы в присоединенном представлении алгебры Ли su(Nc) и вве-
дена матричная формулировка для плотности числа плазмонов Nk =

(N aa1
k

)
.

6. Матричное кинетическое уравнение для мягких глюонных возбуждений. Самосо-
гласованная система уравнений (5.4) и (5.9), дополненная уравнением для усредненного цветно-
го заряда, определяет временную эволюцию плотности числа плазмонов N aa′

k . Введем еще одно
упрощение: в уравнении (5.9) отбросим член с производной по времени в сравнении с членом,
содержащим резонансный фактор Δωk,k1 , уравнение (4.10). Вместо уравнения (5.9) имеем
〈
c∗ak ca1k1

Qd
〉 � δ(k − k1)N aa1

k

〈Qd
〉−

− 1

Δωk,k1 + i0
Tk,k1

{[(
T eNk1

)aa1 − (NkT
e
)aa1]〈Qd

〉〈Qe
〉− i

(NkT
d′Nk1

)aa1〈Qe
〉
fdd′e

}
. (6.1)

Здесь первый член в правой части, соответствующий отсутствию взаимодействия между мяг-
кими глюонными возбуждениями и жесткой цветной частицей, является решением однородного
уравнения для корреляционной функции четвертого порядка

〈
c∗ak ca1k1

Qd
〉
. Остальные члены опре-

деляют отклонение трехточечного коррелятора в случае отсутствия взаимодействия.
Подставим первый член из (6.1) в правую часть (5.4) для N aa′

k . В результате получим

−i
{
Tk′,k

(NkT
d
)aa′ − T∗

k,k′
(
T dNk′

)aa′}〈Qd
〉
. (6.2)

Далее подставим второй член из (6.1) в правую часть уравнения (5.4). Простые алгебраические
преобразования с учетом условия симметрии (5.8) приводят к следующему выражению:

−
∫

dk1T
∗
k,k1

Tk′,k1
×

×
{

1

Δωk,k1 + i0

((NkT
d′Nk1T

d
)aa′

fdd′e〈Qe
〉
+ i
[(NkT

eT d
)aa′ − (T eNk1T

d
)aa′]〈Qd

〉〈Qe
〉)−

− 1

Δωk′,k1
− i0

((
T d′Nk1T

dNk′
)aa′

fdd′e〈Qe
〉
+ i
[(
T dT eNk′

)aa′ − (T dNk1T
e
)aa′]〈Qd

〉〈Qe
〉)
}
.

(6.3)

Используя полученные выражения (6.2), (6.3) и полагая k = k′, вместо (5.4) находим следующее
кинетическое уравнение для плотности числа плазмонов N aa′

k :

∂N aa′
k

∂t
= −i

{
Tk,k

(NkT
e
)aa′ − T∗

k,k

(
T eNk

)aa′}〈Qe
〉−

∫
dk1

∣∣Tk,k1

∣∣2×

×
{

1

Δωk,k1 + i0

((NkT
d′Nk1T

d
)aa′

fdd′e〈Qe
〉
+ i
[(NkT

eT d
)aa′ − (T eNk1T

d
)aa′]〈Qd

〉〈Qe
〉)−

− 1

Δωk,k1 − i0

((
T d′Nk1T

dNk

)aa′
fdd′e〈Qe

〉
+ i
[(
T eT dNk

)aa′ − (T eNk1T
d
)aa′]〈Qd

〉〈Qe
〉)
}
. (6.4)
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В отличие от наших предыдущих работ [4, 10], здесь не собирается буквально нужная разность
1

Δωk,k1 + i0
− 1

Δωk,k1 − i0

( ≡ −2iπδ(Δωk,k1)
)
, (6.5)

поскольку здесь мы имеем различное расположение матриц плотности Nk и Nk1 с различными
волновыми векторами, которые не коммутируют с цветовыми матрицами T d и друг с другом.

7. Первый момент по цвету кинетического уравнения (6.4). Рассмотрим следующую
цветовую декомпозицию матричной функции N aa′

k :

N aa′
k = δaa

′
N l

k +
(
T c
)aa′〈Qc

〉
W l

k. (7.1)

В этом разделе определим уравнение для бесцветной части плотности числа плазмонов, т.е. для
скалярной функции N l

k. С этой целью возьмем след левой и правой частей уравнения (6.4) от-
носительно цветных индексов, т.е. полагаем a = a′ и проводим суммирование по a. Используя
цветовое разложение (7.1) и формулы для следов произведения двух- и трех цветовых матриц
(генераторов) в присоединенном представлении (см. [7])

tr
(
T aT b

)
= Ncδ

ab, tr
(
T aT bT c

)
=

i

2
Ncf

abc, (7.2)

легко находим следы для членов, линейных по Nk и Nk1 в правой части (6.4):

trNk = (N2
c − 1)N l

k, tr
(
T eNk

)
= Nc

〈Qe
〉
W l

k,

tr
[(NkT

eT d
)− (T eNk1T

d
)]

= δedNc

(
N l

k −N l
k1

)− 1

2
Nc

(
T c
)ed(

W l
k +W l

k1

)〈Qc
〉
.

(7.3)

При свертывании последнего выражения с
〈Qd

〉〈Qe
〉
член с суммой W l

k + W l
k1

в правой части
обращается в ноль.

Следы членов, квадратичных по Nk и Nk1 , в (6.4) имеют несколько более сложную структуру.
Так, например,

tr
(NkT

d′Nk1T
d
)
= Ncδ

d′dNkNk1+

+
i

2
Ncf

d′dc〈Qc
〉
WkNk1 −

i

2
Ncf

d′dc〈Qc
〉
Wk1Nk + tr

(
T cT d′T fT d

)〈Qc
〉〈Qf

〉
WkWk1 . (7.4)

Если далее свернуть это выражение с антисимметричной структурной константой fdd′e, как это
имеет место в исходном уравнении (6.4), то первый член в правой части (7.4) обращается в ноль.
Последний член также равен нулю в силу свойства симметрии для следа произведения четырех
генераторов по отношению к перестановке индексов a и c (и, соответственно, b и d), т.е.

tr
(
T aT bT cT d

)
= tr

(
T cT bT aT d

)
= tr

(
T aT dT cT b

)
. (7.5)

В результате имеем

fdd′e tr
(NkT

d′Nk1T
d
)
= − i

2
N2

c

〈Qe
〉(
W l

kN
l
k1

−N l
kW

l
k1

)
.

Используя полученные выражения для цветных следов, можно выписать первый момент по цвету
для уравнения (6.4) на бесцветную часть плотности числа плазмонов N l

k:

dA
∂N l

k

∂t
= 2Ncq2(t)

(
ImTk,k

)
W l

k −Ncq2(t)

∫
dk1

∣∣Tk,k1

∣∣2×

×
{(

N l
k −N l

k1

)− 1

2
Nc

(
W l

kN
l
k1

−N l
kW

l
k1

)}
(2π)δ(ωl

k − ωl
k1

− v · (k − k1)). (7.6)

При выводе этого выражения мы учли формулу Сохоцкого (6.5) и ввели обозначение для бес-
цветной квадратичной комбинации усредненного цветного заряда

q2(t) ≡
〈Qe

〉〈Qe
〉
. (7.7)

Коэффициент dA ≡ N2
c − 1 в левой части (7.6) является инвариантом для группы SU(Nc).
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8. Второй момент по цвету кинетического уравнения (6.4). Вернемся к матричному
кинетическому уравнению (6.4). Свернем теперь левую и правую части этого уравнения с цветной
матрицей (T s)a

′a. В результате получим

∂ tr
(
T sNk

)

∂t
= −i

{
tr
(
T eT sNk

)
Tk,k − tr

(
T sT eNk

)
T∗
k,k

}〈Qe
〉−

∫
dk1

∣∣Tk,k1

∣∣2〈Qe
〉×

×
{

1

Δωk,k1 + i0

(
tr
(NkT

d′Nk1T
dT s
)
fdd′e + i

[
tr
(
T sNkT

eT d
)− tr

(
T sT eNk1T

d
)]〈Qd

〉)−

− 1

Δωk,k1 − i0

(
tr
(Nk1T

dNkT
sT d′)fdd′e + i

[
tr
(
T sT eT dNk

)− tr
(
T sT eNk1T

d
)]〈Qd

〉)
}

. (8.1)

Здесь для следа в левой части в силу разложения (7.1) мы используем вторую формулу из (7.3).
Рассмотрим следы в первом члене правой части (8.1). С учетом представления (7.1) простые
вычисления приводят данные следы к виду

tr
(
T eT sNk

)
= δesNcN

l
k +

i

2
Ncf

esc
〈Qc

〉
W l

k, tr
(
T sT eNk

)
= δesNcN

l
k − i

2
Ncf

esc
〈Qc

〉
W l

k.

Мнимая часть в этих двух выражениях обращается в ноль в результате свертки с цветным заря-
дом

〈Qe
〉
. Таким образом, первый член в правой части (8.1) принимает следующий вид:

−i
{
tr
(
T eT sNk

)
Tk,k − tr

(
T sT eNk

)
T∗
k,k

}〈Qe
〉
= 2Nc

(
ImTk,k

)
N l

k

〈Qs
〉
. (8.2)

Далее проанализируем следы членов, квадратичных по Nk и Nk1 в (8.1). С учетом разложе-
ния (7.1) мы легко находим для первого следа исходное представление

tr
(NkT

d′Nk1T
dT s
)
= tr

(
T d′T dT s

)
NkNk1 + tr

(
T cT d′T dT s

)〈Qc
〉
WkNk1+

+ tr
(
T d′T cT dT s

)〈Qc
〉
NkWk1 + tr

(
T dT sT cT d′T f

)〈Qc
〉〈Qf

〉
WkWk1 . (8.3)

Свернем это выражение с fdd′e〈Qe
〉
, как и в (8.1). Для первого члена в правой части (8.3), в силу

второй формулы в (7.2), имеем

tr
(
T d′T dT s

)
NkNk1f

dd′e〈Qe
〉
= − i

2
N2

c

〈Qs
〉
NkNk1 .

Третий член в (8.3), содержащий след произведения четырех генераторов, обращается в ноль в
силу свойства симметрии (7.5). След во втором члене в (8.3) легко вычисляется с использованием
правила коммутации:

[
T a, T b

]
= ifabcT c и второй формулы в (7.2). В итоге получим

tr
(
T cT d′T dT s

)
fdd′e ≡ 1

2
tr
(
T c
[
T d′, T d

]
T s
)
fdd′e =

i

2
tr
(
T cT λT s

)
fd′dλfdd′e = −

(
i

2

)2

Ncf
ces.

При свертке этого выражения с
〈Qe

〉〈Qc
〉
оно обращается в ноль. Так, вместо (8.3) сейчас имеем

tr
(NkT

d′Nk1T
dT s
)
fdd′e〈Qe

〉
=

= − i

2
N2

c

〈Qs
〉
NkNk1 + tr

(
T dT sT cT d′T f

)
fdd′e〈Qe

〉〈Qc
〉〈Qf

〉
WkWk1 . (8.4)

Осталось рассмотреть след пятого порядка. В связи с наличием множителя
〈Qc

〉〈Qf
〉
, симмет-

ричного по индексам c и f , вместо прямого вычисления данного следа здесь проще использовать
соотношение

tr
(
T a1T a2T a3T a4T a5

)
+ tr

(
T a1T a2T a5T a4T a3

)
= −ifa2a1b tr

(
T bT a5T a4T a3

)
,

откуда сразу получаем

tr
(
T dT sT cT d′T f

)
fdd′e〈Qe

〉〈Qc
〉〈Qf

〉
= − i

2
f sdb tr

(
T bT fT d′T c

)
fdd′e〈Qe

〉〈Qc
〉〈Qf

〉
.
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Для следа четвертого порядка в правой части применим формулу (см. [7])

tr
(
T aT bT cT d

)
= δadδbc +

1

2

(
δabδcd + δacδbd

)
+

1

4
Nc

(
fadef bce + dadedbce

)
, (8.5)

где dabc —полностью симметричные структурные константы алгебры Ли su(Nc). После неслож-
ных алгебраических преобразований правая часть предыдущего выражения может быть приве-
дена к следующему виду:

− i

2
f sdb tr

(
T bT fT d′T c

)
fdd′e〈Qe

〉〈Qc
〉〈Qf

〉
=

= − i

2

{
1

2
Ncδ

fcδse − 1

4
Nc

[
tr
(
T eT sT cT f

)− tr
(
T eT sDcDf

)]
}
〈Qe

〉〈Qc
〉〈Qf

〉−

− i

4
Nc

{
δfcδse − 1

2

(
δef δsc + δecδfs

)}〈Qe
〉〈Qc

〉〈Qf
〉
. (8.6)

Здесь
(
Da
)bc ≡ dabc. Далее, используя формулу для следа четвертого порядка (8.5) и также еще

одну формулу подобного рода (см. [7])

tr
(
T aT bDcDd

)
=

1

2

(
δabδcd − δacδbd

)
+

(
N2

c − 8

4Nc

)
fadef bce +

1

4
Ncd

adedbce,

убеждаемся, что (8.6) в точности обращается в ноль. Таким образом, коэффициент перед произве-
дением WkWk1 в правой части (8.4) равен нулю, и этот вклад можно исключить из рассмотрения.

Для следа tr
(Nk1T

dNkT
sT d′) в (8.1) мы получаем аналогичный результат. В итоге для квад-

ратичных по Nk и Nk1 членов в (8.1), используя формулу Сохоцкого (6.5), получим

{
tr
(NkT

d′Nk1T
dT s
)

Δωk,k1 + i0
− tr

(Nk1T
dNkT

sT d′)

Δωk,k1 − i0

}

fdd′e〈Qe
〉
=

=
1

2
iN2

cNkNk1

〈Qs
〉
(2π)δ(ωl

k − ωl
k1

− v · (k − k1)). (8.7)

Рассмотрим оставшиеся следы или, точнее, разности следов, линейные по Nk и Nk1 , в квад-
ратных скобках в (8.1). Учитывая декомпозицию (7.1), для первой разности следов находим

[
tr
(
T sNkT

eT d
)− tr

(
T sT eNk1T

d
)]〈Qd

〉〈Qe
〉
=

= tr
(
T sT eT d

)(
N l

k −N l
k1

)〈Qd
〉〈Qe

〉
+ tr

(
T eT sT cT f

)(
W l

k −W l
k1

)〈Qc
〉〈Qd

〉〈Qe
〉
=

=
{
2δsdδce +

1

4
Ncd

sdλdceλ
}(

W l
k −W l

k1

)〈Qc
〉〈Qd

〉〈Qe
〉
.

Здесь мы использовали формулы для следов (7.2) и (8.5). Член с разностью N l
k −N l

k1
обратился

в нуль. Коэффициент оставшегося члена с разностью W l
k −W l

k1
содержит свертку двух симмет-

ричных структурных констант, которая в общем случае произвольного Nc не может быть сведена
к разложению по произведению дельта-символов Кронекера типа δsdδce + . . . (см. ниже). В част-
ности, это не позволяет свести в конечном счете зависимость кинетического уравнения для W l

k
от среднего значения цветных зарядов к зависимости лишь от их бесцветной комбинации (7.7).
Данное обстоятельство существенно усложняет динамику рассматриваемого процесса рассеяния.

Учитывая вышеполученное выражение и (7.3), (8.2), (8.7), вместо (8.1) находим искомое кине-
тическое уравнение для второй «цветной» части плотности числа плазмонов мягких глюонных
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плазменных возбуждений W l
k:

Nc
∂
(〈Qs

〉
W l

k

)

∂t
= 2Nc

(
ImTk,k

)
N l

k

〈Qs
〉−

∫
dk1

∣∣Tk,k1

∣∣2×

×
{
2δsdδce +

1

4
Ncd

sdλdceλ
}(

W l
k −W l

k1

)〈Qc
〉〈Qd

〉〈Qe
〉
(2π)δ(ωl

k − ωl
k1

− v · (k − k1))+

+
1

2
N2

c

∫
dk1

∣∣Tk,k1

∣∣2N l
kN

l
k1

〈Qs
〉
(2π)δ(ωl

k − ωl
k1

− v · (k − k1)). (8.8)

Мы можем упростить свертку двух симметричных структурных констант в (8.8) в двух случаях.
Первый «тривиальный» случай относится к Nc = 2, когда dabc ≡ 0. Второй случай соответствует
значению Nc = 3 и связан с наличием хорошо известного тождества (см. [7])

dabedcde + dacedbde + dadedbce =
1

3

(
δabδcd + δacδbd + δadδbc

)
.

9. Заключение. В данной работе мы построили классический гамильтонов формализм для
описания процесса нелинейного взаимодействия мягких и жестких мод возбуждений в высо-
котемпературной глюонной плазме. В явном виде выписали канонические преобразования для
бозонной нормальной переменной aak и классического цветного заряда Qa жесткой тестовой ча-
стицы, уравнения (3.5) и (3.6), которые были представлены в виде интегро-степенного ряда по
новой нормальной переменной cak и новому цветному заряду Qa. Канонические преобразования
позволили исключить гамильтониан взаимодействия третьего порядка H(3) (уравнение (2.11)).
Это, в свою очередь, позволило определить новый эффективный гамильтониан взаимодействия
H(4)

gG→gG (уравнение (4.5)) с калибровочно ковариантной амплитудой рассеяния T
(2)aa1a2
k1,k2

. Эта ам-
плитуда описывает упругое рассеяние плазмона на жесткой цветной заряженной частице в дре-
весном приближении. На основе условий каноничности (3.3) и (3.4) мы определили полную си-
стему независимых соотношений алгебраического и интегрального типов, связывающих низшие
и высшие коэффициентные функции в подынтегральных выражениях различных членов в ка-
нонических преобразованиях (3.5) и (3.6). Мы также ввели понятие плотности числа плазмонов
N aa′

k , которая является нетривиальной матрицей в цветовом пространстве и получили самосо-
гласованную систему кинетических уравнений типа Больцмана для бесцветной N l

k и цветовой
W l

k частей плотности числа плазмонов, учитывающую временную эволюцию среднего значения
цветового заряда жесткой тестовой частицы.
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