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Аннотация. В работе получены общие уравнения канонических почти геодезических отобра-
жений первого типа пространств аффинной связности, при которых сохраняется тензор Римана.
Эти уравнения сведены к замкнутой системе уравнений типа Коши в ковариантных производных.
Установлено количество существенных параметров, от которых зависит общее решение получен-
ной системы уравнений. Рассмотрен частный случай таких отображений и приведены примеры
почти геодезических отображений первого типа плоского пространства на плоское пространство.

Ключевые слова: почти геодезическое отображение, основное уравнение, пространство аффин-
ной связности.
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Abstract. In this paper, we obtain general equations for canonical first-type almost geodesic
mappings of affinely connected spaces under which the Riemann tensor is preserved. These equations are
reduced to a closed system of Cauchy-type equations in covariant derivatives. The number of essential
parameters on which the general solution of the resulting system of equations depends is established.
A particular case of such mappings is considered and examples of almost geodesic mappings of the first
type of flat space onto flat space are given.
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1. Введение. Работа посвящена дальнейшему исследованию почти геодезических отображе-
ний пространств аффинной связности. Эта теория, как и другие теории диффеоморфизмов, идей-
но восходит к работе Т. Леви-Чивиты [80], в которой он поставил и решил в специальной системе
координат задачу о нахождении римановых пространств с общими геодезическими. Примеча-
тельно, что она была связана с изучением уравнений динамики механических систем.
Затем теория геодезических отображений развивалась в работах Т. Томаса [116, 117], Ж. То-

маса [115], Г. Вейля [123], Л. П. Эйзенхарта [43, 68, 69], П. А. Широкова [41], А. П. Нордена [24],
А. З. Петрова [25], А. С. Солодовникова [36–38], Н. С. Синюкова [26–29, 31, 33, 34], А. В. Амино-
вой [1, 47], Й. Микеша [3, 13–20,52, 53, 71, 73, 75, 76, 81–83,86–88,99, 103,114] и др.
Вопросы, поднятые при изучении геодезических отображений, были развиты В. Ф. Кага-

ном [10], Г. Врэнчану [122], Я. Л. Шапиро [40], Д. В. Веденяпиным [8] и др. Перечисленными
авторами найдены специальные классы (n− 2)-проективных пространств.
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А. З. Петровым [92] было введено понятие квазигеодезических отображений. Специальными
квазигеодезическими отображениями, в частности, являются голоморфно-проективные отобра-
жения келеровых пространств, рассмотренные Т. Оцуки, Я Тасиро [90], М. Прванович [96–98],
Й. Микешем [9,18,19,74,82,84–88,91], И. Курбатовой [11,12], М. Шиха [42,65,85,104–106], Р. Ла-
ми [45,46], и др.
Естественным обобщением этих классов отображений являются почти геодезические отобра-

жения, введенные в рассмотрение Н. С. Синюковым (см. [30,32–34],). Им же выделены три типа
почти геодезических отображений π1, π2, π3. Вопрос о том, полна ли данная классификация почти
геодезических отображений долгое время оставался открытым. Это решено в работах [58, 59].
Затем теория почти геодезических отображений развивалась в работах В. С. Собчука [35,107],

В. С. Шадного [39], Н. Я. Яблонской [44], В. Е. Березовского, Й. Микеша [2,4–7,49,54–64,84,86–88]
и др.
Интересные исследования геодезических, голоморфно проективных и почти геодезических кри-

вых в работах О. Беловой, Й. Микеша и К. Штрамбаха [48, 51–53], Й. Микеша, Л. Рыпаровой
и А. Сабыканова [79, 100–102].
Исследования геодезических, голоморфно проективных и почти геодезических отображений

для более общих пространств получены Н. О. Весич, Л. М. Велимирович, М. Л. Златанович,
М. Найданович, М. С. Станкович, М. З. Петрович [67,89, 93–95,108–113,118–121,124–129] и др.
Известно [33], что почти геодезические отображения позволяют моделировать процессы, про-

текающие при одних энергетических режимах (описываемые одними пространствами) при отсут-
ствии внешних сил, процессами, протекающими при других энергетических режимах (описыва-
емыми другими пространствами) под воздействием сил определенного типа.
Почти геодезические отображения и преобразования, в частности, используются в теории гра-

витации [78].
В работе [91] доказано, что сечение n-мерной сферы 2-мерной плоскостью является почти

геодезической линией. На основании этого факта построены почти геодезические отображения
«в целом» в виде параллельной и центральной проекций n-мерной плоскости или n-мерной сферы
на n-мерную сферу [22]. Подобный результат установлен для поворотных отображений [21].
Общие закономерности систем уравнений типа Коши в частных производных изложены во

многих монографиях, например [33, с. 34—39], [86, с. 34—39], [87, с. 34—39], [88, с. 34—39]. В част-
ности, рассматриваются эти системы уравнений на n-мерных многообразиях и в тензорном виде,
когда имеют форму уравнений типа Коши в ковариантных производных. Здесь показаны основ-
ные свойства решительности таких систем, выделено основное свойство, что общее решение таких
систем зависит от конечного числа параметров, которыми как правило является совокупность
реальных чисел. Эти свойства были ранее использованы класиками при исследовании изомет-
рических, аффинных, конформных, конциркулярных, проективных и голоморфно-проективных
преобразований, см. [33, 86–88].
Н. С. Синюковым [33] основные уравнения геодезических отображений (псевдо-) римановых

пространств на (псевдо-) римановы пространства получены в виде линейной системы уравне-
ний типа Коши в ковариантных производных. Аналогичный результат получен Й. Микешем
и В. Е. Березовским [83] для случая геодезических отображений эквиаффинных пространств
на (псевдо-) римановы пространства. Заметим, что Ж. Томас [115] конструктивно показал про-
ективную эквивалентность произвольного пространства аффинной связности некоторому про-
странству с экиаффинной связностью. В. В. Домашев и Й. Микеш [9,15] подобное доказали для
голоморфно-проективных отображений. См. также статьи. Детально эти вопросы обсуждаются
в монографиях [33,86–88].
Ранее Н. С. Синюковым [34] доказано, что основные уравнения канонических почти геодези-

ческих отображений первого типа пространств аффинной связности на Риччи-симметрические
римановы пространства можно представить в виде замкнутой системы уравнений типа Коши
в ковариантных производных. Следовательно, семейство всех Риччи-симметрических римано-
вых пространств, на которое допускает каноническое почти геодезическое отображение первого
типа заданное пространство аффинной связности, зависит от конечного числа параметров.
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С другой стороны, геодезические отображения являются частным случаем канонических почти
геодезических отображений первого типа. Основные уравнения геодезических отображений про-
странств аффинной связности не сводятся к замкнутым системам уравнений типа Коши ввиду
того, что общее решение зависит от n произвольных функций.
Следовательно, основные уравнения канонических почти геодезических отображений перво-

го типа пространств аффинной связности в общем случае не сводятся к замкнутым системам
уравнений типа Коши.
В работах [4, 63, 64] основные уравнения канонических почти геодезических отображений пер-

вого типа пространств аффинной связности на римановы пространства, а также канонических
почти геодезических отображений первого типа пространств аффинной связности на обобщенные
Риччи-симметрические пространства получены в виде замкнутых систем уравнений типа Коши.
Эти результаты значительно усиливают результат, полученный Н. С. Синюковым [34] для кано-
нических почти геодезических отображений первого типа пространств аффинной связности на
римановы Риччи-симметрические пространства.
В данной работе основные уравнения канонических почти геодезических отображений первого

типа пространств аффинной связности, при которых сохраняется тензор Римана, получены в виде
замкнутой системы уравнений типа Коши.

2. Основные понятия теории почти геодезических отображений пространства аф-
финной связности. Напомним основные понятия и теоремы теории почти геодезических отоб-
ражений, изложенные в [32–34,87, 88].
Рассмотрим пространство аффинной связности An с объектом аффинной связности Γh

ij(x) без
кручения, отнесенное к локальной системе координат x1, x2, . . . , xn.
Кривая �: xh = xh(t) пространства аффинной связности An называется геодезической линией,

если ее касательный вектор λh(t) = dxh(t)/dt удовлетворяет уравнению

λh1 = ρ(t) · λh,
где λh1 = λh,αλ

α, символ «,» обозначает ковариантную производную по связности пространства
An, ρ(t)—некоторая функция указанного аргумента.
Кривая �: xh = xh(t) пространства аффинной связности An (n > 2) называется почти геоде-

зической линией, если ее касательный вектор λh(t) = dxh(t)/dt удовлетворяет уравнению

λh2 = a(t) · λh + b(t) · λh1 ,
где λh2 ≡ λh1,αλ

α, a(t) и b(t)—некоторые функции указанного аргумента.
Отображение f : An → An называют почти геодезическим, если при этом отображении все

геодезические линии пространства An переходят в почти геодезические линии пространства An.
Предположим, что пространство аффинной связности An допускает отображение f на про-

странство аффинной связности An и эти пространства отнесены к общей по отображению системе
координат x1, x2, . . . , xn. Тензором деформации связностей отображения f называют тензор

P h
ij(x) = Γ

h
ij(x)− Γh

ij(x), (1)

где Γh
ij(x) и Γ

h
ij(x)—компоненты объектов аффинной связности пространств An и An, соответ-

ственно, в указанной системе координат.
Известно [30, 32–34], что для того, чтобы отображение пространства An на пространство An

было почти геодезическим, необходимо и достаточно, чтобы в общей по отображению системе
координат x1, x2, . . . , xn тензор деформации связностей P h

ij(x) удовлетворял условиям

Ah
αβγλ

αλβλγ = a · P h
αβλ

αλβ + b · λh,
где λh —произвольный вектор, a и b—некоторые функции переменных x1, x2, . . . , xn и
λ1, λ2, . . . , λn, а тензор Ah

ijk определен следующим образом:

Ah
ijk

def
= P h

ij,k + Pα
ijP

h
αk. (2)

Почти геодезические отображения пространств аффинной связности введены в рассмотрение
Н. С. Синюковым [30, 32–34]. Им, в соответствии с характером зависимости функций a и b от
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координат λ1, λ2, . . . , λn вектора λ, были выделены три типа почти геодезических отображений
π1, π2 и π3.
Отображение f : An → An называют почти геодезическим типа π1, если выполняются условия

Ah
(ijk) = δh(iajk) + b(iP

h
jk), (3)

где круглые скобки обозначают симметрирование по указанным индексам без деления, aij —неко-
торый симметрический тензор, bi —некоторый ковектор, δhi — символы Кронекера.
Канонические почти геодезические отображения первого типа характеризуются тем, что

в уравнении (3) ковектор bi тождественно обращается в нуль. Таким образом, канонические почти
геодезические отображения характеризуются следующими условиями

P h
(ij,k) + Pα

(ijP
h
k)α = δh(iajk). (4)

Известно [34], что каждое отображение π1 можно представить в виде композиции каноническо-
го отображения π1 и геодезического отображения. Последнее можно считать тривиальным почти
геодезическим отображением, которым можно пренебречь.
Отображение f : An → An называют почти геодезическим типа π2, если выполняются условия

P h
ij = δh(iψj) + F h

(iϕj), F h
(i,j) + F h

αF
α
(iϕj) = δh(iμj) + F h

(iρj),

где ψi, ϕi, μi, ρi —некоторые ковекторы, F h
i — аффинор. Заиетим, что π2 являются частным

случаем F -планарных отображений [23,70, 72, 77, 86–88].
Отображение f : An → An называют почти геодезическим типа π3, если выполняются условия

P h
ij = δh(iψj) + θhaij, θh,i = ρδhi + θhai,

где θh—некоторый вектор, ψi, ai —некоторые ковекторы, aij — симметрический тензор и ρ—
некоторый инвариант.
Почти геодезические отображения π1, π2 и π3 могут пересекаться. Если почти геодезическое

отображение f является одновременно π1 и π2, то f является отображением пространств аф-
финной связности с сохранением линейного комплекса геодезических линий, а одновременно π1
и π3— отображением f с сохранением квадратичного комплекса геодезических [59].
В. Е. Березовским и Й. Микешем [58,59] доказано, что при размерности пространств аффинной

связности n > 5 других типов почти геодезических отображений, кроме π1, π2 и π3, не существует.

3. Канонические почти геодезические отображения первого типа пространств аф-
финной связности, при которых сохраняется тензор Римана. Из (1) вытекает, что тензор
Римана Rh

ijk пространства An связан с тензором Римана R
h
ijk пространства An соотношениями

R
h
ijk = Rh

ijk −Ah
i[jk], (5)

где знак [jk] обозначает альтернирование по индексам j и k, тензор Ah
ijk определен по форму-

лам (2).
Из (5) вытекает следующая теорема.

Теорема 1. Для того чтобы тензор Римана являлся инвариантным геометрическим объ-
ектом относительно отображения пространства аффинной связности An на пространство
аффинной связности An, необходимо и достаточно, чтобы в общей по отображению системе
координат выполнялись условия

Ah
ijk = Ah

ikj . (6)

Учитывая (2) условия (6) запишем в виде

P h
ij,k + Pα

ijP
h
αk = P h

ik,j + Pα
ikP

h
αj . (7)

Рассмотрим каноническое почти геодезическое отображение первого типа пространства аф-
финной связности An на пространство аффинной связности An, характеризующееся уравнения-
ми (4). Потребуем, чтобы при этом отображении сохранялся тензор Римана. Тогда уравнения (4)
с учетом (7) имеют вид

P h
ij,k + Pα

ijP
h
αk =

1

3
δh(iajk). (8)
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Уравнения (8) являются общими для канонических почти геодезических отображений про-
странств аффинной связности с сохранением тензора Римана.
Введем в рассмотрение тензор ãij , причем положим

ãij =
1

3
aij . (9)

С учетом (9) уравнения (8) запишем в виде

P h
ij,k + Pα

ijP
h
αk = δh(iãjk). (10)

Рассматривая (10) как систему типа Коши относительно тензора деформации P h
ij , найдем усло-

вия их интерируемости. Для этого ковариантно продифференцируем (10) по xm в An, а затем
проальтернируем по индексам k и m. С учетом тождества Риччи получим

δhi ãj[k,m] + δhj ãi[k,m] + δh[k|ãij,|m] = −Pα
ijR

h
αkm + P h

α(jR
α
i)km + ãj[mP

h
k]i + ãi[mP

h
k]j. (11)

Условия интегрируемости (11) свернем по индексам h и m. В результате находим

ãjk,i + ãik,j − (n+1)ãij,k = −Pα
ijRαk +P β

αjR
α
ikβ +P β

αiR
α
jkβ + ãjαP

α
ki − ãjkP

α
αi + ãiαP

α
jk − ãikP

α
jα, (12)

где Rij — тензор Риччи пространства An.
Проальтернируем уравнения (12) по индексам k и j. Получим

ãij,k = ãik,j +
1

n+ 2

(
Pα
ijRαk − Pα

ikRαj − P β
αjR

α
ikβ + P β

αkR
α
ijβ−

− P β
αiR

α
jkβ + P β

αiR
α
kjβ − ãjαP

α
ki + ãkαP

α
ij + ãikP

α
jα − ãijP

α
kα

)
. (13)

В уравнении (13) поменяем местами индексы k и i. Имеем

ãkj,i = ãki,j +
1

n+ 2

(
Pα
kjRαi − Pα

kiRαj − P β
αjR

α
kiβ + P β

αiR
α
kjβ−

− P β
αkR

α
jiβ + P β

αkR
α
ijβ − ãjαP

α
ik + ãiαP

α
kj + ãkiP

α
jα − ãkjP

α
iα

)
. (14)

Подставив (13) и (14) в уравнения (12) находим

ãik,j =
1

(n− 1)(n + 2)

(
n
(
Pα
ikRαj − P β

α(kR
α
i)jβ

)
+Rα(kP

α
i)j − P β

αjR
α
(ik)β−

− P β
α(iR

α
|j|k)β + (n+ 1)

(
ãj(iP

α
k)α − ãα(iP

α
k)j

)
+ 2

(
ãikP

α
jα − ãjαP

α
ik

))
. (15)

Очевидно, уравнения (10) и (15) в данном пространстве An представляют собой систему урав-
нений в ковариантных производных типа Коши относительно функций P h

ij(x) и ãij(x), которые,
естественно, должны удовлетворять еще конечным условиям алгебраического характера

P h
ij(x) = P h

ji(x), ãij(x) = ãji(x). (16)
Тем самым доказана следующая теорема.

Теорема 2. Для того чтобы пространство аффинной связности An допускало каноническое
почти геодезическое отображение первого типа на пространство аффинной связности An, необ-
ходимо и достаточно, чтобы в нем существовало решение смешанной системы уравнений в ко-
вариантных производных типа Коши (10), (15), (16) относительно неизвестных функций P h

ij(x)

и ãij(x).

Следствие. Общее решение замкнутой смешанной системы уравнений в ковариантных про-
изводных типа Коши (10), (15) и (16) зависит не более чем от 1/2n(n + 1)2 существенных
параметров.

Поскольку тензор Римана в аффинном пространстве обращается в нуль, то имеет место сле-
дующий факт.

Теорема 3. Если аффинное пространство допускает каноническое почти геодезическое
отображение первого типа, определяемое уравнениями (10) на An, то An является аффинным
пространством.
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Таким образом, аффинные пространства образуют замкнутый класс относительно канониче-
ских почти геодезических отображений первого типа, определяемых уравнениями (10).

4. Частный случай канонических почти геодезических отображений первого типа
пространств аффинной связности, при которых сохраняется тензор Римана. Рассмот-
рим частный случай канонических почти геодезических отображений первого типа пространств
аффинной связности, при которых сохраняется тензор Римана. Допустим, что в основных урав-
нениях (10) указанных отображений тензор ãij тождественно обращается в нуль. В этом случае
основные уравнения (10) принимают вид

P h
ij,k = −Pα

ijP
h
αk. (17)

Уравнения (17) в плоском пространстве вполне интегрируемы. Следовательно, имеют решение
для любых начальных значений P h

ij(x0). Если начальные значения такие, что P
h
ij(x0) �≡ δh(iψj)(x0),

то построенное таким образом решение устанавливает каноническое почти геодезическое отобра-
жение первого типа, отличное от геодезического, плоского пространства An на плоское простран-
ство An. Поэтому имеет место следующая теорема.

Теорема 4. Существует каноническое почти геодезическое отображение первого типа n-
мерной плоскости на себя, при котором прямые переходят в кривые, лежащие в 2-мерных плос-
костях, не все из которых являются прямыми.

Приведем пример канонического почти геодезического отображения первого типа плоского
пространства An на плоское пространство An.
Пусть x1, x2, . . . , xn и x1, x2, . . . , xn — аффинные координаты пространств An иAn соответствен-

но. Точечное преобразование

xh =
1

2
Ch
i (x

i − Ci)2 + xh0 , (18)

где Ch
i , C

i, xh0 —некоторые постоянные, причем det(Ch
i ) �= 0, определяет каноническое почти

геодезическое отображение первого типа пространства An на пространство An.
Непосредственной проверкой можно убедиться, что тензор деформации связности P h

ij в системе
координат x1, x2, . . . , xn имеет вид

P i
ii =

1

xi −Ci
, i = 1, n,

а остальные компоненты равны нулю. При таком строении тензор P h
ij удовлетворяет уравнени-

ям (17).
Прямые пространства An, которые определяются уравнениями

xh = ah + bht,

где t—параметр, при преобразовании (18) переходят в параболы пространства An, определяемые
уравнениями

xh = F h +Dht+ Eht2,

где

F h =
1

2
Ch
i (a

i − Ci)2, Dh = Ch
i (a

i − Ci)bi, Eh =
1

2
Ch
i (b

i)2.

Исключение представляют прямые, проходящие через точку M(C1, C2, . . . , Cn). Они при преоб-
разовании (18) отображаются на прямые пространства An.
Приведем более общий пример канонического почти геодезического отображения первого типа.

Точечное преобразование аффинных координат плоского пространства An

xh = xh0 + ahαx
α + ahαβx

αxβ,

где xh0 , ahi , a
h
ij —постоянные, для которых det(ahi ) �= 0, ahij = ahji, является каноническим почти

геодезическим отображением первого типа.
При таком отображении все геодезические линии переходят либо в параболы, либо в прямые.
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46. Al Lami R. J. K., Škodová M., Mikeš J. On holomorphically projective mappings from equiaffine generally
recurrent spaces onto Kählerian spaces// Arch. Math. (Brno). — 2006. — 42, № 5. — P. 291–299.

47. Aminova A. V. Projective transformations of pseudo-Riemannian manifolds// J. Math. Sci. — 2003. —
113, № 3. — P. 367–470.
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75. Hinterleitner I., Mikeš J. Geodesic mappings and Einstein spaces// Trends Math. — 2013. — 19. —

P. 331–335.
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101. Rýparová L., Mikeš J. Bifurcation of closed geodesiscs// Geom. Integr. Quant. — 2018. — 19. — P. 188–

192.
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108. Stanković M. S. On canonic almost geodesic mappings of the second type of affine spaces// Filomat. —
1999. — 13. — P. 105–144.

109. Stanković M. S., Ćirić M. S., Zlatanović M. Lj. Geodesic mappings of equiaffine and anti-equiaffine general
affine connection spaces preserving torsion// Filomat. — 2012. — 26, № 3. — P. 439–451.
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120. Vesić N. O., Zlatanović M. Lj. Invariants for geodesic and F-planar mappings of generalized Riemannian
spaces// Quaest. Math. — 2021. — 44, № 7. — P. 983–996.
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122. Vrançeanu G. Proprietati globale ale spatiilor bui Riemann cu conexiune abina constanta// Stud. Cerc.
Mat. Acad. RPR. — 1963. — 14, № 1. — P. 7–22.

123. Weyl H. Zur Infinitesimalgeometrie Einordnung der projektiven und der konformen Auffassung// Göttinger
Nachrichten. — 1921. — P. 99–112.
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