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Аннотация. Рассматривается класс задач стартового управления системами, состояние которых
описывается уравнениями в банаховых пространствах, не разрешимыми относительно старшей
дробной производной Герасимова—Капуто и нелинейно зависящими от дробных производных
младшего порядка. Получена теорема о существовании оптимального управления. Абстрактные
результаты использованы при изучении задачи стартового управления для модифицированного
уравнения Соболева дробного порядка по времени.
Ключевые слова: оптимальное управление, стартовое управление, дифференциальное уравне-
ние дробного порядка, производная Герасимова—Капуто, нелинейное эволюционное уравнение,
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Abstract. In this paper, we consider a class of start control problems for systems whose states are
described by equations in Banach spaces that are not solvable with respect to the highest Gerasimov–
Caputo fractional derivative and depend nonlinearly on lower-order fractional derivatives. A theorem
on the existence of an optimal control is obtained. Abstract results are applies to the study of the start
control problem for the modified Sobolev equation with a fractional derivative in time.
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1. Введение. В работе рассматривается задача оптимального управления для операторного
уравнения в банаховых пространствах X , Y. Пусть заданы линейный непрерывный оператор
L : X → Y, kerL �= {0}, линейный замкнутый оператор M с областью определения DM , плотной
в X , действующий в Y и нелинейный оператор N : X → Y, где X — открытое множество в R×X n,
Dβ

t —производные Герасимова—Капуто при различных β > 0, m − 1 < α � m ∈ N, α1 < α2 <
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· · · < αn < α. Основная цель работы — получение условий разрешимости задачи управления

LDα
t x(t) = Mx(t) +N

(
t,Dα1

t x(t), . . . ,Dαn
t x(t)

)
, t ∈ (t0, T ), (1)

(Px)(k)(t0) = uk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (2)
u = (u0, u1, . . . , um−1) ∈ U∂ , (3)

J(x, u) → inf . (4)

Управляющее воздействие осуществляется в задаче посредством задания начальных данных uk,
k = 0, 1, . . . ,m − 1, в (2); подобные задачи называют задачами стартового управления. Ограни-
чения на управления задаются условием (3) принадлежности непустому выпуклому замкнуто-
му подмножеству U∂ пространства управлений, в данной постановке являющемуся подпростран-
ством пространства Xm.
Уравнение (1) не разрешимо относительно старшей производной в силу условия kerL �= {0},

поэтому многие авторы называю его вырожденным. Однако структура исследуемого уравнения,
определяемая условием (L, 0)-ограниченности оператора M , позволяет с помощью использова-
ния проектора P задавать начальные условия (2) только для проекции решения на подпростран-
ство без вырождения, которые называются обобщенными условиями Шоуолтера—Сидорова. Вы-
рожденные эволюционные уравнения рассматриваемого типа представляют интерес, поскольку
часто встречаются при математическом моделировании различных процессов. Отметим рабо-
ты, посвященные исследованию вырожденных уравнений или систем уравнений целого поряд-
ка: [4–6,11, 15, 23, 34, 35].
Дробные дифференциальные уравнения в последние десятилетия являются предметом ак-

тивного изучения. Теория дробного интегро-дифференцирования хорошо зарекомендовала се-
бя при описании систем со сложными свойствами, процессов во фрактальных структурах и др.
(см. [13, 36]) и расширила классы исследуемых задач. Различные дробные производные и содер-
жащие их уравнения исследовались многими авторами (см. [3, 10, 14, 16, 20, 24–30]. Среди работ,
посвященных исследованию задач оптимального управления для дифференциальных уравнений
с дробными производными (см., например, [19,21,22,37]), совсем немногие касаются вырожденных
эволюционных уравнений. Исключение составляют работы авторов проекта, например, [1,8,9,31].
Работа состоит из введения и трех разделов. Раздел 2 содержит вспомогательные результаты,

используемые далее, в частности, полученные М. В. Плехановой и Г. Д. Байбулатовой усло-
вия однозначной разрешимости начальной задачи (1), (2) в смысле сильных решений (см. [33]).
В разделе3 эти результаты используются для получения условий существования решения за-
дачи стартового управления для соответствующей системы. Под решением задачи управления
понимается пара «решение-управление», принадлежащая множеству допустимых пар и миними-
зирующая целевой функционал. Доказательство существования решения использует [17, теоре-
ма 2.4] и по сути сводится к проверке четырех условий: непустоты множества допустимых пар,
непрерывности задающих состояние системы управления операторов, условия компактности для
нелинейного оператора задачи и коэрцитивности целевого функционала. Полученный абстракт-
ный результат используется при исследовании разрешимости задачи стартового управления для
модифицированной нелинейной системы Соболева.

2. Сильное решение нелинейного вырожденного уравнения. Введем следующие обо-
значения:

gδ(t) := Γ(δ)−1tδ−1, g̃δ(t) := Γ(δ)−1(t− t0)
δ−1, Jδ

t h(t) :=

t∫

t0

gδ(t− s)h(s)ds, δ > 0, t > 0.

Здесь и далее Dm
t —обычная производная порядка m ∈ N, J0

t — тождественный оператор. Дроб-
ная производная Герасимова—Капуто (см. [2, 20]) функции h определена соотношением

Dα
t h(t) := Dm

t Jm−α
t

(

h(t) −
m−1∑

k=0

h(k)(t0)g̃k+1(t)

)

, t > t0.

Положим, что X , Y — банаховы пространства, L ∈ L(X ;Y) (т.е. L—линейный непрерывный
оператор из X в Y), kerL �= {0}, M ∈ Cl(X ;Y)—линейный замкнутый оператор с областью
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определения DM , плотной в X , действующий в Y; DM снабжена нормой графика
‖ · ‖DM

:= ‖ · ‖X + ‖M · ‖Y .
Определим L-резольвентное множество

ρL(M) :=
{
μ ∈ C : (μL−M)−1 ∈ L(Y;X )

}

оператора M и его L-спектр σL(M) := C\ρL(M) и введем обозначения

RL
μ(M) := (μL−M)−1L, LL

μ := L(μL−M)−1.

Оператор M называется (L, σ)-ограниченным, если

∃a > 0 ∀μ ∈ C
(|μ| > a

) ⇒ (
μ ∈ ρL(M)

)
.

В случае (L, σ)-ограниченности оператора M можно задать проекторы

P :=
1

2πi

∫

γ

RL
μ(M) dμ ∈ L(X ), Q :=

1

2πi

∫

γ

LL
μ(M) dμ ∈ L(Y),

где γ = {μ ∈ C : |μ| = r > a} (см. [35, p. 89, 90]). Положим
X 0 := kerP, X 1 := imP, Y0 := kerQ, Y1 := imQ.

Обозначим через Lk и Mk, k = 0, 1, сужения операторов L и M на X k и DMk
:= DM ∩ X k)

соответственно.

Теорема 1 (см. [35, p. 90, 91]). Пусть оператор M является (L, σ)-ограниченным. Справед-
ливы следующие утверждения.

(i) M1 ∈ L(X 1;Y1
)
, M0 ∈ Cl(X 0;Y0

)
, Lk ∈ L(X k;Yk

)
, k = 0, 1;

(ii) существуют операторы M−1
0 ∈ L(Y0;X 0

)
, L−1

1 ∈ L(Y1;X 1
)
.

Пусть G := M−1
0 L0. Для p ∈ N0 := {0} ∪ N оператор M называется (L, p)-ограниченным, если

он (L, σ)-ограничен, Gp �= 0, Gp+1 = 0.
Рассмотрим обобщенную задачу Шоуолтера—Сидорова для вырожденного полулинейного

уравнения
Dα

t Lx(t) = Mx(t) +N
(
t,Dα1

t x(t),Dα2
t x(t), . . . ,Dαn

t x(t)
)
, (5)

(Px)(k)(t0) = xk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (6)

где n ∈ N, 0 � α1 < α2 < · · · < αn < α, m− 1 < α � m ∈ N, mk − 1 < αk � mk ∈ N, k = 1, 2, . . . , n.
Сильным решением задачи (5), (6) называется функция x ∈ Cmn([t0, T ];X )∩Lq(t0, T ;DM ), для

которой Lx ∈ Cm−1([t0, T ];Y), если

Jm−α
t

(

Lx−
m−1∑

k=0

(Lx)(k)(t0)g̃k+1

)

∈ Wm
q (t0, T ;X ),

выполнены условия (6) и почти всюду на (t0, T ) верно равенство (5).

Лемма 1 (см. [32]). Пусть l − 1 < β � l ∈ N, q > 1, q > (l − β)−1 при β < l, T > t0. Тогда

∃Cq,β > 0 ∀h ∈ C l([t0, t];Z) ‖Dβ
t h‖Lq(t0,t;Z) � Cq,β‖h‖W l

q(t0,t;Z).

Теорема 2 (см. [33]). Пусть mn � (m−1)/2, q > (α−m+1)−1, оператор M (L, 0)-ограничен,
N : [t0, T ]× X n → Y для всех z1, z2, . . . , zn ∈ X и почти всех t ∈ (t0, T ) удовлетворяет условию

N(t, z1, . . . , zn) = N1(t, Pz1, . . . , P zn)

при некотором отображении N1 : [t0, T ] × (X 1)n → Y, для которого QN1 : [t0, T ] × (X 1)n → Y
каратеодориево и равномерно липшицево по (z1, z2, . . . , zn) ∈ (X 1)n при всех z1, z2, . . . , zn ∈ X 1 и
почти всюду на (t0, T )

‖QN1(t, z1, z2, . . . , zn)‖Y � a(t) + c
n∑

k=1

‖zk‖X (7)
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для некоторых a ∈ Lq(t0, T ;R), c > 0, (I −Q)N1 ∈ Cmn([t0, T ]× (X 1)n;Y), x0, x1, . . . , xm−1 ∈ X 1,
для решения задачи

Dα
t v(t) = L−1

1 M1v(t) + L−1
1 QN1

(
t,Dα1

t v(t),Dα2
t v(t), . . . ,Dαn

t v(t)
)
,

v(k)(t0) = xk, k = 0, 1, . . . ,m− 1,
(8)

при αk < mk выполняются равенства

v(mk+r)(t0) = 0, k = 1, 2, . . . , n, r = 0, 1, . . . ,mn − 1. (9)
Тогда задача (5), (6) имеет единственное сильное решение.

3. Задачи стартового управления. Пусть m − 1 < α � m ∈ N, n ∈ N, 0 � α1 < α2 < · · · <
αn < α. Рассмотрим задачу стартового управления для вырожденного нелинейного уравнения

LDα
t x(t) = Mx(t) +N

(
t,Dα1

t x(t), . . . ,Dαn
t x(t)

)
, t ∈ (t0, T ), (10)

(Px)(k)(t0) = uk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (11)
u = (u0, u1, . . . , um−1) ∈ U∂ , (12)

J(x, u) → inf, (13)

где U∂ —множество допустимых управлений (подмножество пространства управлений U), J —
целевой функционал. Введём в рассмотрение при q > 1 пространство

Zα,q(t0, T ;X ) :=

{

x ∈ Lq(t0, T ;DM ) ∩Cm−1([t0, T ];X ) :

Jm−α
t

(

x−
m−1∑

k=0

x(k)(t0)g̃k+1

)

∈ Wm
q (t0, T ;X )

}

.

Лемма 2 (см. [7]). Пространство Zα,q(t0, T ;X ) с нормой
‖x‖Zα,q(t0,T ;X ) = ‖x‖Lq(t0,T ;DM ) + ‖x‖Cm−1([t0,T ];X ) + ‖Dα

t x‖Lq(t0,T ;X )

является банаховым.

Лемма 3 (см. [7]). Пусть X0, X1 —рефлексивные банаховы пространства, X0 компактно вло-
жено в X1, q ∈ (1,+∞). Тогда при m ∈ N пространство Wm

q (t0, T ;X0) компактно вложено
в Wm−1

q (t0, T ;X1).

Множеством допустимых пар W для задачи (10)–(13) будем называть такое множество пар
(x, u), что функция x ∈ Zα,q(t0, T ;X ) является сильным решением задачи (10), (11) с u ∈ U∂ .
Решением задачи оптимального управления (10)–(13) называется пара (x̂, û) ∈ W, минимизиру-
ющая целевой функционал, т.е. J(x̂, û) = inf

(x,u)∈W
J(x, u).

Коэрцитивность функционала J означает, что для любого R > 0 множество
{
(x, u) ∈ W :

J(x, u) � R
}
ограничено в Zα,q(t0, T ;X )× U.

Теорема 3. Пусть mn � (m − 1)/2, q > (α − m + 1)−1, X , X1 —рефлексивные банахо-
вы пространства, X компактно вложено в X1, оператор M является (L, 0)-ограниченным,
N : [t0, T ]× X n → Y для всех z1, z2, . . . , zn ∈ X и почти всех t ∈ (t0, T ) удовлетворяет условию

N(t, z1, . . . , zn) = N1(t, Pz1, . . . , P zn)

при некотором отображении N1 : [t0, T ] × (X 1)n → Y, для которого QN1 : [t0, T ] × (X 1)n → Y
каратеодориево и равномерно липшицево по (z1, z2, . . . , zn) ∈ (X 1)n, для всех z1, z2, . . . , zn ∈ X 1

и почти всюду на (t0, T ) выполнено неравенство (7) для некоторых a ∈ Lq(t0, T ;R), c > 0,
(I −Q)N1 ∈ Cmn([t0, T ]× (X 1)n;Y), x0, x1, . . . , xm−1 ∈ X 1, для решения задачи (8) при αk < mk

выполняются равенства (9). Предположим, что U∂ —непустое выпуклое замкнутое подмноже-
ство пространства (X 1)m, Zα,q(t0, T ;X ) непрерывно вложено в банахово пространство Y, кото-
рое непрерывно вложено в пространство Wm−2

q (t0, T ;X1); целевой функционал J выпуклый, огра-
ниченный снизу и полунепрерывный снизу на Y×(X 1)m, коэрцитивный на Zα,q(t0, T ;X )×(X 1)m.
Тогда существует решение (x̂, û) ∈ Zα,q(t0, T ;X )× U∂ задачи (10)–(13).
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Доказательство. По теореме 2 множество W непусто. Определим пространства

Y1 := Zα,q(t0, T ;X ), U := (X 1)m, V := Lq(t0, T ;Y) × Xm

и операторы

L(x, u) :=
(
LDα

t x−Mx, γ0(Px)− u0, γ0(Px)(1) − u1, . . . , γ0(Px)(m−1) − um−1

)
,

F(x(·)) := −
(
N
(·,Dα1

t x(·),Dα2
t x(·), . . . ,Dαn

t x(·)), 0, 0, . . . , 0
)
.

Непрерывность линейного оператора L : Y1 × U → V следует из неравенств

‖L(x, u)‖Lq(t0,T ;Y)×Xm � CL‖Dα
t x‖Lq(t0,T ;X ) + ‖Mx‖Lq(t0,T ;Y)+

+ ‖γ0(Px)‖X + ‖γ0(Px)(1)‖X + · · ·+ ‖γ0(Px)(m−1)‖X + ‖u0‖X + · · ·+ ‖um−1‖X �
� C1‖Dα

t x‖Lq(t0,T ;X ) + ‖x‖Lq(t0,T ;DM ) + C2‖x‖Cm−1(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm �

� C
(
‖x‖Zα,q(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm

)
= C‖(x, u)‖Zα,q(t0,T ;X )×Xm.

Докажем непрерывность нелинейного оператора F : Zα,q(t0, T ;X ) → V. Из соотношения

‖xj − x‖Zα,q(t0,T ;X ) −−−−→
j→∞

0

равномерной липшицевости оператора N1 и леммы 1 следует, что
∥
∥∥N1

(·,Dα1
t xj(·), . . . ,Dαn

t xj(·)
) −N1

(·,Dα1
t x(·), . . . ,Dαn

t x(·))
∥
∥∥
Lq(t0,T ;Y)

�

� l

n∑

k=1

∥∥Dαk
t xj −Dαk

t x
∥∥
C([t0,T ];X1)

� C3n‖xj − x‖Cm−1([t0,T ];X ) −−−−→
j→∞

0.

Проверим условие компактности из [17, теорема 2.4]. Пространство Y1 := Zα,q(t0, T ;X ) непре-
рывно вложено в Wm−1

q (t0, T ;X ) и поэтому в силу леммы 3 компактно вложено в Y−1 :=

Wm−2
q (t0, T ;X1). Для элемента v∗ ∈ (Lq(t0, T ;Y))∗ в силу равномерной липшицевости операто-

ра N1 и леммы 1 имеем
∣∣
∣v∗

(
N1

(·,Dα1
t xj(·), . . . ,Dαn

t xj(·)
))−N1

(·,Dα1
t x(·), . . . ,Dαnx(·))

∣∣
∣ �

� ‖v∗‖(Lq(t0,T ;Y))∗
∥
∥∥N1

(·,Dα1
t xj(·), . . . ,Dαn

t xj(·)
)−N1

(·,Dα1
t x(·), . . . ,Dαn

t x(·))
∥
∥∥
Lq(t0,T ;Y)

�

� l‖v∗‖(Lq(t0,T ;Y))∗

n∑

k=1

∥
∥Dαk

t xj −Dαk
t x

∥
∥
Lq(t0,T ;X1)

� C4n‖v∗‖(Lq(t0,T ;X1))∗‖xj − x‖Wm−2
q (t0,T ;X1)

.

Это позволяет сделать вывод о непрерывной продолжимости функционала w(·) = v∗(F(·)) из
Zα,q(t0, T ;X ) на Y−1. Согласно [17, теорема 2.4] получим существование оптимального управле-
ния. �
Рассмотрим задачу минимизации функционала

J(x, u) =
∥∥x− xd

∥∥q1
Cm−1([t0,T ];X )

+
∥∥Dα

t x−Dα
t xd

∥∥q2
Lq(t0,T ;Y)

+ δ

m−1∑

k=0

∥∥uk − udk
∥∥q3
X → inf (14)

с заданными qi � 1, i = 1, 2, 3, δ � 0, xd ∈ Zα,q(t0, T ;X ), udk ∈ X .
Следствие 1. Пусть mn � (m − 1)/2, q > (α − m + 1)−1, X , X1 —рефлексивные банаховы

пространства, X компактно вложено в X1, оператор M является (L, 0)-ограниченным, N :
[t0, T ]×X n → Y для всех z1, z2, . . . , zn ∈ X и почти всех t ∈ (t0, T ) удовлетворяет условию

N(t, z1, . . . , zn) = N1(t, Pz1, . . . , P zn)

при некотором отображении N1 : [t0, T ] × (X 1)n → Y, для которого QN1 : [t0, T ] × (X 1)n → Y
каратеодориево и равномерно липшицево по (z1, z2, . . . , zn) ∈ (X 1)n, для всех z1, z2, . . . , zn ∈ X 1

и почти всюду на (t0, T ) выполнено неравенство (7) для некоторых a ∈ Lq(t0, T ;R), c > 0,
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(I −Q)N1 ∈ Cmn([t0, T ]× (X 1)n;Y), x0, x1, . . . , xm−1 ∈ X 1, для решения задачи (8) при αk < mk

выполняются равенства (9). Предположим, что U∂ —непустое выпуклое замкнутое подмноже-
ство пространства (X 1)m. Тогда существует решение (x̂, û) ∈ Zα,q(t0, T ;X ) × U∂ задачи (10)–
(12), (14).

Доказательство. Пусть Y = Zα,q(t0, T ;X ). Выпуклость, непрерывность и ограниченность снизу
функционала (14) в пространстве Zα,q(t0, T ;X )×Xm при δ > 0 или в пространстве Zα,q(t0, T ;X )
при δ = 0 очевидны. В силу равномерной липшицевости оператора N1 и непрерывности операто-
ра L имеем на множестве {(x, u) ∈ W : J(x, u) � R}:
‖x‖Zα,q(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm = ‖x‖Lq(t0,T ;DM ) + ‖x‖Cm−1([t0,T ];X ) + ‖Dα

t x‖Lq(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm �
� C1‖x‖Cm−1([t0,T ];X ) + ‖Mx‖Lq(t0,T ;Y) + ‖Dα

t x‖Lq(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm �

� C1‖x‖Cm−1([t0,T ];X ) +
∥∥
∥LDα

t x−N
(
t,Dα1

t x,Dα2
t x, . . . ,Dαn

t x
)∥∥
∥
Lq(t0,T ;Y)

+ ‖u‖Xm �

� C1‖x‖Cm−1([t0,T ];X ) + C2‖Dα
t x‖Lq(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm+

+
∥∥
∥N

(·,Dα1
t x(·), . . . ,Dαn

t x(·)) −N
(·,Dα1

t xd(·), . . . ,Dαn
t xd(·)

)∥∥
∥
Lq(t0,T ;Y)

+

+
∥∥
∥N

(·,Dα1
t xd(·), . . . ,Dαn

t xd(·)
)∥∥
∥
Lq(t0,T ;Y)

�

� C1‖x‖Cm−1([t0,T ];X ) + C2‖Dα
t x‖Lq(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm + l

n∑

k=1

∥
∥Dαk

t x−Dαk
t xd

∥
∥
Lq(t0,T ;X )

+ C3 �

� C1

∥
∥x− xd

∥
∥
Cm−1([t0,T ];X )

+ C2

∥
∥Dα

t x−Dα
t xd

∥
∥
Lq(t0,T ;X )

+
∥
∥u− ud

∥
∥
Xm +C4 � C5 + C6R

q1+q2+q3 .

Отсюда следует коэрцитивность целевого функционала. Осталось сослаться на теорему 3. �

4. Стартовое управление для системы Соболева дробного порядка по времени. Рас-
смотрим начально-краевую задачу

∂kv

∂tk
(x, t0) = vk(x), x ∈ Ω, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (15)

vn(x, t) :=
3∑

i=1

vi(x, t)ni(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (t0, T ), (16)

для модифицированной системы Соболева дробного порядка
Dα

t v(x, t) =
[
v(x, t), ω

]− r(x, t) + g(Dα1
t v), (x, t) ∈ Ω× (t0, T ), (17)

∇ · v(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× (t0, T ), (18)

где 0 � α1 � m1 � (m − 1)/2 < m − 1 < α � m ∈ N \ {1}. Эта система описывает при α = 1,
g ≡ 0 динамику малых внутренних движений вращающейся стратифицированной жидкости в
равновесном состоянии (см. [12]). Здесь Ω ⊂ R

3— ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞,
n = (n1, n2, n3) является вектором внешней нормали к границе, v = (v1, v2, v3)— вектор скорости
частиц жидкости, r = (r1, r2, r3) = (px1 , px2 , px3)—нестационарный градиент давления, [·, ω]—
векторное произведение, где ω = (0, 0, ω) ∈ R

3, а ω—двойная угловая скорость вращения, g =
(g1, g2, g3),

∇ · v :=
∂v1
∂x1

+
∂v2
∂x2

+
∂v3
∂x3

,

v и r—неизвестные вектор-функции.
Введем следующие обозначения: L2 := (L2(Ω))

3, L :=
{
v ∈ (C∞

0 (Ω))3 : ∇ · v = 0
}
, Hσ — замы-

кание L в норме пространства L2. Имеем гильбертово пространство L2 = Hσ ⊕Hπ со скалярным
произведением 〈·, ·〉, Hπ — ортогонональное дополнение к Hσ. Обозначим через Π : L2 → Hπ соот-
ветствующий ортопроектор.
Согласно подходу С. Л. Соболева (см. [12]) заменим уравнение несжимаемости (18) и граничное

условие (16) на уравнение
Πv(·, t) = 0, t ∈ (t0, T ). (19)
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Действительно, из плотности множества
{∇ϕ : ϕ ∈ C∞(Ω)

}
в пространстве Hπ и равенства

∫

Ω

〈v,∇ϕ〉R3dx =

∫

∂Ω

vnϕds−
∫

Ω

(∇ · v)ϕdx

для всех ϕ ∈ C∞(Ω) следует, что для v ∈ H
1 := (H1(Ω))3 совокупность двух условий (16) и (18)

эквивалентна включению v(·, t) ∈ Hσ, t ∈ (t0, T ). Откажемся от ограничения v ∈ H
1 и получим

условие (19).
Очевидно, что оператор B : v → [v, ω], ω = (0, 0, ω), непрерывен из L2 в L2, ‖B‖L(L2) = |ω|.

Введем обозначение Bσ := BΣ.
Пусть Σ := I−Π, H2 := (H2(Ω))3, H2

σ := H2∩Hσ, X = H
2
σ×Hπ, Y = Hσ×Hπ. Тогда задача (15),

(17), (19) примет вид (5), (6) с операторами

L =

(
I O

O O

)
∈ L(X ;Y), M =

(
ΣB O

ΠB −I

)
∈ L(X ;Y), N(z) = g(v), (20)

где z = (v, r) ∈ X , v ∈ H
2
σ, r ∈ Hπ (см. подробнее [14]). В [14] показано, что

P =

(
I O

ΠBσ O

)
∈ L(X ).

Теорема 4 (см. [18]). Предположим, что Ω— ограниченная область в R
d с гладкой границей,

g ∈ C∞(Ω ×R
d;R), l > d/2, отображение F действует по правилу

F (v1, v2, . . . , vd) = g
(·, v1(·), v2(·), . . . , vd(·)

)
.

Тогда F ∈ C∞((H l(Ω))d;H l(Ω)).

Теорема 5. Пусть 0 � α1 � m1 � (m − 1)/2 < m − 1 < α � m ∈ N \ {1}, q > (α −m+ 1)−1,
g ∈ C∞(R;R), производная g′ ограничена на R, vk ∈ Hσ, k = 0, 1, . . . ,m − 1; если α1 < m1, то
vm1+r = 0, r = 0, 1, . . . ,m1 − 1. Тогда существует единственное сильное решение задачи (15),
(17), (19).

Доказательство. Заметим, что X 1 = imP =
{
(v, r) ∈ Hσ × Hπ : r = ΠBσv

}
(см. [14]). Сле-

довательно, условия (15) для функций vk ∈ Hσ эквивалентны обобщенным условиям Шоуол-
тера—Сидорова (6) с данными из X 1 для уравнения (10) с операторами (20). Кроме того, для
всех z = (v, r) ∈ X имеем Pz = (v,ΠBσv), v = P1Pz, где P1 —проекция (v, r) → v. Поэтому
N(z) = g(P1Pz) := N1(Pz). По теореме 4 получим, что g(w) ∈ H

2 для всех w ∈ H
2
σ ⊂ H

2, так
как dimΩ = 3, 2 > 3/2, поэтому g ∈ C∞(H2;H2). Оператор N является равномерно липшицевым,
так как g′ ограничена. Условие (7) выполнено в силу непрерывности оператора N , а условия
(9) — в силу равенства нулю элементов vm1+r = 0, r = 0, 1, . . . ,m1 − 1. При этом учитывается,
что 2m1 − 1 < 2m1 � m − 1. Остается сослаться на лемму 1 из [14], в которой показана (L, 0)-
ограниченность оператора M , и теорему 2. �
Теперь перейдем к задаче стартового управления

∂kv

∂tk
(x, t0) = uk(x), x ∈ Ω, k = 0, 1, . . . ,m− 1.

Множество допустимых управлений U∂ состоит из функций uk ∈ X , удовлетворяющих условию
‖uk‖X � R. (21)

Пространство Zα,q(t0, T ;X ) по определению имеет вид

Zα,q(t0, T ;H
2
σ ×Hπ) :=

{

x ∈ Cm−1([t0, T ];H
2
σ ×Hπ) :

Jm−α
t

(

x−
m−1∑

k=0

x(k)(t0)g̃k+1

)

∈ Wm
q (t0, T ;H

2
σ ×Hπ)

}

.
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Целевой функционал при заданных vd ∈ Zα,q(t0, T ;H
2
σ), rd ∈ Zα,q(t0, T ;Hπ), udk ∈ H

2
σ ×Hπ, q > 1,

δ � 0 имеет вид

J(v, r, u) =
∥∥v − vd

∥∥2
Cm−1([t0,T ];H2

σ)
+

∥∥r − rd
∥∥2
Cm−1([t0,T ];Hπ)

+
∥∥Dα

t v −Dα
t vd

∥∥2
L2(t0,T ;H2

σ)
+

+
∥∥Dα

t r −Dα
t rd

∥∥2
L2(t0,T ;Hπ)

+ δ
m−1∑

k=0

∥∥uk − udk
∥∥2
H2

σ×Hπ
→ inf . (22)

С учетом проведенной редукции из следствия 1 получим следующее утверждение.

Теорема 6. Пусть 0 � α1 � m1 � (m − 1)/2 < m − 1 < α � m ∈ N \ {1}, q > (α −m+ 1)−1,
g ∈ C∞(R;R), производная g′ ограничена на R, vk ∈ Hσ, k = 0, 1, . . . ,m − 1; если α1 < m1, то
vm1+r = 0, r = 0, 1, . . . ,m1 − 1. Тогда существует единственное решение (v̂, r̂, û0, . . . , ûm−1) ∈
Zα,q(t0, T ;H

2
σ ×Hπ)× U∂ задачи управления (15), (17), (19), (21), (22).
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