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Аннотация. Исследуются начальные задачи для квазилинейных уравнений с дробными произ-
водными Герасимова—Капуто в банаховых пространствах с линейной частью, обладающей анали-
тическим в секторе разрешающим семейством операторов. Нелинейный оператор предполагается
локально липшицевым. Рассмотрены как уравнения, разрешенные относительно старшей произ-
водной, так и уравнения, содержащие вырожденный линейный оператор при ней. Полученная
теорема об однозначной разрешимости задачи Коши использована для исследования однознач-
ной разрешимости задачи Шоуолтера—Сидорова для вырожденных уравнений. Абстрактные ре-
зультаты использованы при рассмотрении начально-краевой задачи для уравнения в частных
производных, не разрешимого относительно старшей производной дробного порядка по времени.
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1. Введение. С середины XX в. уравнения, не разрешимые относительно старшей производ-
ной, привлекают повышенный интерес исследователей (см. [2, 3, 7, 14, 16, 17, 26–28]). Помимо ра-
бот о вырожденных (т.е. имеющих вырожденный линейный оператор при старшей производной)
уравнений целых порядков в последние годы появляется большое количество работ, касающих-
ся вырожденных уравнений с дробными производными (см. работы [5, 21] и библиографию в
них). Отметим работы, в которых исследуются вырожденные линейные [4, 9–11] и квазилиней-
ные [6,22,23] уравнения с дробными производными Герасимова—Капуто или Римана—Лиувилля,
в которых спектр пары линейных операторов ограничен. Более широким является класс вы-
рожденных уравнений, в которых пара линейных операторов секториальна (см. [1, 8, 12, 13]).
В этом случае квазилинейное уравнение рассматривалось только в специальном случае, когда
целая часть порядков младших дробных производных сопадает с целой частью порядка старшей
производной Римана—Лиувилля (см. [18, 19]).
В данной работе рассматривается квазилинейное уравнение

Dα
t Lx(t) = Mx(t) +N

(
t,Dα1

t x(t),Dα2
t x(t), . . . ,Dαn

t x(t)
)
, (1)

с произвольными, в том числе отрицательными αk, k = 1, 2, . . . , n, α1 < α2 < · · · < αn � m− 1 <

α � m ∈ N, Dβ
t —производная Римана—Лиувилля при β > 0 и интеграл Римана—Лиувилля

при β < 0. Предполагается, что пара линейных замкнутых операторов (L,M), действующих
из банахова пространства X в банахово пространство Y, порождает аналитическое в секторе
разрешающее семейство операторов соответствующего линейного однородного уравнения (см. [12,
13]; для краткости такая пара иногда называется секториальной), kerL �= {0}, X — открытое
множество в R × X n, N : X → X . Для уравнения (1) исследована однозначная разрешимость
задачи Шоуолтера—Сидорова

Dα−m+k
t Lx(t0) = yk, k = 0, 1, . . . ,m− 1.

В разделе 2 приведены предварительные результаты, используемые в работе далее. В разделе 3
получена теорема об однозначной разрешимости задачи Коши для невырожденного уравнения,
т.е. для уравнения (1) в случае, когда X = Y, L = I, M порождает разрешающее семейство опе-
раторов невырожденного линейного уравнения. Раздел 4 начинается с изложения полученных
ранее результатов о секториальных парах операторов (см. [12, 13]), после чего доказаны четыре
варианта теоремы об однозначной разрешимости задачи Шоуолтера—Сидорова для вырожден-
ного уравнения (1). В первых двух вариантах нелинейный оператор действует в подпространство
без вырождения, при этом используются различные условия на линейные операторы. В третьем
и четвертом вариантах не содержится ограничений на образ нелинейного оператора, но предпо-
лагается его зависимость только от элементов подпространства без вырождения. В этом разделе
также отмечено, что аналогичным образом может быть исследована разрешимость задачи Ко-
ши, но в отличие от задачи Шоуолтера—Сидорова, она является переопределенной, и условия
ее разрешимости будут содержать условия согласования начальных данных с правой частью
уравнения. В последнем разделе 5 начально-краевая задача для вырожденного квазилинейного
уравнения в частных производных с дробными производными по времени редуцирована к задаче
Шоуолтера—Сидорова для абстрактного уравнения (1).

2. Невырожденное линейное уравнение. Обозначим при β > 0, t0 ∈ R,

Jβ
t h(t) :=

1

Γ(β)

t∫

t0

(t− s)β−1h(s)ds, t > t0.

Пустьm−1 < α � m ∈ N,Dm
t — обычная производная порядка m ∈ N,Dα

t —дробная производная
Герасимова —Капуто:

Dα
t h(t) := Dm

t Jm−α
t

(

h(t)−
m−1∑

k=0

h(k)(0)
tk

k!

)

.

Для β < 0 введем обозначение Dβ
t h(t) := J−β

t h(t).
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Пусть Z — банахово пространство; обозначим через L(Z) банахово пространство всех линей-
ных операторов на Z, а через Cl(Z)—множество всех линейных замкнутых операторов, плотно
определенных в пространстве Z, действующих в Z. Снабдим область определения DA оператора
A ∈ Cl(Z) нормой графика

‖ · ‖DA
:= ‖ · ‖Z + ‖A · ‖Z .

В силу замкнутости A множество DA с такой нормой является банаховым пространством.
Будем использовать обозначения

R+ := {c ∈ R : c > 0}, N0 := {0} ∪ N, Sθ0,a0 := {λ ∈ C : | arg(λ− a0)| < θ0, λ �= a0},
Σϕ := {τ ∈ C : | arg τ | < ϕ, τ �= 0},

Rμ(A) := (μI −A)−1 —резольвента оператора A.
При θ0 ∈ (0, π/2), a0 � 0 обозначим через Aα(θ0, a0) класс операторов A ∈ Cl(Z), удовлетворя-

ющих следующим условиям:
(i) при всех λ ∈ Sθ0,a0 выполняется условие λα ∈ ρ(A) := {μ ∈ C : (μI −A)−1 ∈ L(Z)};
(ii) для каждого θ ∈ (π/2, θ0) и a > a0 найдется такая константа K(θ, a) > 0, что

‖Rλα(A)‖L(Z) �
K(θ, a)

|λα−1(λ− a)|
для всех λ ∈ Sθ,a.

Здесь и далее под дробной степенью комплексного числа λα подразумевается значение главной
ветви степенной функции.

Замечание 1. В [15, 25] было показано, что линейный замкнутый плотно определенный опе-
ратор принадлежит классу Aα(θ0, a0), если и только если он порождает аналитическое в секторе
Σθ0−π/2 разрешающее семейство операторов уравнения Dα

t z(t) = Az(t).

Лемма 1 (см. [8]). Пусть α > 0, A ∈ Aα(θ0, a0), β ∈ R,

Zβ(t) :=
1

2πi

∫

Γ

μα−1−βRμα(A)eμtdμ, t ∈ R+, Γ = Γ+ ∪ Γ− ∪ Γ0,

Γ± = {μ ∈ C : μ = a+ re±iθ, r ∈ (δ,∞)}, Γ0 = {μ ∈ C : μ = a+ δeiϕ, ϕ ∈ (−θ, θ)}
при некоторых δ > 0, θ ∈ (π/2, θ0), a > a0. Тогда семейство {Zβ ∈ L(Z) : t ∈ R+} аналитически
продолжимо в сектор Σθ0−π/2 и при любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 найдется такое Cβ = Cβ(θ, a),
что для всех t ∈ Σθ−π/2

‖Zβ(t)‖L(Z) � Cβ(θ, a)e
a�t(|t|−1 + a)−β, β � 0, (2)

‖Zβ(t)‖L(Z) � Cβ(θ, a)e
a�t|t|β , β > 0. (3)

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение

Dα
t z(t) = Az(t) + f(t), t ∈ (t0, T ], (4)

с заданной функцией f ∈ C([t0, T ];Z). Решением задачи Коши

z(k)(t0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (5)

для уравнения (4) называется такая функция z ∈ C((t0, T ];DA) ∩ Cm−1([t0, T ];Z), что Dα
t z ∈

C((t0, T ];Z), выполняются условия (5) и при всех t ∈ (t0, T ]—равенство (4).

Теорема 1 (см. [8]). Пусть α > 0, A ∈ Aα(θ0, a0), f ∈ C([t0, T ];DA). Тогда при любых
z0, z1, . . . , zm−1 ∈ DA функция

z(t) =
m−1∑

k=0

Zk(t− t0)zk +

t∫

t0

Zα−1(t− s)f(s)ds

является единственным решением задачи (4), (5).
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3. Невырожденное квазилинейное уравнение. Пусть m − 1 < α � m ∈ N, n ∈ N,
α1 < α2 < · · · < αn < α, Z — открытое множество в R×Zn, B : Z → Z, zk ∈ Z, k = 0, 1, . . . ,m−1,
t0 ∈ R. Решением задачи Коши

z(k)(t0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (6)

для квазилинейного уравнения

Dα
t z(t) = Az(t) +B

(
t,Dα1

t z(t),Dα2
t z(t), . . . ,Dαn

t z(t)
)

(7)

на отрезке [t0, t1] будем называть такую функцию z ∈ C((t0, t1];DA) ∩Cm−1([t0, t1];Z), что

Dα
t z ∈ C((t0, t1];Z), Dαk

t z ∈ C([t0, t1];Z), k = 1, 2, . . . , n,

выполняются условия (6), при t ∈ (t0, t1] выполняются включение

(t,Dα1
t z(t),Dα2

t z(t), . . . ,Dαn
t z(t)) ∈ Z

и равенство (7).
Отметим, что на знаки αk, k = 1, 2, . . . , n, ограничений не предполагается, при αk < 0 нели-

нейный оператор зависит от дробного интеграла J−αk
t z(t).

Введем обозначения

x := (x1, x2, . . . , xn) ∈ Zn, Sδ(x) =
{
y ∈ Zn : ‖yl − xl‖Z � δ, l = 1, 2, . . . , n

}
.

Используя начальные данные z0, z1, . . . , zm−1, определим

z̃(t) = z0 + (t− t0)z1 +
(t− t0)

2

2!
z2 + · · ·+ (t− t0)

m−1

(m− 1)!
zm−1, z̃k = Dαk

t

∣
∣
t=t0

z̃(t), k = 1, 2, . . . , n.

Отображение B : Z → Z называется локально липшицевым по x, если при любом (t, x) ∈ Z
существуют такие δ > 0, q > 0, что [t−δ, t+δ]×Sδ (x) ⊂ Z, и при всех (s, y), (s, v) ∈ [t−δ, t+δ]×Sδ (x)
выполняется неравенство

∥
∥B(s, y)−B(s, v)

∥
∥
Z � q

n∑

l=1

‖yl − vl‖Z .

Лемма 2 (см. [24]). Пусть l − 1 < β � l ∈ N. Тогда существует такое C > 0, что при всех
h ∈ C l([t0, t1];Z) выполняется неравенство

∥
∥Dβ

t h
∥
∥
C([t0,t1];Z)

� C‖h‖Cl([t0,t1];Z).

Лемма 3. Пусть A ∈ Aα(θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π), a0 � 0, zk ∈ DA, k = 0, 1,
. . . ,m− 1, Z — открытое множество в R×Zn, B ∈ C(Z;DA), (t0, z̃1, z̃2, . . . , z̃n) ∈ Z. При этих
условиях функция z является решением задачи (6), (7) на отрезке [t0, t1], если и только если
Dαk

t z ∈ C([t0, t1];Z), k = 1, 2, . . . , n, и при всех t ∈ (t0, t1] выполняется включение

(t,Dα1
t z(t),Dα2

t z(t), . . . ,Dαn
t z(t)) ∈ Z

и равенство

z(t) =
m−1∑

k=0

Zk(t− t0)zk +

t∫

t0

Zα−1(t− s)B
(
s,Dα1

t z(s),Dα2
t z(s), . . . ,Dαn

t z(s)
)
ds. (8)

Доказательство. Если z —решение задачи (6), (7), то отображение

t → B
(
t,Dα1

t z(t),Dα2
t z(t), . . . ,Dαn

t z(t)
)

(9)

непрерывно действует из [t0, t1] в пространство DA. По теореме 1 выполняется равенство (8).
Пусть Dαk

t z ∈ C([t0, t1];Z), k = 1, 2, . . . , n, при всех t ∈ (t0, t1] выполняется включение
(t,Dα1

t z(t),Dα2
t z(t), . . . ,Dαn

t z(t)) ∈ Z и z удовлетворяет уравнению (8). Тогда (9) принадлежит
классу C([t0, t1];DA). Как при доказательстве теоремы 1, можно доказать (см. [8]), что z —реше-
ние задачи (6), (7). �
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Теорема 2. Пусть n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn � m − 1 < α � m ∈ N, A ∈ Aα(θ0, a0)
при некоторых θ0 ∈ (π/2, π), a0 � 0, zk ∈ DA, k = 0, 1, . . . ,m − 1, Z — открытое множество
в R×Zn, отображение B ∈ C(Z;DA) локально липшицево по x, (t0, z̃1, z̃2, . . . , z̃n) ∈ Z. Тогда при
некотором t1 > t0 задача (6), (7) имеет единственное решение на отрезке [t0, t1].

Доказательство. В силу леммы 3 достаточно доказать, что интегро-дифференциальное уравне-
ние (8) имеет единственное решение z ∈ Cm−1([t0, t1];Z) при некотором t1 > t0. Здесь использован
тот факт, что α1 < α2 < · · · < αn � m−1, и поэтому согласно лемме 2 имеем Dαk

t z ∈ C([t0, t1];Z),
k = 1, 2, . . . , n, при z ∈ Cm−1([t0, t1];Z).
Выберем такие τ > 0 и δ > 0, что [t0, t0+τ ]×Sδ(z) ⊂ Z, где z = (z̃1, z̃2, . . . , z̃n). Обозначим через

S множество таких функций z ∈ Cm−1([t0, t0 + τ ];Z), что ‖z(k)(t)− zk‖Z � δ при t0 � t � t0 + τ ,
где zk —начальные данные задачи Коши, k = 0, 1, . . . ,m− 1. Определим на S метрику

d(y, v) :=
m−1∑

k=0

sup
t∈[t0,t0+τ ]

∥
∥y(k)(t)− v(k)(t)

∥
∥
Z ;

тогда S —полное метрическое пространство. Заметим, что z̃ ∈ S при малом τ > 0.
При z ∈ S определим оператор

G(z)(t) :=

m−1∑

k=0

Zk(t− t0)zk +

t∫

t0

Zα−1(t− s)B
(
s,Dα1

t z(s),Dα2
t z(s), . . . ,Dαn

t z(s)
)
ds, t ∈ [t0, t0 + τ ].

Рассуждая, как при доказательстве теоремы 1, получим, что G(z) ∈ Cm−1([t0, t0 + τ ];Z),
[G(z)](l)(t0) = zl для l = 0, 1, . . . ,m− 1. Следовательно, при t ∈ [t0, t0 + τ ] имеем

‖[G(z)](l)(t)− zl‖Z � δ

при малом τ > 0, поэтому G : S → S. Введем обозначение
Bz(t) = B

(
t,Dα1

t z(t),Dα2
t z(t), . . . ,Dαn

t z(t)
)
.

В силу (3) имеем
‖Zα−1−l(t)‖L(Z) � Cα−1−l(θ, a)e

at|t|α−1−l,

поэтому Zα−1−l(0) = 0, l = 0, 1, . . . ,m− 2,

Dl
t

t∫

t0

Zα−1(t− s)Bz(s)ds =

t∫

t0

Zα−1−l(t− s)Bz(s)ds, l = 0, 1, . . . ,m− 1.

Кроме того, согласно (2) и обобщенному неравенству Бернулли, так как m− α ∈ (0, 1),

‖Zα−m(t)‖L(Z) � Cα−m(θ, a)eat(t−1 + a)m−α =

= Cα−m(θ, a)eat(1 + at)m−αtα−m � Cα−m(θ, a)eat(tα−m + (m− α)atα−m+1).

При y, v ∈ S, l = 0, 1, . . . ,m− 2 имеем

‖[G(y)](l)(t)− [G(v)](l)(t)‖Z =

∥
∥∥
∥∥
∥

t∫

t0

Zα−1−l(t− s)
[
By(s)−Bv(s)

]
ds

∥
∥∥
∥∥
∥
Z

�

� c1τ
α−leaτ q

n∑

k=1

sup
t∈[t0,t0+τ ]

∥∥Dαk
t (y(t)− v(t))

∥∥
Z � c1τ

α−leaτq‖y − v‖Cm−1([t0,t1];Z) �
d(y, v)

2m
,

∥
∥∥
[
G(y)

](m−1)
(t)− [

G(v)
](m−1)

(t)
∥
∥∥
Z
� c2τ

α−m+1eaτ q‖y − v‖Cm−1([t0,t1];Z) �
d(y, v)

2m
при достаточно малом τ > 0. При этом использована лемма 2. Таким образом, d(G(y), G(v)) �
d(y, v)/2 и оператор G имеет единственную неподвижную точку z в метрическом пространстве S.
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Она и является единственным решением уравнения (8), а значит, и задачи Коши (6), (7) на
выбранном отрезке [t0, t0 + τ ]. �

4. Вырожденное квазилинейное уравнение. Пусть X , Y — банаховы пространства. Обо-
значим через L(X ;Y) банахово пространство всех линейных операторов, непрерывно действую-
щих из X в пространство Y, а через Cl(X ;Y)—множество всех линейных операторов с плотными
в пространстве X областями определения, действующих в Y. Будем также использовать обозна-
чения

RL
μ(M) := (μL−M)−1L, LL

μ(M) := L(μL−M)−1,

ρL(M)—множество таких μ ∈ C, что отображение μL−M : DL∩DM → Y инъективно, при этом
RL

μ(M) ∈ L(X ), LL
μ(M) ∈ L(Y).

Пусть m − 1 < α � m ∈ N, L,M ∈ Cl(X ;Y), n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, X — открытое
множество в R × X n, N : X → Y, T > t0, f : [t0, T ] → Y. Решением на отрезке [t0, t1] задачи
Шоуолтера—Сидорова

(Lx)(k)(t0) = yk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (10)
для квазилинейного уравнения

Dα
t Lx(t) = Mx(t) +N

(
t,Dα1

t x(t),Dα2
t x(t), . . . ,Dαn

t x(t)
)
+ f(t) (11)

будем называть такую функцию x : [t0, t1] → DM ∩DL, для которой

Lx ∈ Cm−1([t0, t1];Y), Dα
t Lx ∈ C((t0, t1];Y), Mx ∈ C((t0, t1];Y),

выполняются условия (10), при всех t ∈ (t0, t1] выполняются включение
(
t,Dα1

t x(t),Dα2
t x(t), . . . ,Dαn

t x(t)
) ∈ X

и равенство (11).
Предполагается, что kerL �= {0}, поэтому уравнение (11) будем называть вырожденным эво-

люционным уравнением. Также отметим, что, как и в предыдущем разделе, некоторые из αk в
уравнении (11) могут быть отрицательными, т.е. нелинейный оператор в уравнении может зави-
сеть от дробных интегралов.

Определение 1 (см. [13]). Пусть L,M ∈ Cl(X ;Y). Будем говорить, что пара (L,M) принад-
лежит классу Hα(θ0, a0), если

(i) существуют такие θ0 ∈ (π/2, π) и a0 � 0, что при всех λ ∈ Sθ0,a0 выполняется включение
λα ∈ ρL(M);

(ii) при любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 существует такая постоянная K = K(θ, a) > 0, что при
всех λ ∈ Sθ,a

max
{∥∥RL

λα(M)
∥∥
L(X )

,
∥∥LL

λα(M)
∥∥
L(Y)

}
� K(θ, a)

|λα−1(λ− a)| .

Замечание 2. Если существует обратный оператор L−1 ∈ L(X ), то включение (L,M) ∈
Hα(θ0, a0) выполняется тогда и только тогда, когда L−1M ∈ Aα(θ0, a0) и ML−1 ∈ Aα(θ0, a0).

Используя θ0, a0 из определения 1, зададим контур Γ = Γ+ ∪ Γ− ∪ Γ0 при δ > 0, θ ∈ (π/2, θ0),
a > a0, как в лемме 1.
Используя псевдорезольвентное тождество и тот факт, что kerRL

μ(M) и kerLL
μ(M)—псевдоре-

зольвенты, нетрудно показать, что kerRL
μ(M) = kerL, множества imRL

μ(M), kerLL
μ(M), imLL

μ(M)

не зависят от μ ∈ ρL(M). Введем обозначения kerRL
μ(M) := X 0, kerLL

μ(M) := Y0. Через X 1 и
Y1 обозначим замыкания образов imRL

μ(M) и imLL
μ(M) в норме пространств X и Y, соответ-

ственно, а через Lk и Mk — сужения операторов L и M на DLk
:= DL ∩ X k и DMk

:= DM ∩ Yk,
соответственно, k = 0, 1.
Используя начальные данные y0, y1, . . . , ym−1, определим

ỹ(t) = y0 +
(t− t0)

1!
y1 + · · ·+ (t− t0)

m−1

(m− 1)!
ym−1, ỹk = Dαk

t |t=t0 ỹ(t), k = 1, 2, . . . , n.
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Теорема 3 (см. [13]). Пусть банаховы пространства X и Y рефлексивны, (L,M) ∈ Hα(θ0, a0).
Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) X = X 0 ⊕ X 1, Y = Y0 ⊕ Y1;
(ii) проекторы P и Q на подпространства X 1 и Y1 вдоль X 0 и Y0 соответственно имеют

вид
P = s- lim

n→∞nRL
n(M), Q = s- lim

n→∞nLL
n(M);

(iii) L0 = 0, M0 ∈ Cl(X 0;Y0), L1,M1 ∈ Cl(X 1;Y1);
(iv) существуют обратные операторы L−1

1 ∈ Cl(Y1;X 1), M−1
0 ∈ L(Y0;X 0);

(v) Px ∈ DL и LPx = QLx для всех x ∈ DL;
(vi) Px ∈ DM и MPx = QMx для всех x ∈ DM ;
(vii) пусть S := L−1

1 M1 : DS → X 1; тогда DS := {x ∈ DM1 : M1x ∈ imL1} плотно в X ;
(viii) пусть T := M1L

−1
1 : DT → Y1; тогда DT := {y ∈ imL1 : L

−1
1 y ∈ DM1} плотно в Y;

(ix) если L1 ∈ L(X 1;Y1) или M1 ∈ L(X 1;Y1), то S ∈ Cl(X 1); при этом S ∈ Aα(θ0, a0);
(x) если L−1

1 ∈ L(Y1;X 1) или M−1
1 ∈ L(Y1;X 1), то T ∈ Cl(Y1); при этом T ∈ Aα(θ0, a0).

Теорема 4. Пусть банаховы пространства X и Y рефлексивны, (L,M) ∈ Hα(θ0, a0), L1 ∈
L(X 1;Y1) или M1 ∈ L(X 1;Y1), n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn � m− 1 < α � m ∈ N, X — открытое
множество в R × X n, N : X → imL, отображение L−1

1 N ∈ C
(
X;DS

)
локально липшицево

по x, f : [t0, T ] → Y0+̇ imL при некотором T > t0, f ∈ C([t0, T ];Y), L−1
1 Qf ∈ C([t0, T ];DS),

M−1
0 (I −Q)f ∈ Cm−1([t0, T ];X ), yk ∈ L[DS ] при k = 0, 1, . . . ,m− 1,

(
t0, L

−1
1 ỹ1 −Dα1

t M−1
0 (I −Q)f(t0), . . . , L

−1
1 ỹn −Dαn

t M−1
0 (I −Q)f(t0)

) ∈ X.

Тогда существует единственное решение задачи (10), (11) на отрезке [t0, t1] при некотором
t1 ∈ (t0, T ].

Доказательство. Положим x0(t) := (I − P )x(t), x1(t) := Px(t). По теореме 3 в силу условия
imN ⊂ imL ⊂ Y1 уравнение (11) может быть редуцировано к системе

x0(t) = −M−1
0 (I −Q)f(t), (12)

Dα
t x

1(t) = Sx1(t) + L−1
1 N

(
t,Dα1x(t),Dα2

t x(t), . . . ,Dαn
t x(t)

)
+ L−1

1 Qf(t). (13)

Если L1 ∈ L(X 1;Y1) или M1 ∈ L(X 1;Y1), то по теореме 3(ix) S ∈ Aα(θ0, a0). Теорема 2 влечет
существование единственного решения задачи Коши Dk

t x
1(0) = L−1

1 yk ∈ DS , k = 0, 1, . . . ,m − 1,
для уравнения (13) на некотором отрезке [t0, t1]. Действительно, отображение

(t, x1, x2, . . . , xn) → L−1
1 N

(
t, x1 −Dα1

t M−1
0 (I −Q)f(t), . . . , xn −Dαn

t M−1
0 (I −Q)f(t)

)
+ L−1

1 Qf(t)

непрерывно в норме графика оператора S и локально липшицево по x1, x2, . . . , xn. �

Теорема 5. Пусть банаховы пространства X и Y рефлексивны, (L,M) ∈ Hα(θ0, a0), L−1
1 ∈

L(Y1;X 1), n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn � m−1 < α � m ∈ N, X — открытое множество в R×X n,
N : X → Y1, N ∈ C

(
X;DT

)
локально липшицево по x, f ∈ C([t0, T ];Y) при некотором T > t0,

Qf ∈ C([t0, T ];DT ), M−1
0 (I −Q)f ∈ Cm−1([t0, T ];X ), yk ∈ DT , k = 0, 1, . . . ,m− 1,

(
t0, L−1

1 ỹ1 −Dα1
t M−1

0 (I −Q)f(t0), L−1
1 ỹ2 −Dα2

t M−1
0 (I −Q)f(t0), . . . ,

L−1
1 ỹn −Dαn

t M−1
0 (I −Q)f(t0)

) ∈ X.

Тогда существует единственное решение задачи (10), (11) на отрезке [t0, t1] при некотором
t1 ∈ (t0, T ].

Доказательство. Вместо уравнения (13) получим теперь эквивалентное ему уравнение

Dα
t y

1(t) = Ty1(t)+

+N
(
t, Dα1

t

(
L−1
1 y1(t)−M−1

0 (I −Q)f(t)
)
, . . . , Dαn

t

(
L−1
1 y1(t)−M−1

0 (I −Q)f(t)
))

+Qf(t),
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где y1(t) = L1x
1(t). По теореме 3(x) T ∈ Aα(θ0, a0), поэтому согласно теореме 2 существует

единственное решение задачи КошиDk
t y

1(0) = yk ∈ DT , k = 0, 1, . . . ,m−1, для этого уравнения на
отрезке [t0, t1]. Действительно, в силу условия L−1

1 ∈ L(Y1;X 1), непрерывности в норме графика
оператора T и локальной липшицевости отображения

(t, z1, z2, . . . , zn) → N
(
t, L−1

1 z1 −Dα1
t M−1

0 (I −Q)f(t), . . . , L−1
1 zn −Dαn

t M−1
0 (I −Q)f(t)

)
+Qf(t)

нелинейный оператор в рассматриваемом уравнении удовлетворяет условиям теоремы 2. �

Замечание 3. Задача Коши x(k)(0) = xk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, для уравнения (11) может быть
исследована аналогичным образом. Но при этом уравнение (12) влечет необходимые для разре-
шимости условия согласования

(I − P )xk = −Dk
t

∣
∣
t=t0

M−1
0 (I −Q)f(t), k = 0, 1, . . . ,m− 1,

начальных данных и функции f .

Рассмотрим прежнюю задачу для вырожденного уравнения, не используя условие imN ⊂ X 1.
При этом будет предполагаться, что оператор N не зависит от элементов подпространства X 0.
В этом случае без потери общности можно считать f ≡ 0:

Dα
t Lx(t) = Mx(t) +N

(
t, Dα1

t x(t), Dα2
t x(t), . . . , Dαn

t x(t)
)
. (14)

Обозначим V := X ∩ (R× (X 1)n).

Теорема 6. Пусть банаховы пространства X и Y рефлексивны, (L,M) ∈ Hα(θ0, a0), L1 ∈
L(X 1;Y1) или M1 ∈ L(X 1;Y1), n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn � m − 1 < α � m ∈ N, мно-
жество V открыто в R × (X 1)n, N : X → Y, для всех (t, x1, x2, . . . , xn) ∈ X, таких, что
(t, Px1, Px2, . . . , Pxn) ∈ V , выполняется N(t, x1, x2, . . . , xn) = N1(t, Px1, Px2, . . . , Pxn) при неко-
тором N1 ∈ C

(
V ;X )

, imQN1 ⊂ imL, L−1
1 QN1 ∈ C

(
V ;DS

)
локально липшицево по x, yk ∈ L[DS ]

при k = 0, 1, . . . ,m− 1, (t0, L−1
1 ỹ1, L

−1
1 ỹ2, . . . , L

−1
1 ỹn) ∈ V . Тогда существует единственное реше-

ние задачи (10), (14) на отрезке [t0, t1] при некотором t1 > t0.

Доказательство. Как при доказательстве теоремы 4, получаем систему двух уравнений

x0(t) = −M−1
0 (I −Q)N1

(
t, Dα1

t x1(t), Dα2
t x1(t), . . . , Dαn

t x1(t)
)
,

Dα
t x

1(t) = Sx1(t) + L−1
1 QN1

(
t, Dα1

t x1(t), Dα2
t x1(t), . . . , Dαn

t x1(t)
)
,

(15)

используем теоремы 3(ix) и 2. �
Определим отображение QN1 ◦ L−1

1 : R × (Y1)n → Y, которое на элементы (t, z1, z2, . . . , zn) ∈
R× (Y1)n действует по правилу

QN1 ◦ L−1
1 (t, z1, z2, . . . , zn) := QN1

(
t, L−1

1 z1, L−1
1 z2, . . . , L−1

1 zn
)
.

Теорема 7. Пусть банаховы пространства X и Y рефлексивны, (L,M) ∈ Hα(θ0, a0), L−1
1 ∈

L(Y1;X 1), V — открытое множество в R×(X 1)n, N : X → Y, для всех (t, x1, x2, . . . , xn) ∈ X, та-
ких, что (t, Px1, Px2, . . . , Pxn) ∈ V , выполняется N(t, x1, x2, . . . , xn) = N1(t, Px1, Px2, . . . , Pxn),
где N1 ∈ C

(
V ;X )

, QN1 ∈ C
(
V ;DT

)
локально липшицево по x, yk ∈ DT , k = 0, 1, . . . ,m − 1,

(t0, L
−1
1 ỹ1, L

−1
1 ỹ2, . . . , L

−1
1 ỹn) ∈ V . Тогда существует единственное решение задачи (10), (14) на

отрезке [t0, t1] при некотором t1 > t0.

Доказательство. Вместо уравнения (15) в данном случае получаем задачу КошиDk
t y

1(0) = yk ∈ DT ,
k = 0, 1, . . . ,m− 1, для уравнения

Dα
t y

1(t) = Ty1(t) +QN1

(
t, Dα1

t L−1
1 y1(t), Dα2

t L−1
1 y1(t), . . . , Dαn

t L−1
1 y1(t)),

где y1(t) = L1x
1(t), как при доказательстве теоремы 5. �
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5. Пример. При α ∈ (1, 2) рассмотрим начально-краевую задачу
(
β − ∂2

∂s2

)
v(s, t0) = v0(s), D1

t

(
β − ∂2

∂s2

)
v(s, t0) = v1(s), s ∈ (0, π), (16)

v(0, t) = v(π, t) =
∂2v

∂s2
(0, t) =

∂2v

∂s2
(π, t) = 0, t > t0, (17)

Dα
t

(
β − ∂2

∂s2

)
v(s, t) =

2∑

l=0

al
∂2lv

∂s2l
(s, t) +

(
β − ∂2

∂s2

)
F
(
s,D

−1/3
t v(s, t),D

1/2
t v(s, t)

)
(18)

для s ∈ (0, π), t > t0. Здесь β, al ∈ R, l = 0, 1, 2, F : (0, π) × R
2 → R.

Теорема 8. Пусть α ∈ (1, 2), F ∈ C∞((0, π) × R
2;R), β = −k21 при некотором k1 ∈ N, a2 > 0,

a0 + a1β + a2β
2 �= 0, vk =

(
β − ∂2

∂s2

)
wk,

wk ∈ {
x ∈ H4(0, π) : x(2l)(0) = x(2l)(π) = 0, l = 0, 1

}
, k = 0, 1. Тогда задача (16)–(18) имеет

единственное решение на отрезке [t0, t1] при некотором t1 > t0.

Доказательство. Положим

X :=
{
x ∈ H2(0, π) : x(0) = x(π) = 0

}
, Y = L2(0, π),

DM :=
{
x ∈ H4(0, π) : x(2l)(0) = x(2l)(π) = 0, l = 0, 1

}
,

L := β − ∂2

∂s2
: X → Y, M :=

2∑

l=0

al
∂2l

∂s2l
: DM → Y,

N(x1(s), x2(s)) =

(
β − ∂2

∂s2

)
F (s, x1(s), x2(s)).

Согласно [13, теорема 7] имеем kerL = X 0 = Y0 = Span{sin k1s}, X 1 есть замыкание Span{sin ks :
k ∈ N \ {k1}} в X , а Y1 — замыкание того же подпространства в норме Y, оператор L1 : X 1 → Y1

является гомеоморфизмом и при α ∈ (1, 2) (L,M) ∈ Hα(θ0, a0) для некоторых θ0 ∈ (π/2, π),
a0 � 0. Из вида оператора N следует, что imN ⊂ Y1.
В силу [20, приложение Б, предложение 1] отображение (x1(·), x2(·)) → F (·, x1(·), x2(·)) при-

надлежит классу C∞((H2(0, π))2;H2(0, π)); следовательно, оператор N : X = X 2 → X локально
липшицев, при этом непрерывен оператор ML−1

1 N : X = X 2 → Y, а значит, N ∈ C(X;DT ), где
T = ML−1

1 . По теореме 5 получим требуемое. �
С помощью теоремы 6 или 7 аналогичным образом может быть рассмотрена задача (16), (17)

для уравнения

Dα
t

(
β − ∂2

∂s2

)
v(s, t) =

2∑

l=0

al
∂2lv

∂s2l
(s, t) + F

(
s,

(
β − ∂2

∂s2

)
D

−1/3
t v(s, t),

(
β − ∂2

∂s2

)
D

1/2
t v(s, t)

)
.

6. Заключение. В работе исследованы вопросы однозначной локальной разрешимости зада-
чи Коши для квазилинейных уравнений в банаховых пространствах, разрешенных относительно
старшей дробной производной Герасимова—Капуто, с локально липшицевым нелинейным опе-
ратором, непрерывным в норме графика замкнутого оператора из линейной части уравнения.
Полученные результаты использованы при исследовании аналогичных уравнений с вырожден-
ным линейным оператором при старшей производной. Особенностью работы является тот факт,
что порядки младших производных, от которых зависит нелинейный оператор, произвольны и
не согласованы с порядком старшей производной.
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