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Аннотация. Во многих задачах динамики возникают системы, пространствами положений кото-
рых являются четырехмерные многообразия. Фазовыми пространствами таких систем естествен-
ным образом становятся касательные расслоения к соответствующим многообразиям. Рассмат-
риваемые динамические системы обладают переменной диссипацией, и полный список первых
интегралов состоит из трансцендентных функций, выражающихся через конечную комбинацию
элементарных функций. В работе показана интегрируемость более общих классов однородных ди-
намических систем с переменной диссипацией на касательных расслоениях к четырехмерным мно-
гообразиям. Первая часть работы: Интегрируемые однородные динамические системы с дисси-
пацией на касательном расслоении четырехмерного многообразия. I. Уравнения геодезических//
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Настоящая работа является продолжением исследования, начатого в [70]. Ссылки вида (1.m.n)
и «предложение 1.n» относятся к первой части работы.

2. Уравнения движения на касательном расслоении
к четырехмерному многообразию в потенциальном силовом поле

2.1. Приведенная система. Случай I. Рассмотрим случай задания кинематических соот-
ношений в виде (1.4.1) (случай I). Уравнения (1.3.4) примут вид (1.4.3), а уравнения геодезиче-
ских (1.2.1) после соответствующего выбора кинематических соотношений (1.4.1) почти всюду
эквивалентны составной системе (1.4.1), (1.4.3) на многообразии T∗M4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3}
(более общие утверждения см. в [2, 7, 16, 19]).

В общем случае кинематические соотношения (1.4.1) (с шестью «произвольными» функция-
ми f1(α), f2(α), f3(α), g1(β1), g2(β1), h(β2)) не могут, вообще говоря, обеспечить существование
необходимого количества первых интегралов, поскольку в уравнениях геодезических содержатся,
вообще говоря, до 40 коэффициентов аффинной связности Γi

jk.
Теперь несколько модифицируем систему (1.4.4), (1.4.5). При этом получим систему консерва-

тивную. А именно, наличие силового поля характеризует коэффициент F (α) во втором уравне-
нии системы (2.1.1) (в отличие от системы (1.4.4)). В данном случае вводится (внешнее) силовое
поле в проекциях на оси ż1, . . . , ż4 соответственно:

F̃ (z4, z3, z2, z1;α) =
(
0, 0, 0, F (α)

)T
.

Рассматриваемая система на касательном расслоении T∗M4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3} примет вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z4,

ż4 = F (α) + f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)z

2
3 + f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
2 + f2

3 (α)g
2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)z

2
1 ,

ż3 =

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
z3z4 − f2

2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
2−

−f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)z

2
1 ,

ż2 =

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
z2z4 − f1(α)

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
z2z3−

−f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β)z

2
1 ,

ż1 =

[
2Γ3

α3(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα

]
z1z4 − f1(α)

[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
z1z3−

−f2(α)g1(β1)

[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
z1z2,

β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1),

β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2).

(2.1.1)

Система (2.1.1) почти всюду эквивалентна следующей системе:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈+ F (α) + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 = 0,

β̈3 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 = 0.

(2.1.2)
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2.2. Первые интегралы для уравнений в потенциальном поле. Случай I.

Предложение 2.1. Если всюду на своей области определения справедлива система диффе-
ренциальных равенств (1.4.7), то система (2.1.1) имеет гладкий первый интеграл следующего
вида:

Φ1(z4, z3, z2, z1) = z21 + . . .+ z24 + V (α) = C1 = const, V (α) = 2

α∫

α0

F (a)da. (2.2.1)

Доказательство. Дифференцирование функции (2.2.1) в силу системы (2.1.1) дает

2F (α)z4 + 2

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα
+ f2

1 (α)Γ
α
11(α, β)

]
z23z4+

+ 2

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα
+ f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

α
22(α, β)

]
z22z4+

+ 2

[
2Γ3

α3(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα
+ f2

3 (α)g
2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)

]
z21z4−

− 2

[
f2
1 (α)

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
+ f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

1
22(α, β)

]
z22z3
f1(α)

−

− 2

[
f2
1 (α)

[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
+ f2

3 (α)g
2
2(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)

]
z21z3
f1(α)

−

− 2

[
f2
2 (α)g

2
1(β1)

[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
+ f2

3 (α)g
2
2(β1)h

2(β2)Γ
2
33(α, β)

]
z21z2

f2(α)g1(β1)
−

− 2F (α)z4 ≡ 0,

поскольку выполнена система дифференциальных равенств (1.4.7). �

Предложение 2.2. Если выполнены условия предложения 1.3, то система (2.1.1) имеет
гладкий первый интеграл вида (1.4.14).

Доказательство. Дифференцирование функции (1.4.14) в силу системы (2.1.1) при условиях
предложения 1.3 дает

{[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

}
z4

√
z21 + z22 + z23 .

Но функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению
dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α). �

Предложение 2.3. Если выполнены условия предложения 1.4, то система (2.1.1) имеет
гладкий первый интеграл вида (1.4.17).

Доказательство. Дифференцирование функции (1.4.17) в силу системы (2.1.1) при условиях
предложения 1.4 дает

{[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}
z4

√
z21 + z22Ψ1(β1)−

−
{[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
Ψ1(β1)− dΨ1(β1)

dβ1

}
z3f(α)

√
z21 + z22Φ0(α).

Но функции Φ0(α) и Ψ1(β1) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифференциальным
уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1). �
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Предложение 2.4. Если выполнены условия предложения 1.5, то система (2.1.1) имеет
гладкий первый интеграл вида (1.4.19).

Доказательство. Дифференцирование функции (1.4.19) в силу системы (2.1.1) при рассматри-
ваемых условиях дает

z1z4Ψ1(β1)Ψ2(β2)

[[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

]
+

+ z1z3f(α)Φ0(α)Ψ2(β2)

[
−
[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1) +

dΨ1(β1)

dβ1

]
+

+ z1z2f(α)g(β1)Φ0(α)Ψ1(β1)

[
−
[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
Ψ2(β2) +

dΨ2(β2)

dβ2

]
.

Но функции Φ0(α), Ψ1(β1) и Ψ2(β2) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифферен-
циальным уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1),

dΨ2(β2)

dβ2
=

[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
Ψ2(β2). �

Замечание 2.1. Если выполнена группа дифференциальных равенств (1.4.7), а также усло-
вия (1.4.13), (1.4.16), (1.4.18), то выполнены равенства

Γα
11(α, β) = Γα

11(α), Γα
22(α, β) = Γα

22(α, β1),

Γ1
22(α, β) = Γ1

22(α, β1), Γα
33(α, β) = Γα

33(α, β1, β2),

Γ1
33(α, β) = Γ1

33(α, β1, β2), Γ2
33(α, β) = Γ2

33(α, β1, β2),

а значит, в системе (2.1.1) появляется независимая подсистема седьмого порядка, состоящая из
первых семи уравнений (уравнение на β̇3 отделяется):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z4,

ż4 = F (α) + f2
1 (α)Γ

α
11(α)z

2
3 + f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
2+

+f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2)z

2
1 ,

ż3 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f1(α)|
dα

]
z3z4 − f2

2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β1)z

2
2−

−f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β1, β2)z

2
1 ,

ż2 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f2(α)|
dα

]
z2z4 − f1(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]
z2z3−

−f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β1, β2)z

2
1 ,

ż1 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f3(α)|
dα

]
z1z4 − f1(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]
z1z3−

−f2(α)g1(β1)

[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
z1z2,

β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1),

(2.2.2)

β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2). (2.2.3)
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Предложение 2.5. Если выполнены условия предложений 2.2—2.4, то система (2.2.2),
(2.2.3) имеет первый интеграл вида (1.4.22), где, после взятия интеграла (1.4.22), вместо по-
стоянных C3, C4 можно формально подставить левые части равенств (1.4.17), (1.4.19) соот-
ветственно.

Схема доказательства. Если выполнены условия предложений 2.2—2.4, то система (2.2.2), (2.2.3)
обладает тремя первыми интегралами (1.4.14), (1.4.17) и (1.4.19). Нам понадобятся лишь два
последних из них. На уровнях C3 и C4 первых интегралов (1.4.17) и (1.4.19) соответственно
справедливо равенство

z1
z2

= ∓ C4√
C2
3Ψ

2
2(β2)− C2

4

. (2.2.4)

Угол β3 будем искать из уравнения
dβ3
dβ2

=
z1
z2

h(β2),

полученного из системы (2.2.2), (2.2.3). Используя в этом уравнении равенство (2.2.4), получаем
требуемое утверждение. �

Прямым следствием из предложений 2.1—2.5 является следующая теорема.

Теорема 2.1. Если выполнены условия предложений 2.1—2.4, то система (2.2.2), (2.2.3) об-
ладает полным набором (пятью) независимых первых интегралов вида (2.2.1), (1.4.14), (1.4.17),
(1.4.19), (1.4.22).

Тот факт, что полный набор состоит из пяти, а не семи первых интегралов, будет доказан
ниже.

2.3. Приведенная система. Случай II. Рассмотрим кинематические соотношения в ви-
де (1.5.1) (случай II). Уравнения (1.3.4) примут вид (1.5.3), а уравнения геодезических (1.2.1)
после соответствующего выбора кинематических соотношений (1.5.1) почти всюду эквивалентны
составной системе (1.5.1), (1.5.3) на касательном расслоении T∗M4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3}.

В общем случае кинематические соотношения (1.5.1) (с семью «произвольными» функциями
f1(α), f2(α), f3(α), f4(α), g1(β1), g2(β1), h(β2)) не могут, вообще говоря, обеспечить существование
необходимого количества первых интегралов, поскольку в уравнениях геодезических содержатся,
вообще говоря, до 40 коэффициентов аффинной связности Γi

jk.
Модифицируя систему (1.5.4), (1.5.5), получим систему консервативную. Именно, введем глад-

кое (внешнее) силовое поле, имеющее следующие проекции на оси ż1, . . . , ż4:

F̃ (z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) =

⎛

⎜
⎜
⎝

F1(β3)f3(α)g2(β1)h(β2)
F2(β2)f2(α)g1(β1)

F3(β1)f1(α)
F4(α)f4(α)

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Рассматриваемая система на касательном расслоении T∗M4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3} примет сле-
дующий вид:

α̇ = z4f4(α), (2.3.1a)

ż4 = F4(α)f4(α) − f4(α)

[
Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]
z24 −

f2
1 (α)

f4(α)
Γα
11(α, β)z

2
3−

− f2
2 (α)

f4(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
2 − f2

3 (α)

f4(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)z

2
1 , (2.3.1b)

ż3 = F3(β1)f1(α)− f4(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
z3z4−

− f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
2 − f2

3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)z

2
1 , (2.3.1c)
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ż2 = F2(β2)f2(α)g1(β1)− f4(α)

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
z2z4−

− f1(α)

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
z2z3 − f2

3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β)z

2
1 , (2.3.1d)

ż1 = F1(β3)f3(α)g2(β1)h(β2)− f4(α)

[
2Γ3

α3(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα

]
z1z4−

− f1(α)

[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
z1z3 − f2(α)g1(α)

[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
z1z2, (2.3.1e)

β̇1 = z3f1(α), (2.3.1f)

β̇2 = z2f2(α)g1(β1), (2.3.1g)

β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2). (2.3.1h)

Система (2.3.1) почти всюду эквивалентна следующей системе:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈− F4(α)f
2
4 (α) + Γα

αα(α, β)α̇
2 + Γα

11(α, β)β̇
2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈1 − F3(β1)f
2
1 (α) + 2Γ1

α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 − F2(β2)f
2
2 (α)g

2
1(β1) + 2Γ2

α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2
12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈3 − F1(β3)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2) + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 = 0.

(2.3.2)

2.4. Первые интегралы для уравнений в потенциальном поле. Случай II.

Предложение 2.6. Если всюду на своей области определения справедлива система диффе-
ренциальных равенств (1.5.6), то система (2.3.1) имеет гладкий первый интеграл следующего
вида:

Φ1(z4, . . . , z1;α, β1, β2, β3) = z21 + . . . + z24 + V (α, β1, β2, β3) = C1 = const, (2.4.1)

V (α, β1, β2, β3) = V4(α) +
3∑

k=1

V4−k(βk) = −2

α∫

α0

F4(a)da− 2
3∑

k=1

βk∫

βk,0

F4−k(b)db.

Доказательство. Дифференцирование функции (2.4.1) в силу системы (2.3.1) дает

2z4F4(α)f4(α) + 2z3F3(β1)f1(α) + 2z2F2(β2)f2(α)g1(β1) + 2z1F1(β3)f3(α)g2(β1)h(β2)+

− 2f4(α)

[
Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]
z34−

− 2

[
f2
4 (α)

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
+ f2

1 (α)Γ
α
11(α, β)

]
z23z4
f4(α)

−

− 2

[
f2
4 (α)

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
+ f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

α
22(α, β)

]
z22z4
f4(α)

−

− 2

[
f2
4 (α)

[
2Γ3

α3(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα

]
+ f2

3 (α)g
2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)

]
z21z4
f4(α)

−

− 2

[
f2
1 (α)

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
+ f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

1
22(α, β)

]
z22z3
f1(α)

−

− 2

[
f2
1 (α)

[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
+ f2

3 (α)g
2
2(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)

]
z21z3
f1(α)

−

− 2

[
f2
2 (α)g

2
1(β1)

[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
+ f2

3 (α)g
2
2(β1)h

2(β2)Γ
2
33(α, β)

]
z21z2

f2(α)g1(β1)
−

− 2z4F4(α)f4(α)− 2z3F3(β1)f1(α)− 2z2F2(β2)f2(α)g1(β1)− 2z1F1(β3)f3(α)g2(β1)h(β2) ≡ 0,
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поскольку выполнена система дифференциальных равенств (1.5.6). �

Предложение 2.7. Пусть F4−k(βk) ≡ 0, k = 1, 2, 3. Если выполнены условия предложе-
ния 1.8, то система (2.3.1) имеет гладкий первый интеграл вида (1.5.13).

Доказательство. Дифференцирование функции (1.5.13) в силу системы (2.3.1) при рассматри-
ваемых условиях дает

−f4(α)

{[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}
z4

√
z21 + z22 + z23 .

Но функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α). �

Предложение 2.8. Пусть F4−k(βk) ≡ 0, k = 2, 3. Если выполнены условия предложения 1.9,
то система (2.3.1) имеет гладкий первый интеграл вида (1.5.16).

Доказательство. Дифференцирование функции (1.5.16) в силу системы (2.3.1) при рассматри-
ваемых условиях дает

− f4(α)

{[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

}
z4

√
z21 + z22Ψ1(β1)−

−
{[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
Ψ1(β1)− dΨ1(β1)

dβ1

}
z3f(α)

√
z21 + z22Φ0(α).

Но функции Φ0(α) и Ψ1(β1) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифференциальным
уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1). �

Предложение 2.9. Пусть F1(β3) ≡ 0. Если выполнены условия предложения 1.10, то си-
стема (2.3.1) имеет гладкий первый интеграл вида (1.5.18).

Доказательство. Дифференцирование функции (1.5.18) в силу системы (2.3.1) при рассматри-
ваемых условиях дает

− f4(α)z1z4Ψ1(β1)Ψ2(β2)

[[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

]
+

+ z1z3f(α)Φ0(α)Ψ2(β2)

[
−
[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1) +

dΨ1(β1)

dβ1

]
+

+ z1z2f(α)g(β1)Φ0(α)Ψ1(β1)

[
−
[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
Ψ2(β2) +

dΨ2(β2)

dβ2

]
.

Но функции Φ0(α), Ψ1(β1) и Ψ2(β2) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифферен-
циальным уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1),

dΨ2(β2)

dβ2
=

[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
Ψ2(β2). �
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Замечание 2.2. Пусть F1(β3) ≡ F 0
1 = const. Если выполнена группа дифференциальных ра-

венств (1.5.6), а также условия (1.5.12), (1.5.15), (1.5.17), то выполнены равенства

Γα
11(α, β) = Γα

11(α), Γα
22(α, β) = Γα

22(α, β1),

Γ1
22(α, β) = Γ1

22(α, β1), Γα
33(α, β) = Γα

33(α, β1, β2),

Γ1
33(α, β) = Γ1

33(α, β1, β2), Γ2
33(α, β) = Γ2

33(α, β1, β2),

а значит, в системе (2.3.1) появляется независимая подсистема седьмого порядка, состоящая из
первых семи уравнений (уравнение на β̇3 отделяется):
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z4f4(α),

ż4 = F4(α)f4(α)− f2
1 (α)

f4(α)
Γα
11(α)z

2
3 −

f2
2 (α)

f4(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
2−

−f2
3 (α)

f4(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2)z

2
1 ,

ż3 = F3(β1)f1(α)− f4(α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f1(α)|
dα

]
z3z4 − f2

2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β1)z

2
2−

−f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β1, β2)z

2
1 ,

ż2 = F2(β2)f2(α)g1(β1)− f4(α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f2(α)|
dα

]
z2z4−

−f1(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]
z2z3 − f2

3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β1, β2)z

2
1 ,

ż1 = F 0
1 f3(α)g2(β1)h(β2)− f4(α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f3(α)|
dα

]
z1z4−

−f1(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]
z1z3 − f2(α)g1(β1)

[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
z1z2,

β̇1 = z3f1(α),

β̇2 = z2f2(α)g1(β1),

(2.4.2)

β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2). (2.4.3)

Предложение 2.10. Пусть F4−k(βk) ≡ 0, k = 1, 2, 3. Если выполнены условия предложе-
ний 2.7–2.9, то система (2.4.2), (2.4.3) имеет первый интеграл вида (1.5.21), где, после взятия
интеграла (1.5.21), вместо постоянных C3, C4 можно формально подставить левые части ра-
венств (1.5.16), (1.5.18) соответственно.

Схема доказательства. Если выполнены условия предложений 2.7—2.9, то система (2.4.2), (2.4.3)
обладает тремя первыми интегралами (1.5.13), (1.5.16) и (1.5.18). Нам понадобятся лишь два
последних из них. На уровнях C3 и C4 первых интегралов (1.5.16) и (1.5.18) соответственно
справедливо равенство

z1
z2

= ∓ C4√
C2
3Ψ

2
2(β2)− C2

4

. (2.4.4)

Угол β3 будем искать из следующего уравнения, полученного из системы (2.4.2), (2.4.3):

dβ3
dβ2

=
z1
z2

h(β2).

Используя в этом уравнении равенство (2.4.4), и получаем требуемое утверждение. �
Прямым следствием из предложений 2.6–2.10 является следующая теорема.
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Теорема 2.2. Если выполнены условия предложений 2.6—2.9, то система (2.4.2), (2.4.3) об-
ладает полным набором, состоящим из пяти независимых первых интегралов вида (2.4.1),
(1.5.13), (1.5.16), (1.5.18), (1.5.21).

Тот факт, что полный набор состоит из пяти, а не из семи первых интегралов, будет доказан
ниже.
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