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Аннотация. В работе обсуждается обобщенное понятие неисправности, а также понятие окрест-
ности опорной неисправности. Вводится понятие обобщенного диагностического пространства,
рассматривается его математическая структура, формализующая непрерывность процессов в ди-
агностическом пространстве, показано, что в этом пространстве рассматриваемые опорные неис-
правности и соответствующие им дифференциальные уравнения невырождены. Рассматривается
обобщенная задача дифференциальной (топологической) диагностики.
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Abstract. In this paper, we discuss the generalized concepts of a malfunction and a neighborhood of
a reference malfunction. We introduce the concept of a generalized diagnostic space and examine its
mathematical structure, which formalizes the continuity of processes in the diagnostic space. We show
that in the diagnostic space, reference malfunctions and the corresponding differential equations are
nondegenerate. The generalized problem of differential (topological) diagnostics is considered.
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1. Разрыв векторного поля динамической системы как обобщенная неисправность.
Рассмотрим неавтономную динамическую систему, заданную достаточно гладким векторным по-
лем v(x, t) на гладком многообразии Mn{x} × R

1{t}, x = (x1, . . . , xn):

ẋ = v(x, t); (1)

при этом поле v имеет компоненты v1(x, t), . . . , vn(x, t) в координатах x, t.

Определение 1. Если в какой-либо момент времени t0 наблюдается разрыв правой части
динамической системы (1) в точке (x0, t0)фазового пространства, то будем говорить, что в момент
времени t0 в системе произошла (обобщенная) неисправность.

Конечно, описанная только что ситуация встречалась в классических работах [1, 10, 11]. Вы-
бранный нами стиль изложения удобен именно для описания задач дифференциальной (тополо-
гической) диагностики.
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Пример. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (см. [2, 5, 34])

ξ̇ = Φ(δ), δ = C(t)u+ φ(σ), σ = E(t)s, (2)

описывающей систему управления движения летательных аппаратов с обратной связью (см. [6]).
Неисправность, в частности, отказ датчика может быть обусловлен исчезновением сигнала, посту-
пившего на вход датчика, или отказом прибора, формирующего оператор при входном сигнале,
или и тем, и другим одновременно. Таких комбинаций много. Для простоты выделим из этого
множества и математически опишем только следующие:

(i) обращение в нуль одной из составляющих ξi, i = 1, 2, 3, трехмерного вектора ξ, что озна-
чает отказ одного из трех каналов управления (2);

(ii) обращение в нуль одного из коэффициентов матриц

C(t) = (cij(t)), E(t) = (eik(t)), i = 1, 2, 3, j = 1, . . . , p, k = 1, . . . , q, (3)

которые формируются из вполне определенных физических параметров и удовлетворя-
ют достаточным условиям устойчивости ключевого решения рассматриваемой системы.
При этом, как обычно, система (в том числе датчик), реагирующая только на уже по-
ступивший на вход сигнал, устойчива, если любому ограниченному входному сигналу
соответствует ограниченный сигнал на выходе;

(iii) обращение в нуль одной из составляющих векторов u и s в (2).

В этом примере описано разнообразие возможностей при математическом моделировании изу-
чаемого процесса.

2. Окрестности опорных неисправностей и математическая структура диагностиче-
ского пространства. Предполагаем, что для рассматриваемой управляемой динамической си-
стемы выполнены условия теоремы существования и единственности решений, теоремы о непре-
рывной зависимости решений от начальных условий и параметра на конечном промежутке вре-
мени, а также теоремы о продолжаемости решений до границы на любом компактном множестве
фазового пространства.
Конечному набору (формально попарно различных) датчиков системы управления движением

объекта можно поставить в соответствие конечный набор H опорных неисправностей

H = ‖Hj‖lj=1 (4)

из класса возможных (см. [3, 7, 9]).
В силу принятых естественных предположений все процессы в рассматриваемой управляемой

динамической системе предполагаются протекающими непрерывно. Если в некоторый заранее
неизвестный момент времени t0 в рассматриваемой системе возникнет некоторая неисправность
из определенного списка (4) или неисправность, не предусмотренная списком (4), но «близкая»
в соответствующей метрике к какой-либо из списочной неисправности, то траектория рассмат-
риваемой системы в последующее время при t � t0 будет непрерывно продолжаемой.
Очевидно, что в силу непрерывности процессов (строго говоря, в силу выполнения перечислен-

ных теорем), если неучтенная списком (4) непредвиденная неисправность произойдет в «близкой»
к Hj области, то траектории рассматриваемой системы с этими неисправностями будут мало от-
личимы.
Итак, мы имеем так называемое множество опорных неисправностей, при этом каждая имею-

щаяся опорная неисправность изолирована, в силу конечного их числа l. Введем понятие окрест-
ности опорной неисправности.

Определение 2. Окрестностью Oj (областью влияния) опорной неисправности Hj (с фик-
сированным номером j) из (4) назовем множество таких точек фазового пространства, что если
в точке окрестности Oj , включая точкуHj, произойдет не предусмотренная списком (4) неисправ-
ность, развивающаяся по заранее неизвестному закону, то фазовые траектории рассматриваемой
системы с этой неисправностью и с неисправностью Hj из (4) будут «мало» отличаться, и она
будет распознаваться как одна из опорных неисправностей (4).
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Близость точек фазового пространства в каждом конкретном случае может определяться по-
разному, в том числе и в топологии евклидова фазового пространства рассматриваемой управ-
ляемой динамической системы.
Неисправность, не предусмотренная списком (4), но «близкая» к списочной неисправности Hj

из окрестности Oj , т.е. такая, при возникновении которой траектории системы будут «мало» от-
личаться от траекторий системы со списочной неисправностью Hj, будет распознаваться алгорит-
мом, решающим задачу обнаружения неисправности, как списочная неисправность Hj. Если же
не предусмотренная списком (4) неисправность произойдет в области пересечения окрестностей
Oj , она может быть обнаружена как одна из списочных неисправностей, окрестности которых
образуют область пересечения.
Последнее не должно считаться проблемой в том смысле, что интерес, главным образом, пред-

ставляет обнаружение именно неисправного датчика, а не конкретной неисправности в этом дат-
чике.
Теперь можно дать более конкретные определения окрестностей неисправностей из классифи-

кационного списка и рассмотреть простейшие математические модели этих окрестностей.

Пример. Окрестностью неисправности Hj0 в управляемой динамической системе назовем та-
кое множество точек фазового пространства (распределенное во времени, т.е. умноженное в тео-
ретико-множественном смысле на ось времени, если рассматриваемая система автономна), что
любая возникшая и развивающаяся в этом множестве по неизвестному нам закону неисправность,
возможно ведущая к неисправности Hj0 , может быть диагностирована как неисправность Hj0 .
Так, в частности, окрестности отказов датчиков (см. [4, 8, 15, 16]) математически можно моде-

лировать как полосы во времени, ограниченные «сверху» и «снизу» максимально и минимально
возможными значениями координат ξi, uj, sk, а для коэффициентов cij и eik —максимально воз-
можными их значениями и осью времени t:

ξi ∈ [ξi, ξi], ξi � ξi, i = 1, 2, 3,

cij ∈ [cij , cij ], uj ∈ [uj , uj ], j = 1, . . . , p,

eik ∈ [eik, eik], sk ∈ [sk, sk], k = 1, . . . , q.

(5)

Определенные таким образом окрестности (5) отказов (4) могут пересекаться только по прямым
на оси времени t.

Замечание 1. Если рассматриваемая управляемая динамическая система неавтономна, то ее
фазовым пространством является теоретико-множественное прямое произведение фазового мно-
жества «пространственных» координат на ось времени. Оно же является и интегральным про-
странством (т.е. пространством изображения решений). В этом пространстве окрестности неис-
правностей и необходимо рассматривать.
Если же рассматриваемая управляемая динамическая система автономна, то ее фазовым про-

странством является фазовое множество собственно самих координат. Поэтому в этом случае
окрестности неисправностей необходимо рассматривать в расширенном фазовом пространстве —
прямом теоретико-множественном произведении множества самих координат на ось времени.

Необходимо также заметить, что приближенные границы рассмотренных окрестностей воз-
можных опорных неисправностей априори могут быть найдены, если это необходимо, различны-
ми численными методами. Действительно, сложность управляемых систем такова, что аналити-
чески далеко не всегда можно получить удовлетворительный результат.
В дальнейшем окрестности Oj опорных неисправностей Hj из априорного списка (4) считаются

открытыми множествами.

Замечание 2. Математически строго говоря, окрестности опорных неисправностей являются
открытыми множествами, если одним из теоретико-множественным сомножителем является вся
прямая R

1{t}, а не какая-то ее часть как замкнутое множество (например, числовой луч).
Определение 3. Опорные неисправности (4) из класса возможных, окрестности которых не

пересекаются или пересекаются только вдоль прямых по оси времени, назовем невырожденными.
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Таким образом, конечному набору попарно различных датчиков системы управления (3) дви-
жением объекта, описываемым рассматриваемыми дифференциальными уравнениями, можно
поставить в соответствие конечный набор (4) опорных невырожденных неисправностей из класса
возможных.
Если для конкретного датчика некоторые окрестности неисправностей, которыми он представ-

лен в наборе (4), пересекаются, то это, как уже отмечалось, не следует считать проблемой. Важно
уметь диагностировать датчик, в котором произошла неисправность.

Определение 4. Диагностическим пространством назовем совокупность датчиков (в матема-
тическом смысле), которой становится в соответствие набор возможных опорных неисправностей
Hj с их окрестностями Oj , подвергающихся диагностированию посредством опорных невырож-
денных неисправностей из класса возможных.

Рассмотрим математическую структуру всего диагностического пространства следующим об-
разом:

(M ;O1, O2, . . . , Ol;A1, A2, A3), (6)
гдеM —множество неисправностей H1, . . . ,Hl из (4) вместе с их окрестностями O1, . . . , Ol. Сфор-
мулируем следующие аксиомы:
A1: ∀Hj ∈ M ∃Oj (Hj ∈ Oj);
A2: ∀Oj ∃Hj (Hj ∈ Oj);
A3: Hj ∈ Oj ∩Ok ⇒ ∃Oµ (Hj ∈ Oµ ⊂ Oj ∩Ok ∨Oµ ⊂ Oj ∪Ok).
Аксиома A1 утверждает, что окрестности Oj , являющиеся подмножествами множества M ,

покрывают всеM . Аксиома A2 утверждает, что эти окрестности не пусты. Аксиома A3 позволяет
обеспечить непрерывный процесс приближения к элементу Hj:

Hj = lim
µ→∞Oµ ⇐⇒ ∀Oµ ∃M (μ > M ⇒ Hj ∈ Oµ),

а именно, каждая окрестность Oµ содержит Hj и «близкие» к Hj непредвиденные и не содержа-
щиеся в наборе (4) неисправности, которые, если они возникнут в окрестностях Oj , надо уметь
диагностировать посредством априорного набора неисправностей (4).
Далее, неисправности в системе можно, в естественном смысле, отождествить с событиями.
Если же под элементом z понимать не только событие Hj, но и непредвиденное событие (не

включенное в список H возможных неисправностей (4)), которое может произойти в любой точке
M и которое требуется диагностировать посредством Hj, то аксиомы математической структуры
диагностического пространства (6) могут быть записаны в следующем виде:
A1: ∀z ∈ M ∃Oi (z ∈ Oi), т.е. окрестности покрывают все M ;
A2: ∀Oi ∃z (z ∈ Oi), т.е. окрестности не пусты;
A3: z ∈ Oi ∩ Oj ⇒ ∃Ok (z ∈ Ok ⊂ Oi ∩ Oj ∨ Ok ⊂ Oi ∪ Oj), т.е. окрестности можно измельчать

и обеспечивать процесс приближения к элементу z.
Предел последовательности {Ok} можно определить как элемент

z = lim
k→+∞

Ok,

каждая окрестность Oj(x) которого содержит Hj и «близкие» к Hj непредвиденные и не содер-
жащиеся в наборе (4) неисправности, которые, если они возникнут в окрестностях Oj(Hj), надо
уметь диагностировать посредством априорного набора неисправностей (4):

z = lim
k→∞

Ok ⇐⇒ ∀Ok(z) ∃K (k > K ⇒ z ∈ Ok, Hj ⊂ Ok, j = 1, . . . , l).

Итак, рассмотренная только что математическая структура диагностического пространства (6)
позволяет обеспечить ситуацию, при которой решение рассматриваемой системы и этой системы
с неисправностями (4) в системе управления с одинаковыми начальными условиями x0 из неко-
торого ограниченного пространства будут отличаться (различимы) друг от друга, а решение рас-
сматриваемой системы с опорной неисправностью Hj из (4) и с не предусмотренной списком (4)
(непредвиденной) неисправностью из окрестности Oj этой опорной неисправности с одинаковыми
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начальными условиями x0 будут «близкими», т.е. «мало» отличаться друг от друга, и они могут
быть диагностированы как опорные неисправности. Это во всяком случае будет справедливо для
непересекающихся окрестностей Oj , j = 1, . . . , l, или окрестностей, пересекающихся только вдоль
прямых по оси времени.
Перейдем теперь к постановке преобразованной задачи дифференциальной (топологической)

диагностики.

3. Преобразованная задача дифференциальной (топологической) диагностики.
Как известно, дифференциальная диагностика алгоритмическим способом решает задачу об-
наружения неисправности, возникшей в управляемой динамической системе, компьютерными
средствами, исходя из знания математической модели движения системы, некоторой информа-
ции о возможных неисправностях (которые позволят построить класс опорных неисправностей)
в системе и имеющейся внешней (более точно, внешнетраекторной) информации. Если при этом
используются топологические свойства диагностического пространства, то рассматриваемую за-
дачу можно назвать задачей топологической диагностики.
Отметим также, что задачу дифференциальной (топологической) диагностики целесообразно

разрабатывать одновременно с проектированием конкретной системы. В частности, разработку
задачи диагностики системы управления движением объекта целесообразно совместить с синте-
зом системы управления. Последнее откладывает свой отпечаток на математические свойства
рассматриваемых динамических систем.
Будем рассматривать объекты, движение которых может быть описано обыкновенными диф-

ференциальными уравнениями следующего вида:

ẋ = f(x, u, t) = f0(x, t), (7)

где x— вектор (n× 1), характеризующий отклонение от режима, предписанного целью управле-
ния. Относительно управлений

u(t) = ‖us(t)‖ms=1

будем предполагать, что они принимают значения из ограниченной и замкнутой области U ⊂ R
n,

т.е.
u(t) ∈ U. (8)

Без ограничения общности можно считать, что цель управления будет формализоваться следу-
ющим тождеством:

x(t) ≡ 0. (9)
Действительно, если это не так, т.е. цель управления x(t) = ϕ(t) не равна тождественно нулю,
то сделаем замену фазовой переменной y(t) = x(t) − ϕ(t) и получим искомую цель управления
в виде (9).
Рассмотрим далее функцию Ляпунова V (x, t) > 0 (положительную почти всюду) и пару

{V (x, t);u(x, t)}, (10)

где u(x, t) ∈ U (см. [5,12,14]). Пара (10) позволяет определенным способом синтезировать [13,17,
19] допустимое управление, удовлетворяющее (8), доставляющее асимптотическую устойчивость
решению (9) нелинейной системы (7).
Пусть, кроме того, известен конечный набор (4) опорных невырожденных неисправностей

H = ‖Hj‖lj=1 (11)

в системе управления объектом, движение которого описывается уравнениями (7) и, значит, из-
вестен соответствующий набор функций управления

u = ‖uj(x, t)‖lj=1. (12)

Набор функций (12) не изменяет фазового пространства системы (7). Функции, его составля-
ющие, отличаются той или иной неисправностью и не обязательно удовлетворяют в области
параметров системы (7) условиям асимптотической устойчивости решения (9), определяемым
функцией V (x, t) в (10).
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Конечному набору управления (12) поставим в соответствие следующий набор систем диффе-
ренциальных уравнений:

ẋ = fj(x, t), j = 1, . . . , l, (13)
где fj(x, t)— соответствующие неисправностям (11) в управлениях (12) известные вектор-функ-
ции размеров (n× 1), отличные друг от друга и от «невозмущенной» функции f0(x, t) в (7).
Модели (7) и (13) принадлежат одному и тому же фазовому пространству и отличаются лишь

внутренней структурой. Если в заранее неизвестный момент времени функция f0(x, t) в (7) за-
меняется на одну из функций fj(x, t), j = 1, . . . , l, из (13), то траектория системы (7) непрерывно
продолжается одной из траекторий системы (13) (см. также [18, 20, 23, 26]). Это может напоми-
нать качественную теорию обыкновенных дифференциальных уравнений с нелипшицевой (где
нарушается теорема единственности, или даже разрывной) правой частью (см. также [10,24,30]).
Задача дифференциальной (топологической) диагностики в некотором обобщенном виде может

быть сформулирована следующим образом.
Пусть известны дифференциальные уравнения (7) и (13) и значение фазового вектора в на-

чальный момент времени x(t0). Требуется построить обобщенный функционал

Sj = Φ(x(t), x(t0), fj(x, t), τ − τ0), j = 0, . . . , l,

решающий задачу дифференциальной диагностики, т.е. задачу однозначного распознавания воз-
никшей в диагностическом пространстве (6) системы (7) неисправности по априорному набо-
ру (11) опорных невырожденных неисправностей. Данная задача решается минимизацией по j,
т.е. осуществлением процесса обработки выходной информации в силу уравнений (7) и (13) по
входной информации о состоянии системы в момент времени t0 и последующего слежения за тра-
екторией объекта (7) на интервале времени [τ0, τ ], где τ−τ0— время диагностики (ср. с [21,25,35]).
Множество функционалов и алгоритмов, решающих поставленную задачу, непусто (см. [33,34]).

При этом нам следует исходить из того, что, как и в классическом случае (см. [10, 27, 32]), зада-
чу дифференциальной (топологической) диагностики управляемых динамических систем можно
представить в виде двух самостоятельных последовательно решаемых задач: задачи контроля
и задачи диагностирования (см. также [2, 22, 28]).

Задача контроля устанавливает критерий наличия неисправности в системе, а задача диагно-
стирования устанавливает критерий поиска и обнаружения датчика, в котором произошла неис-
правность при условии, что известен априорный список возможных опорных неисправностей (ср.
с [29, 31]).
В нашем (обобщенном) случае применительно к объектам, движение которых описывается

обыкновенными дифференциальными уравнениями, предложен простой подход решения задач
дифференциальной диагностики управляющих систем этих объектов. Как видно, наше иссле-
дование опирается на знание законов классической механики, теории управления и основаны
на сравнении действительного и возможных состояний объекта (ср. с [1, 2, 31, 32]). Эти подхо-
ды являются естественным продолжением дифференциальной теории управления движущимися
объектами, работающими в идеальных условиях и в условиях воздействия шумов, и требуют
более глубокого понимания и математического описания динамики отдельных узлов системы
управления и ее возможных состояний (см. также [21]).
При этом важно заметить, что в действительности системы (7) и (13) являются системами

с неполной информацией, и неисправности в системе (7) могут возникать и развиваться по зако-
нам, которые не предусмотрены системами (13), а начальные условия систем (7) и (13) в общем
случае определены ограниченными множествами. Поэтому при решении задач контроля и ди-
агностирования на этапе проектирования на уровне математических моделей и программ целе-
сообразно использовать статистический метод теории вероятностей и получать, таким образом,
детерминированный аналог решения задачи диагностики, который и должен реализовываться на
борту реального объекта (см. также [6, 16, 33]).
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