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Аннотация. Рассмотрены вопросы однозначной разрешимости краевой задачи для нагру-
женного интегро-дифференциального уравнения смешанного типа с дробными операторами
Герасимова—Капуто, спектральными параметрами и малыми параметрами при смешанных про-
изводных. Решение задачи получено в виде рядов Фурье. Доказана однозначная разрешимость
задачи для регулярных значений спектральных параметров. Изучена непрерывная зависимость
решения краевой задачи от малых параметров и от заданных функций при регулярных значениях
спектральных параметров.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, уравнение смешанного типа, вырож-
денное ядро, однозначная разрешимость, дробный оператор Герасимова—Капуто.
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Abstract. In this paper, we examine the unique solvability of a boundary-value problem for a
loaded mixed-type integro-differential equation with fractional Gerasimov–Caputo operators, spectral
parameters, and small coefficients of mixed derivatives. The solution of the problem is obtained in
the form of a Fourier series. The unique solvability of the problem for regular values of the spectral
parameters is proved. The continuous dependence of the solution of the boundary-value problem on
small parameters and on given functions is studied for regular values of the spectral parameters.
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1. Постановка задачи. Математическое моделирование многих процессов, происходящих
в реальном мире, приводит к изучению смешанных и краевых задач для уравнений в частных
производных. Поэтому теория краевых задач в настоящее время является одним из важнейших
разделов теории дифференциальных уравнений. Сегодня бурно развивается теория нагруженных
дифференциальных уравнений с локальными и нелокальными краевыми условиями. Изучению
этого раздела теории дифференциальных уравнений посвящено большое количество работ (см.,
например, [1–6,8, 9, 11–16,25, 44]).
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Дробное исчисление играет важную роль в математическом моделировании во многих научных
и инженерных дисциплинах (см. [34]). Так, в [31] рассматриваются некоторые основные проблемы
сплошной среды и статистической механики; в [26] изучаются математические проблемы модели
эпидемии Эболы; в [27, 40] изучается фракционная модель динамики туберкулезной инфекции
и нового коронавируса (nCoV-2019), соответственно. Построение различных моделей задач тео-
ретической физики с помощью дробного исчисления описано в [38, vols. 4, 5], [30, 37]. В [36]
рассматривается конкретная физическая интерпретация дробных производных Хильфера и Ге-
расимова—Капуто, описывающая случайное движение частицы, движущейся по действительной
прямой с временами шага Пуассона с конечной скоростью. Подробный обзор применения дроб-
ного исчисления при решении прикладных задач приведен в [38, vol. 6–8], [32, 35].
Приложения для уравнений смешанного типа изучались в [7, 19, 39]. В частности, в [7]

И. М. Гельфанд рассматривал пример движения газа в канале, окруженном пористой средой,
причем движение газа в канале описывалось волновым уравнением, а вне канала — уравнением
диффузии. Я. С. Уфлянд в [19] рассмотрел задачу о распространении электрических колебаний
в составных линиях, когда потери на полубесконечной линии не учитывались, а остальная часть
линии трактовалась как кабель без утечки. Он свел эту задачу к уравнению смешанного парабо-
ло-гиперболического типа. В [39] исследована гиперболо-параболическая система, возникающая
при импульсном горении. Дробные дифференциальные уравнения смешанного типа изучаются
во многих работах, в частности в [10, 17, 18, 23, 24, 28, 29, 33, 45, 46].
Одним из важных разделов теории интегральных и дифференциальных уравнений является

теория интегро-дифференциальных уравнений. Наличие интегрального члена в дифференциаль-
ных уравнениях первого и второго порядков играет важную роль в теории динамических систем
с автоматическим управлением (см. [20,21]). Интегро-дифференциальные уравнения смешанного
типа целого порядка с вырожденными ядрами и спектральными параметрами изучены в [41,42].
В данной работе исследуются вопросы однозначной разрешимости краевой задачи для нагру-

женного интегро-дифференциального уравнения смешанного типа с дробными операторами Гера-
симова—Капуто и спектральными параметрами в многомерной прямоугольной области. Отметим,
что краевые задачи для интегро-дифференциальных уравнений со спектральными параметрами
имеют особенности при исследовании вопросов однозначной разрешимости (см. [22, 43]).
В основе настоящего исследования лежат дифференциальные операторы, которые относитель-

но первого аргумента являются операторами Герасимова—Капуто дробного порядка 0 < α < 1,
а относительно других аргументов являются частными дифференциальными операторами чет-
вертого порядка. Оператор Герасимова—Капуто дробного порядка m− 1 < α < m имеет вид

CD
α
atf(t) =

1

Γ(m− α)

t∫

a

(t− s)m−α−1f (m)(s)ds,

где Γ(z)— гамма-функция Эйлера.
В многомерной области Ω = {−T < t < T, 0 < x1, . . . , xm < l} рассматривается следующее

нагруженное интегро-дифференциальное уравнение дробного порядка:

Aε(U)−B1,ω(U) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ν

T∫

0

K1(t, s)U(s, x)ds + F1(t, x), t > 0,

ν

0∫

−T

K2(t, s)U(s, x)ds + F2(t, x), t < 0,

(1)

где

Fi(t, x) = ki(t)fi

⎛
⎜⎝x,

∫

Ωm
l

Θi(y)U(0, y)dy

⎞
⎟⎠ , i = 1, 2,
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Aε(U) =
1 + sgn(t)

2

[
CD

α1
0t −

m∑
i=1

(
ε1

∂2

∂xi∂xi
− ε2

∂4

∂xi∂xi∂xi∂xi

)
CD

β1
0t

]
U(t, x)+

+
1− sgn(t)

2

[
CD

α2
0t −

m∑
i=1

(
ε1

∂2

∂xi∂xi
− ε2

∂4

∂xi∂xi∂xi∂xi

)
CD

β2
0t

]
U(t, x),

B1,ω(U) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

m∑
i=1

(Uxixi − Uxixixixi), t > 0,

ω2
m∑
i=1

(Uxixi − Uxixixixi), t < 0,

T и l—положительные числа, ω—положительный параметр, ε1, ε2 —положительные малые па-
раметры, ν —действительный параметр, отличный от нуля, 0 �= Kj(t, s) = aj(t)bj(s)— вырожден-
ное ядро, aj(t) ∈ C2[−T ;T ], bj(s) ∈ C[−T ;T ], fi ∈ C2

x(Ω
m
l × R),

∫

Ωm
l

|Θi(y)|dy < ∞,

∫

Ωm
l

|Θi(y)|dy =

l∫

0

. . .

l∫

0

|Θi(y)|dy1 · . . . · dym, i, j = 1, 2,

k1(t) ∈ C2[0;T ], k2(t) ∈ C2[−T ; 0], R ≡ (−∞;∞),

x ∈ Ωm
l ≡ [0; l]m, 0 < β1 < α1 � 1, 1 < β2 < α2 � 2.

Будем изучать следующую задачу.

Задача. Найти в области Ω неизвестную функцию U(t, x), принадлежащую классу функций

U(t, x) ∈ C(Ω) ∩ Cα1,4(Ω+) ∩ Cα2,4(Ω−) ∩ Cα1+4
t,x (Ω+) ∩ Cα2+4

t,x (Ω−)∩
∩ Cα1+4+0+...+0

t,x1,x2,...,xm
(Ω+) ∩ Cα2+4+0+...+0

t,x1,x2,...,xm
(Ω−) ∩ Cα1+0+4+0+...+0

t,x1,x2,x3,...,xm
(Ω+)∩

∩ Cα2+0+4+0+...+0
t,x1,x2,x3,...,xm

(Ω−) ∩ . . . ∩ Cα1+0+...+0+4
t,x1,...,xm−1,xm

(Ω+) ∩ Cα2+0+...+0+4
t,x1,...,xm−1,xm

(Ω−) (2)

и удовлетворяющую смешанному интегро-дифференциальному уравнению (1) и следующим гра-
ничным условиям:

U(−T, x) = ϕ1(x), CD
θ
0tU(−T, x) = ϕ2(x), x ∈ Ωm

l , (3)
U(t, 0) = U(t, l) = Uxx(t, 0) = Uxx(t, l) = 0, −T < t < T, (4)

где 0 < θ < 1, ϕi(x)— гладкие функции, Fi(t, 0) = Fi(t, l) = 0, ϕi(0) = ϕi(l) = 0, i = 1, 2, Cr(Ω)—
класс функций U(t, x1, . . . , xm) с непрерывными производными

∂rU

∂tr
,

∂rU

∂xr1
, . . . ,

∂rU

∂xrm

в области Ω, Cr,s
t,x(Ω)—класс функций U(t, x1, . . . , xm) с непрерывными производными

∂rU

∂tr
,

∂sU

∂xs1
, . . . ,

∂sU

∂xsm

в области Ω, Cr+r+0+...+0
t,x1,x2,...,xm

(Ω)—класс функций U(t, x1, . . . , xm) с непрерывными производными
∂2rU/∂tr∂xr1 в области Ω и т. д.; Cr+0+...+0+r

t,x1,...,xm−1,xm
(Ω)—класс функций U(t, x1, . . . , xm) с непрерывной

производной ∂2rU/∂tr∂xrm в области Ω, r, s—положительные числа,

Ω =
{− T � t � T, x ∈ Ωm

l

}
,

Ω− =
{− T < t < 0, 0 < x1, . . . , xm < l

}
, Ω+ =

{
0 < t < T, 0 < x1, . . . , xm < l

}
.
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2. Разложение решение задачи (1)–(4) в ряд Фурье. Исходя из характера задания спек-
тральных условий (4), решение нагруженного интегро-дифференциального уравнения (1) в об-
ласти Ω будем разыскивать в виде ряда Фурье по синусам

U(t, x) =

∞∑
n1,...,nm=1

u±n1,...,nm
(t)ϑn1,...,nm(x), (5)

где

u±n1,...,nm
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u+n1,...,nm
(t) =

∫

Ωm
l

U(t, x)ϑn1,...,nm(x)dx, t > 0,

u−n1,...,nm
(t) =

∫

Ωm
l

U(t, x)ϑn1,...,nm(x)dx, t < 0,

(6)

∫

Ωm
l

U(t, x)ϑn1,...,nm(x)dx =

l∫

0

. . .

l∫

0

U(t, x)ϑn1,...,nm(x)dx1 · . . . · dxm,

ϑn1,...,nm(x) =

(√
2

l

)m

sin
πn1

l
x1 · . . . · sin πnm

l
xm, n1, . . . , nm = 1, 2, . . .

Предположим также, что имеет место следующее разложение в ряд Фурье:

fi(x, Vi) =

∞∑
n1,...,nm=1

fin1,...,nm(Vi)ϑn1,...,nm(x), (7)

где

fin1,...,nm(Vi) =

∫

Ωm
l

fi(y, Vi)ϑn1,...,nm(y)dy, fi(y, Vi) = fi

⎛
⎜⎝y,

∫

Ωm
l

Θi(z)U(0, z)dz

⎞
⎟⎠ , i = 1, 2.

Подставляя ряды (5) и (7) в смешанное уравнение (1), получаем две счетные системы обыкно-
венных интегро-дифференциальных уравнений дробного порядка с вырожденными ядрами:

CD
α1
0t u

+
n1,...,nm

(t)+

+ μ2
n1,...,nm

(
ε1 + ε2μ

2
n1,...,nm

)
CD

β1
0t u

+
n1,...,nm

(t) + μ2
n1,...,nm

(
1 + μ2

n1,...,nm

)
u+n1,...,nm

(t) =

= ν

T∫

0

a1(t)b1(s)u
+
n1,...,nm

(s)ds + F1n1,...,nm(t), t > 0, (8)

CD
α2
0t u

−
n1,...,nm

(t)+

+ μ2
n1,...,nm

(
ε1 + ε2μ

2
n1,...,nm

)
CD

β2
0t u

−
n1,...,nm

(t) + μ2
n1,...,nm

(
ω2 + μ2

n1,...,nm

)
u−n1,...,nm

(t) =

= ν

0∫

−T

a2(t)b2(s)u
−
n1,...,nm

(s)ds + F2n1,...,nm(t), t < 0, (9)

где

μn1,...,nm =
π

l

√
n2
1 + . . . + n2

m, Fin1,...,nm(t) = ki(t)fin1,...,nm(Vi), i = 1, 2. (10)

Будем использовать метод Фредгольма для вырожденного ядра. Введя обозначения

τ+n1,...,nm
=

T∫

0

b1(s)u
+
n1,...,nm

(s)ds, τ−n1,...,nm
=

0∫

−T

b2(s)u
−
n1,...,nm

(s)ds, (11)
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представим счетные системы обыкновенных интегро-дифференциальных уравнений (8) и (9)
в следующем виде:

CD
α1
0t u

+
n1,...,nm

(t)+

+ μ2
n1,...,nm

(
ε1 + ε2μ

2
n1,...,nm

)
CD

β1
0t u

+
n1,...,nm

(t) + μ2
n1,...,nm

(
1 + μ2

n1,...,nm

)
u+n1,...,nm

(t) =

= νa1(t)τ
+
n1,...,nm

+ F1n1,...,nm(t), t > 0, (12)

CD
α2
0t u

−
n1,...,nm

(t)+

+ μ2
n1,...,nm

(
ε1 + ε2μ

2
n1,...,nm

)
CD

β2
0t u

−
n1,...,nm

(t) + μ2
n1,...,nm

(
ω2 + μ2

n1,...,nm

)
u−n1,...,nm

(t) =

= νa2(t)τ
−
n1,...,nm

+ F2n1,...,nm(t), t < 0. (13)

Решения счетных систем (12) и (13), удовлетворяющие условиям

u+n1,...,nm
(0) = C+

1n1,...,nm
, u−n1,...,nm

(0) = C−
1n1,...,nm

,
d

dt
u−n1,...,nm

(0) = C−
2n1,...,nm

,

представим следующим образом:

u+n1,...,nm
(t) = ντ+n1,...,nm

Ψ11n1,...,nm(t) + Ψ12n1,...,nm(t) + C+
1n1,...,nm

Ψ13n1,...,nm(t), t > 0, (14)

u−n1,...,nm
(t) = ντ−n1,...,nm

Ψ21n1,...,nm(t, ω) + Ψ22n1,...,nm(t, ω)+

+ C−
1n1,...,nm

Ψ23n1,...,nm(t, ω)− C−
2n1,...,nm

Ψ24n1,...,nm(t, ω), t < 0, (15)

где C+
1n1,...,nm

, C−
in1,...,nm

(i = 1, 2) — неизвестные коэффициенты интегрирования, которые будут
однозначно найдены в дальнейших вычислениях,

Ψ11n1,...,nm(t) =

t∫

0

a1(t− s)sα1−1×

× E(α1−β1,α1),α1

(
− μ2

n1,...,nm

(
ε1 + ε2μ

2
n1,...,nm

)
sα1−β1 , −μ2

n1,...,nm

(
1 + μ2

n1,...,nm

)
sα1

)
ds,

Ψ12n1,...,nm(t) =

t∫

0

F1n1,...,nm(t− s)sα1−1×

× E(α1−β1,α1),α1

(
− μ2

n1,...,nm

(
ε1 + ε2μ

2
n1,...,nm

)
sα1−β1 , −μ2

n1,...,nm

(
1 + μ2

n1,...,nm

)
sα1

)
ds,

Ψ13n1,...,nm(t) = E(α1−β1,α1),1

(−μ2
n1,...,nm

(
ε1 + ε2μ

2
n1,...,nm

)
tα1−β1 ,−μ2

n1,...,nm

(
1 + μ2

n1,...,nm

)
tα1
)
,

Ψ21n1,...,nm(t, ω) =

0∫

t

a2(s − t)(−s)α2−1Ψ25n1,...,nm(t, ω)ds,

Ψ22n1,...,nm(t, ω) =

0∫

t

F2n1,...,nm(s− t)(−s)α2−1Ψ25n1,...,nm(t, ε, ω)ds,

Ψ23n1,...,nm(t, ω) =

= E(α2−β2,α2),1

(
− μ2

n1,...,nm

(
ε1 + ε2μ

2
n1,...,nm

)
(−t)α2−β2 , −μ2

n1,...,nm

(
ω2 + μ2

n1,...,nm

)
(−t)α2

)
,

Ψ24n1,...,nm(t, ω) =

= tE(α2−β2,α2),2

(
− μ2

n1,...,nm

(
ε1 + ε2μ

2
n1,...,nm

)
(−t)α2−β2 , −μ2

n1,...,nm

(
ω2 + μ2

n1,...,nm

)
(−t)α2

)
,
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Ψ25n1,...,nm(t, ω) =

= E(α2−β2,α2),α2

(
− μ2

n1,...,nm

(
ε1 + ε2μ

2
n1,...,nm

)
(−s)α2−β2 , −μ2

n1,...,nm

(
ω2 + μ2

n1,...,nm

)
(−s)α2

)
.

Через E(α,β),γ(z1, z2) обозначена функция Миттаг-Леффлера двух переменных:

E(α,β),γ(z1, z2) =

∞∑
m1,m2=0

zm1
1 zm2

2

Γ(γ + αm1 + βm2)
,

где zi, α, β, γ ∈ C, Re(α) > 0, Re(β) > 0.
Из постановки задачи (см. свойства в (2)) следует, что для неизвестной функции выполняется

условие непрерывного сопряжения U(0+0, x) = U(0−0, x). Следовательно, учитывая формулу (6),
получаем условия на коэффициенты Фурье от неизвестной функции:

u+n1,...,nm
(0 + 0) =

∫

Ωm
l

U(0 + 0, x)ϑn1,...,nm(x)dx =

=

∫

Ωm
l

U(0− 0, x)ϑn1,...,nm(x)dx = u−n1,...,nm
(0− 0).

(16)

Положим
ϕin1,...,nm =

∫

Ωm
l

ϕi(x)ϑn1,...,nm(x)dx, i = 1, 2.

Тогда с учетом формулы (6) из условий в (3) получаем

u−n1,...,nm
(−T ) =

∫

Ωm
l

U(−T, x)ϑn1,...,nm(x)dx =

∫

Ωm
l

ϕ1(x)ϑn1,...,nm(x)dx = ϕ1n1,...,nm, (17)

CD
θ
0tu

−
n1,...,nm

(−T ) =

∫

Ωm
l

CD
θ
0tU(−T, x)ϑn1,...,nm(x)dx =

=

∫

Ωm
l

ϕ2(x)ϑn1,...,nm(x)dx = ϕ2n1,...,nm. (18)

С помощью условия непрерывного сопряжения (16) из (14) и (15) получаем соотношение

C+
1n1,...,nm

= C−
1n1,...,nm

.

Чтобы найти неизвестные коэффициенты интегрирования C−
1n1,...,nm

и C−
2n1,...,nm

в (15), восполь-
зуемся условиями (17) и (18); получим следующую систему линейных алгебраических уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ντ−n1,...,nm
Ψ21n1,...,nm(−T, ω) + Ψ22n1,...,nm(−T, ω)+

+ C−
1n1,...,nm

Ψ23n1,...,nm(−T, ω)− C−
2n1,...,nm

Ψ24n1,...,nm(−T, ω) = ϕ1n1,...,nm,

ντ−n1,...,nm
Dθ

0tΨ21n1,...,nm(−T, ω) +Dθ
0tΨ22n1,...,nm(−T, ω)+

+ C−
1n1,...,nm

Dθ
0tΨ23n1,...,nm(−T, ω)− C−

2n1,...,nm
Dθ

0tΨ24n1,...,nm(−T, ω) = ϕ2n1,...,nm,

(19)

где Dθ
0tΨ(−T ) ≡ Dθ

0tΨ(t)|t=−T . При выполнении условия

σn1,...,nm(ω) = Ψ24n1,...,nm(−T, ω) ·Dθ
0tΨ23n1,...,nm(−T, ω)−

−Ψ23n1,...,nm(−T, ω) ·Dθ
0tΨ24n1,...,nm(−T, ω) �= 0 (20)

система (19) однозначно разрешима относительно C−
1n1,...,nm

и C−
2n1,...,nm

. Решая ее, приходим
к следующим представлениям для неизвестных коэффициентов:
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C−
1n1,...,nm

=
1

σn1,...,nm(ω)
×

×
[
ϕ1n1,...,nmD

θ
0tΨ24n1,...,nm(−T, ω) + ϕ2n1,...,nmΨ24n1,...,nm(−T, ω)− ντ−n1,...,nm

×
× (Ψ24n1,...,nm(−T, ω)Dθ

0tΨ21n1,...,nm(−T, ω)−Ψ21n1,...,nm(−T, ω)Dθ
0tΨ24n1,...,nm(−T, ω)

)
+

+Ψ22n1,...,nm(−T, ω)Dθ
0tΨ24n1,...,nm(−T, ω)−Ψ24n1,...,nm(−T, ω)Dθ

0tΨ22n1,...,nm(−T, ω)
]
,

C−
2n1,...,nm

=
1

σn1,...,nm(ω)
×

×
[
ϕ1n1,...,nmD

θ
0tΨ23n1,...,nm(−T, ω) + ϕ2n1,...,nmΨ23n1,...,nm(−T, ω)− ντ−n1,...,nm

×
× (Ψ23n1,...,nm(−T, ω)Dθ

0tΨ21n1,...,nm(−T, ω)−Ψ21n1,...,nm(−T, ω)Dθ
0tΨ23n1,...,nm(−T, ω)

)
+

+Ψ22n1,...,nm(−T, ω)Dθ
0tΨ23n1,...,nm(−T, ω)−Ψ23n1,...,nm(−T, ω)Dθ

0tΨ22n1,...,nm(−T, ω)
]
.

Подставим полученные данные в (15); с учетом того, что C+
1n1,...,nm

= C−
1n1,...,nm

в (14), получаем
следующие представления для коэффициентов Фурье основных неизвестных функций в положи-
тельной и отрицательной частях области:

u+n1,...,nm
(t, ω, ν) =

[
ϕ1n1,...,nm + ϕ2n1,...,nm

]
N11n1,...,nm(t, ω)+

+ ντ+n1,...,nm
N12n1,...,nm(t)− ντ−n1,...,nm

N13n1,...,nm(t, ω)+

+ f1n1,...,nm(V1)N14n1,...,nm(t) + f2n1,...,nm(V2)N15n1,...,nm(t, ω), t > 0, (21)

u−n1,...,nm
(t, ω, ν) = ϕ1n1,...,nmN21n1,...,nm(t, ω) + ϕ2n1,...,nmN22n1,...,nm(t, ω)+

+ ντ−n1,...,nm
N23n1,...,nm(t, ω) + f2n1,...,nm(V2)N24n1,...,nm(t, ω), t < 0, (22)

где

N11n1,...,nm(t, ω) =
1

σn1,...,nm(ω)
Ψ13n1,...,nm(t)Ψ24n1,...,nm(−T, ω), N12n1,...,nm(t) = Ψ11n1,...,nm(t),

N13n1,...,nm(t, ω) =
1

σn1,...,nm(ω)

[
Ψ24n1,...,nm(−T, ω)Dθ

0tΨ21n1,...,nm(−T, ω)−

−Ψ21n1,...,nm(−T, ω)Dθ
0tΨ24n1,...,nm(−T, ω)

]
Ψ13n1,...,nm(t),

N14n1,...,nm(t) = Ψ12n1,...,nm(t),

N15n1,...,nm(t, ω) =
1

σn1,...,nm(ω)

[
Ψ22n1,...,nm(−T, ω)Dθ

0tΨ24n1,...,nm(−T, ω)−

−Ψ24n1,...,nm(−T, ω)Dθ
0tΨ22n1,...,nm(−T, ω)

]
Ψ13n1,...,nm(t),

N21n1,...,nm(t, ω) =
1

σn1,...,nm(ω)

[
Ψ23n1,...,nm(t, ω)D

θ
0tΨ24n1,...,nm(−T, ω)−

−Ψ24n1,...,nm(t, ω)D
θ
0tΨ23n1,...,nm(−T, ω)

]
,

N22n1,...,nm(t, ω) =
1

σn1,...,nm(ω)

[
Ψ23n1,...,nm(t, ω)Ψ24n1,...,nm(−T, ω)+

+ Ψ24n1,...,nm(t, ω)Ψ23n1,...,nm(−T, ω)
]
,



ОБ ОДНОМ НАГРУЖЕННОМ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ 103

N23n1,...,nm(t, ω) = Ψ21n1,...,nm(t, ω)−
− 1

σn1,...,nm(ω)

[
Ψ24n1,...,nm(−T, ω)Dθ

0tΨ21n1,...,nm(−T, ω)−

−Ψ21n1,...,nm(−T, ω)Dθ
0tΨ24n1,...,nm(−T, ω)

]
Ψ23n1,...,nm(t, ω)+

+
1

σn1,...,nm(ω)

[
Ψ23n1,...,nm(−T, ω)Dθ

0tΨ21n1,...,nm(−T, ω)−

−Ψ21n1,...,nm(−T, ω)Dθ
0tΨ23n1,...,nm(−T, ω)

]
Ψ24n1,...,nm(t, ω),

N24n1,...,nm(t, ω) = Ψ22n1,...,nm(t, ω)+

+
1

σn1,...,nm(ω)

[
Ψ22n1,...,nm(−T, ω)Dθ

0tΨ24n1,...,nm(−T, ω)−

−Ψ24n1,...,nm(−T, ω)Dθ
0tΨ22n1,...,nm(−T, ω)

]
Ψ23n1,...,nm(t, ω)+

+
1

σn1,...,nm(ω)

[
Ψ22n1,...,nm(−T, ω)Dθ

0tΨ23n1,...,nm(−T, ω)−

−Ψ23n1,...,nm(−T, ω)Dθ
0tΨ22n1,...,nm(−T, ω)

]
Ψ24n1,...,nm(t, ω),

Ψ12n1,...,nm(t) =

=

t∫

0

k1(t− s)sα1−1E(α1−β1,α1),α1

(
− μ2

n1,...,nm

(
ε1 + ε2μ

2
n1,...,nm

)
sα1−β1 , −μ2

n1,...,nm
sα1

)
ds,

Ψ22n1,...,nm(t, ω) =

0∫

t

k2(s− t)(−s)α2−1Ψ25n1,...,nm(t, ω)ds.

Согласно методу Фредгольма для вырожденного ядра, подставим (21) и (22) в (11):

τ+n1,...,nm

[
1− νχ12n1,...,nm(ω)

]
+ ντ−n1,...,nm

χ13n1,...,nm(ω) =

=
[
ϕ1n1,...,nm + ϕ2n1,...,nm

]
χ11n1,...,nm(ω) + f1n1,...,nm(V1)χ14n1,...,nm(ω)+

+ f2n1,...,nm(V2)χ15n1,...,nm(ω), (23)

τ−n1,...,nm

[
1− νχ23n1,...,nm(ω)

]
= ϕ1n1,...,nmχ21n1,...,nm(ω) + ϕ2n1,...,nmχ22n1,...,nm(ω)+

+ f2n1,...,nm(V2)χ24n1,...,nm(ω), (24)

где

χ1in1,...,nm(ω) =

T∫

0

b1(s)N1in1,...,nm(s, ω)ds, i = 1, 5,

χ2in1,...,nm(ω) =

0∫

−T

b2(s)N2in1,...,nm(s, ω)ds, i = 1, 4.

Решим линейные алгебраические уравнения (23) и (24) как систему алгебраических уравнений
относительно величин τ+n1,...,nm

и τ−n1,...,nm
. Если выполняются условия

νχ12n1,...,nm(ω) �= 1, νχ23n1,...,nm(ω) �= 1, (25)

то из (23) и (24) получим
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τ+n1,...,nm
= ϕ1n1,...,nmM11n1,...,nm(ω) + ϕ2n1,...,nmM12n1,...,nm(ω)+

+ f1n1,...,nm(V1)M13n1,...,nm(ω) + f2n1,...,nm(V2)M14n1,...,nm(ω), (26)

τ−n1,...,nm
= ϕ1n1,...,nmM21n1,...,nm(ω) + ϕ2n1,...,nmM22n1,...,nm(ω)+

+ f2n1,...,nm(V2)M23n1,...,nm(ω), (27)

где

M1in1,...,nm(ω) =
1

1− νχ12n1,...,nm(ω)

[
χ11n1,...,nm(ω)− ν

χ13n1,...,nm(ω)χ2in1,...,nm(ω)

1− νχ23n1,...,nm(ω)

]
, i = 1, 2,

M13n1,...,nm(ω) =
χ14n1,...,nm(ω)

1− νχ12n1,...,nm(ω)
,

M14n1,...,nm(ω) =
1

1− νχ12n1,...,nm(ω)

[
χ15n1,...,nm(ω)− ν

χ13n1,...,nm(ω)χ24n1,...,nm(ω)

1− νχ23n1,...,nm(ω)

]
,

M2in1,...,nm(ω) =
χ2in1,...,nm(ω)

1− νχ23n1,...,nm(ω)
, i = 1, 2,

M23n1,...,nm(ω) =
χ24n1,...,nm(ω)

1− νχ23n1,...,nm(ω)
.

Подставляя (26) и (27) в (21) и (22), при t > 0 получим

u+n1,...,nm
(t, ω, ν) = ϕ1n1,...,nmQ11n1,...,nm(t, ω, ν) + ϕ2n1,...,nmQ12n1,...,nm(t, ω, ν)+

+Q13n1,...,nm(t, ω, ν)

∫

Ωm
l

f1

⎛
⎜⎝y,

∫

Ωm
l

Θ1(z)

∞∑
n1,...,nm=1

u+n1,...,nm
(0)ϑn1,...,nm(z)dz

⎞
⎟⎠ ϑn1,...,nm(y)dy+

+Q14n1,...,nm(t, ω, ν)

∫

Ωm
l

f2

⎛
⎜⎝y,

∫

Ωm
l

Θ2(z)
∞∑

n1,...,nm=1

u−n1,...,nm
(0)ϑn1,...,nm(z)dz

⎞
⎟⎠ ϑn1,...,nm(y)dy (28)

а при t < 0—

u−n1,...,nm
(t, ω, ν) = ϕ1n1,...,nmQ21n1,...,nm(t, ω, ν) + ϕ2n1,...,nmQ22n1,...,nm(t, ω, ν)+

+Q23n1,...,nm(t, ω, ν)

∫

Ωm
l

f2

⎛
⎜⎝y,

∫

Ωm
l

Θ2(z)

∞∑
n1,...,nm=1

u−n1,...,nm
(0)ϑn1,...,nm(z)dz

⎞
⎟⎠ ϑn1,...,nm(y)dy, (29)

где

Q1in1,...,nm(t, ω, ν) = N11n1,...,nm(t, ω) + νN12n1,...,nm(t, ω)M1in1,...,nm(ω)−
− νN13n1,...,nm(t, ω)M2in1,...,nm(ω), i = 1, 2,

Q13n1,...,nm(t, ω, ν) = N14n1,...,nm(t, ω) + νN12n1,...,nm(t, ω)M13n1,...,nm(ω),

Q14n1,...,nm(t, ω, ν) = N15n1,...,nm(t, ω) + νN12n1,...,nm(t, ω)M14n1,...,nm(ω)−
− νN13n1,...,nm(t, ω)M23n1,...,nm(ω),

Q2in1,...,nm(t, ω, ν) = N2in1,...,nm(t, ω) + νN23n1,...,nm(t, ω)M2in1,...,nm(ω), i = 1, 2,

Q23n1,...,nm(t, ω, ν) = N24n1,...,nm(t, ω) + νN23n1,...,nm(t, ω)M23n1,...,nm(ω).

Подставляя представление (28) в ряд Фурье (5), получим следующее формальное решение
задачи (1)–(4) при t > 0:
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U(t, x, ω, ν) =

∞∑
n1,...,nm=1

ϑn1,...,nm(x)×

×
[
ϕ1n1,...,nmQ11n1,...,nm(t, ω, ν) + ϕ2n1,...,nmQ12n1,...,nm(t, ω, ν)+

+Q13n1,...,nm(t, ω, ν)

∫

Ωm
l

f1

(
y,

∫

Ωm
l

Θ1(z)

∞∑
n1,...,nm=1

u+n1,...,nm
(0)ϑn1,...,nm(z)dz

)
ϑn1,...,nm(y)dy+

+Q14n1,...,nm(t, ω, ν)

∫

Ωm
l

f2

(
y,

∫

Ωm
l

Θ2(z)

∞∑
n1,...,nm=1

u−n1,...,nm
(0)ϑn1,...,nm(z)dz

)
ϑn1,...,nm(y)dy

]
(30)

Подставляя представление (29) в ряд Фурье (5), получим следующее формальное решение зада-
чи (1)–(4) при t < 0:

U(t, x, ω, ν) =
∞∑

n1,...,nm=1

ϑn1,...,nm(x)×

×
[
ϕ1n1,...,nmQ21n1,...,nm(t, ω, ν) + ϕ2n1,...,nmQ22n1,...,nm(t, ω, ν)+

+Q23n1,...,nm(t, ω, ν)

∫

Ωm
l

f2

(
y,

∫

Ωm
l

Θ2(z)

∞∑
n1,...,nm=1

u−n1,...,nm
(0)ϑn1,...,nm(z)dz

)
ϑn1,...,nm(y)dy

]
. (31)

Рассмотрим интегралы, присутствующие в составе рядов (30) и (31). В представлениях (28)
и (29) положим t = 0:

u+n1,...,nm
(0) = 0 ·

∫

Ωm
l

f1

(
y,

∫

Ωm
l

Θ1(z)

∞∑
n1,...,nm=1

u+n1,...,nm
(0)ϑn1,...,nm(z)dz

)
ϑn1,...,nm(y)dy,

u−n1,...,nm
(0) = 0 ·

∫

Ωm
l

f2

(
y,

∫

Ωm
l

Θ2(z)

∞∑
n1,...,nm=1

u−n1,...,nm
(0)ϑn1,...,nm(z)dz

)
ϑn1,...,nm(y)dy.

Отсюда следует, что u+n1,...,nm
(0) = u−n1,...,nm

(0) = 0. Поэтому ряды (30) и (31) можно переписать
в следующем виде:

U(t, x, ω, ν) =

∞∑
n1,...,nm=1

ϑn1,...,nm(x)

[
ϕ1n1,...,nmQ11n1,...,nm(t, ω, ν)+

+ ϕ2n1,...,nmQ12n1,...,nm(t, ω, ν) +Q13n1,...,nm(t, ω, ν)

∫

Ωm
l

f1(y, 0)ϑn1,...,nm(y)dy+

+Q14n1,...,nm(t, ω, ν)

∫

Ωm
l

f2(y, 0)ϑn1,...,nm(y)dy

]
, (32)

U(t, x, ω, ν) =

∞∑
n1,...,nm=1

ϑn1,...,nm(x)

[
ϕ1n1,...,nmQ21n1,...,nm(t, ω, ν)+

+ ϕ2n1,...,nmQ22n1,...,nm(t, ω, ν) +Q23n1,...,nm(t, ω, ν)

∫

Ωm
l

f2(y, 0)ϑn1,...,nm(y)dy

]
. (33)
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Теперь предположим, что условие (20) нарушается при некоторых значениях спектрально-
го параметра ω. Тогда будем рассматривать следующее алгебраическое уравнение относительно
спектрального параметра ω:

σn1,...,nm(ω) = Ψ24n1,...,nm(−T, ω) ·Dθ
0tΨ23n1,...,nm(−T, ω)−

−Ψ23n1,...,nm(−T, ω) ·Dθ
0tΨ24n1,...,nm(−T, ε, ω) = 0. (34)

Множество положительных решений этого алгебраического уравнения (34) относительно спек-
трального параметра ω обозначим через �1. Указанные значения ω ∈ �1 назовем иррегулярными;
для таких значений условие (20) нарушается. Множество Λ1 = (0;∞)\�1 называется множеством
регулярных значений спектрального параметра ω; для таких регулярных значений условие (20)
выполняется.
Теперь предположим, что условия в (25) нарушаются:

νχ12n1,...,nm(ε, ω) = 1, νχ23n1,...,nm(ω) = 1.

Имеем

ν1 =
1

χ12n1,...,nm(ω)
, ν2 =

1

χ23n1,...,nm(ω)
.

Для регулярных значений ω ∈ Λ1 имеют место неравенства

χ12n1,...,nm(ω) �= 0, χ23n1,...,nm(ω) �= 0.

Множество {ν1, ν2} обозначим через �2. Тогда множество Λ2 = (−∞; 0) ∪ (0;∞) \ �2 называ-
ется множеством регулярных значений спектрального параметра ν. Для всех значений ν ∈ Λ2

условия (25) выполняются. Введем обозначение

ℵ =
{
n1, . . . , nm ∈ N; ω ∈ Λ1; ν ∈ Λ2

}
,

где N—множество натуральных чисел. Это множество, в котором все значения спектральных
параметров ω и ν регулярны. Для таких регулярных значений параметра ν решения задачи (1)–
(4) в подобластях Ω1 и Ω2 представляются в виде рядов (32) и (33) соответственно.

3. Сходимость рядов (32) и (33). Для установления единственности решения U(t, x, ω, ν) за-
дачи (1)–(4) предположим, что существуют два решения этой задачи U1 и U2. Тогда их разность
U = U1 −U2 также является решением интегро-дифференциального уравнения (1), удовлетворя-
ющим условиям (2)–(4) с функциями ϕi(x) ≡ 0 (i = 1, 2). Тогда для ϕin1,...,nm = 0 (i = 1, 2) из
формул (32) и (33) в области Ω следует, что∫

Ωm
l

U(t, x, ω, ν)ϑn1,...,nm(x)dx = 0.

Следовательно, в силу полноты системы собственных функций{√
2

l
sin

πn1

l
x1

}
,

{√
2

l
sin

πn2

l
x2

}
, . . . ,

{√
2

l
sin

πnm

l
xm

}

в пространстве L2(Ω
m
l ), заключаем, что U(t, x, ω, ν) ≡ 0 для всех x ∈ Ωm

l ≡ [0; l]m и t ∈ [−T ;T ].
Следовательно, при регулярных значениях спектральных параметров ω и ν функция U(t, x, ω, ν)
является единственным решением интегро-дифференциального уравнения смешанного типа (1)
с условиями (2)–(4), если эта функция существует в области Ω.
Воспользуемся пространством L2(Ω

m
l ) суммируемых функций в области Ωm

l с нормой

‖ϑ(x)‖L2(Ωm
l ) =

√√√√√
∫

Ωm
l

|ϑ(x)|2 dx < ∞.
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Условия гладкости. Пусть функции

ϕi(x), fi(x) ∈ C4(Ωm
l ), i = 1, 2

имеют кусочно непрерывные производные пятого порядка в области Ωm
l .

Интегрируя по частям пять раз по всем переменным x1, x2, . . . , xm, получим следующие фор-
мулы (см. [43]):

|ϕin1,...,nm| =
(
l

π

)5m
∣∣ϕ(5m)

in1,...,nm

∣∣
n5
1 . . . n

5
m

, |fin1,...,nm| =
(
l

π

)5m
∣∣f (5m)

in1,...,nm

∣∣
n5
1 . . . n

5
m

, (35)

где

ϕ
(5m)
in1,...,nm

=

∫

Ωm
l

∂5mϕi(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

ϑn1,...,nm(x)dx,

f
(5m)
in1,...,nm

=

∫

Ωm
l

∂5mfi(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

ϑn1,...,nm(x)dx, i = 1, 2.

Для этих функций имеют место неравенства Бесселя:√√√√ ∞∑
n1,...,nm=1

[
ϕ
(5m)
in1,...,nm

]2 �
(
2

l

)m ∥∥∥∥ ∂5mϕi(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

, (36)

√√√√ ∞∑
n1,...,nm=1

[
f
(5m)
in1,...,nm

]2 �
(
2

l

)m ∥∥∥∥ ∂5mfi(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

, i = 1, 2. (37)

Также используем следующие известные свойства функции Миттаг-Леффлера:
1. Для всех k > 0, α0, β0, γ0 ∈ (0; 2], α0 � β0 � γ0, t � 0 функция tβ0−1Eα0,β0,γ0(−ktα,−ktβ)

является полной, монотонной и имеет место оценка

(−1)s[tβ0−1E(α0,β0),γ0(−ktα0 ,−ktβ0)](s) � 0, s = 0, 1, 2, . . . (38)

2. Для всех α0, β0 ∈ (0, 2), γ ∈ R и arg z1 = π, справедливы следующие оценки

|E(α0,β0),γ0(z1, z2)| �
C1

1 + |z1| , (39)

|E(α0,β0),γ0(ε1z1, z2)− E(α0,β0),γ0(ε2z1, z2)| � |ε1 − ε2| C2

1 + |z1| , (40)

где 0 < Ci = const не зависит от z, εi ∈ (0; ε0), 0 < ε0 = const, i = 1, 2.
Используя условия гладкости, докажем, что при регулярных значениях спектральных пара-

метров ω и ν ряды (32) и (33) сходятся абсолютно и равномерно; при этом возможно их почленное
дифференцирование.
Согласно свойствам (38) и (39) функции Миттаг-Леффлера, функции Q1in1,...,nm(t, ω, ν) (i =

1, 4) и Q2jn1,...,nm(t, ω, ν) (j = 1, 3) равномерно ограничены на отрезке [−T ;T ]. Тогда для всех
положительных целых чисел n1, . . . , nm существуют такие постоянные C1k (k = 1, 2), что спра-
ведливы следующие оценки:

max
n1,...,nm∈N

max
i=1,4

|Q1in1,...,nm(t, ω, ν)| � C11, max
n1,...,nm∈N

max
j=1,3

|Q2jn1,...,nm(t, ω, ν)| � C12, (41)

где C1k = const, k = 1, 2.
Применяя оценки (41), формулу (35), неравенство Коши—Буняковского и неравенства Бессе-

ля (36) и (37) к рядам (32) и (33), получаем
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|U(t, x, ω, ν)| �
∞∑

n1,...,nm=1

|u+n1,...,nm
(t, ω, ν)| · |ϑn1,...,nm(x)| �

�
(√

2

l

)m

C11

∞∑
n1,...,nm=1

[|ϕ1n1,...,nm|+ |ϕ2n1,...,nm|+ |f1n1,...,nm|+ |f2n1,...,nm|] �

� γ1

[∥∥∥∥ ∂5mϕ1(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

∥∥∥∥ ∂5mϕ2(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

+

∥∥∥∥ ∂5mf1(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

∥∥∥∥ ∂5mf2(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

]
< ∞, (42)

где

γ1 =

(√
2

l

)5m/2

C11C01

(
l

π

)5m

, C01 =

√√√√ ∞∑
n1,...,nm=1

1

n10
1 . . . n10

m

;

|U(t, x, ω, ν)| �
∞∑

n1,...,nm=1

|u−n1,...,nm
(t, ω, ν)| · |ϑn1,...,nm(x)| �

� γ2

[∥∥∥∥ ∂5mϕ1(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

∥∥∥∥ ∂5mϕ2(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

∥∥∥∥ ∂5mf2(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

]
< ∞, (43)

где

γ2 =

(√
2

l

)5m/2

C12C01

(
l

π

)5m

.

Из оценок (42) и (43) следует, что ряды (32) и (33) сходятся абсолютно и равномерно в области
Ω при (n1, . . . , nm, ω, ν) ∈ ℵ = {n1, . . . , nm ∈ N; ω ∈ Λ1; ν ∈ Λ2}. Поэтому при таких чисел
(n1, . . . , nm, ω, ν) ∈ ℵ функций (32) и (33) можно нужное число раз формально дифференцировать
в области Ω:

CD
α1
0t U(t, x, ω, ν) =

∞∑
n1,...,nm=1

ϑn1,...,nm(x)×

×
[
ϕ1n1,...,nmCD

α1
0t Q11n1,...,nm(t, ω, ν) + ϕ2n1,...,nmCD

α1
0t Q12n1,...,nm(t, ω, ν)+

+ f1n1,...,nmCD
α1
0t Q13n1,...,nm(t, ω, ν) + f2n1,...,nmCD

α1
0t Q14n1,...,nm(t, ω, ν)

]
, t > 0, (44)

CD
α2
0t U(t, x, ω, ν) =

∞∑
n1,...,nm=1

ϑn1,...,nm(x)
[
ϕ1n1,...,nmCD

α2
0t Q21n1,...,nm(t, ω, ν)+

+ ϕ2n1,...,nmCD
α2
0t Q22n1,...,nm(t, ω, ν) + f2n1,...,nmCD

α2
0t Q23n1,...,nm(t, ω, ν)

]
, t < 0, (45)

Ux1x1x1x1(t, x, ω, ν) =

∞∑
n1,...,nm=1

(πn1

l

)4
ϑn1,...,nm(x)

[
ϕ1n1,...,nmQ11n1,...,nm(t, ω, ν)+

+ ϕ2n1,...,nmQ12n1,...,nm(t, ω, ν) + f1n1,...,nmQ13n1,...,nm(t, ω, ν)+

+ f2n1,...,nmQ14n1,...,nm(t, ω, ν)
]
, t > 0, (46)



ОБ ОДНОМ НАГРУЖЕННОМ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ 109

Ux1x1x1x1(t, x, ω, ν) =

∞∑
n1,...,nm=1

(πn1

l

)4
ϑn1,...,nm(x)

[
ϕ1n1,...,nmQ21n1,...,nm(t, ω, ν)+

+ ϕ2n1,...,nmQ22n1,...,nm(t, ω, ν) + f2n1,...,nmQ23n1,...,nm(t, ω, ν)
]
, t < 0. (47)

Аналогичным образом в области Ω определяются разложения в ряды Фурье следующих функций:

Ux2x2x2x2(t, x, ω, ν), Ux3x3x3x3(t, x, ω, ν), . . . , Uxmxmxmxm(t, x, ω, ν),

CD
α1
0t Ux1x1(t, x, ω, ν), CD

α2
0t Ux1x1(t, x, ω, ν), CD

α1
0t Ux2x2(t, x, ω, ν), . . . ,

CD
α2
0t Ux2x2(t, x, ω, ν), . . . , CD

α1
0t Uxmxm(t, x, ω, ν), CD

α2
0t Uxmxm(t, x, ω, ν).

Сходимость рядов (44) и (45) доказывается аналогично доказательству сходимости рядов (32)
и (33). Поэтому достаточно показать сходимость рядов (46) и (47). Принимая во внимание фор-
мулы (35)–(37) и оценки (41) и применяя неравенство Коши—Буняковского, получаем

|Ux1x1x1x1(t, x, ω, ν)| �
∞∑

n1,...,nm=1

(πn1

l

)4 |u+n1,...,nm
(t, ω, ν)| · |ϑn1,...,nm(x)| �

�
(√

2

l

)m (π
l

)4
C11

∞∑
n1,...,nm=1

n4
1

[
|ϕ1n1,...,nm|+ |ϕ2n1,...,nm |+ |f1n1,...,nm|+ |f2n1,...,nm |

]
�

�
(√

2

l

)m

C11

(
l

π

)5m−4
⎡
⎣ ∞∑
n1,...,nm=1

1

n1n
5
2 . . . n

5
m

∣∣ϕ(5m)
1n1,...,nm

∣∣+
∞∑

n1,...,nm=1

1

n1n
5
2 . . . n

5
m

∣∣ϕ(5m)
2n1,...,nm

∣∣+

+
∞∑

n1,...,nm=1

1

n1n5
2 . . . n

5
m

∣∣f (5m)
1n1,...,nm

∣∣+
∞∑

n1,...,nm=1

1

n1n5
2 . . . n

5
m

∣∣f (5m)
2n1,...,nm

∣∣
⎤
⎦ �

� γ3

[∥∥∥∥ ∂5mϕ1(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

∥∥∥∥ ∂5mϕ2(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

+

∥∥∥∥ ∂5mf1(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

∥∥∥∥ ∂5mf2(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

]
< ∞,

где

γ3 =

(√
2

l

)5m/2

C11C02

(
l

π

)5m−2

, C02 =

√√√√ ∞∑
n1,...,nm=1

1

n2
1n

10
2 . . . n10

m

;

|Ux1x1x1x1(t, x, ω, ν)| �
∞∑

n1,...,nm=1

(πn1

l

)4 |u−n1,...,nm
(t, ω, ν)| · |ϑn1,...,nm(x)| �

�
(√

2

l

)m (π
l

)4
C11

∞∑
n1,...,nm=1

n4
1

[
|ϕ1n1,...,nm|+ |ϕ2n1,...,nm|+ |f2n1,...,nm|

]
�

� γ4

[∥∥∥∥ ∂5mϕ1(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

∥∥∥∥ ∂5mϕ2(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

∥∥∥∥ ∂5mf2(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

]
< ∞,

где

γ4 =

(√
2

l

)5m/2

C12C02

(
l

π

)5m−2

.

Аналогично доказывается сходимость рядов Фурье в области Ω для следующих функций:

Ux2x2x2x2(t, x, ω, ν), Ux3x3x3x3(t, x, ω, ν), . . . , Uxmxmxmxm(t, x, ω, ν),

CD
α1
0t Ux1x1(t, x, ω, ν), CD

α2
0t Ux1x1(t, x, ω, ν), CD

α1
0t Ux2x2(t, x, ω, ν), . . . ,
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CD
α2
0t Ux2x2(t, x, ω, ν), . . . , CD

α1
0t Uxmxm(t, x, ω, ν), CD

α2
0t Uxmxm(t, x, ω, ν).

Отсюда следует, что функции (32) и (33) обладают свойствами (2) для регулярных значений
спектральных параметров ω и ν.

4. Непрерывная зависимость решения от малого параметра. Рассматривается непре-
рывная зависимость решения задачи (1)–(4) от малых параметров εi > 0 (i = 1, 2) при регуляр-
ных значениях спектральных параметров ω и ν. Пусть ε11 и ε12 —два разных значения первого
малого положительного параметра ε1. С помощью оценок (38)–(40) легко проверить, что верны
следующие оценки:

max
n1,...,nm∈N

max
t∈[0;T ]

∣∣∣Q1in1,...,nm(t, ε11, ω, ν)−Q1in1,...,nm(t, ε12, ω, ν)
∣∣∣ � C21|ε11 − ε12|, i = 1, 4, (48)

max
n1,...,nm∈N

max
t∈[−T ;0]

∣∣∣Q2in1,...,nm(t, ε11, ω, ν)−Q2in1,...,nm(t, ε12, ω, ν)
∣∣∣ � C22|ε11 − ε12|, i = 1, 3, (49)

где 0 < C2i = const, ε1i ∈ (0; ε10), 0 < ε10 = const, i = 1, 2.
Далее, учитывая формулу (35), оценки (48), (49) и применяя неравенство Коши—Буняковского

и неравенства Бесселя (36) и (37), из рядов (32) и (33) получаем
∣∣∣U(t, x, ε11, ω, ν)− U(t, x, ε12, ω, ν

∣∣∣ �
�

∞∑
n1,...,nm=1

∣∣u+n1,...,nm
(t, ε11, ω, ν)− u+n1,...,nm

(t, ε12, ω, ν)
∣∣ · |ϑn1,...,nm(x)| �

�
(√

2

l

)m

C21|ε11 − ε12|
∞∑

n1,...,nm=1

[
|ϕ1n1,...,nm|+ |ϕ2n1,...,nm|+ |f1n1,...,nm|+ |f2n1,...,nm|

]
�

� γ5|ε11 − ε12|
[∥∥∥∥ ∂5mϕ1(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

∥∥∥∥ ∂5mϕ2(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

+

∥∥∥∥ ∂5mf1(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

∥∥∥∥ ∂5mf2(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

]
= |ε11 − ε12| · C31, (50)

где

γ5 =

(√
2

l

)5m/2

C21C01

(
l

π

)5m

, 0 < C31 = const < ∞;

∣∣∣U(t, x, ε11, ω, ν)− U(t, x, ε12, ω, ν)
∣∣∣ �

�
∞∑

n1,...,nm=1

∣∣∣u−n1,...,nm
(t, ε11, ω, ν)− u−n1,...,nm

(t, ε12, ω, ν)
∣∣∣ · |ϑn1,...,nm(x)| �

� γ10|ε11 − ε12|
[∥∥∥∥ ∂5mϕ1(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

+

∥∥∥∥ ∂5mϕ2(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

+

∥∥∥∥ ∂5mf2(x)

∂x51∂x
5
2 . . . ∂x

5
m

∥∥∥∥
L2(Ωm

l )

]
= |ε11 − ε12| · C32, (51)

где

γ6 =

(√
2

l

)5m/2

C22C01

(
l

π

)5m

, 0 < C32 = const < ∞.

Из оценок (50) и (51) следует, что |U(t, x, ε11, ω, ν) − U(t, x, ε12, ω, ν)| мало, если |ε11 − ε12| мало
в области Ω при (n1, . . . , nm, ω, ν) ∈ ℵ.
Аналогично доказывается, что решение U(t, x, ω, ν) задачи (1)–(4) непрерывно зависит от вто-

рого малого параметра ε2 и от заданных функций ϕ1(x), ϕ2(x).
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5. Заключение и формулировка теоремы. В данной работе исследованы вопросы одно-
значной разрешимости задачи (1)–(4) для нагруженного интегро-дифференциального уравнения
смешанного типа с операторами Герасимова—Капуто различных дробных порядков, спектраль-
ными параметрами и малым параметром при смешанных производных в многомерной прямо-
угольной области Ω. Для (n1, . . . , nm, ω, ν) ∈ ℵ доказаны некоторые утверждения при выполнении
условий гладкости: пусть функции

ϕi(x) ∈ C4(Ωm
l ), fi

⎛
⎜⎝x,

∫

Ωm
l

Θi(y)U(0, y)dy

⎞
⎟⎠ ∈ C2

x(Ω
m
l × R), i = 1, 2,

имеют кусочно непрерывные производные пятого порядка в области Ωm
l .

Сформулируем теорему доказанную в данной работе.

Теорема. Пусть выполняются условия гладкости. Тогда для всевозможных натуральных
чисел n1, . . . , nm и для всех регулярных значений параметров ω и ν из множества ℵ граничная
задача (1)–(4) однозначно разрешима в области Ω, а её решение представляется в виде рядов
Фурье (32) и (33) в соответствующих подобластях. Данное решение задачи (1)–(4) непрерывно
зависит от заданных функций ϕ1(x), ϕ2(x). Кроме того, имеет место предельное равенство

lim
εi→0

U(t, x, ε1, ε2, ω, ν) = U(t, x, 0, 0, ω, ν), i = 1, 2,

где U(t, x, 0, 0, ω, ν)— решение дробного интегро-дифференциального уравнения смешанного типа
вида

A0(U)−B1,ω(U) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ν

T∫

0

K1(t, s)U(s, x)ds + F1(t, x), t > 0,

ν

0∫

−T

K2(t, s)U(s, x)ds + F2(t, x), t < 0,

где

A0(U) =

[
1 + sgn(t)

2
CD

α1
0t +

1− sgn(t)

2
CD

α2
0t

]
U(t, x),

B1,ω(U) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

m∑
i=1

(Uxixi − Uxixixixi), t > 0,

ω2
m∑
i=1

(Uxixi − Uxixixixi), t < 0,

при граничных условиях (3) и (4),

Fi(t, x) = ki(t)fi

⎛
⎜⎝x,

∫

Ωm
l

Θi(y)U(0, y)dy

⎞
⎟⎠ , i = 1, 2.
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