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1. Постановка задачи. Известно, что краевые задачи для уравнения смешанного типа тре-
тьего порядка (

a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
+ c

)
Lu = 0

с параболо-гиперболическим оператором Lu рассматривались в работах Т. Д. Джураева, А. Со-
пуева и М. Мамажанова [2], М. Мамажанова и Д. Холмуратова [3]. На корректность постановки
краевых задач для такого уравнения существенное влияние оказывают коэффициенты a, b и c.
В случаях b = c = 0 и a = c = 0 различные краевые задачи исследованы в [1, 6].
Задачи для уравнения параболо-гиперболического типа с интегро-дифференциальными опера-

торами дробного порядка были изучены многими авторами (см. [7, 9, 10, 13]). Для нагруженного
уравнения третьего порядка с параболо-гиперболическим оператором целого порядка были изу-
чены локальные краевые задачи (см. [8, 14]). Отметим, что краевые задачи для вышеуказанного
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уравнения в случае, когда Lu—параболо-гиперболический оператор с дифференциальным опе-
ратором дробного порядка, изучены только с операторами без младших членов (см. [7, 12]).
В данной работе исследуется однозначная разрешимость локальных краевых задач для урав-

нения указанного типа при a �= 0.

2. Постановка задач и необходимые функциональные соотношения. Пусть Ω— одно-
связная область, ограниченная отрезками BB0, B0A0, A0A прямых x = 1, y = h = const > 0,
x = 0 и характеристиками AC : x + y = 0, BC : x − y = 1 уравнения колебания струны, пересе-
кающимися в точке C(1/2,−1/2). Введем следующие обозначения:

Ω1 = Ω ∩ {y > 0}, Ω2 = Ω ∩ {y < 0} =

{
(x, y) : −1

2
< y < 0, −y < x < y + 1

}
.

В области Ω рассмотрим уравнение(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
+ c

)
Lu = 0, (1)

где

Lu ≡
{
L1u = uxx − cD

α
0yu+ a1(x, y)ux + c1(x, y)u при (x, y) ∈ Ω1,

L2u = uxx − uyy + a2(x, y)ux + b2(x, y)uy + c2(x, y)u при (x, y) ∈ Ω2

и cD
α
oy —дробная производная Герасимова—Капуто порядка 0 < α < 1 (см. [11]):

cD
α
oyf(y) =

1

Γ(1− α)

y∫
0

(y − t)−αf ′(t)dt,

a, b и c— заданные постоянные числа, a �= 0, ai(x, y), b2(x, y), ci(x, y)— заданные функции
в областях Ωi (i = 1, 2), соответственно. В области Ω1 функции a1(x, y), c1(x, y), ∂a1(x, y)/∂x,
∂a1(x, y)/∂y удовлетворяют условию Гельдера, а в области Ω2 —принадлежат следующим функ-
циональным классам:

при ab = 0: a2(x, y), b2(x, y) ∈ C1(Ω2), c2(x, y) ∈ C0(Ω2);

при ab �= 0: a2(x, y), b2(x, y) ∈ C2(Ω2), c2(x, y) ∈ C1(Ω2).

Определение. Функция u(x, y) называется регулярным решением уравнения (1), если она
имеет непрерывные производные, входящие в оператор Lu, где Lu ∈ C1(Ω).

Задача 1. Найти в области Ω регулярное решение u(x, y) уравнения (1) из класса функций

W =
{
u(x, y) : u(x, y) ∈ C(Ω) ∩C1(Ω2 \BC), uxx ∈ C(Ω1 ∪AA0)

}
и удовлетворяющее граничным условиям

u(0, y) = ϕ1(y); u(1, y) = ϕ2(y), 0 � y � h, (2)
uxx(0, y) = ϕ3(y), 0 � y < h, (3)

u|AC = ψ1(x), 0 � x � 1

2
, (4)

∂u

∂n
|AC = ψ2(x), 0 � x � 1

2
, (5)

a также условию склеивания

uy(x,−0) = lim
y→+0

cD
α
0yu(x, y), x ∈ (0, 1) (6)

на интервале AB при 0 < b/a � 1, где n— внутренняя нормаль, ϕi(y), ψ1(x), ψ2(x) (i = 1, 3) —
заданные функции, причем ψ1(0) = ϕ1(0).
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Теорема 1. При выполнении условий

ϕ1(y) ∈ C1[0, h] ∩ C2(0, h), ϕ2(y) ∈ C[0, h], ϕ3(y) ∈ C[0, h] ∩ C1[0, h),

ψ1(x) ∈ C

[
0,

1

2

]
∩ C1

[
0,

1

2

)
, ψ2(x) ∈ C

[
0,

1

2

]
∩ C1

(
0,

1

2

)
,

решение задачи 1 существует и единственно.

Доказательство. Полагая

u(x, y) =

{
u1(x, y) при (x, y) ∈ Ω1,

u2(x, y) при (x, y) ∈ Ω2,

перепишем уравнение (2) в виде двух систем:{
u1xx − cD

α
0yu1 + a1(x, y)u1x + c1(x, y)u1 = υ1(x, y),

aυ1x + bυ1y + cυ1 = 0
при (x, y) ∈ Ω1, (7)

{
u2xx − u2yy + a2(x, y)u2x + b2(x, y)u2y + c2(x, y)u2 = υ2(x, y)

aυ2x + bυ2y + cυ2 = 0,
при (x, y) ∈ Ω2, (8)

где υj(x, y) (j = 1, 2) — произвольные непрерывно дифференцируемые функции.
Учитывая, что функция

υ2x(x, y) = w2(bx− ay) exp

(
−c(bx+ ay)

2ab

)

является решением второго уравнения системы (8), первое уравнение системы (8) перепишем
в следующем виде:

L2u = w2(bx− ay) exp

(
−c(bx+ ay)

2ab

)
, (9)

где w2(bx − ay)—произвольная непрерывно дифференцируемая функция. После перехода к ха-
рактеристическим координатам ξ = x+ y, η = x− y уравнение (9) принимает вид

u2ξη + a3(ξ, η)u2ξ + b3(ξ, η)u2η + c3(ξ, η)u2 =

=
1

4
w2

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2
η

)
exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
ξ +

b− a

2
η

)]
, (10)

а условия (4) и (5) — вид

u2|ξ=0 = ψ1

(η
2

)
;

∂u2
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

=
1√
2
ψ2

(η
2

)
. (11)

Известно, что решение уравнения (10), удовлетворяющее условиям (11) и (u2ξ−u2η)
∣∣
η=ξ

= ν(ξ),
имеет следующий вид (см. [1, 5]):

u2(ξ, η) = F (ξ, η) +

ξ∫
0

T0(ξ, η, t)ν(t)dt+

+
1

4

ξ∫
0

dt

ξ∫
t

S(t, τ, ξ, η)w2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a

2
τ

)]
dτ+

+
1

4

ξ∫
0

dt

η∫
t

T (t, τ, ξ, η)w2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a

2
τ

)]
dτ, (12)

где
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F (ξ, η) = ψ1

(η
2

)
+ ψ1

(
ξ

2

)
− ψ1(0) +

ξ∫
0

dt

ξ∫
t

Φ(t, τ)S(t, τ, ξ, η)dτ+

+

ξ∫
0

dt

η∫
t

Φ(t, τ)T (t, τ, ξ, η)dτ, (13a)

Φ(ξ, η) =
1

2
a3(ξ, η)ψ

′
1

(
ξ

2

)
− 1

2
b3(ξ, η)ψ

′
1

(η
2

)
− c3(ξ, η)

[
ψ1

(η
2

)
+ ψ1

(
ξ

2

)
+ ψ1(0)

]
, (13b)

T0(ξ, η, t) = 1−
ξ∫

t

a3(t, τ)S(t, τ, ξ, η)dτ −
η∫

t

a3(t, τ)T (t, τ, ξ, η)dτ−

−
ξ∫

t

dλ

ξ∫
λ

c3(λ, τ)S(λ, τ, ξ, η)dτ −
ξ∫

t

dλ

η∫
λ

c3(λ, τ)S(λ, τ, ξ, η)dτ, (13c)

а функции S(t, τ, ξ, η) и T (t, τ, ξ, η) выражаются через коэффициенты a3(ξ, η), b3(ξ, η), c3(ξ, η)
и непрерывны в Dξη × Dξη, функции Tη(t, τ, ξ, η), Sξ(t, τ, ξ, η), Sη(t, τ, ξ, η) непрерывны также
в области Dξη×Dξη, а функция Tξ(t, τ, ξ, η) может иметь разрыв первого рода внутри этой области
(см. [5]), где Dξη =

{
(ξ, η) : 0 < η < 1, 0 < ξ < η

}
.

Подставляя (12) в (11), с учетом соотношений

ν(0) = u2y(0, 0) = u1y(0, 0) = ϕ′
1(0), ψ′

1(0) =
√
2ψ2(0)− ϕ′

1(0)

получим

u2ξ(ξ, η) = Fξ(ξ, η) + T0(ξ, η, ξ)ν(ξ) +

ξ∫
0

T0ξ(ξ, η, t)ν(t)dt+

+
1

4

ξ∫
0

S(t, ξ, ξ, η)w2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
ξ

)
exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a

2
ξ

)]
dt+

+
1

4

ξ∫
0

dt

ξ∫
t

Sξ(t, τ, ξ, η)w2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a

2
τ

)]
dτ+

+
1

4

η∫
ξ

T (ξ, τ, ξ, η)w2

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2
τ

)
exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
ξ +

b− a

2
τ

)]
dτ+

+
1

4

ξ∫
0

dt

η∫
t

Tξ(t, τ, ξ, η)w2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a

2
τ

)]
dτ, (14a)

u2ξ(0, η) = Fξ(0, η) + T0(0, η, 0)ν(0) +
1

4

η∫
0

T (0, τ, 0, η)w2

(
b+ a

2
τ

)
exp

[
−c(b− a)τ

4ab

]
dτ, (14b)

Fξ(0, η) =
1

2
ψ′
1(0) +

η∫
0

Φ(0, τ)T (0, τ, 0, η)dτ, (14c)
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T0(0, η, 0) = 1−
η∫

0

a3(0, τ)T (0, τ, 0, η)dτ. (14d)

Учитывая второе условие (11), из (14) получим

η∫
0

T (0, τ ; 0, η)ω2

(
−(b+ a)τ

2

)
exp

(
−c(b− a)τ

4ab

)
dτ = 2

√
2ψ2

(η
2

)
− 2ψ′

1(0)−

− 4

η∫
0

Φ(0, τ)T (0, τ, 0, η)dτ − 4

⎡
⎣1−

η∫
0

a3(0, τ)T (0, τ, 0, η)dτ

⎤
⎦ ϕ′

1(0). (15)

Дифференцируя уравнения (15) по η и учитывая условие T (0, η, 0, η) = 1, приходим к интеграль-
ному уравнению Вольтерра второго рода

ω2

(
−(b+ a)η

2

)
+

η∫
0

K1(τ, η)ω2

(
−(b+ a)τ

2

)
dτ = g1(η), (16)

где

K1(τ, η) = Tη(0, τ ; 0, η) exp

[
c(a− b)(τ − η)

4ab

]
,

g1(η) =

⎧⎨
⎩
√
2ψ′

2

(η
2

)
− 4Φ(0, η) − 4

η∫
0

Φ(0, τ)Tη(0, τ ; 0, η)dτ+

+ 4ϕ′
1(0)

⎡
⎣a3(0, η) +

η∫
0

a3(0, τ)Tη(0, τ, 0, η)dτ

⎤
⎦
⎫⎬
⎭ exp

[
c(b− a)η

4ab

]
.

В силу свойств классов принадлежности заданных функций и коэффициентов уравнения (1),
из (13) следует, что |Φ(0, η)| � const. Отсюда, учитывая неравенство |Tη(t, τ ; s, η)| � const, полу-
чаем

|K1(τ, η)| � const и |g1(η)| � const.

Следовательно, уравнение (16) имеет единственное решение, т.е. ω2

(η
2

)
однозначно опреде-

ляется для всех −1

2
� η

2
� 0. Учитывая неравенство −1

2
� ξ − η

2
� 0 и подставляя значение

ω2

(
ξ − η

2

)
в (12), получаем решение u2(ξ, η) в виде

u2(ξ, η) =M(ξ, η) +

ξ∫
0

T0(ξ, η; t)ν(t)dt, (17)

где

M(ξ, η) = F (ξ, η)+

+
1

4

ξ∫
0

dt

ξ∫
t

S(t, τ, ξ, η)w2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a

2
τ

)]
dτ+

+
1

4

ξ∫
0

dt

η∫
t

T (t, τ, ξ, η)w2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a

2
τ

)]
dτ.
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При η = ξ = x, полагая M(x) =M(x, x), T0(x, t) = T0(x, x; t) и τ(x) = u2(x, x), из (17) находим

τ(x) =M(x) +

x∫
0

T0(x, t)ν(t)dt. (18)

Дифференцируя уравнения (18), получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода отно-
сительно ν(x):

ν(x) +

x∫
0

T0x(x, t)ν(t)dt = τ ′(x)−M ′(x), (19)

где

M(ξ, ξ) = F (ξ, ξ)+

+
1

4

ξ∫
0

dt

ξ∫
t

S(t, τ, ξ, ξ)w2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a

2
τ

)]
dτ+

+
1

4

ξ∫
0

dt

ξ∫
t

T (t, τ, ξ, ξ)w2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a

2
τ

)]
dτ, (20a)

Mξ(ξ, ξ) = Fξ(ξ, ξ)+

+
1

4

ξ∫
0

(
S(t, ξ, ξ, ξ) + T (t, ξ, ξ, ξ)

)
w2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
ξ

)
exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a

2
ξ

)]
dt+

+
1

4

ξ∫
0

dt

ξ∫
t

(
Sξ(t, ξ, ξ, ξ) + Tξ(t, ξ, ξ, ξ)

)
w2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
×

× exp

[
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a

2
τ

)]
dτ, (20b)

F (ξ, ξ) = 2ψ1

(
ξ

2

)
− ψ1(0) +

ξ∫
0

dt

ξ∫
t

Φ(t, τ)(S(t, τ, ξ, ξ) + T (t, τ, ξ, ξ))dτ, (21a)

Fξ(ξ, ξ) = ψ′
1

(
ξ

2

)
+

ξ∫
0

Φ(t, ξ)(S(t, ξ, ξ, ξ) + T (t, ξ, ξ, ξ))dt+

+

ξ∫
0

dt

ξ∫
t

Φ(t, τ)(Sξ(t, ξ, ξ, ξ) + Tξ(t, ξ, ξ, ξ))dτ. (21b)

В силу свойств класса принадлежности заданных функций и свойств функции Римана—Ада-
мара (т.е. в силу свойств функций S(t, τ, ξ, η) и T (t, τ, ξ, η)), из (20) и (21) заключаем, что
|Mξ(ξ, ξ)| � const. Следовательно, учитывая, что T0x(x, t) может иметь разрыв первого рода
и правая часть уравнения непрерывна, решение интегрального уравнения (19) можем записать
в виде

ν(x) = τ ′(x)−M ′(x) +
x∫

0

Γ0(x, t)[M
′(t)− τ ′(t)]dt, (22)

где ν(x) ∈ C[0, 1] и Γ0(x, t)—резольвента ядра T0x(x, t). Таким образом, мы нашли первое соот-
ношение между функциями τ(x) и ν(x), принесенное из области D2.
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Чтобы получить второе соотношение между этими функциями, перепишем уравнение (1) при
y > 0 в виде

L1u1 = ω1(bx− ay) exp
(
− c

2ab
(bx+ ay)

)
, (23)

где ω1(bx−ay)—произвольная непрерывно дифференцируемая функция. Далее, учитывая усло-
вия задачи, с учетом (2) и соотношения

cD
α
0yu1(0, y) = cD

α
0yϕ1(y) при x→ +0

из (23) получаем

ω1(−ay) =
[
ϕ3(y)− cD

α
oyϕ1(y) + a1(0, y)ux(0, y) + c1(0, y)ϕ1(y)

]
exp

(cy
2b

)
.

Отсюда, учитывая неравенство |ux(0, y)| � const и предполагая, что функция a1(0, y) стремится
к нулю, получаем

ω1(bx) =

[
ϕ3

(
−bx
a

)
− cD

α
0−bx

a

ϕ1

(
−bx
a

)]
exp

(
−cx
2a

)
+ c1

(
0,−bx

a

)
ϕ1

(
−bx
a

)
exp

(
−cx
2a

)
. (24)

С другой стороны, переходя к пределу при y → +0, из уравнения (23) находим второе соотноше-
ние между функциями τ(x) и ν(x), принесенное из области Ω1:

τ ′′(x) + a1(x, 0)τ
′(x) + c1(x, 0)τ(x) − ν(x) = ω1(bx) exp

(
−cx
2a

)
. (25)

Подставляя (22) в уравнение (25), получаем

τ ′′(x) + p(x)τ ′(x) + q(x)τ(x) +

x∫
0

Γ0(x, t)τ
′(t)dt = f(x), (26)

где p(x) = a1(x, 0)− 1, q(x) = c1(x, 0),

f(x) =

[
ϕ3

(
−bx
a

)
−c D

α
0− bx

a

ϕ1

(
−bx
a

)
+ c1

(
0,−bx

a

)
ϕ1

(
−bx
a

)]
×

× exp
(
−cx
a

)
+

x∫
0

Γ0(x, t)M
′(t)dt−M ′(x).

Интегрируя уравнения (26) от 0 до x, с учетом начальных условий

τ(0) = ϕ1(0) = ψ1(0), τ ′(0) =
√
2ψ2(0)− ϕ′

1(0) (27)

получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода

τ(x)−
x∫

0

K2(x, t)τ(t)dt = Φ2(x), (28)

где

K2(x, t) = −p(t) + (x− t)(p′(t)− q(t) + Γ0(t, t)−
x∫
t

dt

z∫
t

Γ0z(z, t)dz,

Φ2(x) =

x∫
0

(f(t) + Γ0(t, 0)ϕ1(0))(x − t)dt+ (
√
2ψ2(0) − ϕ′

1(0)− ϕ1(0)p(0))x + ϕ1(0),

причем |K2(x, t)| � const, |Φ2(x)| � const.
Учитывая класс принадлежности ядра и правой части уравнения (28), решение уравнения (28)

запишем в виде

τ(x) = Φ2(x) +

x∫
0

R2(x, z)Φ2(z)dz, (29)
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где Γ2(x, t)—резольвента ядра K2(x, t). Таким образом, функция τ(x) однозначно определена.
После определения функции τ(x), таким же образом однозначно определим функцию ν(x)

из (22). Следовательно, решение исследуемой задачи в области Ω2 восстанавливается как решение
Коши—Гурса.
Далее, для определения функции u1(x, y) в области Ω1 воспользуемся решением первой краевой

задачи для уравнения (23), решение которого имеет вид

u1(x, y) =

y∫
0

Gξ(x, y, 0, η)ϕ1(η)dη −
y∫

0

Gξ(x, y, 1, η)ϕ2(η)dη +

1∫
0

G0(x− ξ, y)τ(ξ)dξ−

−
y∫

0

1∫
0

G(x, y, ξ, η)
(
ω1(bξ − aη) exp

[
− c

2ab
(bξ + aη)

]
−

− a1(ξ, η)u1ξ(ξ, η) − c1(ξ, η)u1(ξ, η)
)
dξdη, (30)

где

G0(x− ξ, y) =
1

(1− α)

y∫
0

η−αGξ(x, y, ξ, η)dη,

G(x, y, ξ, η) =
(y − η)α/2−1

2

∞∑
n=−∞

[
e
1,α/2
1,α/2

(
−|x− ξ + 2n|

(y − η)α/2

)
− e

1,α/2
1,α/2

(
−|x+ ξ + 2n|

(y − η)α/2

)]
;

здесь

e1,δ1,δ =
∞∑
n=0

zn

n!(δ − δn)
(31)

—функция типа Райта (см. [4]),

u1(x, y) = g(x, y) −
y∫

0

1∫
0

[
(G(x, y, ξ, η)a1(ξ, η))

′
ξ − c1(ξ, η)

]
u1(ξ, η)dξdη, (32)

g(x, y) =

y∫
0

Gξ(x, y, 0, η)ϕ1(η)dη −
y∫

0

Gξ(x, y, 1, η)ϕ2(η)dη+

+

1∫
0

G0(x− ξ, y)τ(ξ)dξ −
y∫

0

1∫
0

ω1(bξ − aη) exp
[
− c

2ab
(bξ + aη)

]
dξdη+

+

y∫
0

[
a1(1, η)G(x, y, 1, η)ϕ2(η)− a1(0, η)G(x, y, 0, η)ϕ1(η)

]
dη. (33)

Так как ядро и правая часть уравнения (32) непрерывно дифференцируемы, то оно допускает
единственное решение в классе непрерывно дифференцируемых функций. Таким образом, дока-
зана однозначная разрешимость задачи 1.
Пусть теперь b = 0; тогда вместо систем уравнений (7) и (8) рассмотрим уравнения

L1u = w1(y) exp
(
− c
a
x
)
, L2u = w2(y) exp

(
− c
a
x
)
,

причем учитываем, что канонический вид второго уравнения таков:

u2ξη + a3(ξ, η)u2ξ + b3(ξ, η)u2η + c3(ξ, η)u2 =
1

4
w2

(
ξ − η

2

)
exp

(
−c(ξ + η)

2a

)
. (34)
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Известно, что решение уравнения (34), удовлетворяющее условиям (11) и (u2ξ − u2η)
∣∣
η=ξ

= ν(ξ),
имеет следующий вид (см. [1, 5]):

u2(ξ, η) = F (ξ, η)+

+

ξ∫
0

T0(ξ, η, t)ν(t)dt +
1

4

ξ∫
0

dt

ξ∫
t

S(t, τ, ξ, η)w2

(
t− τ

2

)
exp

[
−c(t+ τ)

2a

]
dτ+

+
1

4

ξ∫
0

dt

η∫
t

T (t, τ, ξ, η)w2

(
t− τ

2

)
exp

[
−c(t+ τ)

2a

]
dτ. (35)

Как и выше, учитывая соотношения

ν(0) = u2y(0, 0) = u1y(0, 0) = ϕ′
1(0), ψ′

1(0) =
√
2ψ2(0)− ϕ′

1(0)

и применяя второе условие (11), из (35) получим

η∫
0

T (0, τ ; 0, η)ω2

(
−τ
2

)
exp

(
− cτ
2a

)
dτ = 2

√
2ψ2

(η
2

)
− 2ψ′

1(0)−

− 4

η∫
0

Φ(0, τ)T (0, τ, 0, η)dτ − 4

⎡
⎣1−

η∫
0

a3(0, τ)T (0, τ, 0, η)dτ

⎤
⎦ ϕ′

1(0). (36)

Дифференцируя уравнения (36) по η и учитывая условие T (0, η, 0, η) = 1, приходим к интеграль-
ному уравнению Вольтерра второго рода

ω2

(
−η
2

)
+

η∫
0

K3(τ, η)ω2

(
−τ
2

)
dτ = g3(η), (37)

где

K3(τ, η) = Tη(0, τ ; 0, η) exp

[
c(τ − η)

2a

]
,

g3(η) =

⎧⎨
⎩
√
2ψ′

2

(η
2

)
− 4Φ(0, η) − 4

η∫
0

Φ(0, τ)Tη(0, τ ; 0, η)dτ+

+ 4ϕ′
1(0)

⎡
⎣a3(0, η) +

η∫
0

a3(0, τ)Tη(0, τ, 0, η)dτ

⎤
⎦
⎫⎬
⎭ exp

( cη
2a

)
.

Аналогичными рассуждениями, учитывая неравенства |Φ(0, η)| � const и |Tη(t, τ ; s, η)| � const,
можем записать |K3(τ, η)| � const и |g3(η)| � const. Следовательно, в силу теории интегральных
уравнений Вольтерра, уравнение (37) имеет единственное решение, т.е. ω2

(η
2

)
однозначно опре-

деляется для всех −1

2
� η

2
� 0. Учитывая неравенства −1

2
� ξ − η

2
� 0 и подставляя значение

ω2

(
ξ − η

2

)
в (12), получаем решение u2(ξ, η) в виде

u2(ξ, η) =M1(ξ, η) +

ξ∫
0

T0(ξ, η; t)ν(t)dt,

где
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M1(ξ, η) = F (ξ, η) +
1

4

ξ∫
0

dt

ξ∫
t

S(t, τ, ξ, η) exp

[
−c(t+ τ)

2a

]
w2

(
t− τ

2

)
dτ+

+
1

4

ξ∫
0

dt

η∫
t

T (t, τ, ξ, η) exp

[
−c(t+ τ)

2a

]
w2

(
t− τ

2

)
dτ.

Далее, легко заметить, что первое соотношение между функциями τ(x) и ν(x), принесенное из
области D2, имеет такой же вид как (22), при этом M(x, x) достаточно заменить на M1(x, x).
Чтобы получить второе соотношение между τ(x) и ν(x) в параболической части области, рас-

смотрим уравнение
L1u1 = ω1(y) exp

(
− c
a
x
)
, (38)

где ω1(y)—произвольная непрерывная функция. В силу свойств класса принадлежности задачи 1
и (2), с учетом соотношения cD

α
0yu1(0, y) = cD

α
0yϕ1(y) при x→ +0 из (38) следует, что

ω1(y) =
[
ϕ3(y)− cD

α
oyϕ1(y) + c1(0, y)ϕ1(y)

]
. (39)

С другой стороны, переходя в этом уравнении к пределу при y → +0, получаем второе соотно-
шение между функциями τ(x) и ν(x), принесенное из области Ω1:

τ ′′(x) + a1(x, 0)τ
′(x) + c1(x, 0)τ(x) − ν(x) = ω1(0) exp

(
−cx
a

)
. (40)

Подставляя (39) в (40), получаем

τ ′′(x) + p(x)τ ′(x) + q(x)τ(x) +

x∫
0

Γ0(x, t)τ
′(t)dt = ω1(0) exp

(
−cx
a

)
+m(x), (41)

где

p(x) = a1(x, 0) − 1, q(x) = c1(x, 0), m(x) =

x∫
0

Γ0(x, t)M
′
1(t)dt−M ′

1(x).

Интегрируя уравнения (41) от 0 до x, с учетом начальных условий (27) получим интегральное
уравнение Вольтерра второго рода

τ(x)−
x∫

0

K4(x, t)τ(t)dt = Φ4(x), (42)

где

K4(x, t) = −p(t) + (x− t)
(
p′(t)− q(t) + Γ0(t, t)

)
−

x∫
t

dt

z∫
t

Γ0z(z, t)dz,

Φ4(x) =

x∫
0

(
ω1(0) exp

(
−ct
a

)
+m(t) + Γ0(t, 0)ϕ1(0)

)
(x− t)dt+

+
(√

2ψ2(0)− ϕ′
1(0) − ϕ1(0)p(0)

)
x+ ϕ1(0),

причем |K4(x, t)| � const, |Φ4(x)| � const. Учитывая класс принадлежности ядра и правой части
уравнения (42), решение уравнения (42) запишем в виде

τ(x) = Φ4(x) +

x∫
0

R4(x, z)Φ4(z)dz, (43)

где Γ4(x, t)—резольвента ядра K4(x, t). Таким образом, функция τ(x) однозначно определена.
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Мы уже определили функцию τ(x). Таким же образом однозначно определяем функцию ν(x)
из (22). Следовательно, решение исследуемой задачи в области Ω2 восстанавливается как решение
Коши—Гурса.
Далее, для определения функции u1(x, y) в области Ω1 воспользуемся решением первой краевой

задачи для уравнения (38), которое имеет вид

u1(x, y) =

y∫
0

Gξ(x, y, 0, η)ϕ1(η)dη −
y∫

0

Gξ(x, y, 1, η)ϕ2(η)dη +

1∫
0

G0(x− ξ, y)τ(ξ)dξ−

−
y∫

0

1∫
0

G(x, y, ξ, η)
(
ω1(η) exp

[
− c
a
ξ
]
− a1(ξ, η)u1ξ(ξ, η) − c1(ξ, η)u1(ξ, η)

)
dξdη, (44)

где

G0(x− ξ, y) =
1

(1− α)

y∫
0

η−αGξ(x, y, ξ, η)dη,

G(x, y, ξ, η) =
(y − η)α/2−1

2

∞∑
n=−∞

[
e
1,α/2
1,α/2

(
−|x− ξ + 2n|

(y − η)α/2

)
− e

1,α/2
1,α/2

(
−|x+ ξ + 2n|

(y − η)α/2

)]
;

здесь e1,δ1,δ —функция типа Райта (см. (31));

u1(x, y) = g1(x, y)−
y∫

0

1∫
0

[
(G(x, y, ξ, η)a1(ξ, η))

′
ξ − c1(ξ, η)

]
u1(ξ, η)dξdη, (45)

g1(x, y) =

y∫
0

Gξ(x, y, 0, η)ϕ1(η)dη −
y∫

0

Gξ(x, y, 1, η)ϕ2(η)dη +

1∫
0

G0(x− ξ, y)τ(ξ)dξ−

−
y∫

0

1∫
0

ω1(η) exp
(
− c
a
ξ
)
dξdη +

y∫
0

[
a1(1, η)G(x, y, 1, η)ϕ2(η)− a1(0, η)G(x, y, 0, η)ϕ1(η)

]
dη.

Так как ядро и правая часть уравнения (45) непрерывно дифференцируемы, то оно допускает
единственное решение в классе непрерывно дифференцируемых функций. Таким образом, дока-
зана однозначная разрешимость задачи. �
Аналогично исследуется следующая задача.

Задача 2. Требуется найти функцию u(x, y) из класса

W =
{
u(x, y) : u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω2), uxx ∈ C(Ω1 ∪BB0)

}
,

удовлетворяющую всем условиям задачи 1, но вместо условий (4) и (5) требуем выполнения
условий

u|BC = ψ3(x),
1

2
� x � 1,

∂u

∂n

∣∣∣∣
BC

= ψ4(x),
1

2
� x � 1,

a условия 0 < b/a � 1 требуем выполнения условия −1 < b/a < 0, где ψ3(x), ψ4(x)— заданные
функции.
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Теорема 2. При выполнении условий

ϕ1(y) ∈ C1[0, h] ∩ C2(0, h), ϕ2(y) ∈ C[0, h], ϕ3(y) ∈ C[0, h] ∩ C1[0, h),

ψ3(x) ∈ C

[
1

2
, 1

]
∩ C1

(
1

2
, 1

]
, ψ4(x) ∈ C

[
1

2
, 1

]
∩ C1

(
1

2
, 1

)

решение задачи 2 существует и единственно.
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