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Аннотация. В работе рассматривается вероятностная версия классической задачи экстремаль-
ной комбинаторики, изучение которой было начато в середине прошлого века П. Эрдешем,
Ч. Ко и Р. Радо.
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Теорема 1 (П. Эрдеш, Ч. Ко, Р. Радо, см. [12]). Пусть даны натуральные числа r и s, s < r.
Пусть Rn = {1, 2, . . . , n}—множество из n элементов. Обозначим m(n, r, s) максимальную
мощность такой совокупности r-элементных подмножеств множества Rn, что любые два
подмножества в этой совокупности имеют не менее s общих элементов (такая совокупность
называется s-пересекающейся). Тогда найдется такое n0(r, s), что при всех n � n0(r, s) выпол-
нено m(n, r, s) = Cr−s

n−s.

Отметим, что оценка m(n, r, s) � Cr−s
n−s практически очевидна: достаточно зафиксировать ка-

кие-либо s элементов v1, v2, . . . , vs ∈ Rn и рассмотреть все r-элементные подмножества, которые
их содержат. В мировой литературе такую «тривиальную» s-пересекающуюся конструкцию при-
нято называть звездой.
Ввиду своей исключительной значимости, результат теоремы 1 неоднократно обобщался

и уточнялся. В частности, был получен ряд утверждений об устойчивости результата Эрдеша—
Ко—Радо. Ярким примером является в первую очередь так называемая граница Франкла, пред-
ставленная последним в следующей формулировке.

Теорема 2 (П. Франкл, см. [13]). Пусть даны натуральные числа r и s, s < r. Пусть M—
произвольная s-пересекающаяся совокупность r-элементных подмножеств множества Rn. То-
гда найдется такое n0(r, s), что при всех n � n0(r, s) либо M— это часть некоторой звезды,
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либо мощность M не превосходит величины
(
s+ 2

)
Cr−s−1
n−s−2 + Cr−s−2

n−s−2 =
∣∣
∣
{
V : |V | = r,

∣
∣{1, . . . , s+ 2

} ∩ V
∣
∣ � s+ 1

}
B
∣∣
∣ при r � 2s+ 1,

r−s∑

i=1

Ci
r−s+1C

r−s−i
n−r−1 + s =

∣∣
∣
{
V : |V | = r, {1, . . . , s} ⊂ V, V ∩ {1 + s, . . . , 1 + r} �= ∅

}
∪

∪
{
{1, . . . , s+ 1} \ {i} : i ∈ {1, . . . , s}

}∣∣
∣ при r > 2s+ 1.

Отметим, что наименьшее n0(r, s) было определено Франклом и Уилсоном для любых r, s:

n0(r, s) = (r − s+ 1)(s + 1).

О современном состоянии исследований в области см. [15]. Мы же перейдем к версии устойчи-
вости, которая изучалась в серии недавних работ (см. [16]— [14]).
Рассмотрим граф G(n, r,<s) = (V (n, r), E(n, r, s)):

V (n, r) =
{
A ⊂ {1, 2, . . . , n} : |A| = r

}
, E(n, r, s) =

{
{A,B} : |A ∩B| < s

}
.

Напомним, что числом независимости α(G) графа G называют размер максимального множе-
ства его вершин, попарно не соединенных ребрами (сами такие множества называются незави-
симыми). Очевидно, что α(G(n, r,<s)) = m(n, r, s), а любая s-пересекающаяся совокупность r-
элементных множеств взаимно однозначно отвечает некоторому независимому множеству вер-
шин графа G(n, r,<s). Графы такого типа активно изучаются в теории кодирования, в теории
Рамсея, в теории гиперграфов, в комбинаторной геометрии (см. [1–4,7–11,17]).
Введем понятие случайного подграфа графа G(n, r,<s). Пусть p ∈ [0, 1]. Тогда Gp(n, r,<s)—

это случайный элемент со значениями во множестве всех остовных подграфов G = (V (n, r), E)
графа G(n, r,<s) и с биномиальным распределением:

P
(
Gp(n, r,<s) = G

)
= p|E|(1− p)|E(n,r,s)|−|E|.

М. М. Пядёркин доказал следующую теорему об устойчивости.

Теорема 3 (см. [5]). Для любых фиксированных r и s имеем

P
(
α(G1/2(n, r,<s)) = Cr−s

n−s

) → 1, n → ∞.

Используя технику доказательства теоремы 3 (см. [5]), докажем аналогичное утверждение для
непостоянных параметров r = r(n) и s = s(n).

Теорема 4. Утверждение теоремы 3 верно для r = r(n) → ∞, s = s(n) → ∞ при условии,
что

r = o

(( n

lnn

)1/3
)
, s = o(r).

Доказательство. Для доказательства достаточно обосновать стремление к нулю вероятности
существования в случайном графе G1/2(n, r,<s) независимого множества размера M + 1, где

M = α
(
G(n, r,<s)

)
= Cr−s

n−s = (1 + o(1))
nr−s

(r − s)!
.

Таким образом, нас интересует величина

P

[
∃A ⊂ V (n, r) : |A| = M + 1, A независимо в G1/2(n, r,<s)

]
.

Введем в рассмотрение величину

M ′(n, r, s) =
1

4

nr−s

(r − s)!r lnn
.

Для каждого из множеств A мы можем определить размер максимального подмножества в мно-
жестве A, являющегося независимым в графе G(n, r,<s); обозначим этот размер α(A).



18 А. М. РАЙГОРОДСКИЙ

Разобьем исследуемое событие на три части:

P

[
∃A ⊂ V (n, r) : |A| = M + 1, A независимо в G1/2(n, r,<s)

]
=

= P

[
∃A : . . . , α(A) � M ′

]
+ P

[
∃A : . . . , M ′ < α(A) � M −M ′

]
+

+ P

[
∃A : . . . , M −M ′ < α(A)

]
. (1)

Докажем, что каждое слагаемое стремится к нулю.

1. Оценка первого слагаемого в выражении (1) Прежде всего,

P

[
∃A : . . . , α(A) � M ′

]
= P

⎡

⎢
⎢⎢
⎣

⋃

A:|A|=M+1,
α(A)�M ′

{
A независимо в G1/2(n, r,<s)

}

⎤

⎥
⎥⎥
⎦
�

�
∑

A:|A|=M+1,
α(A)�M ′

P

[
A независимо в G1/2(n, r,<s)

]
.

Вероятность того, что множество A независимо, равна 2−e(A), где e(A)—число ребер графа
G(n, r,<s), оба конца которых принадлежат множеству A. Число ребер внутри множества A
можно оценить с помощью теоремы Турана:

e(A) � (1 + o(1))
|A|2
2α(A)

� (1 + o(1))
(M + 1)2

2M ′ �

� (1 + o(1))

(
nr−s

(r − s)!

)2

2

(
1

4

nr−s

(r − s)!r lnn

) = (1 + o(1))2
nr−sr lnn

(r − s)!
.

Таким образом,

P

[
∃A : . . . , α(A) � M ′

]
�

∑

A:|A|=M+1,
α(A)�M ′

P

[
A независимо в G1/2(n, r,<s)

]
�

�
∑

A: |A|=M+1,
α(A)�M ′

2−e(A) �
∑

A: |A|=M+1,
α(A)�M ′

2
−(1+o(1))2nr−sr lnn

(r−s)! �

�
∑

A: |A|=M+1

2
−(1+o(1))2

nr−sr lnn
(r−s)! = CM+1

Cr
n

2
−(1+o(1))2

nr−sr lnn
(r−s)! � nr(M+1)2

−(1+o(1))2
nr−sr lnn
(r−s)! =

= 2
(1+o(1))

nr−sr lnn
1

ln 2
(r−s)! −(1+o(1))2

nr−sr lnn
(r−s)! → 0, n → ∞,

поскольку 1/ln 2 < 2.

2. Оценка второго слагаемого в выражении (1) Рассмотрим максимальное по мощности неза-
висимое в G(n, r,<s) подмножество B множества A. Докажем от противного, что оно является
частью звезды.
Из теоремы 2 известно, что если B не является частью звезды, то

|B| <
∣
∣∣
{
V : |V | = r, {1, . . . , s} ⊂ V, V ∩ {1 + s, . . . , 1 + r} �= ∅

}
∪

∪
{
{1, . . . , s+ 1} \ {i} : i ∈ {1, . . . , s}

}∣∣∣ � rCr−s−1
n−s−1.
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Последнее неравенство верно, поскольку {1, . . . , s}—центр, еще один элемент выбираем из
{1 + s, . . . , 1 + r}, чтобы гарантировать пересечение, и остальные r − s − 1 элементов выбира-
ем из оставшихся n− s− 1 элементов.
Покажем, что rCr−s−1

n−s−1 = o(M ′):

rCr−s−1
n−r−1

1

4

nr−s

(r − s)!r lnn

= (1 + o(1))
4nr−s−1(r − s)!r2 lnn

nr−s(r − s− 1)!
= (1 + o(1))

4r3 lnn

n
→ 0, n → ∞.

Таким образом, установлено, что M ′ асимптотически сильно больше границы Франкла, а по-
скольку в текущей ситуации |B| = α(A) � M ′, B действительно является частью звезды.
Теперь рассмотрим произвольную вершину x ∈ A \ B. Обозначим через a � 1 количество

элементов центра звезды, которые не принадлежат вершине x. Тогда количество вершин из B,
которые не соединены с x в графе G(n, r,<s), оценивается сверху величиной

Ca
r−s+aC

r−s−a
n−s−a.

Здесь r − s + a—количество элементов в разности между вершиной x и центром звезды. Та-
ким образом, минимально возможное количество вершин множества B, которые с вершиной x
соединены ребрами, есть

M ′ − Ca
r−s+aC

r−s−a
n−r−a.

Покажем, что эта величина асимптотически равна M ′:

Ca
r−s+aC

r−s−a
n−r−a

M ′ � (1 + o(1))

ranr−s−a

(r − s− a)!

1

4

nr−s

(r − s)!r lnn

� (1 + o(1))
r2anr−s−a

(r − s)!
1

4

nr−s

(r − s)!r lnn

=

= (1 + o(1))4
r2a

na
r lnn < (1 + o(1))4

(
r3 lnn

n

)a

→ 0, n → ∞.

Заметим, что
|A \B| � M + 1− α(A) � M + 1− (M −M ′) > M ′.

Поэтому число ребер внутри множества A оценивается следующим образом:

e(A) � (1 + o(1))(M ′)2.

Имеем:

P

[
∃A : . . . , M ′ � α(A) � M −M ′

]
�

∑

A:M ′�α(A)�M−M ′
P

[
A независимо в G1/2(n, r,<s)

]
�

�
∑

A:M ′�α(A)�M−M ′
2−e(A) � CM+1

Cr
n

2
−(1+o(1))

(
1
4

nr−s

(r−s)!r lnn

)2

� nr(M+1)2
−(1+o(1))

(
1
4

nr−s

(r−s)!r lnn

)2

=

= 2
(1+o(1))

nr−sr lnn
1

ln 2
(r−s)! −(1+o(1))

1
16

n2(r−s)

((r−s)!)2r2(lnn)2 → 0, n → ∞.

Стремление последнего выражения к нулю имеет место, поскольку в показателе экспоненты пер-
вое слагаемое (I) бесконечно мало по сравнению со вторым (II) при достаточно больших n:

I

II
= (1 + o(1))

16

ln 2

((r − s)!)r3(ln n)3

nr−s
< (1 + o(1))

16

ln 2
r3(lnn)3

(
r − s

n

)r−s

<

< (1 + o(1))
16

ln 2
(r lnn)3

(
1√
n

)r−s

→ 0, n → ∞.
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3.Оценка третьего слагаемого в выражении (1) Пусть B обозначает любое из максимальных
независимых в G(n, r,<s) подмножеств множества A. Видно, что существование независимого
в G1/2(n, r,<s) множества A влечет существование независимого в G(n, r,<s) множества B, |B| >
M −M ′, и вершины u, которая в случайном графе G1/2(n, r,<s) не соединена с вершинами из B,
т.е. имеют место следующие неравенства:

P

[
∃A ⊂ V (n, r) : |A| = M + 1, A независимо в G1/2(n, r,<s), M −M ′ < α(A)

]
�

� P

[
∃B ⊂ V (n, r), ∃u ∈ V (n, r) : |B| > M −M ′, B независимо в G(n, r,<s),

u не соединена ни с одной из вершин B в G1/2(n, r,<s)
]
= P

⎡

⎣
⋃

B,u

. . .

⎤

⎦ �
∑

B,u

P
[
. . .

]
.

Оценим число слагаемых в сумме при больших n:

Cr
nC

s
n

M ′−1∑

i=0

Ci
M � nr+sM ′

(
eM

M ′

)M ′

� nr+s1

4

nr−s

(r − s)!r lnn
((1 + o(1))4er lnn)

1
4

nr−s

(r−s)!r lnn �

� nr+s1

4

nr−s

(r − s)!r lnn
(5er lnn)

1
4

nr−s

(r−s)!r lnn � n2r(5er lnn)
1
4

nr−s

(r−s)!r lnn �

� 2
1

ln 2

(
2r lnn+(ln 5+1+ln r+ln lnn)

1
4

nr−s

(r−s)!r lnn

)
.

Таким образом, искомая вероятность не превосходит величины

P

[
∃A : . . . , M −M ′ � α(A)

]
�

∑

A:M−M ′�α(A)

P

[
A независимо в G1/2(n, r,<s)

]
�

� 2
(1+o(1))

1
ln 2

(
2r lnn+(ln 5+1+ln r+ln lnn)

1
4

nr−s

(r−s)!r lnn

)
−(1+o(1))

nr−s

(r−s)! → 0, n → ∞,

поскольку
ln r

r lnn
→ 0,

ln lnn

r lnn
→ 0, n → ∞.

Теорема доказана. �
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