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Аннотация. Во многих задачах динамики возникают системы с пространствами положений—
трехмерными многообразиями. Фазовыми пространствами таких систем естественным образом
становятся касательные расслоения к ним. В работе рассматриваются динамические системы с
переменной диссипацией. В работе показана интегрируемость общих классов однородных дина-
мических систем на касательных расслоениях к трехмерным многообразиям.
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Abstract. In many problems of dynamics, the position spaces of systems considered are three-
dimensional manifolds and hence the phase spaces of such systems are the corresponding tangent
bundles. In this paper possess, we consider dynamical systems with variable (alternating) dissipation.
We prove the integrability of general classes of homogeneous dynamical systems with variable
dissipation on the tangent bundles of three-dimensional manifolds.
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1. Уравнения геодезических на касательном расслоении
к трехмерному многообразию

Необходимо напомнить ряд результатов, без которых рассмотрение систем с диссипацией невоз-
можно (см. также [1, 4, 13, 65, 66]).

1.1. Общие обозначения. Рассмотрим гладкое трехмерное риманово многообразиеM3 с мет-
рикой gij , которая в заданных локальных координатах x = (x1, x2, x3) на многообразии порожда-
ет гладкую аффинную связность Γi

jk(x). Рассмотрим также T∗M3{z3, z2, z1;x1, x2, x3} к гладкому
многообразию M3, где z = (z3, z2, z1)—координаты в касательном пространстве.
Если zi = ẋi, i = 1, 2, 3 (точкой обозначена производная по натуральному параметру), то

уравнения геодезических линий имеют вид

ẍi + Γi
11(x)(ẋ

1)2 + 2Γi
12(x)(ẋ

1)(ẋ2) + 2Γi
13(x)(ẋ

1)(ẋ3)+

+ Γi
22(x)(ẋ

2)2 + 2Γi
23(x)(ẋ

2)(ẋ3) + Γi
33(x)(ẋ

3)2 = 0, i = 1, 2, 3. (1.1)

1.2. Специальные обозначения. Обозначим для наглядности в случае трехмерного много-
образия координаты (x1, x2, x3) через (α, β), β = (β1, β2).
Тогда уравнения (1.1) на касательном расслоении T∗M3{α̇, β̇1, β̇2;α, β1, β2} примут вид

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + 2Γα
α1(α, β)α̇β̇1 + 2Γα

α2(α, β)α̇β̇2+

+ Γα
11(α, β)β̇

2
1 + 2Γα

12(α, β)β̇1β̇2 + Γα
22(α, β)β̇

2
2 = 0,

β̈1 + Γ1
αα(α, β)α̇

2 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + 2Γ1

α2(α, β)α̇β̇2+

+ Γ1
11(α, β)β̇

2
1 + 2Γ1

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 = 0,

β̈2 + Γ2
αα(α, β)α̇

2 + 2Γ2
α1(α, β)α̇β̇1 + 2Γ2

α2(α, β)α̇β̇2+

+ Γ2
11(α, β)β̇

2
1 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
22(α, β)β̇

2
2 = 0.

(1.2)

Пример 1.1. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2), когда метрика на трех-
мерной сфере индуцирована евклидовой метрикой всеобъемлющего четырехмерного простран-
ства, уравнения (1.2) примут вид

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

α̈− [β̇2
1 + β̇2

2 sin
2 β1] sinα cosα = 0,

β̈1 + 2α̇β̇1
cosα

sinα
− β̇2

2 sinβ1 cos β1 = 0,

β̈2 + 2α̇β̇2
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

= 0,

(1.3)

т.е. шесть ненулевых коэффициентов связности равны

Γα
11(α, β) = − sinα cosα, Γα

22(α, β) = − sinα cosα sin2 β1, Γ1
α1(α, β) =

cosα

sinα
,

Γ1
22(α, β) = − sinβ1 cos β1, Γ2

α2(α, β) =
cosα

sinα
, Γ2

12(α, β) =
cos β1
sin β1

.

Пример 1.2. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2), но когда метрика на
трехмерной сфере индуцирована метрикой специального силового поля при наличии некоторой
группы симметрий (см. [5, 41–43]), уравнения (1.2) примут вид

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈− [β̇2
1 + β̇2

2 sin
2 β1]

sinα

cosα
= 0,

β̈1 + α̇β̇1
1 + cos2 α

sinα cosα
− β̇2

2 sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 + α̇β̇2
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

= 0,

(1.4)
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т.е. шесть ненулевых коэффициентов связности равны

Γα
11(α, β) = − sinα

cosα
, Γα

22(α, β) = − sinα

cosα
sin2 β1, Γ1

α1(α, β) =
1 + cos2 α

2 sinα cosα
,

Γ1
22(α, β) = − sin β1 cos β1, Γ2

α2(α, β) =
1 + cos2 α

2 sinα cosα
, Γ2

12(α, β) =
cos β1
sin β1

.

1.3. Замены координат касательного пространства. Исследуем структуру уравне-
ний (1.1) при изменении координат на касательном расслоении T∗M3. Рассмотрим следующую
обратимую замену координат касательного пространства, зависящую от точки x многообразия:

ẋi =

3∑

j=1

Rij(x)zj , zj =

3∑

i=1

Tji(x)ẋ
i; (1.5)

при этом Rij, Tji, i, j = 1, 2, 3, — функции от x1, x2, x3, а также RT = E, где R = (Rij), T = (Tji).
Назовем уравнения (1.5) новыми кинематическими соотношениями, т.е. соотношениями на ка-
сательном расслоении T∗M3 (ср. с [8, 9, 11]).
Справедливы следующие тождества:

żj =

3∑

i=1

Ṫjiẋ
i +

3∑

i=1

Tjiẍ
i, Ṫji =

3∑

k=1

Tji,kẋ
k, (1.6)

где

Tji,k =
∂Tji

∂xk
, j, i, k = 1, 2, 3.

Подставляя в (1.6) уравнения (1.1), имеем:

żi =
3∑

j,k=1

Tij,kẋ
j ẋk −

3∑

j,p,q=1

TijΓ
j
pqẋ

pẋq, (1.7)

при этом в последней системе вместо ẋi, i = 1, 2, 3, надо подставить формулы (1.5), и правые части
соотношений (1.7) будут квадратичными формами по z1, z2, z3 (см. также [3, 10, 15]). Другими
словами, равенство (1.7) можно переписать в виде

żi +
3∑

j,k=1

Qijkẋ
jẋk|(1.5) = 0, (1.8)

где

Qijk(x) =

3∑

s=1

Tis(x)Γ
s
jk(x)− Tij,k(x). (1.9)

Непосредственно из формул (1.7) получаем следующее утверждение.

Предложение 1.1. Система (1.1) в той области, где detR(x) �= 0, эквивалентна составной
системе (1.5), (1.7).

Таким образом, результат перехода от уравнений геодезических (1.1) к эквивалентной системе
уравнений (1.5), (1.7) зависит как от замены переменных (1.5) (т.е. вводимых кинематических
соотношений), так и от аффинной связности Γi

jk(x). В частности, для примеров 1.1, 1.2 получаем
в явном виде следующие утверждения.
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Следствие 1.1. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2), когда метрика на
трехмерной сфере индуцирована евклидовой метрикой всеобъемлющего четырехмерного про-
странства (см. также пример 1.1), система, эквивалентная при sinα cosα sin β1 �= 0 урав-
нениям геодезических (1.3), примет следующий вид :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z3,

ż3 = − z21 + z22
cosα sinα

,

ż2 =
z2z3

cosα sinα
+

z21
sinα

cos β1
sin β1

,

ż1 =
z1z3

cosα sinα
− z1z2

sinα

cos β1
sin β1

,

β̇1 =
z2

cosα sinα
,

β̇2 = − z1
cosα sinα sin β1

,

(1.10)

если первое, пятое и шестое уравнения системы (1.10) рассматривать как новые кинематиче-
ские соотношения.

Следствие 1.2. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2), но когда метрика
на двумерной сфере индуцирована метрикой специального силового поля при наличии некото-
рой группы симметрий (см. [36, 38, 39], а также пример 1.2), система, эквивалентная при
sinα cosα sin β1 �= 0 уравнениям геодезических (1.4), примет следующий вид :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z3,

ż3 = −(z21 + z22)
cosα

sinα
,

ż2 = z2z3
cosα

sinα
+ z21

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

,

ż1 = z1z3
cosα

sinα
− z1z2

cosα

sinα

cos β1
sin β1

,

β̇1 = z2
cosα

sinα
,

β̇2 = −z1
cosα

sinα sin β1
,

(1.11)

если первое, пятое и шестое уравнения системы (1.11) рассматривать как новые кинематиче-
ские соотношения.

Очевидно, что системы (1.10) и (1.11) имеют аналитический первый интеграл следующего вида:

z21 + z22 + z23 = const, (1.12)

т.е. в других координатах для системы (1.11)

α̇2 + β̇2
1

sin2 α

cos2 α
+ β̇2

2

sin2 α

cos2 α
sin2 β1 = const,

а для системы (1.10) — аналитический первый интеграл

α̇2 + β̇2
1 sin

2 α cos2 α+ β̇2
2 sin

2 α cos2 α sin2 β1 = const.

1.4. Первые интегралы для уравнений геодезических. Случай I. Рассмотрим случай
задания кинематических соотношений в следующем виде (случай I):

α̇ = −z3, β̇1 = z2f1(α), β̇2 = z1f2(α)g(β1), (1.13)

где f1(α), f2(α), g(β1)—не равные тождественно нулю достаточно гладкие функции на своей
области определения. Такие координаты z1, z2 z3 в касательном пространстве вводятся тогда,
когда рассматриваются следующие уравнения геодезических [45,48, 49]:

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

α̈+ Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0,

(1.14)
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т.е. остальные коэффициенты связности равны нулю. В случае (1.13) уравнения (1.7) примут вид

ż1 =

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z1z3 − f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

z1z2,

ż2 =

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z2z3 − f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 ,

ż3 = f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)z

2
2 + f2

2 (α)g
2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 ,

(1.15)

и уравнения геодезических (1.14) после соответствующего выбора кинематических соотно-
шений (1.13) почти всюду эквивалентны составной системе (1.13), (1.15) на многообразии
T∗M3{z3, z2, z1;α, β1, β2}. Для полного интегрирования системы (1.13), (1.15) шестого порядка
необходимо знать, вообще говоря, пять независимых первых интегралов.
Следующее утверждение фиксирует исследуемую систему в задаче интегрирования уравнений

геодезических.

Следствие 1.3. Если f1(α), f2(α), g(β1)—не равные тождественно нулю достаточно глад-
кие функции на своей области определения, то система, эквивалентная уравнениям геодезиче-
ских (1.14), может быть приведена к следующему виду:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z3,

ż3 = f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)z

2
2 + f2

2 (α)g
2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 ,

ż2 =

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z2z3 − f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 ,

ż1 =

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z1z3 − f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

z1z2,

β̇1 = z2f1(α),

(1.16)

β̇2 = z1f2(α)g(β1). (1.17)

Если при этом аффинная связность Γi
jk(α, β) при всех i, j, k не зависит от угла β2, то проис-

ходит отделение независимой подсистемы пятого порядка (1.16).

Можно выписать достаточные условия существования квадратичного по скоростям z1, z2, z3
первого интеграла более общего вида, нежели (1.12), а именно,

3∑

i,j=1; i�j

aij(α, β)zizj = const, (1.18)

не требуя даже положительной определенности матрицы (aij(α, β)), но мы пока ограничимся
следующим случаем (см. также [44,46, 51]).

Предложение 1.2. Если всюду на своей области определения справедлива система диффе-
ренциальных равенств

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β) ≡ 0,

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

+ f2
2 (α)g

2(β1)Γ
α
22(α, β) ≡ 0,

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2(β1)Γ
1
22(α, β) ≡ 0,

(1.19)

то система (1.16), (1.17) имеет аналитический первый интеграл следующего вида:

Φ1(z3, z2, z1) = z21 + z22 + z23 = C2
1 = const. (1.20)

Доказательство. Дифференцирование функции (1.20) в силу системы (1.16), (1.17) дает



ИНТЕГРИРУЕМЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 27

2

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)

]

z22z3+

+ 2

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

+ f2
2 (α)g

2(β1)Γ
α
22(α, β)

]

z21z3−

− 2

[

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2(β1)Γ
1
22(α, β)

]
z21z2
f1(α)

≡ 0,

поскольку выполнена система дифференциальных равенств (1.19). �
Согласно предложению 1.2 найдем наиболее общий вид правых частей систем, эквивалент-

ных уравнениям геодезических (1.3) и (1.4) из примеров 1.1 и 1.2, соответственно, и имеющих
аналитический первый интеграл вида (1.20).

Следствие 1.4. В случае сферических координат (α, β), когда метрика на трехмерной сфере
индуцирована евклидовой метрикой всеобъемлющего четырехмерного пространства (см. также
пример 1.1), однопараметрическая система, эквивалентная почти всюду уравнениям геодези-
ческих (1.3), и имеющая первый интеграл вида (1.20), примет следующий вид :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z3,

ż3 = −(z21 + z22)
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

,

ż2 = z2z3
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

+ z21
cosα

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

,

ż1 = z1z3
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− z1z2
cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

,

β̇1 = z2
1

sinα
√

1 + ν1 sin
2 α

,

β̇2 = −z1
1

sinα sin β1
√

1 + ν1 sin
2 α

, ν1 ∈ R,

(1.21)

если первое, пятое и шестое уравнения системы (1.21) рассматривать как новые кинематиче-
ские соотношения.

Следствие 1.5. В случае сферических координат (α, β), но когда метрика на трехмерной
сфере индуцирована метрикой специального силового поля при наличии некоторой группы сим-
метрий (см. [40, 47, 50], а также пример 1.2), однопараметрическая система, эквивалентная
почти всюду уравнениям геодезических (1.4), и имеющая первый интеграл вида (1.20), примет
следующий вид :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z3,

ż3 = −(z21 + z22)
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

,

ż2 = z2z3
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

+ z21
cosα

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

,

ż1 = z1z3
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− z1z2
cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

,

β̇1 = z2
cosα

sinα
√

1 + ν1 sin
2 α

,

β̇2 = −z1
cosα

sinα sin β1
√

1 + ν1 sin
2 α

, ν1 ∈ R,

(1.22)

если первое, пятое и шестое уравнения системы (1.22) рассматривать как новые кинематиче-
ские соотношения.
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Системы (1.10) и (1.11) получаются из систем (1.21) и (1.22) при ν1 = −1 и ν1 = 0 соответ-
ственно.
Важно заметить, что, на первый взгляд, при интегрировании системы равенств (1.19) должны

получиться три произвольные постоянные, определяющие трехпараметрические семейства иско-
мых систем вида (1.21) и (1.22). Но, оказывается, система равенств (1.19) определяет не более чем
трехпараметрическое семейство искомых систем. Утверждается, что в данном случае возможно
найти лишь однопараметрические искомые семейства.
Система равенств (1.19) может трактоваться как возможность преобразования квадратичной

формы метрики многообразия к каноническому виду с законом сохранения энергии (1.20) (или
см. ниже (2.3)) в зависимости от рассматриваемой задачи. История и текущее состояние рассмот-
рения данной более общей проблемы достаточно обширны (отметим лишь работы [20,26,27]). Но,
как известно, поиск первых интегралов опирается на наличие в системе дополнительных групп
симметрий.
Можно доказать отдельную теорему существования решения f1(α), f2(α), g(β1) системы ра-

венств (1.19) квазилинейных уравнений для наличия аналитического первого интеграла (1.20)
для системы (1.16), (1.17) уравнений геодезических. Но, как будет показано ниже, данные рассуж-
дения справедливы или для системы уравнений геодезических (системы при отсутствии силового
поля), или для систем при наличии потенциального силового поля. Но для систем с диссипацией
условия (1.19) приобретут несколько иной смысл.
Тем не менее, в дальнейшем будем предполагать в системе (1.16), (1.17) выполнение условия

f1(α) = f2(α) = f(α); (1.23)

при этом функция g(β1) должна удовлетворять преобразованному третьему равенству из системы
равенств (1.19):

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

+ g2(β1)Γ
1
22(α, β) ≡ 0. (1.24)

Таким образом, функция g(β1) зависит от коэффициентов связности; ограничения на функцию
f(α) будут приведены ниже.

Предложение 1.3. Если выполнены свойства (1.23), (1.24), при этом справедливы равен-
ства

Γ1
α1(α, β) = Γ2

α2(α, β) = Γ1(α), (1.25)

то система (1.16), (1.17) имеет гладкий первый интеграл вида

Φ2(z2, z1;α) =
√

z21 + z22 Φ0(α) = C2 = const, (1.26)

где

Φ0(α) = f(α) exp

⎧
⎨

⎩
2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭
.

Доказательство. Дифференцирование функции (1.26) в силу системы (1.16), (1.17) при услови-
ях (1.23)—(1.25) дает

{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}

z3

√

z21 + z22 .

Но функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),

что и доказывает предложение. �
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Предложение 1.4. Если выполнено свойство (1.23), при этом справедливо равенство

Γ2
12(α, β) = Γ2(β1), (1.27)

а также второе равенство из (1.25) (Γ2
α2(α, β) = Γ1(α)), то система (1.16), (1.17) имеет глад-

кий первый интеграл вида

Φ3(z1;α, β1) = z1Φ0(α)Φ(β1) = C3 = const, (1.28)

Φ(β1) = g(β1) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β1∫

β10

Γ2(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

Доказательство. Дифференцирование функции (1.28) в силу системы (1.16), (1.17) при рассмат-
риваемых условиях дает

z1z3Φ(β1)

[[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

]

+

+ z1z2f1(α)Φ0(α)

[

−
[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Φ(β1) +
dΦ(β1)

dβ1

]

.

Но функции Φ0(α) и Φ(β1) удовлетворяют обыкновенным дифференциальным уравнениям
dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),
dΦ(β1)

dβ1
=

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Φ(β1)

соответственно, что и доказывает предложение. �
Очевидно следующее утверждение о выделении независимой подсистемы.

Замечание 1.1. Если выполнена группа дифференциальных равенств (1.19), а также усло-
вия (1.25), (1.27), то в системе (1.16), (1.17) появляется независимая подсистема пятого порядка,
состоящая из первых пяти уравнений (уравнение на β̇2 отделяется):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z3,

ż3 = f2
1 (α)Γ

α
11(α)z

2
2 + f2

2 (α)g
2(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
1 ,

ż2 =

[

2Γ1(α) +
d ln |f1(α)|

dα

]

z2z3 − f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β1)z

2
1 ,

ż1 =

[

2Γ1(α) +
d ln |f2(α)|

dα

]

z1z3 − f1(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

z1z2,

β̇1 = z2f1(α),

(1.29)

β̇2 = z1f2(α)g(β1). (1.30)

Предложение 1.5. Если выполнены условия предложений 1.3, 1.4, то система (1.29), (1.30)
имеет первый интеграл следующего вида:

Φ4(β1, β2) = β2 ±
β1∫

β10

C3g(b)
√

C2
2Φ

2(b)− C2
3

db = C4 = const, (1.31)

где после взятия интеграла (1.31) вместо постоянных C2, C3 можно формально подставить
левые части равенств (1.26), (1.28) соответственно.

Схема доказательства. Если выполнены условия предложений 1.3, 1.4, то, значит, система (1.29),
(1.30) обладает двумя первыми интегралами (1.26) и (1.28). Далее, рассмотрим два уровня C2

и C3 первых интегралов (1.26) и (1.28) соответственно. На этих уровнях справедливо равенство
z1
z2

= ∓ C3
√
C2
2Φ

2(β1)− C2
3

. (1.32)
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Угол β2 будем искать из следующего уравнения, полученного из системы (1.29), (1.30):
dβ2
dβ1

=
z1
z2

g(β1).

Используя в этом уравнении равенство (1.32), и получаем требуемое утверждение. �
Прямым следствием из предложений 1.2, 1.3, 1.4 и 1.5 является следующая теорема.

Теорема 1.1. Если выполнены условия предложений 1.2, 1.3 и 1.4, то система (1.29), (1.30)
обладает полным набором (четырьмя) независимых первых интегралов вида (1.20), (1.26),
(1.28), (1.31).

Тот факт, что полный набор состоит из четырех, а не из пяти, первых интегралов, будет
доказан ниже.

1.5. Первые интегралы для уравнений геодезических. Случай II. Рассмотрим случай
задания кинематических соотношений в следующем виде (случай II):

α̇ = z3f3(α), β̇1 = z2f1(α), β̇2 = z1f2(α)g(β1), (1.33)

где f1(α), f2(α), f3(α), g(β1)—не равные тождественно нулю достаточно гладкие функции на
своей области определения. Такие координаты z1, z2 z3 в касательном пространстве вводятся
тогда, когда рассматриваются следующие уравнения геодезических [61,62, 64]:

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

α̈+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0,

(1.34)

т.е. остальные коэффициенты связности равны нулю. В случае (1.33) уравнения (1.7) примут вид

ż1 = −f3(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z1z3 − f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

z1z2,

ż2 = −f3(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z2z3 − f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 ,

ż3 = −f3(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z23 −
f2
1 (α)

f3(α)
Γα
11(α, β)z

2
2 − f2

2 (α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 ,

(1.35)

и уравнения геодезических (1.34) после соответствующего выбора кинематических соотно-
шений (1.33) почти всюду эквивалентны составной системе (1.33), (1.35) на многообразии
T∗M3{z3, z2, z1;α, β1, β2}. Для полного интегрирования системы (1.33), (1.35) шестого порядка
необходимо знать, вообще говоря, пять независимых первых интегралов.
Следующее утверждение фиксирует исследуемую систему в задаче интегрирования уравнений

геодезических.

Следствие 1.6. Если f1(α), f2(α), f3(α), g(β1)—не равные тождественно нулю достаточно
гладкие функции на своей области определения, то система, эквивалентная уравнениям геоде-
зических (1.34), может быть приведена к следующему виду:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α),

ż3 = −f3(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z23 −
f2
1 (α)

f3(α)
Γα
11(α, β)z

2
2 − f2

2 (α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 ,

ż2 = −f3(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z2z3 − f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 ,

ż1 = −f3(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z1z3 − f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

z1z2,

β̇1 = z2f1(α),

(1.36)

β̇2 = z1f2(α)g(β1). (1.37)
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Если при этом аффинная связность Γi
jk(α, β) при всех i, j, k не зависит от угла β2, то проис-

ходит отделение независимой подсистемы пятого порядка (1.16).

Можно выписать достаточные условия существования квадратичного по скоростям z1, z2, z3
первого интеграла более общего вида (1.18), нежели (1.12), для рассматриваемой системы, но мы
пока ограничимся следующим случаем.

Предложение 1.6. Если всюду на своей области определения справедлива система диффе-
ренциальных равенств

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f2
3 (α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β) ≡ 0,

f2
3 (α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

+ f2
2 (α)g

2(β1)Γ
α
22(α, β) ≡ 0,

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2(β1)Γ
1
22(α, β) ≡ 0,

Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

≡ 0,

(1.38)

то система (1.36), (1.37) имеет аналитический первый интеграл следующего вида:

Φ1(z3, z2, z1) = z21 + z22 + z23 = C2
1 = const. (1.39)

Доказательство. Дифференцирование функции (1.39) в силу системы (1.36), (1.37) дает

− 2f3(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z32−

− 2

[

f2
3 (α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)

]
z22z3
f3(α)

−

− 2

[

f2
3 (α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

+ f2
2 (α)g

2(β1)Γ
α
22(α, β)

]
z21z3
f3(α)

−

− 2

[

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2(β1)Γ
1
22(α, β)

]
z21z2
f1(α)

≡ 0,

поскольку выполнена система дифференциальных равенств (1.38). �

Пример 1.3. Уравнения (1.2) геодезических в трехмерном пространстве Лобачевского с ко-
ординатами (x = β1, y = β2, z = α) примут вид

α̈− 1

α
(α̇2 − β̇2

1 − β̇2
2) = 0, β̈1 − 2

α
α̇β̇1 = 0, β̈2 − 2

α
α̇β̇2 = 0, (1.40)

т.е. ненулевые коэффициенты связности равны

Γα
αα(α, β) = − 1

α
, Γα

11(α, β) = Γα
22(α, β) =

1

α
, Γ1

α1(α, β) = Γ1
α2(α, β) = − 1

α
.

Согласно предложению 1.6 найдем наиболее общий вид правых частей систем, эквивалентных
уравнениям геодезических (1.40) из примера 1.3 и имеющих аналитический первый интеграл
вида (1.39).

Следствие 1.7. В случае геодезических в трехмерном пространстве Лобачевского с коорди-
натами (x = β1, y = β2, z = α) (см. также пример 1.3), четырехпараметрическая система,
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эквивалентная при ν1, ν3 �= 0, α �= 0 уравнениям геодезических (1.40), и имеющая первый инте-
грал вида (1.39), примет следующий вид :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3ν1α,

ż3 = −z22
ν1α

2

α2 + ν2
− z21

ν1ν
2
3α

2

ν23α
2 + ν4

,

ż2 = z2z3
ν1α

2

α2 + ν2
,

ż1 = z1z3
ν1ν

2
3α

2

ν23α
2 + ν4

,

β̇1 = z2
ν1α

2

√
α2 + ν2

,

β̇2 = z1
ν1ν3α

2

√
ν23α

2 + ν4
,

ν1, ν2, ν3, ν4 ∈ R, (1.41)

если первое, пятое и шестое уравнения системы (1.41) рассматривать как новые кинематиче-
ские соотношения.

Важно заметить, что при интегрировании системы равенств (1.38) и получились четыре про-
извольные постоянные, определяющие четырехпараметрические семейства искомых систем ви-
да (1.41). Система равенств (1.19), вообще говоря, определяет не более чем четырехпараметри-
ческое семейство искомых систем. Утверждается, что в данном случае стало возможным найти
максимально возможное параметрическое семейство.
Система равенств (1.38) по-прежнему может трактоваться как возможность преобразования

квадратичной формы метрики многообразия к каноническому виду с законом сохранения энер-
гии (1.39) в зависимости от рассматриваемой задачи. История и текущее состояние рассмотрения
данной более общей проблемы достаточно обширны (отметим лишь работы [6, 12, 14]). Но, как
известно, поиск первых интегралов опирается на наличие в системе дополнительных групп сим-
метрий.
По-прежнему актуально следующее замечание. Можно доказать отдельную теорему существо-

вания решения f1(α), f2(α), f3(α), g(β1) системы дифференциальных равенств (1.38) квазили-
нейных уравнений для наличия аналитического первого интеграла (1.39) для системы (1.36),
(1.37) уравнений геодезических. Но, как будет показано ниже, данные рассуждения справедли-
вы или для системы уравнений геодезических (системы при отсутствии силового поля), или для
систем при наличии потенциального силового поля. Но для систем с диссипацией условия (1.38)
приобретут несколько иной смысл.
Тем не менее, в дальнейшем будем предполагать в системе (1.36), (1.37) выполнение условия

f1(α) = f2(α) = f(α), (1.42)

при этом функция g(β1) должна удовлетворять преобразованному третьему равенству из системы
равенств (1.38):

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

+ g2(β1)Γ
1
22(α, β) ≡ 0. (1.43)

Таким образом, функция g(β1) зависит от коэффициентов связности; ограничения на функции
f(α), f3(α) будут приведены ниже.

Предложение 1.7. Если выполнены свойства (1.42), (1.43), при этом справедливы равен-
ства

Γ1
α1(α, β) = Γ2

α2(α, β) = Γ1(α), (1.44)

то система (1.36), (1.37) имеет гладкий первый интеграл вида

Φ2(z2, z1;α) =
√

z21 + z22 Φ0(α) = C2 = const, (1.45)

где

Φ0(α) = f(α) exp

⎧
⎨

⎩
2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭
.
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Доказательство. Дифференцирование функции (1.45) в силу системы (1.36), (1.37) при услови-
ях (1.42)—(1.44) дает

−f3(α)

{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

}

z3

√

z21 + z22 .

Но функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),

что и доказывает предложение. �

Предложение 1.8. Если выполнено свойство (1.42), при этом справедливо равенство

Γ2
12(α, β) = Γ2(β1), (1.46)

а также второе равенство из (1.44) (Γ2
α2(α, β) = Γ1(α)), то система (1.36), (1.37) имеет глад-

кий первый интеграл вида

Φ3(z1;α, β1) = z1Φ0(α)Φ(β1) = C3 = const, (1.47)

Φ(β1) = g(β1) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β1∫

β10

Γ2(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

Доказательство. Дифференцирование функции (1.47) в силу системы (1.36), (1.37) при рассмат-
риваемых условиях дает

− f3(α)z1z3Φ(β1)

[[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

]

+

+ f1(α)z1z2Φ0(α)

[

−
[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Φ(β1) +
dΦ(β1)

dβ1

]

.

Но функции Φ0(α) и Φ(β1) удовлетворяют обыкновенным дифференциальным уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),
dΦ(β1)

dβ1
=

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Φ(β1)

соответственно, что и доказывает предложение. �
Очевидно следующее утверждение о выделении независимой подсистемы.

Замечание 1.2. Если выполнена группа дифференциальных равенств (1.38), а также усло-
вия (1.44), (1.46), то в системе (1.36), (1.37) появляется независимая подсистема пятого порядка,
состоящая из первых пяти уравнений (уравнение на β̇2 отделяется):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α),

ż3 = −f2
1 (α)

f3(α)
Γα
11(α)z

2
2 −

f2
2 (α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
1 ,

ż2 = −f3(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f1(α)|

dα

]

z2z3 − f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β1)z

2
1 ,

ż1 = −f3(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f2(α)|

dα

]

z1z3 − f1(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

z1z2,

β̇1 = z2f1(α),

(1.48)

β̇2 = z1f2(α)g(β1). (1.49)
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Предложение 1.9. Если выполнены условия предложений 1.7, 1.8, то система (1.48), (1.49)
имеет первый интеграл следующего вида:

Φ4(β1, β2) = β2 ±
β1∫

β10

C3g(b)
√

C2
2Φ

2(b)− C2
3

db = C4 = const, (1.50)

где, после взятия интеграла (1.50), вместо постоянных C2, C3 можно формально подставить
левые части равенств (1.45), (1.47) соответственно.

Схема доказательства. Если выполнены условия предложений 1.7, 1.8, то, значит, система (1.48),
(1.49) обладает двумя первыми интегралами (1.45) и (1.47). Рассмотрим два уровня C2 и C3

первых интегралов (1.45) и (1.47) соответственно. На этих уровнях справедливо равенство

z1
z2

= ∓ C3
√
C2
2Φ

2(β1)− C2
3

. (1.51)

Угол β2 будем искать из следующего уравнения, полученного из системы (1.48), (1.49):

dβ2
dβ1

=
z1
z2

g(β1).

Используя в этом уравнении равенство (1.51), и получаем требуемое утверждение. �
Прямым следствием из предложений 1.6, 1.7, 1.8 и 1.9 является следующая теорема.

Теорема 1.2. Если выполнены условия предложений 1.6, 1.7 и 1.8, то система (1.48), (1.49)
обладает полным набором (четырьмя) независимых первых интегралов вида (1.39), (1.45),
(1.47), (1.50).

Тот факт, что полный набор состоит из четырех, а не из пяти, первых интегралов, будет
доказан ниже.

2. Уравнения движения на касательном расслоении
к трехмерному многообразию в потенциальном силовом поле

2.1. Приведенная система. Случай I. Рассмотрим случай задания кинематических соот-
ношений в виде (1.13) (случай I). Уравнения (1.7) примут вид (1.15). А уравнения геодези-
ческих (1.2) после соответствующего выбора кинематических соотношений (1.13) почти всюду
эквивалентны составной системе (1.13), (1.15) на многообразии T∗M3{z3, z2, z1;α, β1, β2} (более
общие утверждения см. в [2, 7, 16]).
В общем случае кинематические соотношения (1.13) (с тремя «произвольными» функциями

f1(α), f2(α), g(β1)) не могут, вообще говоря, обеспечить существование необходимого количе-
ства первых интегралов, поскольку в уравнениях геодезических содержатся, вообще говоря, до
18 коэффициентов аффинной связности Γi

jk.
Теперь несколько модифицируем систему (1.16), (1.17). При этом получим систему консерва-

тивную. А именно, наличие силового поля характеризует коэффициент F (α) во втором уравне-
нии системы (2.1) (в отличие от системы (1.16)). В данном случае вводится (внешнее) силовое
поле в проекциях на оси ż1, ż2, ż3 соответственно:

F̃ (z3, z2, z1;α) =
(
0, 0, F (α)

)T
.
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Рассматриваемая система на касательном расслоении T∗M3{z3, z2, z1;α, β1, β2} примет вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z3,

ż3 = F (α) + f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)z

2
2 + f2

2 (α)g
2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 ,

ż2 =

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z2z3 − f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 ,

ż1 =

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z1z3 − f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

z1z2,

β̇1 = z2f1(α),

β̇2 = z1f2(α)g(β1).

(2.1)

Система (2.1) почти всюду эквивалентна следующей системе:
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

α̈+ F (α) + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0.

(2.2)

2.2. Первые интегралы для уравнений в потенциальном поле. Случай I.

Предложение 2.1. Если всюду на своей области определения справедлива система диффе-
ренциальных равенств (1.19), то система (2.1) имеет гладкий первый интеграл следующего
вида:

Φ1(z3, z2, z1;α) = z21 + z22 + z23 + V (α) = C1 = const, V (α) = 2

α∫

α0

F (a)da. (2.3)

Доказательство. Дифференцирование функции (2.3) в силу системы (2.1) дает

2F (α)z3 + 2

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)

]

z22z3+

+ 2

[

2Γ1
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

+ f2
2 (α)g

2(β1)Γ
α
22(α, β)

]

z21z3−

− 2

[

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2(β1)Γ
1
22(α, β)

]
z21z2
f1(α)

− 2F (α)z3 ≡ 0,

поскольку выполнена система дифференциальных равенств (1.19). �

Предложение 2.2. Если выполнены условия предложения 1.3, то система (2.1) имеет глад-
кий первый интеграл вида (1.26).

Доказательство. Дифференцирование функции (1.26) в силу системы (2.1) при услови-
ях (1.23)—(1.25) дает

{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}

z3

√

z21 + z22 .

Но функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),

что и доказывает предложение. �

Предложение 2.3. Если выполнены условия предложения 1.4, то система (2.1) имеет глад-
кий первый интеграл вида (1.28).
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Доказательство. Дифференцирование функции (1.28) в силу системы (2.1) при рассматривае-
мых условиях дает

z1z3Φ(β1)

[[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

]

+

+ z1z2f1(α)Φ0(α)

[

−
[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Φ(β1) +
dΦ(β1)

dβ1

]

.

Но функции Φ0(α) и Φ(β1) удовлетворяют обыкновенным дифференциальным уравнениям
dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),
dΦ(β1)

dβ1
=

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Φ(β1)

соответственно, что и доказывает предложение. �
Очевидно следующее утверждение о выделении независимой подсистемы.

Замечание 2.1. Если выполнена группа дифференциальных равенств (1.19), а также усло-
вия (1.25), (1.27), то в системе (2.1) появляется независимая подсистема пятого порядка, состоя-
щая из первых пяти уравнений (уравнение на β̇2 отделяется):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z3,

ż3 = F (α) + f2
1 (α)Γ

α
11(α)z

2
2 + f2

2 (α)g
2(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
1 ,

ż2 =

[

2Γ1(α) +
d ln |f1(α)|

dα

]

z2z3 − f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β1)z

2
1 ,

ż1 =

[

2Γ1(α) +
d ln |f2(α)|

dα

]

z1z3 − f1(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

z1z2,

β̇1 = z2f1(α),

(2.4)

β̇2 = z1f2(α)g(β1). (2.5)

Предложение 2.4. Если выполнены условия предложений 1.3, 1.4, то система (2.4), (2.5)
имеет первый интеграл вида (1.31), где, после взятия интеграла (1.31), вместо постоянных
C2, C3 можно формально подставить левые части равенств (1.26), (1.28) соответственно.

Схема доказательства. Если выполнены условия предложений 1.3, 1.4, то, значит, система (2.4),
(2.5) обладает двумя первыми интегралами (1.26) и (1.28). Рассмотрим два уровня C2 и C3 первых
интегралов (1.26) и (1.28) соответственно. На этих уровнях справедливо равенство (1.32). Угол
β2 будем искать из следующего уравнения, полученного из системы (2.4), (2.5):

dβ2
dβ1

=
z1
z2

g(β1).

Используя в этом уравнении равенство (1.32), и получаем требуемое утверждение. �
Прямым следствием из предложений 2.1, 2.2, 2.3 и 2.4 является следующая теорема.

Теорема 2.1. Если выполнены условия предложений 2.1, 2.2 и 2.3, то система (2.4), (2.5)
обладает полным набором (четырьмя) независимых первых интегралов вида (2.3), (1.26), (1.28),
(1.31).

Тот факт, что полный набор состоит из четырех, а не из пяти, первых интегралов, будет
доказан ниже.

2.3. Приведенная система. Случай II. Рассмотрим случай задания кинематических со-
отношений в виде (1.33) (случай II). Уравнения (1.7) примут вид (1.35). Уравнения геодези-
ческих (1.2) после соответствующего выбора кинематических соотношений (1.33) почти всюду
эквивалентны составной системе (1.33), (1.35) на многообразии T∗M3{z3, z2, z1;α, β1, β2}.
В общем случае кинематические соотношения (1.33) (с четырьмя «произвольными» функци-

ями f1(α), f2(α), f3(α), g(β1)) не могут, вообще говоря, обеспечить существование необходимого
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количества первых интегралов, поскольку в уравнениях геодезических содержатся, вообще гово-
ря, до 18 коэффициентов аффинной связности Γi

jk.
Теперь несколько модифицируем систему (1.36), (1.37). При этом получим систему консерва-

тивную. А именно, введем гладкое (внешнее) силовое поле в проекциях на оси ż1, ż2, ż3 соответ-
ственно:

F̃ (z3, z2, z1;α, β1, β2) =

⎛

⎝
F1(β2)f2(α)g(β1)

F2(β1)f1(α)
F3(α)f3(α)

⎞

⎠

Рассматриваемая система на касательном расслоении T∗M3{z3, z2, z1;α, β1, β2} примет вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α),

ż3 = F3(α)f3(α) − f3(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z23−

− f2
1 (α)

f3(α)
Γα
11(α, β)z

2
2 − f2

2 (α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 ,

ż2 = F2(β1)f1(α)− f3(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z2z3 − f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 ,

ż1 = F1(β2)f2(α)g(β1)− f3(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z1z3−

− f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

z1z2,

β̇1 = z2f1(α),

β̇2 = z1f2(α)g(β1).

(2.6)

Система (2.6) почти всюду эквивалентна следующей системе:
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

α̈− F3(β1)f
2
3 (α) + Γα

αα(α, β)α̇
2 + Γα

11(α, β)β̇
2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 − F2(β1)f
2
1 (α) + 2Γ1

α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 = 0,

β̈2 − F1(β2)f
2
2 (α)g

2(β1) + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0.

(2.7)

2.4. Первые интегралы для уравнений в потенциальном поле. Случай II.

Предложение 2.5. Если всюду на своей области определения справедлива система диффе-
ренциальных равенств (1.38), то система (2.6) имеет гладкий первый интеграл следующего
вида:

Φ1(z3, z2, z1;α, β1, β2) = z21 + z22 + z23 + V (α, β1, β2) = C1 = const, (2.8)

V (α, β1, β2) = V3(α) + V2(β1) + V1(β2) = −2

α∫

α0

F3(a)da − 2

β1∫

β10

F2(b)db− 2

β2∫

β20

F1(b)db.

Доказательство. Дифференцирование функции (2.8) в силу системы (2.6) дает

2z3F3(α)f3(α) + 2z2F2(β1)f1(α) + 2z1F1(β2)f2(α)g(β1)− 2f3(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z32−

− 2

[

f2
3 (α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)

]
z22z3
f3(α)

−

− 2

[

f2
3 (α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

+ f2
2 (α)g

2(β1)Γ
α
22(α, β)

]
z21z3
f3(α)

−



38 М. В. ШАМОЛИН

− 2

[

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2(β1)Γ
1
22(α, β)

]
z21z2
f1(α)

−
− 2z3F3(α)f3(α) − 2z2F2(β1)f1(α)− 2z1F1(β2)f2(α)g(β1) ≡ 0,

поскольку выполнена система дифференциальных равенств (1.38). �

Предложение 2.6. Пусть F1(β2) ≡ F2(β1) ≡ 0. Если выполнены условия предложения 1.7,
то система (2.6) имеет гладкий первый интеграл вида (1.45).

Доказательство. Дифференцирование функции (1.45) в силу системы (2.6) при рассматривае-
мых условиях дает

−f3(α)

{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

}

z3

√

z21 + z22 .

Функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),

что и доказывает предложение. �

Предложение 2.7. Пусть F2(β1) ≡ 0. Если выполнены условия предложения 1.8, то систе-
ма (2.6) имеет гладкий первый интеграл вида (1.47).

Доказательство. Дифференцирование функции (1.47) в силу системы (2.6) при рассматривае-
мых условиях дает

− f3(α)z1z3Φ(β1)

[[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

]

+

+ f1(α)z1z2Φ0(α)

[

−
[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Φ(β1) +
dΦ(β1)

dβ1

]

.

Но функции Φ0(α) и Φ(β1) удовлетворяют обыкновенным дифференциальным уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),
dΦ(β1)

dβ1
=

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Φ(β1)

соответственно, что и доказывает предложение. �
Очевидно следующее утверждение о выделении независимой подсистемы.

Замечание 2.2. Пусть F1(β2) ≡ F 0
1 = const. Если выполнена группа дифференциальных ра-

венств (1.38), а также условия (1.44), (1.46), то в системе (2.6) появляется независимая подсистема
пятого порядка, состоящая из первых пяти уравнений (уравнение на β̇2 отделяется):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α),

ż3 = F3(α)f3(α)− f2
1 (α)

f3(α)
Γα
11(α)z

2
2 −

f2
2 (α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
1 ,

ż2 = F2(β1)f1(α) − f3(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f1(α)|

dα

]

z2z3 − f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β1)z

2
1 ,

ż1 = F 0
1 f2(α)g(β1)− f3(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f2(α)|

dα

]

z1z3−

−f1(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

z1z2,

β̇1 = z2f1(α),

(2.9)

β̇2 = z1f2(α)g(β1). (2.10)
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Предложение 2.8. В рассматриваемом случае имеем F1(β2) ≡ F2(β1) ≡ 0. Если выполнены
условия предложений 1.7, 1.8, то система (2.9), (2.10) имеет первый интеграл вида (1.50),
в котором после вычисления интеграла (1.50) вместо постоянных C2, C3 можно формально
подставить левые части равенств (1.45), (1.47) соответственно.

Схема доказательства. Если выполнены условия предложений 1.7, 1.8, то, значит, система (2.9),
(2.10) обладает двумя первыми интегралами (1.45) и (1.47). Далее рассмотрим два уровня C2 и C3

первых интегралов (1.45) и (1.47) соответственно. На этих уровнях справедливо равенство (1.32).
Угол β2 будем искать из следующего уравнения, полученного из системы (2.9), (2.10):

dβ2
dβ1

=
z1
z2

g(β1).

Используя в этом уравнении равенство (1.32), и получаем требуемое утверждение. �
Прямым следствием из предложений 2.5, 2.6, 2.7 и 2.8 является следующая теорема.

Теорема 2.2. Если выполнены условия предложений 2.5, 2.6 и 2.7, то система (2.9), (2.10)
обладает полным набором (четырьмя) независимых первых интегралов вида (2.8), (1.45), (1.47),
(1.50).

Тот факт, что полный набор состоит из четырех, а не из пяти, первых интегралов, будет
доказан ниже.

3. Уравнения движения на касательном расслоении к трехмерному
многообразию в силовом поле с диссипацией

3.1. Приведенная система. Случай I. Теперь несколько модифицируем систему (2.1).
При этом получим систему с диссипацией. А именно, наличие диссипации (вообще говоря, зна-
копеременной) характеризует не только коэффициент bδ(α), b > 0, в первом уравнении систе-
мы (3.1) (в отличие от системы (2.1)), но и следующая зависимость (внешнего) силового поля
в проекциях на оси ż1, ż2, ż3 соответственно:

F̃ (z3, z2, z1;α, β1, β2) =

⎛

⎝
0
0

F (α)

⎞

⎠+

⎛

⎝
z1F

1
1 (α)

z2F
1
2 (α)

z3F
1
3 (α)

⎞

⎠ .

Рассматриваемая система на касательном расслоении T∗M3{z3, z2, z1;α, β1, β2} примет вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z3 + bδ(α),

ż3 = F (α) + f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)z

2
2 + f2

2 (α)g
2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 + z3F

1
3 (α),

ż2 =

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z2z3 − f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

ż1 =

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z1z3 − f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

z1z2 + z1F
1
1 (α),

β̇1 = z2f1(α),

β̇2 = z1f2(α)g(β1).

(3.1)

Система (3.1) почти всюду эквивалентна следующей системе:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈−
[
bδ̃(α) + F 1

3 (α)
]
α̇+ F (α) + bδ(α)F 1

3 (α) + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 −
{

bδ(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

+ F 1
2 (α)

}

β̇1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈2 −
{

bδ(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

+ F 1
1 (α)

}

β̇2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0;

(3.2)

здесь и далее δ̃(α) = dδ(α)/dα.
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3.2. Первые интегралы для уравнений в поле с диссипацией. Случай I. Перейдем
к интегрированию системы шестого порядка (3.1) при выполнении свойств (1.19), (1.25), (1.27),
(1.23). Система (3.1) допускает отделение независимой подсистемы пятого порядка:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z3 + bδ(α),

ż3 = F (α) + f2(α)Γα
11(α, β1)z

2
2 + f2(α)g2(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
1 + z3F

1
3 (α),

ż2 =

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

z2z3 − f(α)g2(β1)Γ
1
22(β1)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

ż1 =

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

z1z3 − f(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

z1z2 + z1F
1
1 (α),

β̇1 = z2f(α),

(3.3)

при наличии также шестого уравнения

β̇2 = z1f(α)g(β1). (3.4)

Перейдем к интегрированию системы шестого порядка (3.3), (3.4) при выполнении равенств

Γα
11(α, β1) = Γα

22(α, β1)g
2(β1) = Γ3(α). (3.5)

Введем ограничение на функцию f(α): она должна удовлетворять первому дифференциальному
равенству из (1.19), преобразованному в обыкновенное дифференциальное уравнение

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα
+ Γ3(α)f

2(α) = 0. (3.6)

Предположим также, что выполнено (в некотором смысле, техническое) равенство:

F 1
1 (α) = F 1

2 (α) = F 1(α). (3.7)

Для полного интегрирования (системы) необходимо знать, вообще говоря, пять независимых
первых интегралов. Однако после замены переменных

z1, z2 → z, z∗, z =
√

z21 + z22 , z∗ =
z2
z1

, (3.8)

система (3.3), (3.4) распадается следующим образом:
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z3 + bδ(α),

ż3 = F (α) + Γ3(α)f
2(α)z2 + z3F

1
3 (α),

ż =

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

zz3 + zF 1(α),

(3.9)

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ż∗ = ±z
√

1 + z2∗f(α)
[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

,

β̇1 = ± zz∗
√

1 + z2∗
f(α),

(3.10)

β̇2 = ± z
√
1 + z2∗

f(α)g(β1). (3.11)

Видно, что для полной интегрируемости системы (3.9)—(3.11) достаточно указать два независи-
мых первых интеграла системы (3.9), один — системы (3.10), и дополнительный первый интеграл,
«привязывающий» уравнение (3.11) (т.е. всего четыре).
Будем также предполагать, что для некоторых κ, λ0, λ1, λ3 ∈ R выполнены равенства

f2(α)Γ3(α) = κ
d

dα
ln |δ(α)|, (3.12)

а также

F (α) = λ0
d

dα

δ2(α)

2
, F 1(α) = λ1

d

dα
δ(α), F 1

3 (α) = λ3
d

dα
δ(α). (3.13)
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Условие (3.12) назовем геометрическим, потому что, будучи условием на коэффициент связности
Γ3(α), оно приводит соответствующие коэффициенты системы к однородному виду относитель-
но функции δ(α) при участии функции f(α), входящей в кинематические соотношения. Условия
группы (3.13) назовем энергетическими, потому что при их наложении (внешние) силы ста-
новятся, в некотором смысле, «потенциальными» по отношению к «силовой» функции δ2(α)/2
(или δ(α)), приводя соответствующие коэффициенты системы к однородному виду (относительно
функции δ(α)). При этом функция δ(α) и вводит в систему диссипацию разных знаков или так
называемую знакопеременную диссипацию (см. также [19,22, 24]).

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (3.12) и (3.13). Тогда система (3.9)—(3.11) обладает
полным набором (четырьмя) независимых, вообще говоря, трансцендентных первых интегра-
лов.

Схема доказательства. Для доказательства теоремы 3.1 для начала сопоставим системе третьего
порядка (3.9) неавтономную систему второго порядка

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

dz3
dα

=
F (α) + Γ3(α)f

2(α)z2 + z3F
1
3 (α)

−z3 + bδ(α)
,

dz

dα
=

[2Γ1(α) + d ln |f(α)|/dα] zz3 + zF 1(α)

−z3 + bδ(α)
.

(3.14)

Вводя однородные переменные по формулам

z = u1δ(α), z3 = u2δ(α), (3.15)

приводим систему (3.14) к следующему виду:
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

δ(α)
du2
dα

+ δ̃(α)u2 =
F (α) + Γ3(α)f

2(α)δ2(α)u21 + δ(α)u2F
1
3 (α)

−u2δ(α) + bδ(α)
,

δ(α)
du1
dα

+ δ̃(α)u1 =
[2Γ1(α) + d ln |f(α)|/dα] δ2(α)u1u2 + δ(α)u1F

1(α)

−u2δ(α) + bδ(α)
.

(3.16)

Принимая во внимание (3.6), можем утверждать, что система (3.16) почти всюду эквивалентна
следующей системе:

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

δ(α)
du2
dα

=
H3(α) + Γ3(α)f

2(α)δ(α)u21 + u2F
1
3 (α) + δ̃(α)u22 − bδ̃(α)u2

−u2 + b
,

δ(α)
du1
dα

=
−Γ3(α)f

2(α)δ(α)u1u2 + u1F
1(α) + δ̃(α)u1u2 − bδ̃(α)u1

−u2 + b
, H3(α) =

F (α)

δ(α)
.

(3.17)

Теперь для интегрирования системы (3.17) нам потребуется выполнение геометрического усло-
вия и энергетических условий (3.12) и (3.13). Далее, условия (3.12) и (3.13) можно переписать
следующим образом.
1. Для некоторого κ ∈ R должно выполняться равенство

Γ3(α)f
2(α) = κ

δ̃(α)

δ(α)
. (3.18)

2. Для некоторых λ0, λ1, λ3 ∈ R должны выполняться равенства

H3(α) = λ0δ̃(α), F 1
1 (α) = λ1δ̃(α), F 1

3 (α) = λ3δ̃(α). (3.19)

Действительно, после выполнения условий (3.12) и (3.13) (или (3.18) и (3.19)) система (3.17)
приводится к обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка

du2
du1

=
λ0 + κu21 + u22 + (λ3 − b)u2
(1− κ)u1u2 + (λ1 − b)u1

. (3.20)
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Уравнение (3.20) имеет вид уравнения Абеля (см. [29, 30]); его общее решение имеет достаточно
громоздкий вид. В частности, при κ = −1, λ1 = λ3 оно имеет следующий первый интеграл:

u22 + u21 + (λ1 − b)u2 + λ0

u1
= C1 = const, (3.21)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(z3, z;α) =
z23 + z2 + (λ1 − b)z3δ(α) + λ0δ

2(α)

zδ(α)
= C1 = const. (3.22)

�

Замечание 3.1. Если α—периодическая координата периода 2π, то система (3.9) (как часть
системы (3.9)—(3.11)) становится динамической системой с переменной диссипацией с нулевым
средним [21,23,25]. При этом она превращается в систему консервативную при выполнении усло-
вия (3.6), геометрического и энергетических условий (3.12), (3.13) (но при любой гладкой функции
F (α)) и, в частности, при λ1 = λ3 = −b, κ = −1:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z3 + bδ(α),

ż3 = F (α) + κ
δ̃(α)

δ(α)
z2 − bz3δ̃(α),

ż = −κ
δ̃(α)

δ(α)
zz3 − bzδ̃(α).

(3.23)

Действительно, система (3.23) обладает двумя гладкими первыми интегралами вида

Φ1(z3, z;α) = z2 + z23 − 2bz3δ(α) + V (α) = C1 = const, V (α) = 2

α∫

α0

F (a)da, (3.24)

Φ2(z;α) = zδ(α) = C2 = const. (3.25)

В самом деле, в силу предыдущих свойств первых интегралов, имеем:

Φ2(z;α) = zf(α) exp

⎧
⎨

⎩
2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭
= zf(α) exp

⎧
⎨

⎩
−

α∫

α0

[

Γ3(b)f
2(b) +

d ln |f(b)|
db

]

db

⎫
⎬

⎭
∼=

∼= z exp

⎧
⎨

⎩
−

α∫

α0

Γ3(b)f
2(b)db

⎫
⎬

⎭
,

где ∼= означает равенство с точностью до мультипликативной постоянной. В силу (3.12)
(или (3.18)) последняя величина, в частности, при κ = −1, λ1 = λ3 = −b, перепишется в ви-
де

z exp

⎧
⎨

⎩

α∫

α0

d

db
ln |δ(b)|db

⎫
⎬

⎭
∼= zδ(α) (3.26)

с точностью до мультипликативной постоянной.
Очевидно, что отношение двух первых интегралов (3.24), (3.25) также является первым инте-

гралом системы (3.23). Но при λ1 = λ3 �= −b каждая из функций

z23 + z2 + (λ1 − b)z3δ(α) + λ0δ
2(α) (3.27)

и (3.25) по отдельности не является первым интегралом системы (3.3). Однако отношение функ-
ций (3.27), (3.25) является первым интегралом системы (3.9) (при κ = −1) при любых λ1 = λ3,
b.
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Найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.9) при
κ = −1, λ1 = λ3. Преобразуем инвариантное соотношение (3.21) при u1 �= 0 следующим образом:

(

u2 +
λ1 − b

2

)2

+

(

u1 − C1

2

)2

=
(λ1 − b)2 + C2

1

4
− λ0. (3.28)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(λ1 − b)2 + C2
1 − 4λ0 � 0, (3.29)

и фазовое пространство системы (3.9) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых ра-
венством (3.28). Таким образом, в силу соотношения (3.21) первое уравнение системы (3.17) при
условиях (3.12) и (3.13) и при κ = −1, λ1 = λ3 примет вид

δ(α)

δ̃(α)

du2
dα

=
2(λ0 + (λ1 − b)u2 + u22)− C1U1(C1, u2)

−u2 + b
, (3.30)

U1(C1, u2) =
1

2

{

C1 ±
√

C2
1 − 4(u22 + (λ1 − b)u2 + λ0)

}

; (3.31)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.29). Поэтому квадратура для
поиска дополнительного первого интеграла системы (3.9) примет вид

∫
dδ(α)

δ(α)
=

∫
(b− u2)du2

2(λ0 + (λ1 − b)u2 + u22)− C1{C1 ±
√
C2
1 − 4(u22 + (λ1 − b)u2 + λ0)}/2

. (3.32)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна ln |δ(α)|. Если

u2 +
λ1 − b

2
= r1, b21 = (λ1 − b)2 + C2

1 − 4λ0, (3.33)

то правая часть равенства (3.32) примет вид

− 1

4

∫
d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

− b

∫
dr1

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

=

= −1

2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b21 − 4r21
C1

± 1

∣
∣
∣
∣
∣
∓ b

2
I1, (3.34)

где

I1 =

∫
dr3

√
b21 − r23(r3 ± C1)

, r3 =
√

b21 − 4r21 . (3.35)

При вычислении интеграла (3.35) возможны три случая:
(1) при (λ1 − b)2 > 4λ0

I1 = − 1

2
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(λ1 − b)2 − 4λ0 +

√
b21 − r23

r3 ± C1
± C1

√
(λ1 − b)2 − 4λ0

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(λ1 − b)2 − 4λ0 −

√
b21 − r23

r3 ± C1
∓ C1

√
(λ1 − b)2 − 4λ0

∣
∣
∣
∣
∣
+ const; (3.36)

(2) при (λ1 − b)2 < 4λ0

I1 =
1

√
4λ0 − (λ1 − b)2

arcsin
±C1r3 + b21
b1(r3 ±C1)

+ const; (3.37)

(3) при (λ1 − b)2 = 4λ0

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const. (3.38)
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Возвращаясь к переменной

r1 =
z2

δ(α)
+

λ1 − b

2
, (3.39)

находим окончательный вид для величины I1:
(1) при (λ1 − b)2 > 4λ0

I1 = − 1

2
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(λ1 − b)2 − 4λ0 ± 2r1
√
b21 − 4r21 ± C1

± C1
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(λ1 − b)2 − 4λ0 ∓ 2r1
√

b21 − 4r21 ± C1

∓ C1
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

∣
∣
∣
∣
∣
+ const; (3.40)

(2) при (λ1 − b)2 < 4λ0

I1 =
1

√
4λ0 − (λ1 − b)2

arcsin
±C1

√
b21 − 4r21 + b21

b1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const; (3.41)

(3) при (λ1 − b)2 = 4λ0

I1 = ∓ 2r1

C1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const. (3.42)

Итак, при перечисленных выше условиях (в том числе, при κ = −1, λ1 = λ3) — предъявлен
полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых
переменных (см. [28, 31, 32, 34]).

Замечание 3.2. В выражение найденного дополнительного первого интеграла формально
можно вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (3.21). Тогда полученный допол-
нительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(z3, z;α) = G

(

δ(α),
z3

δ(α)
,

z

δ(α)

)

= C2 = const; (3.43)

Выражение первого интеграла (3.43) через конечную комбинацию элементарных функций за-
висит не только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции δ(α) (а она,
в принципе, может быть функцией неэлементарной).

Таким образом, для интегрирования системы шестого порядка (3.9)—(3.11) при некоторых
условиях уже найдены два независимых первых интеграла системы (3.9). Для полной же ее инте-
грируемости достаточно найти один первый интеграл системы (3.10), становящейся независимой
после соответствующей замены независимого переменного, а также еще один (дополнительный)
первый интеграл, «привязывающий» уравнение (3.11).
Искомый первый интеграл для системы (3.10) будет иметь вид

Θ3(z∗;β1) =
√

1 + z2∗
Φ(β1)

= C3 = const; (3.44)

о функции Φ(β1) см. (1.28). В первоначальных переменных первый интеграл (3.44) примет вид

Θ′
3(z2, z1;β1) =

√
z21 + z22

z1Φ(β1)
= C ′

3 = const. (3.45)

Дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (3.11), находится по аналогии
с (1.31):

Θ4(β1, β2) = β2 ±
β1∫

β10

g(b)
√

C ′2
3 Φ

2(b)− 1
db = C4 = const, (3.46)
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куда после взятия интеграла (1.32) вместо постоянной C ′
3 можно формально подставить ле-

вую часть равенства (3.45). Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравне-
ний (3.9)—(3.11) имеет четыре первых интеграла, являющихся, вообще говоря, трансцендентными
функциями фазовых переменных (в смысле комплексного анализа). Теорема 3.1 доказана.

3.3. Приведенная система. Случай II. Модифицируя систему (2.6), получим систему с дис-
сипацией. Наличие диссипации (вообще говоря, знакопеременной) характеризуется не только ко-
эффициентом bδ(α), b > 0, в первом уравнении системы (3.47) (в отличие от системы (2.6)), но
и следующей зависимостью (внешнего) силового поля в проекциях на оси ż1, ż2, ż3:

F̃ (z3, z2, z1;α, β1, β2) =

⎛

⎝
F1(β2)f2(α)g(β1)

F2(β1)f1(α)
F3(α)f3(α)

⎞

⎠+

⎛

⎝
z1F

1
1 (α)

z2F
1
2 (α)

z3F
1
3 (α)

⎞

⎠ .

Рассматриваемая система на касательном расслоении T∗M3{z3, z2, z1;α, β1, β2} примет вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α) + bδ(α),

ż3 = F3(α)f3(α) − f3(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z23−

− f2
1 (α)

f3(α)
Γα
11(α, β)z

2
2 − f2

2 (α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 + z3F

1
3 (α),

ż2 = F2(β1)f1(α)− f3(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z2z3−

− f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

ż1 = F1(β2)f2(α)g(β1)− f3(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z1z3−

− f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

z1z2 + z1F
1
1 (α),

β̇1 = z2f1(α),

β̇2 = z1f2(α)g(β1).

(3.47)

Система (2.6) почти всюду эквивалентна следующей системе:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈−
{

bδ̃(α) + F 1
3 (α) + bδ(α)

[

2Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]}

α̇−

− F3(β1)f
2
3 (α) + bδ(α)F 1

3 (α) + b2δ2(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

+

+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 −
{

F 1
2 (α) + bδ(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]}

β̇1−

− F2(β1)f
2
1 (α) + 2Γ1

α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 = 0,

β̈2 −
{

F 1
1 (α) + bδ(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]}

β̇2−

− F1(β2)f
2
2 (α)g

2(β1) + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0;

(3.48)

здесь, как и выше, δ̃(α) = dδ(α)/dα.

3.4. Первые интегралы для уравнений в поле с диссипацией. Случай II. Перейдем
теперь к интегрированию искомой системы шестого порядка (3.47) при выполнении свойств (1.38),
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(1.44), (1.46), (1.42), а также при отсутствии проектирования внешней силы на оси ż1 и ż2 (т.е.
присутствует проекция внешней силы на ось ż3):

F1(β2) ≡ F2(β1) ≡ 0.

Тогда система (3.47) допускает отделение независимой подсистемы пятого порядка:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α) + bδ(α),

ż3 = F3(α)f3(α)− f2(α)

f3(α)
Γα
11(α)z

2
2 −

f2(α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
1 + z3F

1
3 (α),

ż2 = −f3(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

z2z3 − f(α)g2(β1)Γ
1
22(α, β1)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

ż1 = −f3(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

z1z3 − f(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

z1z2 + z1F
1
1 (α),

β̇1 = z2f(α),

(3.49)

при наличии также четвертого уравнения

β̇2 = z1f(α)g(β1). (3.50)

Перейдем к интегрированию искомой системы шестого порядка (3.49), (3.50) при выполнении
равенств

Γα
11(α) = Γα

22(α, β1)g
2(β1) = Γ3(α). (3.51)

Введем ограничение на функцию f(α): она должна удовлетворять первому дифференциальному
равенству из (1.38), преобразованному в обыкновенное дифференциальное уравнение

f2
3 (α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

+ Γ3(α)f
2(α) = 0. (3.52)

Предположим также, что выполнено (в некотором смысле, техническое) равенство:

F 1
1 (α) = F 1

2 (α) = F 1(α). (3.53)

Для полного интегрирования (системы) необходимо знать, вообще говоря, пять независимых
первых интегралов. Однако после замены переменных

z1, z2 → z, z∗, z =
√

z21 + z22 , z∗ =
z2
z1

, (3.54)

система (3.49), (3.50) распадается следующим образом:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α) + bδ(α),

ż3 = F3(α)f3(α)− f2(α)

f3(α)
Γ3(α)z

2 + z3F
1
3 (α),

ż =
f2(α)

f3(α)
Γ3(α)zz3 + zF 1(α),

(3.55)

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ż∗ = ±z
√

1 + z2∗f(α)
[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

,

β̇1 = ± zz∗
√

1 + z2∗
f(α),

(3.56)

β̇2 = ± z
√
1 + z2∗

f(α)g(β1). (3.57)

Видно, что для полной интегрируемости системы (3.55)—(3.57) достаточно указать два незави-
симых первых интеграла системы (3.55), один — системы (3.56), и дополнительный первый инте-
грал, «привязывающий» уравнение (3.57) (т.е. всего четыре первых интеграла).
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Будем также предполагать, что для некоторых κ, λ0
3, λ

1
k ∈ R, k = 1, 2, 3, выполнены группы

равенств

f2(α)

f2
3 (α)

Γ3(α) = κ
d

dα
ln |Δ(α)|, Δ(α) =

δ(α)

f3(α)
, (3.58)

F3(α) = λ0
3

d

dα

Δ2(α)

2
, F 1

k (α) = λ1
kf3(α)

d

dα
Δ(α), k = 1, 2, 3. (3.59)

Здесь, как уже отмечалось, F 1
1 (α) = F 1

2 (α) = F 1(α), т.е. λ1
1 = λ1

2 = λ1.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия (3.58) и (3.59). Тогда система (3.55)—(3.57) облада-
ет полным набором (из четырех) независимых, вообще говоря, трансцендентных первых инте-
гралов.

Условие (3.58) назовем геометрическим, потому что оно накладывает условие на коэффициент
связности Γ3(α), приводя соответствующие коэффициенты системы к однородному виду относи-
тельно функции Δ(α) при участии функции f(α), входящей в кинематические соотношения.
а условия группы (3.59) — энергетическими. Условия группы (3.59) называют энергетическими,
потому что (внешние) силы становятся в некотором смысле «потенциальными» по отношению
к «силовой» функции Δ2(α)/2 (или Δ(α)), приводя соответствующие коэффициенты системы
к однородному виду (опять же относительно функции Δ(α)). При этом функция Δ(α) и вводит
в систему диссипацию разных знаков или так называемую знакопеременную диссипацию (см.
также [33,35, 37]).
Схема доказательства. Для доказательства теоремы 3.2 для начала сопоставим системе третьего
порядка (3.55) неавтономную систему второго порядка

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

dz3
dα

=
F3(α)f3(α)− f2(α)Γ3(α)z

2/f3(α) + z3F
1
3 (α)

z3f3(α) + bδ(α)
,

dz

dα
=

f2(α)Γ3(α)zz3/f3(α) + zF 1(α)

z3f3(α) + bδ(α)
.

(3.60)

Вводя однородные переменные по формулам

z3 = u2Δ(α), z = u1Δ(α), Δ(α) =
δ(α)

f3(α)
, (3.61)

приводим систему (3.60) к следующему виду:
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

Δ(α)
du2
dα

+ Δ̃(α)u2 =
F3(α)f3(α) − f2(α)Γ3(α)Δ

2(α)u21/f3(α) + Δ(α)F 1
3 (α)u2

u2δ(α) + bδ(α)
,

Δ(α)
du1
dα

+ Δ̃(α)u1 =
f2(α)Γ3(α)Δ

2(α)u1u2/f3(α) + Δ(α)F 1(α)u1
u2δ(α) + bδ(α)

,

(3.62)

что, учитывая (3.52), почти всюду эквивалентно системе
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ(α)
du2
dα

=
1

u2δ(α) + bδ(α)

{

F3(α)f3(α)− f2(α)Γ3(α)
Δ2(α)u21
f3(α)

−

− Δ̃(α)δ(α)u22 +
[
Δ(α)F 1

3 (α)− bΔ̃(α)δ(α)
]
u2

}

,

Δ(α)
du1
dα

=
1

u2δ(α) + bδ(α)

{
[
f2(α)Γ3(α)

Δ2(α)

f3(α)
− Δ̃(α)δ(α)

]
u1u2+

+
[
Δ(α)F 1(α) − bΔ̃(α)δ(α)

]
u1

}

,

(3.63)
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здесь и далее Δ̃(α) = dΔ(α)/dα. Теперь для интегрирования системы (3.63) нам потребуется
выполнение геометрического и энергетических условий (3.58) и (3.59), которые можно переписать
следующим образом:
(1) для некоторого κ ∈ R должно выполняться равенство

Γ3(α)
f2(α)

f2
3 (α)

= κ
Δ̃(α)

Δ(α)
; (3.64)

(2) для некоторых λ0
3, λ

1
k ∈ R, k = 1, 2, 3, должны выполняться равенства

F3(α) = λ0
3Δ̃(α)Δ(α), F 1

k (α) = λ1
kf3(α)Δ̃(α), k = 1, 2, 3. (3.65)

Действительно, после выполнения условий (3.58) и (3.59) (или (3.64) и (3.65)) система (3.63)
приводится к обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка

du2
du1

=
λ0
3 − κu21 − u22 + (λ1

3 − b)u2
(κ− 1)u1u2 + (λ1 − b)u1

. (3.66)

Уравнение (3.66) имеет вид уравнения Абеля [29, 30]; его общее решение имеет достаточно гро-
моздкий вид. В частности, при κ = −1, λ1 = λ1

3 оно имеет первый интеграл

−u22 − u21 + (λ1 − b)u2 + λ0
3

u1
= C1 = const, (3.67)

который в прежних переменных выглядит следующий вид:

Θ1(z3, z;α) =
f2
3 (α)(z

2
3 + z2) + (b− λ1)z3δ(α)f3(α) − λ0

3δ
2(α)

zδ(α)f3(α)
= C1 = const. (3.68)

�

Замечание 3.3. Если α—периодическая координата периода 2π, то система (3.55) (как часть
системы (3.55)—(3.57)) становится динамической системой с переменной диссипацией с нулевым
средним (см. также [40,47,50]). При выполнении условия (3.52), геометрического и энергетических
условий (3.58), (3.59) (но при любой гладкой функции F3(α)) и, в частности, при λ1 = λ1

3 = −b,
κ = −1 она превращается в консервативную систему:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α) + bδ(α),

ż3 = F3(α)f3(α)− κf3(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
z2 − bz3f3(α)Δ̃(α),

ż = κf3(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
zz3 − bzf3(α)Δ̃(α).

(3.69)

Действительно, система (3.69) обладает двумя гладкими первыми интегралами вида

Φ1(z3, z;α) = z2 + z23 − 2bz3δ(α) + V (α) = C1 = const, V (α) = −2

α∫

α0

F3(a)da, (3.70)

Φ2(z;α) = zδ(α) = C2 = const. (3.71)

В самом деле, в силу предыдущих свойств первых интегралов, имеем

Φ2(z;α) = zf(α) exp

⎧
⎨

⎩
2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭
= zf(α) exp

⎧
⎨

⎩
−

α∫

α0

[

Γ3(b)
f2(b)

f2
3 (b)

+
d ln |f(b)|

db

]

db

⎫
⎬

⎭
∼=

∼= z exp

⎧
⎨

⎩
−

α∫

α0

Γ3(b)
f2(b)

f2
3 (b)

db

⎫
⎬

⎭
,
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где ∼= означает равенство с точностью до мультипликативной постоянной. В силу (3.58)
(или (3.64)) последняя величина (в частности, при κ = −1, λ1 = λ1

3 = −b) перепишется в ви-
де

z exp

⎧
⎨

⎩

α∫

α0

d

db
ln |δ(b)|db

⎫
⎬

⎭
∼= zδ(α) (3.72)

с точностью до мультипликативной постоянной. Очевидно, что отношение двух первых интегра-
лов (3.70), (3.71) также является первым интегралом системы (3.69). Но при λ1 = λ1

3 �= −b каждая
из функций (3.71) и

z23 + z2 + (λ1 − b)z3δ(α) + λ0
3δ

2(α) (3.73)
по отдельности не является первым интегралом системы (3.49). Однако отношение функ-
ций (3.73), (3.71) является первым интегралом системы (3.55) (при κ = −1) при любых λ1 = λ1

3
и b.

Найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.55) при
κ = −1, λ1 = λ1

3. Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (3.67) при u1 �= 0
следующим образом:

(

u2 +
−λ1 + b

2

)2

+

(

u1 +
C1

2

)2

=
(λ1 − b)2 + C2

1

4
+ λ0

3. (3.74)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(λ1 − b)2 + C2
1 + 4λ0

3 � 0, (3.75)

и фазовое пространство системы (3.55) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (3.74).
Таким образом, в силу соотношения (3.67) первое уравнение системы (3.63) при условиях (3.58)

и (3.59) и при κ = −1, λ1 = λ1
3 примет вид

−Δ(α)

Δ̃(α)

du2
dα

=
2(λ0

3 − (λ1 − b)u2 + u22) + C1U1(C1, u2)

u2 + b
, (3.76)

U1(C1, u2) =
1

2

{

−C1 ±
√

C2
1 − 4(u22 − (λ1 − b)u2 − λ0

3)

}

; (3.77)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.75). Квадратура для поиска
дополнительного первого интеграла системы (3.55) примет вид

−
∫

dΔ(α)

Δ(α)
=

∫
(b+ u2)du2

2(λ0
3 − (λ1 − b)u2 + u22) + C1{−C1 ±

√
C2
1 − 4(u22 − (λ1 − b)u2 − λ0

3)}/2
. (3.78)

Очевидно, левая часть (с точностью до аддитивной постоянной) равна − ln |Δ(α)|. Если

u2 − λ1 − b

2
= r1, b21 = (λ1 − b)2 + C2

1 + 4λ0
3, (3.79)

то правая часть равенства (3.78) примет вид

− 1

4

∫
d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

+ b

∫
dr1

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

=

= −1

2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
b21 − 4r21
C1

± 1

∣
∣
∣
∣
∣
∓ b

2
I1, (3.80)

где

I1 =

∫
dr3

√
b21 − r23(r3 ± C1)

, r3 =
√

b21 − 4r21 . (3.81)

При вычислении интеграла (3.81) возможны три случая:



50 М. В. ШАМОЛИН

(1) при (λ1 − b)2 > −4λ0
3

I1 = − 1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
3

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(λ1 − b)2 + 4λ0

3 +
√

b21 − r23
r3 ± C1

± C1
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
3

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
3

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(λ1 − b)2 + 4λ0

3 −
√

b21 − r23
r3 ± C1

∓ C1
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
3

∣
∣
∣
∣
∣
+ const; (3.82)

(2) при (λ1 − b)2 < −4λ0
3

I1 =
1

√
−4λ0

3 − (λ1 − b)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const; (3.83)

(3) при (λ1 − b)2 = −4λ0
3

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const. (3.84)

Возвращаясь к переменной

r1 =
z3

Δ(α)
− λ1 − b

2
, (3.85)

найдем окончательный вид для величины I1:
(1) при (λ1 − b)2 > −4λ0

3

I1 = − 1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
3

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(λ1 − b)2 + 4λ0

3 ± 2r1
√
b21 − 4r21 ± C1

± C1
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
3

∣
∣
∣
∣
∣
+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0

ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
(λ1 − b)2 + 4λ0

3 ∓ 2r1
√

b21 − 4r21 ± C1

∓ C1
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
3

∣
∣
∣
∣
∣
+ const. (3.86)

(2) при (λ1 − b)2 < −4λ0
3

I1 =
1

√
−4λ0

3 − (λ1 − b)2
arcsin

±C1

√
b21 − 4r21 + b21

b1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const; (3.87)

(3) при (λ1 − b)2 = −4λ0
3

I1 = ∓ 2r1

C1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const. (3.88)

Итак, мы нашли дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка (3.55) при
вышеперечисленных условиях (в том числе, при κ = −1, λ1 = λ1

3). Таким образом, предъявлен
полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых
переменных (см. [17, 52, 54, 55]).

Замечание 3.4. В выражение найденного дополнительного первого интеграла формально
можно вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (3.67). Тогда полученный допол-
нительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(z3, z;α) = G

(

Δ(α),
z3

Δ(α)
,

z

Δ(α)

)

= C2 = const. (3.89)

Выражение первого интеграла (3.89) через конечную комбинацию элементарных функций за-
висит не только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции Δ(α) (а она,
в принципе, может быть функцией неэлементарной).
Таким образом, для интегрирования системы шестого порядка (3.55)—(3.57) при некоторых

условиях уже найдены два независимых первых интеграла системы (3.55). Для полной же ее инте-
грируемости достаточно найти один первый интеграл системы (3.56), становящейся независимой
после соответствующей замены независимого переменного, а также еще один (дополнительный)
первый интеграл, «привязывающий» уравнение (3.57).
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Первый интеграл для системы (3.56) будет иметь вид

Θ3(z∗;β1) =
√

1 + z2∗
Φ(β1)

= C3 = const; (3.90)

о функции Φ(β1) см. (1.47). В первоначальных переменных первый интеграл (3.90) примет вид

Θ′
3(z2, z1;β1) =

√
z21 + z22

z1Φ(β1)
= C ′

3 = const. (3.91)

Дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (3.57), находится по аналогии
с (1.50):

Θ4(β1, β2) = β2 ±
β1∫

β10

g(b)
√

C ′2
3 Φ

2(b)− 1
db = C4 = const, (3.92)

куда после взятия интеграла (3.92) вместо постоянной C ′
3 можно формально подставить левую

часть равенства (3.91).
Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (3.55)—(3.57) имеет четыре

первых интеграла, являющихся, вообще говоря, трансцендентными функциями фазовых пере-
менных (в смысле комплексного анализа). Теорема 3.2 доказана.

4. Заключение

Напомним, что самому понятию интегрируемости придают различные значения в соответствии
с тем, в каких функциях производится интегрирование (аналитических, гладких, мероморфных
и др.), каким образом понимается смысл интегрируемости. В данной работе обсуждается вопрос
интегрируемости систем обыкновенных дифференциальных уравнений в классе трансцендентных
функций, т.е. функций, которые после продолжения в комплексную область имеют существен-
но особые точки. Понятие интегрируемости в классе трансцендентных функций возникает по
причине наличия у системы асимптотических (притягивающих или отталкивающих) предель-
ных множеств, т.е. множеств, окрестности которых состоят из многообразий размерности выше
1, полностью притягиваемых или отталкиваемых данными предельными множествами.
Более того, если разрыв трансцендентных интегралов происходит на асимптотических пре-

дельных множествах (т.е. на целых многообразиях), то удается выяснить наличие в системе пре-
дельных циклов. И хотя в последнем случае трансцендентный первый интеграл, как правило, не
выражается через элементарные функции, он имеет многообразие неизолированных существенно
особых точек.
В работе проанализированы как уже полученные ранее результаты автора (см. [53,56,57,59,60]),

так и найденные впервые случаи интегрируемости систем с диссипацией разного знака на каса-
тельном расслоении к трехмерному гладкому многообразию, являющемуся пространством поло-
жений рассматриваемой динамической системы. При этом был применен следующий подход. На-
чиная с рассмотрения систем, в которых отсутствует какое-либо силовое поле, переходим в даль-
нейшем к системам, в которых присутствует внешнее консервативное силовое поле, и проводим
исследование систем, в которых появляется внешнее неконсервативное силовое поле, обладающее
диссипацией, причем разных знаков.
В дальнейшем будут получены аналогичные результаты и для систем более высокого порядка

(ср. с [18,58,63,69,70]). Более того, в данном случае в многомерных системах будет присутствовать
силовое поле существенно неконсервативное, в отличие от случаев, рассмотренных в монографиях
автора [67, 68].
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