
ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 205 (2022). С. 55–94
DOI: 10.36535/0233-6723-2022-205-55-94

УДК 517, 531.01

СИСТЕМЫ С ЧЕТЫРЬМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ

С ДИССИПАЦИЕЙ: АНАЛИЗ И ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ

c© 2022 г. М. В. ШАМОЛИН

Аннотация. Работа является обзором по вопросам интегрируемости систем с четырьмя степеня-
ми свободы, фазовые пространства которых — касательные расслоения четырехмерных гладких
многообразия. Подробно изложена порождающая задача из динамики многомерного твердого те-
ла, помещенного в неконсервативное поле сил; затем рассмотрены общие динамические системы
на касательном расслоении к четырехмерной сфере; в заключение рассмотрены касательные рас-
слоения к достаточно обширному классу гладких многообразий. Доказаны теоремы о достаточ-
ных условиях интегрируемости рассматриваемых динамических систем в классе трансцендентных
функций.
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Abstract. This paper is a survey on integrable systems with four degrees of freedom whose phase
spaces are tangent bundles of four-dimensional smooth manifolds. First, we discuss in detail the original
problem from the dynamics of a multidimensional rigid body in a nonconservative force field; then we
consider general dynamical systems on the tangent bundles of a sufficiently large class of smooth
manifolds and prove sufficient conditions for the integrability of the dynamical systems considered in
the class of transcendental.
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Введение. Данная работа является в некотором смысле обзорной по проблеме интегрируемости
неконсервативных систем с четырьмя степенями свободы. Если конфигурационное многообразие
системы — гладкое четырехмерное многообразие, то касательное (кокасательное) его расслоение
имеет естественную структуру фазового пространства системы, увеличивая вдвое количество
фазовых переменных.

Поскольку мы имеем дело с неконсервативными системами, а именно, с системами, в которых
в определенном роде присутствует так называемая диссипация переменного знака (в одних об-
ластях фазового пространства присутствует «собственно» диссипация — некое рассеяние полной
энергии, которая не сохраняется, а в других — подкачка энергии, т.е. формально — «рассеяние»
с противоположным знаком), то ни о каком полном списке даже непрерывных (автономных)
первых интегралов не может идти речи (см. [41, 67, 68]).

Поэтому данная работа состоит из трех более крупных разделов. Сначала проводится доста-
точно подробно анализ некоторой естественной порождающей задачи из динамики пятимерного
твердого тела, помещенного в неконсервативное поле сил, при этом в системе присутствует также
гладкое управление. При естественных предположениях данная задача редуцируется к динами-
ческим системам на касательном расслоении четырехмерной сферы и обладает полным набором,
вообще говоря, трансцендентных первых интегралов, выражающихся через конечные комбина-
ции элементарных функций. Трансцендентность в данном случае понимается в смысле теории
функций комплексного переменного, когда у функции имеются существенно особые точки (см.
также [6, 30, 34]).

Во втором разделе рассмотрены более общие динамические системы на касательном расслое-
нии к четырехмерной сфере. Данные системы обобщают системы, рассмотренные ранее в преды-
дущем разделе. При этом системы более общего вида включают также и классическую задачу
о движении точки по четырехмерной сфере, где при некоторых условиях также получены полные
наборы, вообще говоря, трансцендентных первых интегралов (см. также [54,56]).

В заключительном разделе рассмотрены касательные расслоения к достаточно обширным
классам гладких четырехмерных многообразий и также предъявлены достаточные условия ин-
тегрируемости.

1. Порождающая задача из динамики многомерного твердого тела,
помещенного в неконсервативное поле сил

1. Динамическая часть уравнений движения. Рассмотрим движение однородного дина-
мически симметричного пятимерного твердого тела, граница которого является кусочно-гладкой
четырехмерной поверхностью. В частности, часть этой поверхности может иметь форму четырех-
мерного диска, являющегося многомерным «передним торцом», взаимодействующим со средой,
заполняющей пятимерное пространство, в поле силы сопротивления в условиях квазистационар-
ности (см. также [14,19, 24]).

Пусть (v, α, β1, β2, β3)— (обобщенные) сферические координаты вектора скорости некоторой
характерной точки D твердого тела (в частности, D—центр четырехмерного диска, лежащий
на оси динамической симметрии тела), Ω ∈ so(5)—тензор угловой скорости тела. При этом
Dx1 . . . x5 — такая система координат, связанная с телом, что ось динамической симметрии CD
совпадает с осью Dx1 (C —центр масс), а оси Dx2, Dx3, Dx4, Dx5 лежат в гиперплоскости диска,
I1, I2 = I3 = I4 = I5, m— главные моменты инерции тела в рассматриваемых осях и масса тела.

Примем следующие разложения в проекциях на оси системы координат Dx1 . . . x5:

DC = {−σ, 0, 0, 0, 0}, vD = viv(α, β1, β2, β3), (1.1)

где

iv(α, β1, β2, β3) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

cosα
sinα cos β1

sinα sin β1 cos β2
sinα sin β1 sinβ2 cos β3
sinα sin β1 sin β2 sinβ3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

(1.2)
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— единичный вектор по оси вектора v.
При этом примем также разложение для обобщенной силы (в частности, силы воздействия

среды, при этом касательные силы, действующие на на четырехмерный диск, отсутствуют), дей-
ствующей на пятимерное тело:

S = {−S, 0, 0, 0, 0}, (1.3)
т.е. в данном случае внешняя сила F = S.

Тогда может быть получена часть динамических уравнений движения тела (в том числе,
и в случае аналитических функций Чаплыгина; см. [29,33]), которая описывает движение центра
масс и соответствует пространству R

5. В интересующем нас случае данная система примет вид:

v̇ cosα− α̇v sinα− ω10v sinα cos β1 + ω9v sinα sinβ1 cos β2−
− ω7v sinα sin β1 sinβ2 cos β3 + ω4v sinα sin β1 sin β2 sinβ3+

+ σ(ω2
10 + ω2

9 + ω2
7 + ω2

4) =
F1

m
= − S

m
, (1.4)

v̇ sinα cos β1 + α̇v cosα cos β1 − β̇1v sinα sin β1+

+ ω10v cosα− ω8v sinα sin β1 cos β2 + ω6v sinα sinβ1 sin β2 cos β3−
− ω3v sinα sin β1 sin β2 sin β3 − σ(ω9ω8 + ω6ω7 + ω3ω4)− σ ˙ω10 = 0, (1.5)

v̇ sinα sin β1 cos β2 + α̇v cosα sin β1 cos β2 + β̇1v sinα cos β1 cos β2−
− β̇2v sinα sin β1 sin β2 − ω9v cosα+ ω8v sinα cosβ1 − ω5v sinα sin β1 sin β2 cos β3+

+ ω2v sinα sin β1 sin β2 sin β3 − σ(ω8ω10 − ω5ω7 − ω2ω4) + σω̇9 = 0, (1.6)

v̇ sinα sin β1 sin β2 cos β3 + α̇v cosα sin β1 sin β2 cos β3 + β̇1v sinα cos β1 sin β2 cos β3+

+ β̇2v sinα sin β1 cos β2 cos β3 − β̇3v sinα sinβ1 sin β2 sin β3 + ω7v cosα− ω6v sinα cos β1+

+ ω5v sinα sinβ1 cos β2 − ω1v sinα sin β1 sin β2 sin β3 + σ(ω6ω10 + ω5ω9 − ω1ω4)− σω̇7 = 0, (1.7)

v̇ sinα sin β1 sin β2 sin β3 + α̇v cosα sin β1 sin β2 sinβ3 + β̇1v sinα cos β1 sin β2 sin β3+

+ β̇2v sinα sin β1 cos β2 sin β3 + β̇3v sinα sin β1 sin β2 cos β3 − ω4v cosα+ ω3v sinα cos β1−
− ω2v sinα sinβ1 cos β2 + ω1v sinα sin β1 sin β2 cos β3 − σ(ω3ω10 + ω2ω9 + ω1ω7) + σω̇4 = 0, (1.8)

σ = CD, где внешнее поле — квадратично по v (при этом можно рассмотреть более общий случай
зависимости внешнего поля сил квадратичным образом и от тензора угловой скорости, но это
нам пока не потребуется):

S = s(α)v2. (1.9)
Вспомогательная матрица для вычисления момента внешней силы (приложенной в точке N)

имеет вид (
0 x2N x3N x4N x5N
−S 0 0 0 0

)
, (1.10)

тогда может быть получена часть динамических уравнений движения тела, которая описывает
движение тела вокруг центра масс и соответствуют алгебре Ли so(5). В таком случае данная
система примет вид (см. также [9, 11, 13, 15]):

(λ4 + λ5)ω̇1 + (λ4 − λ5)(ω4ω7 + ω3ω6 + ω2ω5) = 0, (1.11)
(λ3 + λ5)ω̇2 + (λ5 − λ3)(ω1ω5 − ω3ω8 − ω4ω9) = 0, (1.12)
(λ2 + λ5)ω̇3 + (λ2 − λ5)(ω4ω10 − ω2ω8 − ω1ω6) = 0, (1.13)

(λ1 + λ5)ω̇4 + (λ5 − λ1)(ω3ω10 + ω2ω9 + ω1ω7) = −x5N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α)v2, (1.14)

(λ3 + λ4)ω̇5 + (λ3 − λ4)(ω7ω9 + ω6ω8 + ω1ω2) = 0, (1.15)
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(λ2 + λ4)ω̇6 + (λ4 − λ2)(ω5ω8 − ω7ω10 − ω1ω3) = 0, (1.16)

(λ1 + λ4)ω̇7 + (λ1 − λ4)(ω1ω4 − ω6ω10 − ω5ω9) = x4N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α)v2, (1.17)

(λ2 + λ3)ω̇8 + (λ2 − λ3)(ω9ω10 + ω5ω6 + ω2ω3) = 0, (1.18)

(λ1 + λ3)ω̇9 + (λ3 − λ1)(ω8ω10 − ω5ω7 − ω2ω4) = −x3N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α)v2, (1.19)

(λ1 + λ2)ω̇10 + (λ1 − λ2)(ω8ω9 + ω6ω7 + ω3ω4) = x2N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α)v2. (1.20)

Таким образом, фазовым пространством системы (1.4)—(1.8), (1.11)—(1.20) 15-го порядка явля-
ется прямое произведение 5-мерного многообразия на алгебру Ли so(5): R1 × S4 × so(5).

2. Следствия динамической симметрии. Поскольку имеется отмеченная выше динамиче-
ская симметрия

I2 = I3 = I4 = I5, (1.21)

то система (1.4)—(1.8), (1.11)—(1.20) обладает первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 , ω2 ≡ ω0

2, ω3 ≡ ω0
3, ω5 ≡ ω0

5 , ω6 ≡ ω0
6, ω8 ≡ ω0

8, (1.22)

которые в данной работе будем рассматривать на нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
3 = ω0

5 = ω0
6 = ω0

8 = 0. (1.23)

Ненулевых же компонент тензора Ω осталось четыре: ωr1 = ω4, ωr2 = ω7, ωr3 = ω9, ωr4 = ω10.

3. Более общая задача и новые квазискорости в системе. Если же рассматривается
более общая задача о движении тела при наличии некоторой следящей силы T (имеющей, вообще
говоря, пять компонент), лежащей на прямой Dx1 и обеспечивающей во все время движения
выполнение определенного векторного равенства (VC — скорость центра масс; см. также [21, 31,
32]), например,

VC ≡ const, (1.24)

то в системе (1.4)—(1.8), (1.11)—(1.20) вместо F1 должна стоять величина, тождественно равная
нулю, поскольку на тело будет действовать неконсервативная пара сил:

T − s(α)v2 ≡ 0. (1.25)

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = Tv(α, β1, β2, β3,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (1.26)

Случай (1.26) выбора величины T следящей силы является частным случаем возможности
отделения независимой подсистемы меньшего порядка в системе (1.4)—(1.8), (1.11)—(1.20) после
некоторого преобразования.

Укажем на достаточное условие такого отделения. Пусть выполнено следующее условие на
величину T :

T = Tv(α, β1, β2, β3,Ω) =

4∑
i,j=0, i�j

τi,j

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
ωriωrj = T1

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
v2,

ωr0 = v.

(1.27)

Введем новые квазискорости, для чего преобразуем величины ωr1 , . . . , ωr4 посредством компо-
зиции трёх поворотов, описываемых углами β1, β2, β3. Тогда (касательно системы (1.4)—(1.8),
(1.11)—(1.20)) справедливы следующие соотношения:
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z1 = ω4 cos β3 + ω7 sin β3,

z2 = (ω7 cos β3 − ω4 sinβ3) cos β2 + ω9 sin β2,

z3 =
[(− ω7 cos β3 + ω4 sin β3

)
sinβ2 + ω9 cos β2

]
cos β1 + ω10 sinβ1,

z4 =
[(
ω7 cos β3 − ω4 sin β3

)
sin β2 − ω9 cos β2

]
sin β1 + ω10 cos β1.

(1.28)

4. Редукции в системе и системы нормального вида. Динамическую часть уравнений
движения в случаях (1.21)—(1.23) (а также при наличии следящей силы и условия (1.27)) можно
переписать в виде

v̇ + σ

(
4∑

s=1

z2s

)
cosα− σ

v2

3I2
s(α) sinα · Γv

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
=

=
T1

(
α, β1, β2, β3,

Ω
v

)
v2 − s(α)v2

m
cosα, (1.29)

α̇v + z4v − σ

(
4∑

s=1

z2s

)
sinα− σ

v2

3I2
s(α) cosα · Γv

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
=

=
s(α)v2 − T1

(
α, β1, β2, β3,

Ω
v

)
v2

m
sinα, (1.30)

β̇1 sinα− z3 cosα− σv

3I2
s(α) ·Δv,1

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
= 0. (1.31)

β̇2 sinα sin β1 + z2 cosα− σv

3I2
s(α) ·Δv,2

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
= 0, (1.32)

β̇3 sinα sinβ1 sin β2 − z1 cosα− σv

3I2
s(α) ·Δv,3

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
= 0, (1.33)

ω̇4 = − v2

3I2
x5N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α), ω̇7 =

v2

3I2
x4N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α), (1.34)

ω̇9 = − v2

3I2
x3N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α), ω̇10 =

v2

3I2
x2N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α). (1.35)

Здесь введены следующие функции:

Δv,1

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
=
〈
rN , iN

(
β1 +

π

2
, β2, β3

)〉
,

Δv,2

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
=
〈
rN , iN

(π
2
, β2 +

π

2
, β3

)〉
,

Δv,3

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
=
〈
rN , iN

(π
2
,
π

2
, β3 +

π

2

)〉
,

(1.36)

а 〈·, ·〉— стандартное скалярное произведение в R5, а функция Γv(α, β1, β2, β3,Ω/v) представляется
в виде

Γv

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
= |rN | = 〈rN , iN (β1, β2, β3)〉 =

= 0 · cos π
2
+

5∑
s=2

xsN

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
isN (β1, β2, β3). (1.37)
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Теперь здесь isN (β1, β2, β3), s = 1, . . . , 5, (i1N (β1, β2, β3) ≡ 0) — компоненты единичного вектора по
оси вектора rN = {0, x2N , x3N , x4N , x5N} на трехмерной сфере S3{β1, β2, β3}, заданной равенством
α = π/2, как экваториальном сечении соответствующей четырехмерной сферы S4{α, β1, β2, β3}.
Таким образом,

iN (β1, β2, β3) = iv

(π
2
, β1, β2, β3

)
, (1.38)

а вектор iv(α, β1, β2, β3) определяется в (1.2). Зависимость от групп переменных (α, β1, β2, β3,Ω/v)
понимается как сложная зависимость от (α, β1, β2, β3, z1/v, z2/v, z3/v, z4/v) в силу (1.28).

Вводя далее новые безразмерные фазовые переменные и дифференцирование по формулам

zk = n1vZk, k = 1, . . . , 4, 〈·〉 = n1v
〈′〉 , n1 > 0, n1 = const, (1.39)

приведем систему (1.29)—(1.35) к следующему виду:

v′ = vΨ(α, β1, β2, β3, Z), (1.40)

α′ = −Z4 + σn1

(
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4

)
sinα+

σ

3I2n1
s(α) cosα · Γv

(
α, β1, β2, β2, n1Z

)−

− T1(α, β1, β2, β3, n1Z)− s(α)

mn1
sinα, (1.41)

Z ′
4 =

s(α)

3I2n2
1

· Γv

(
α, β1, β2, β3, n1Z

)− (Z2
1 + Z2

2 + Z2
3

)cosα
sinα

+

+
σ

3I2n1

s(α)

sinα

{
− Z3Δv,1

(
α, β1, β2, β3, n1Z

)
+ Z2Δv,2

(
α, β1, β2, β3, n1Z

)−

− Z1Δv,3

(
α, β1, β2, β3, n1Z

)}− Z4 ·Ψ
(
α, β1, β2, β3, Z

)
, (1.42)

Z ′
3 = Z3Z4

cosα

sinα
+
(
Z2
1 + Z2

2

)cosα
sinα

cos β1
sin β1

+
σ

3I2n1

s(α)

sinα

{
Z4Δv,1

(
α, β1, β2, β3, n1Z

)−

− Z2Δv,2

(
α, β1, β2, β3, n1Z

)cos β1
sinβ1

+ Z1Δv,3

(
α, β1, β2, β3, n1Z

)cos β1
sin β1

}
−

− s(α)

3I2n
2
1

·Δv,1

(
α, β1, β2, β3, n1Z

)− Z3 ·Ψ
(
α, β1, β2, β3, Z

)
, (1.43)

Z ′
2 = Z2Z4

cosα

sinα
− Z2Z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

− Z2
1

cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+
σ

3I2n1

s(α)

sinα
Δv,2(α, β1, β2, β3, n1Z)

[
−Z4 + Z3

cos β1
sin β1

]
+

+
σ

3I2n1

s(α)

sinα
Δv,3(α, β1, β2, β3, n1Z)

[
−Z1

1

sinβ1

cos β2
sin β2

]
+

+
s(α)

3I2n
2
1

·Δv,2(α, β1, β2, β3, n1Z)− Z2 ·Ψ(α, β1, β2, β3, Z), (1.44)

Z ′
1 = Z1Z4

cosα

sinα
− Z1Z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ Z1Z2
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+
σ

3I2n1

s(α)

sinα
Δv,3(α, β1, β2, β3, n1Z)

{
Z4 − Z3

cosβ1
sinβ1

+ Z2
1

sin β1

cos β2
sin β2

}
−

− s(α)

3I2n
2
1

Δv,3(α, β1, β2, β3, n1Z)− Z1 ·Ψ(α, β1, β2, β3, Z), (1.45)
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β′
1 = Z3

cosα

sinα
+

σ

3I2n1

s(α)

sinα
Δv,1(α, β1, β2, β3, n1Z), (1.46)

β′
2 = −Z2

cosα

sinα sin β1
+

σ

3I2n1

s(α)

sinα sin β1
Δv,2(α, β1, β2, β3, n1Z), (1.47)

β′
3 = Z1

cosα

sinα sin β1 sin β2
+

σ

3I2n1

s(α)

sinα sin β1 sin β2
Δv,3(α, β1, β2, β3, n1Z), (1.48)

где

Ψ(α, β1, β2, β3, Z) = −σn1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα+

+
σ

3I2n1
s(α) sinα · Γv(α, β1, β2, β3, n1Z) +

T1(α, β1, β2, β3, n1Z)− s(α)

mn1
cosα. (1.49)

Видно, что в системе (1.40)—(1.48) девятого порядка может быть выделена независимая подси-
стема (1.41)—(1.48) восьмого порядка, которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем
восьмимерном фазовом пространстве — касательном расслоении T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3}
четырехмерной сферы S4{α, β1, β2, β3}.

В частности, при выполнении условия (1.26) только что рассмотренный прием выделения неза-
висимой подсистемы восьмого порядка также возможен.

В дальнейшем также зависимость от групп переменных (α, β1, β2, β3,Ω/v) понимает-
ся как сложная зависимость от (α, β1, β2, β3, z1/v, z2/v, z3/v, z4/v) (сложная зависимость от
(α, β1, β2, β3, n1Z1, n1Z2, n1Z3, n1Z4)) в силу (1.28) и (1.39).

5. Замечания о распределении индексов. В правой части системы (1.41)—(1.48) после об-
щего множителя

σ

3I2n1

s(α)

sinα
величины Δv,s(α, β1, β2, β3, n1Z), s = 1, 2, 3, входят линейным образом (и всегда ровно 3 штуки).
Так, например, в уравнении (1.42) (с левой частью Z ′

4) функции (1.36) входят со всеми индексами
s от 1 до 3 (по одному разу каждый индекс), т.е.

1 2 3. (1.50)

Далее, в уравнения (1.43)—(1.45) появление набора функций (1.36) происходит по-другому. Так,
например, в уравнение для Z ′

3 по-прежнему входит набор функций (1.36) с индексами (1.50).
А в уравнение для Z ′

2 входит уже набор с индексами

2 2 3, (1.51)

т.е. функция Δv,2(α, β1, β2, β3, n1Z) уже повторяется дважды. Общее распределение индексов да-
ется таблицей 1.

Таблица 1. Общее распределение индексов набора функций (1.36)

Левая часть системы (1.41)—(1.48) Распределение индексов s набора функций (1.36)

Z ′
3 1 2 3

Z ′
2 2 2 3

Z ′
1 3 3 3

Так, минор (1) первого порядка в левом верхнем углу таблицы 1 соответствует случаю n = 3
и указывает на присутствие в динамических уравнениях функции (1.36) (лишь при s = 1). Там
же минор второго порядка (

1 2
2 2

)
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соответствует случаю n = 4 и указывает на присутствие в динамических уравнениях функ-
ций (1.36) (лишь при s = 1, 2). Там же минор третьего порядка⎛

⎝
1 2 3
2 2 3
3 3 3

⎞
⎠

соответствует случаю n = 5 (какой мы, собственно, и рассматриваем) и указывает на присутствие
в динамических уравнениях (1.41)—(1.48) функций (1.36) (лишь при s = 1, 2, 3).

6. Случай отсутствия зависимости момента неконсервативных сил от угловой ско-
рости.

6.1. Приведенная система. Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина (см. [29, 33]),
пользуясь (1.2), (1.38), динамические функции s, x2N , x3N , x4N , x5N примем в следующем виде:

s(α) = B cosα, rN = R(α)iN , R(α) = A sinα, A,B > 0, (1.52)

убеждающем нас о том, что в рассматриваемой системе отсутствует зависимость момента некон-
сервативных сил от тензора угловой скорости (имеется лишь зависимость от углов α, β1, β2,
β3).

При этом функции Γv(α, β1, β2, β3, n1Z), Δv,s(α, β1, β2, β3, n1Z), s = 1, 2, 3, входящие в систе-
му (1.40)—(1.48), примут следующий вид:

Γv(α, β1, β2, β3, n1Z) = R(α) = A sinα, Δv,s(α, β1, β2, β3, n1Z) ≡ 0, s = 1, 2, 3. (1.53)

Выбирая безразмерный параметр b и постоянную n1 следующим образом:

b = σn0, n2
0 =

AB

3I2
, n1 = n0, (1.54)

будем рассматривать следующую систему девятого порядка:

v′ = vΨ(α, β1, β2, β3, Z), (1.55)

α′ = −Z4 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) sinα+ b sinα cos2 α, (1.56)

Z ′
4 = sinα cosα− (Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 )
cosα

sinα
+ bZ4(Z

2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ4 sin
2 α cosα, (1.57)

Z ′
3 = Z3Z4

cosα

sinα
+ (Z2

1 + Z2
2 )

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ bZ3(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ3 sin
2 α cosα, (1.58)

Z ′
2 = Z2Z4

cosα

sinα
− Z2Z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

− Z2
1

cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+ bZ2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ2 sin
2 α cosα, (1.59)

Z ′
1 = Z1Z4

cosα

sinα
− Z1Z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ Z1Z2
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+ bZ1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ1 sin
2 α cosα, (1.60)

β′
1 = Z3

cosα

sinα
, (1.61)

β′
2 = −Z2

cosα

sinα sin β1
, (1.62)

β′
3 = Z1

cosα

sinα sin β1 sin β2
, (1.63)

где
Ψ(α, β1, β2, β3, Z) = −b(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 + Z2
4 ) cosα+ b sin2 α cosα.

Итак, система (1.55)—(1.63) может быть рассмотрена на своем фазовом девятимерном много-
образии W1 = R

1
+{v} × T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3}, т.е. на прямом произведении числового

луча на касательное расслоение к четырехмерной сфере.
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Видно, что в системе (1.55)—(1.63) девятого порядка образовалась независимая систе-
ма (1.56)—(1.63) восьмого порядка на касательном расслоении T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3}
четырехмерной сферы S4{α, β1, β2, β3}. При этом в независимой системе (1.56)—(1.63) восьмого
порядка образовалась еще одна независимая система (1.56)—(1.62) седьмого порядка на своем
семимерном многообразии.

В общем случае справедлива следующая теорема.

Теорема 1.1. У системы (1.4)—(1.8) при условиях (1.21), (1.22)—(1.24) выделяется дина-
мическая система (1.41)—(1.48) на касательном расслоении T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3} че-
тырехмерной сферы S4{α, β1, β2, β3}. В частности, при условии (1.52)—выделяется систе-
ма (1.56)—(1.63).

6.2. Об аналитическом первом интеграле. В силу (1.24) значение скорости центра масс явля-
ется первым интегралом системы (1.29)—(1.35) (при условии (1.26)), а именно, функция фазовых
переменных

Ψ0(v, α, β1, β2, β3, z1, z2, z3, z4) = v2 + σ2(z21 + z22 + z23 + z24)− 2σz4v sinα = V 2
C (1.64)

постоянна на ее фазовых траекториях (при этом величины z1, z2, z3, z4 выбираются в силу (1.28)).
В силу невырожденной замены независимого переменного (при v �= 0) у системы (1.40)—(1.48)

также существует аналитический интеграл, а именно, функция фазовых переменных

Ψ1(v, α, β1, β2, β3, Z1, Z2, Z3, Z4) = v2(1 + b2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 )− 2bZ4 sinα) = V 2
C (1.65)

постоянна на ее фазовых траекториях.
В частности, равенство (1.65) позволяет, не решая системы (1.55)—(1.63), найти зависимость

скорости характерной точки твердого тела (точки D четырехмерного диска) от других фазовых
переменных, а именно, при VC �= 0 выполнено равенство

v2 =
V 2
C

1 + b2(Z2
1 + . . . + Z2

4 )− 2bZ4 sinα
. (1.66)

Поскольку в фазовом пространстве системы (1.55)—(1.63) существуют асимптотические пре-
дельные множества, то, как будет видно, равенство (1.65) задает единственный аналитический
(даже непрерывный) первый интеграл системы (1.55)—(1.63) во всем фазовом пространстве (ср.
с [34, 35, 39]).

6.3. Общие замечания об интегрируемости системы. Для полного интегрирования системы
восьмого порядка (1.56)—(1.63) необходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых ин-
тегралов. Но рассматриваемые системы имеют такие симметрии, которые позволяют снизить
достаточное количество первых интегралов до пяти для интегрирования системы.

6.4. Система при отсутствии внешнего силового поля. Для начала рассмотрим систе-
му (1.56)—(1.63) на касательном расслоении T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3} четырехмерной сфе-
ры S4{α, β1, β2, β3} так, что получим из нее систему консервативную. Более того, будем считать,
что функция (1.37) тождественно равна нулю. В частности, коэффициент sinα cosα в уравне-
нии (1.57) отсутствует, а также b = 0, за исключением слагаемых, содержащих

Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 .

Рассматриваемая система примет вид

α′ = −Z4 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) sinα, (1.67)

Z ′
4 = −(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 )
cosα

sinα
+ bZ4(Z

2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (1.68)

Z ′
3 = Z3Z4

cosα

sinα
+ (Z2

1 + Z2
2 )

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ bZ3(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (1.69)

Z ′
2 = Z2Z4

cosα

sinα
− Z2Z3

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

− Z2
1

cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

+ bZ2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (1.70)
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Z ′
1 = Z1Z4

cosα

sinα
− Z1Z3

cosα

sinα

cos β1
sinβ1

+ Z1Z2
cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

+ bZ1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα,

(1.71)

β′
1 = Z3

cosα

sinα
, (1.72)

β′
2 = −Z2

cosα

sinα sin β1
, (1.73)

β′
3 = Z1

cosα

sinα sin β1 sin β2
, (1.74)

при этом во вспомогательном уравнении (1.55) на величину v функцию Ψ(α, β1, β2, β3, Z) следует
выбрать в виде

Ψ(α, β1, β2, β3, Z) = −b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα.

Система (1.67)—(1.74) описывает движение твердого тела при отсутствии внешнего поля сил,
хотя, как показано в [61–64], некое внутреннее поле сил в системе присутствует, и отвечает за это
как раз параметр b.

Теорема 1.2. Система (1.67)—(1.74) обладает пятью независимыми аналитическими пер-
выми интегралами следующего вида:

Φ1(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) = C1 = const, (1.75)

Φ2(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2
√
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 sinα = C2 = const, (1.76)

Φ3(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2
√
Z2
1 + Z2

2 sinα sin β1 = C3 = const, (1.77)

Φ4(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2Z1 sinα sinβ1 sin β2 = C4 = const, (1.78)
Φ5(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = C5 = const. (1.79)

Замечание 1.1. Поскольку в первые интегралы (1.75)—(1.79), вообще говоря, входит величи-
на v, то либо ее следует выразить в данных соотношениях в соответствии с равенством (1.66),
либо вместе с системой (1.67)—(1.74) использовать вспомогательное уравнение (1.55).

Первые четыре первых интеграла (1.75)—(1.78) констатируют тот факт, что поскольку внешне-
го поля сил нет, то сохраняются четыре (вообще говоря, ненулевые) компоненты тензора угловой
скорости пятимерного твердого тела, а именно:

ω4 ≡ ω0
4 = const, ω7 ≡ ω0

7 = const, ω9 ≡ ω0
9 = const, ω10 ≡ ω0

10 = const. (1.80)

В частности, наличие первого интеграла (1.75) объясняется равенством

n2
0v

2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) = ω2
4 + ω2

7 + ω2
9 + ω2

10 ≡ n2
0C1 = const. (1.81)

Пятый первый интеграл (1.79) имеет кинематический смысл, «привязывает» уравнение на β3
и может быть найден из следующей квадратуры:

dβ3
dβ2

= −Z1

Z2

1

sinβ2
, (1.82)

при этом если воспользоваться уровнями первых интегралов (1.77), (1.78) и получить равенство

Z1

Z2
= ±
√

C2
3

C2
4

sin2 β2 − 1, (1.83)

то квадратура (1.82) примет вид

β3 = ±
∫

du

(1− u2)

√(
C2

3

C2
4
− 1
)
− C2

3

C2
4
u2

, u = cos β2. (1.84)
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Ее вычисление приводит к следующему виду:

β3 + C5 = ± arctg
cos β2√

C2
3

C2
4
sin2 β2 − 1

, C5 = const, (1.85)

позволяющему получить первый интеграл (1.79). Преобразуя последнее равенство, имеем следу-
ющее инвариантное соотношение:

tg2(β3 +C5) =
C2
4

(C2
3 − C2

4 ) tg
2 β2 − C2

4

. (1.86)

Теперь перефразируем теорему 1.2.

Теорема 1.3. Система (1.67)—(1.74) обладает пятью независимыми первыми интегралами
следующего вида:

Ψ1(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) =
Φ1

Φ2
=

Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4√
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 sinα

= C ′
1 = const, (1.87)

Ψ2(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = C ′
2 = const, (1.88)

Ψ3(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) =
Φ3

Φ4
=

√
Z2
1 + Z2

2

Z1 sinβ2
= C ′

3 = const, (1.89)

Ψ4(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) =
Φ2

Φ3
=

√
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3√

Z2
1 + Z2

2 sin β1
= C ′

4 = const, (1.90)

Ψ5(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = C ′
5 = const. (1.91)

Замечание 1.2. Поскольку в первые интегралы (1.87)—(1.91), вообще говоря, входит величи-
на v, то либо ее следует выразить в данных соотношениях в соответствии с равенством (1.66),
либо вместе с системой (1.67)—(1.74) использовать вспомогательное уравнение (1.55).

Пятый первый интеграл (1.91) также имеет кинематический смысл и «привязывает» уравнение
на β3, а функции Ψ2, Ψ5 можно выбрать соответственно равными Φ2, Φ5.

В формулировке теоремы 1.3 (в отличие от теоремы 1.2) отсутствует характеристика гладкости
первых интегралов. А именно, там, где знаменатели (или числители и знаменатели одновремен-
но) первых интегралов (1.87)—(1.91) обращаются в нуль, сами интегралы как функции имеют
особенности. Более того, они часто не могут быть, вообще говоря, даже непрерывными функци-
ями.

В силу теоремы 1.3 преобразованный набор первых интегралов (1.87)—(1.91) систе-
мы (1.67)—(1.74) (системы при отсутствии силового поля) по-прежнему остается набором первых
интегралов данной системы.

Для полного интегрирования системы (1.67)—(1.74) восьмого порядка необходимо знать, вооб-
ще говоря, семь независимых первых интегралов. Однако после следующей замены переменных:
⎛
⎜⎜⎝
Z4

Z3

Z2

Z1

⎞
⎟⎟⎠→

⎛
⎜⎜⎝
w4

w3

w2

w1

⎞
⎟⎟⎠ , w4 = Z4, w3 =

√
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 , w2 =

Z2

Z1
, w1 =

Z3√
Z2
1 + Z2

2

, (1.92)

система (1.67)—(1.74) распадается следующим образом:

α′ = −w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα, (1.93)

w′
4 = −w2

3

cosα

sinα
+ bw4(w

2
3 + w2

4) cosα, (1.94)

w′
3 = w3w4

cosα

sinα
+ bw3(w

2
3 + w2

4) cosα, (1.95)



66 М. В. ШАМОЛИН

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
2

w2

cos β2
sin β2

,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(1.96)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
1

w1

cos β1
sin β1

,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(1.97)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (1.98)

где
d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = Z3(w4, w3, w2, w1)

cosα

sinα
,

d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = −Z2(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1
,

d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = Z1(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sinβ1 sin β2
,

(1.99)

при этом
Zk = Zk(w4, w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, (1.100)

—функции в силу замены (1.92).
Видно, что система восьмого порядка (1.93)—(1.98) распадается на независимые подсистемы

еще более низкого порядка: система (1.93)—(1.95) — третьего, а системы (1.96), (1.97) (конеч-
но, после замены независимого переменного) — второго. Таким образом, для полной интегри-
руемости системы (1.93)—(1.98) достаточно указать два независимых первых интеграла систе-
мы (1.93)—(1.95), по одному — для систем (1.96), (1.97), и дополнительный первый интеграл,
«привязывающий» уравнение (1.98) (т.е. всего пять).

Замечание 1.3. Выпишем первые интегралы (1.87)—(1.91) в переменных w1, w2, w3, w4 в си-
лу (1.92). Получим:

Θ1(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =
w2
3 + w2

4

w3 sinα
= C ′′

1 = const, (1.101)

Θ2(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = v2w3 sinα = C ′′
2 = const, (1.102)

Θ3(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =

√
1 + w2

2

sin β2
= C ′′

3 = const, (1.103)

Θ4(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =

√
1 + w2

1

sin β1
= C ′′

4 = const, (1.104)

Θ5(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = C ′′
5 = const. (1.105)

Замечание 1.4. Поскольку в первые интегралы (1.101)—(1.105), вообще говоря, входит вели-
чина v, то либо ее следует выразить в данных соотношениях в соответствии с равенством (1.66),
либо вместе с системой (1.93)—(1.98) использовать вспомогательное уравнение (1.55).

Таким образом, два независимых первых интеграла (1.101), (1.102) достаточны для интегриро-
вания системы (1.93)—(1.95), первые интегралы (1.103), (1.104) достаточны для интегрирования
двух независимых уравнений первого порядка

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cos βs
sin βs

, s = 1, 2, (1.106)

после замены независимого переменного эквивалентных соответственно системам (1.96), (1.97),
и, наконец, первый интеграл (1.105) достаточен для «привязывания» уравнения (1.98). Доказана
следующая теорема.

Теорема 1.4. Система (1.67)—(1.74) восьмого порядка обладает достаточным количеством
(пятью) независимых первых интегралов.
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6.5. Частичное введение внешнего силового поля. Теперь рассмотрим систему (1.56)—(1.63) при
условии b = 0 за исключением слагаемых, содержащих

Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 .

При этом частично добавим внешнее силовое поле. А именно, его наличие характеризует коэф-
фициент sinα cosα в уравнении (1.57) (в отличие от системы (1.67)—(1.74)). Рассматриваемая
система примет вид

α′ = −Z4 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) sinα, (1.107)

Z ′
4 = sinα cosα− (Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 )
cosα

sinα
+ bZ4(Z

2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (1.108)

Z ′
3 = Z3Z4

cosα

sinα
+ (Z2

1 + Z2
2 )

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ bZ3(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (1.109)

Z ′
2 = Z2Z4

cosα

sinα
− Z2Z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

− Z2
1

cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+ bZ2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (1.110)

Z ′
1 = Z1Z4

cosα

sinα
− Z1Z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ Z1Z2
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+ bZ1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα, (1.111)

β′
1 = Z3

cosα

sinα
, (1.112)

β′
2 = −Z2

cosα

sinα sin β1
, (1.113)

β′
3 = Z1

cosα

sinα sin β1 sin β2
; (1.114)

при этом во вспомогательном уравнении (1.55) на величину v функцию Ψ(α, β1, β2, β3, Z) следует
выбрать в виде

Ψ(α, β1, β2, β3, Z) = −b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα.

Теорема 1.5. Система (1.107)—(1.114) обладает пятью независимыми первыми интеграла-
ми следующего вида:

Φ1(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 + sin2 α) = C1 = const, (1.115)

Φ2(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2
√

Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 sinα = C2 = const, (1.116)

Φ3(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2
√

Z2
1 + Z2

2 sinα sinβ1 = C3 = const, (1.117)

Φ4(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = v2Z1 sinα sin β1 sin β2 = C4 = const, (1.118)
Φ5(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = C5 = const. (1.119)

Замечание 1.5. Поскольку в первые интегралы (1.115)—(1.119), вообще говоря, входит вели-
чина v, то либо ее следует выразить в данных соотношениях в соответствии с равенством (1.66),
либо вместе с системой (1.107)—(1.114) использовать вспомогательное уравнение (1.55).

Первый интеграл (1.115) по своей структуре похож на интеграл полной энергии. Пятый первый
интеграл (1.119) имеет кинематический смысл, «привязывает» уравнение на β3 и найден выше.

Переформулируем теорему 1.5 следующим образом.

Теорема 1.6. Система (1.107)—(1.114) обладает пятью независимыми первыми интеграла-
ми следующего вида:

Ψ1(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) =
Φ1

Φ2
=

Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 + sin2 α√
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 sinα

= C ′
1 = const, (1.120)
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Ψ2(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = C ′
2 = const, (1.121)

Ψ3(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) =
Φ3

Φ4
=

√
Z2
1 + Z2

2

Z1 sin β2
= C ′

3 = const, (1.122)

Ψ4(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) =
Φ2

Φ3
=

√
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3√

Z2
1 + Z2

2 sin β1
= C ′

4 = const, (1.123)

Ψ5(v;Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3) = C ′
5 = const. (1.124)

Замечание 1.6. Поскольку в первые интегралы (1.120)—(1.124), вообще говоря, входит вели-
чина v, то либо ее следует выразить в данных соотношениях в соответствии с равенством (1.66),
либо вместе с системой (1.107)—(1.114) использовать вспомогательное уравнение (1.55).

Функции Ψ2, Ψ5 можно выбрать соответственно равными Φ2, Φ5.
В формулировке теоремы 1.6 (в отличие от теоремы 1.5) отсутствует характеристика гладкости

первых интегралов. А именно, там, где знаменатели (или числители и знаменатели одновремен-
но) первых интегралов (1.120)—(1.124) обращаются в нуль, сами интегралы как функции имеют
особенности. Более того, они часто не могут быть даже непрерывными функциями.

В силу теоремы 1.6 преобразованный набор первых интегралов (1.120)—(1.124) систе-
мы (1.107)—(1.114) по-прежнему остается набором первых интегралов данной системы.

Для полного интегрирования системы (1.107)—(1.114) восьмого порядка необходимо знать, во-
обще говоря, семь независимых первых интегралов. Однако после замены переменных (1.92)
система (1.107)—(1.114) распадается следующим образом:

α′ = −w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα, (1.125)

w′
4 = sinα cosα− w2

3

cosα

sinα
+ bw4(w

2
3 + w2

4) cosα, (1.126)

w′
3 = w3w4

cosα

sinα
+ bw3(w

2
3 + w2

4) cosα, (1.127)
⎧⎪⎨
⎪⎩
w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
2

w2

cos β2
sin β2

,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(1.128)

⎧⎪⎨
⎪⎩
w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
1

w1

cos β1
sin β1

,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(1.129)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (1.130)

где выполнены условия (1.99).
Видно, что система восьмого порядка (1.125)—(1.130) распадается на независимые подсисте-

мы еще более низкого порядка: система (1.125)—(1.127) — третьего, а системы (1.128), (1.129)
(конечно, после замены независимого переменного) — второго. Таким образом, для полной ин-
тегрируемости системы (1.125)—(1.130) достаточно указать два независимых первых интеграла
системы (1.125)—(1.127), по одному — для систем (1.128), (1.129), и дополнительный первый ин-
теграл, «привязывающий» уравнение (1.130) (т.е. всего пять).

Замечание 1.7. Выпишем первые интегралы (1.120)—(1.124) в переменных w1, w2, w3, w4

в силу (1.92). Получим:

Θ1(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =
w2
3 + w2

4 + sin2 α

w3 sinα
= C ′′

1 = const, (1.131)

Θ2(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = v2w3 sinα = C ′′
2 = const, (1.132)

Θ3(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =

√
1 + w2

2

sinβ2
= C ′′

3 = const, (1.133)
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Θ4(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =

√
1 + w2

1

sinβ1
= C ′′

4 = const, (1.134)

Θ5(v;w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = C ′′
5 = const. (1.135)

Замечание 1.8. Поскольку в первые интегралы (1.131)—(1.135), вообще говоря, входит вели-
чина v, то либо ее следует выразить в данных соотношениях в соответствии с равенством (1.66),
либо вместе с системой (1.125)—(1.130) использовать вспомогательное уравнение (1.55).

Таким образом, два независимых первых интеграла (1.131), (1.132) достаточны для интегриро-
вания системы (1.125)—(1.127), первые интегралы (1.133), (1.134) достаточны для интегрирования
двух независимых уравнений первого порядка

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws

cos βs
sin βs

, s = 1, 2, (1.136)

после замены независимого переменного эквивалентных соответственно системам (1.128), (1.129),
и, наконец, первый интеграл (1.135) достаточен для «привязывания» уравнения (1.130). Доказана
следующая теорема.

Теорема 1.7. Система (1.107)—(1.114) восьмого порядка обладает достаточным количе-
ством (пятью) независимых первых интегралов.

6.6. Полный список первых интегралов. Перейдем теперь к интегрированию искомой системы
восьмого порядка (1.56)—(1.63) (без всяких упрощений — при наличии всех коэффициентов).

Аналогичным образом, для полного интегрирования системы (1.56)—(1.63) восьмого порядка
необходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов. Однако после замены
переменных (1.92) система (1.56)—(1.63) распадается следующим образом:

α′ = −w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα+ b sinα cos2 α, (1.137)

w′
4 = sinα cosα− w2

3

cosα

sinα
+ bw4(w

2
3 +w2

4) cosα− bw4 sin
2 α cosα, (1.138)

w′
3 = w3w4

cosα

sinα
+ bw3(w

2
3 + w2

4) cosα− bw3 sin
2 α cosα, (1.139)

⎧⎪⎨
⎪⎩
w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
2

w2

cos β2
sinβ2

,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(1.140)

⎧⎪⎨
⎪⎩
w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
1

w1

cos β1
sinβ1

,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(1.141)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (1.142)

где выполнены условия (1.99).
Видно, что система восьмого порядка (1.137)—(1.142) распадается на независимые подсисте-

мы еще более низкого порядка: система (1.137)—(1.139) — третьего, а системы (1.140), (1.141)
(конечно, после замены независимого переменного) — второго. Таким образом, для полной ин-
тегрируемости системы (1.137)—(1.142) достаточно указать два независимых первых интеграла
системы (1.137)—(1.139), по одному — для систем (1.140), (1.141), и дополнительный первый ин-
теграл, «привязывающий» уравнение (1.142) (т.е. всего пять).

Для начала поставим в соответствие независимой подсистеме третьего порядка (1.137)—(1.139)
неавтономную систему второго порядка⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

dw4

dα
=

sinα cosα+ bw4(w
2
3 + w2

4) cosα− bw4 sin
2 α cosα− w2

3 cosα/ sinα

−w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα+ b sinα cos2 α
,

dw3

dα
=

bw3(w
2
3 + w2

4) cosα− bw3 sin
2 α cosα+ w3w4 cosα/ sinα

−w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα+ b sinα cos2 α
.

(1.143)
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Используя замену τ = sinα, перепишем систему (1.143) в алгебраическом виде⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

dw4

dτ
=

τ + bw4(w
2
3 + w2

4)− bw4τ
2 − w2

3/τ

−w4 + bτ(1− τ2) + bτ(w2
3 + w2

4)
,

dw3

dτ
=

bw3(w
2
3 + w2

4)− bw3τ
2 + w3w4/τ

−w4 + bτ(1− τ2) + bτ(w2
3 + w2

4)
.

(1.144)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

w3 = u1τ, w4 = u2τ, (1.145)

приводим систему (1.144) к следующему виду:⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

τ
du2
dτ

+ u2 =
1− bu2τ

2 + bu2(u
2
1 + u22)τ

2 − u21
−u2 + bτ2(u21 + u22) + b(1− τ2)

,

τ
du1
dτ

+ u1 =
bu1(u

2
1 + u22)τ

2 − bu1τ
2 + u1u2

−u2 + bτ2(u21 + u22) + b(1− τ2)

(1.146)

или, эквивалентно, ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

τ
du2
dτ

=
1− bu2 + u22 − u21

−u2 + bτ2(u21 + u22) + b(1− τ2)
,

τ
du1
dτ

=
2u1u2 − bu1

−u2 + bτ2(u21 + u22) + b(1− τ2)
.

(1.147)

Поставим в соответствие системе второго порядка (1.147) неавтономное уравнение первого по-
рядка

du2
du1

=
1− bu2 + u22 − u21

2u1u2 − bu1
, (1.148)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
u22 + u21 − bu2 + 1

u1

)
= 0. (1.149)

Итак, уравнение (1.148) имеет первый интеграл

u22 + u21 − bu2 + 1

u1
= C1 = const, (1.150)

который в прежних переменных выглядит следующим образом:

Θ1(w4, w3;α) =
w2
4 + w2

3 − bw4 sinα+ sin2 α

w3 sinα
= C1 = const. (1.151)

Замечание 1.9. При b = 0 первый интеграл (1.151) системы (1.137)—(1.139) совпадает с пер-
вым интегралом (1.131) системы (1.125)—(1.127), но при b �= 0 ни числитель выражения (1.151),
ни его знаменатель не являются первыми интегралами системы (1.137)—(1.139) по отдельности
(хотя при b = 0 и числитель и знаменатель выражения (1.151) являются первыми интегралами
системы (1.125)—(1.127)).

Далее, произведем поиск дополнительного первого интеграла системы третьего поряд-
ка (1.137)—(1.139). Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (1.150) при
u1 �= 0 следующим образом:

(
u2 − b

2

)2

+

(
u1 − C1

2

)2

=
b2 + C2

1

4
− 1. (1.152)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

b2 + C2
1 − 4 � 0, (1.153)

и фазовое пространство системы (1.137)—(1.139) расслаивается на семейство поверхностей, зада-
ваемых равенством (1.152).
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Таким образом, в силу соотношения (1.150) первое уравнение системы (1.147) примет вид

τ
du2
dτ

=
1− bu2 + u22 − U2

1 (C1, u2)

−u2 + b(1− τ2) + bτ2(U2
1 (C1, u2) + u22)

, (1.154)

где

U1(C1, u2) =
1

2
{C1 ±

√
C2
1 − 4(u22 − bu2 + 1)}, (1.155)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (1.153), или вид уравнения Бер-
нулли:

dτ

du2
=

(b− u2)τ − bτ3(1− U2
1 (C1, u2)− u22)

1− bu2 + u22 − U2
1 (C1, u2)

. (1.156)

Уравнение (1.156)(при учете (1.155)) легко приводится к линейному неоднородному уравнению:

dp

du2
=

2(u2 − b)p+ 2b(1− U2
1 (C1, u2)− u22)

1− bu2 + u22 − U2
1 (C1, u2)

, p =
1

τ2
. (1.157)

Последний факт означает, что может быть найден еще один трансцендентный первый инте-
грал в явном виде (т.е. через конечную комбинацию квадратур). При этом общее решение уравне-
ния (1.157) зависит от произвольной постоянной C2. Полные выкладки в данном месте приводить
не будем, отметив лишь для примера, что общее решение линейного однородного уравнения, по-
лученного из (1.157), даже в частном случае b = C1 = 2 имеет следующее решение:

p = p0(u2) = C[
√

1− (u2 − 1)2 ± 1] exp

[√
1∓√1− (u2 − 1)2

1±√1− (u2 − 1)2

]
, C = const. (1.158)

Замечание 1.10. В выражение найденного первого интеграла формально можно вместо C1

подставить левую часть первого интеграла (1.151). Тогда полученный дополнительный первый
интеграл имеет следующую структуру:

Θ2(w4, w3;α) = ln | sinα|+G2

(
sinα,

w4

sinα
,

w3

sinα

)
= C2 = const. (1.159)

Итак, найдены два первых интеграла (1.151), (1.159) независимой системы третьего поряд-
ка (1.137)—(1.139). Осталось указать по одному первому интегралу: для систем (1.140), (1.141),
и дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (1.142). Действительно, иско-
мые первые интегралы совпадают с первыми интегралами (1.133)—(1.135), а именно:

Θ3(w2;β2) =

√
1 + w2

2

sinβ2
= C3 = const, (1.160)

Θ4(w1;β1) =

√
1 + w2

1

sinβ1
= C4 = const, (1.161)

Θ5(w2, w1;β1, β2, β3) = β3 ± arctg
C4 cos β2√

C2
3 sin

2 β2 − C2
4

= C5 = const, (1.162)

при этом в левую часть равенства (1.162) вместо C3, C4 можно подставить интегра-
лы (1.160), (1.161).

Теорема 1.8. Система (1.137)—(1.142) восьмого порядка обладает достаточным количе-
ством (пятью) независимых первых интегралов (1.151), (1.159), (1.160)—(1.162).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (1.4)—(1.8), (1.11)—(1.20)
при условии (1.52) имеет 12 инвариантных соотношений: имеются аналитическая неинтегрируе-
мая связь вида (1.24), соответствующая аналитическому первому интегралу (1.64), циклические
первые интегралы вида (1.22), (1.23), первый интеграл вида (1.151), также имеется первый ин-
теграл (1.159), который может быть найден из уравнения (1.157), являющийся трансцендентной
функцией фазовых переменных (также в смысле комплексного анализа) и, наконец, трансцен-
дентные первые интегралы вида (1.160)—(1.162).
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Теорема 1.9. Система (1.4)—(1.8), (1.11)—(1.20) при условиях (1.24), (1.52), (1.22), (1.23)
обладает 12 инвариантными соотношениями (полным набором), пять из которых являются
трансцендентными функциями с точки зрения комплексного анализа.

7. Случай зависимости момента неконсервативных сил от тензора угловой скорости.

7.1. Введение зависимости от тензора угловой скорости и приведенная система. Продолжа-
ем изучать динамику пятимерного твердого тела в евклидовом пространстве E5. Но, поскольку
данный раздел посвящен исследованию случая движения при наличии зависимости момента дей-
ствующих сил от тензора угловой скорости, введем такую зависимость с более общих позиций.

Пусть x = (x1N , x2N , x3N , x4N , x5N )—координаты точки N приложения внешней силы на
тело (в частности, на четырехмерный диск, задаваемый равенством x1N = 0), Q = (Q1, Q2,
Q3, Q4, Q5)—компоненты, не зависящие от тензора угловой скорости. Будем вводить зависимость
функций x = (x1N , x2N , x3N , x4N , x5N ) от тензора угловой скорости лишь линейным образом, по-
скольку даже само данное введение априори не очевидно (см. [25, 29, 37]).

Итак, примем следующую зависимость:

x = Q+R, (1.163)

где R = (R1, R2, R3, R4, R5)— вектор-функция, содержащая компоненты тензора угловой скоро-
сти. При этом зависимость функции R от компонент тензора угловой скорости — гироскопиче-
ская:

R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

R1

R2

R3

R4

R5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

= −1

v
Ωh, h =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

h1
h2
h3
h4
h5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

, Ω =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 −ω10 ω9 −ω7 ω4

ω10 0 −ω8 ω6 −ω3

−ω9 ω8 0 −ω5 ω2

ω7 −ω6 ω5 0 −ω1

−ω4 ω3 −ω2 ω1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

. (1.164)

Здесь Ω ∈ so(5)—тензор угловой скорости, (h1, h2, h3, h4, h5)—некоторые положительные пара-
метры (ср. с [41, 51, 55]). Теперь, применительно к нашей задаче, можно считать, что x1N ≡ 0,
при этом

x2N = Q2 − h1
ω10

v
, x3N = Q3 + h1

ω9

v
, x4N = Q4 − h1

ω7

v
, x5N = Q5 + h1

ω4

v
, (1.165)

где h2 = h3 = h4 = h5, в силу динамической симметрии (что, в принципе, нам в данном месте не
потребуется). Здесь ω4, ω7, ω7, ω10 — оставшиеся, вообще говоря, ненулевые компоненты тензора
угловой скорости Ω.

7.2. Приведенная система. Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина (см. [29, 33]),
пользуясь (1.38), имеем

Q = R(α)iN , (1.166)
а динамические функции s, x2N , x3N , x4N , x5N примем в виде

s(α) = B cosα, rN = Q− 1

v
Ωh, R(α) = A sinα, A,B > 0, (1.167)

убеждающем нас о том, что в рассматриваемой системе присутствует также еще и дополнитель-
ный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент
неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента от компонент тензора угловой
скорости). При этом функции Γv(α, β1, β2, β3,Ω/v), Δv,s(α, β1, β2, β3,Ω/v), s = 1, 2, 3, входящие
в систему (1.41)—(1.48), примут следующий вид:

Γv

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
= A sinα− h1

v
zn−1, Δv,1

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
=

h1
v
z3,

Δv,2

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
= −h1

v
z2, Δv,3

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
=

h1
v
z1.

(1.168)
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Тогда, благодаря условиям (1.24), (1.167), преобразованная динамическая часть уравнений дви-
жения (система (1.40)—(1.48)) примет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, β1, β2, β3, Z), (1.169)

α′ = −Z4 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) sinα+ b sinα cos2 α− bH1Z4 cos
2 α, (1.170)

Z ′
4 = sinα cosα− (1 + bH1)(Z

2
1 + Z2

2 + Z2
3 )

cosα

sinα
+ bZ4(Z

2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα−
− bZ4 sin

2 α cosα+ bH1Z
2
4 sinα cosα−H1Z4 cosα, (1.171)

Z ′
3 = (1 + bH1)Z3Z4

cosα

sinα
+ (1 + bH1)(Z

2
1 + Z2

2 )
cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ bZ3(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα−
− bZ3 sin

2 α cosα+ bH1Z3Z4 sinα cosα−H1Z3 cosα, (1.172)

Z ′
2 = (1 + bH1)Z2Z4

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z2Z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

− (1 + bH1)Z
2
1

cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

+

+ bZ2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ2 sin
2 α cosα+ bH1Z2Z4 sinα cosα−H1Z2 cosα, (1.173)

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1Z4

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z1Z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ (1 + bH1)Z1Z2
cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

+

+ bZ1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ1 sin
2 α cosα+ bH1Z1Z4 sinα cosα−H1Z1 cosα, (1.174)

β′
1 = (1 + bH1)Z3

cosα

sinα
, (1.175)

β′
2 = −(1 + bH1)Z4

cosα

sinα sin β1
, (1.176)

β′
3 = (1 + bH1)Z1

cosα

sinα sin β1 sinβ2 sin β3
, (1.177)

где
Ψ(α, β1, β2, β3, Z) = −b(Z2

1 + Z2
2 + Z2

3 + Z2
4 ) cosα+ b sin2 α cosα− bH1Z4 sinα cosα;

при этом выберем, как и выше, безразмерные параметры b, H1 и постоянную n1 следующим
образом:

b = σn0, n2
0 =

AB

3I2
, H1 =

Bh1
3I2n0

, n1 = n0. (1.178)

Итак, систему (1.169)—(1.177) можно рассматривать на фазовом девятимерном многообразии

W1 = R
1
+{v} × T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3}, (1.179)

т.е. на прямом произведении числового луча на касательное расслоение к четырехмерной сфере.
Видно, что в системе (1.169)—(1.177) девятого порядка образовалась независимая систе-

ма (1.170)—(1.177) восьмого порядка на касательном расслоении T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3}
четырехмерной сферы S4{α, β1, β2, β3}. При этом в независимой системе (1.170)—(1.177) восьмого
порядка образовалась еще одна независимая система (1.170)—(1.176) седьмого порядка на своем
семимерном многообразии.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1.10. У динамической части уравнений движения при условиях (1.21), (1.22)—(1.24)
выделяется динамическая система (1.41)—(1.48) на касательном расслоении

T∗S4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3}
четырехмерной сферы S4{α, β1, β2, β3}. В частности, при условии (1.167) выделяется систе-
ма (1.170)—(1.177).
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7.3. Об аналитическом первом интеграле. В силу (1.24) значение скорости центра масс явля-
ется первым интегралом системы (1.29)—(1.35) (при условии (1.26)), а именно, функция фазовых
переменных

Ψ0(v, α, β1, β2, β3, z1, z2, z3, z4) = v2 + σ2(z21 + z22 + z23 + z24)− 2σz4v sinα = V 2
C (1.180)

постоянна на ее фазовых траекториях (при этом величины z1, z2, z3, z4 выбираются в силу (1.28)).
В силу невырожденной замены независимого переменного (при v �= 0) у систе-

мы (1.169)—(1.177) также существует аналитический интеграл, а именно, функция фазовых пе-
ременных

Ψ1(v, α, β1, β2, β3, Z1, Z2, Z3, Z4) = v2(1 + b2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 )− 2bZ4 sinα) = V 2
C (1.181)

постоянна на ее фазовых траекториях.
Равенство (1.181) позволяет, не решая системы (1.169)—(1.177), найти зависимость скорости

характерной точки твердого тела (центра D диска) от других фазовых переменных, а именно,
при VC �= 0 выполнено равенство

v2 =
V 2
C

1 + b2(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 )− 2bZ4 sinα
. (1.182)

Поскольку в фазовом пространстве системы (1.169)—(1.177) существуют асимптотические пре-
дельные множества, то равенство (1.181) задает, как будет показано, единственный аналитиче-
ский (даже непрерывный) первый интеграл системы (1.169)—(1.177) во всем фазовом простран-
стве (ср. с [67, 68, 70]).

Таким образом, в силу отделения уравнения на величину v, а также наличия аналитического
первого интеграла (1.181) система (1.170)—(1.177) может быть рассмотрена самостоятельно на
своем фазовом пространстве.

7.4. Полный список первых интегралов. Для полного интегрирования системы (1.170)—(1.177)
восьмого порядка необходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов.
Но рассматриваемые системы имеют такие симметрии, которые позволяют снизить достаточное
количество первых интегралов до пяти для интегрирования систем.

Действительно, после замены переменных
⎛
⎜⎜⎝
Z4

Z3

Z2

Z1

⎞
⎟⎟⎠→

⎛
⎜⎜⎝
w4

w3

w2

w1

⎞
⎟⎟⎠ , w4 = Z4, w3 =

√
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 , w2 =

Z2

Z1
, w1 =

Z3√
Z2
1 + Z2

2

, (1.183)

система (1.170)—(1.177) распадается следующим образом:

α′ = −(1 + bH1)w4 + b
(
w2
3 + w2

4

)
sinα+ b sinα cos2 α− bH1w4 cos

2 α, (1.184)

w′
4 = sinα cosα− (1 + bH1)w

2
3

cosα

sinα
+ bw4

(
w2
3 + w2

4

)
cosα−

− bw4 sin
2 α cosα+ bH1w

2
4 sinα cosα−H1w4 cosα, (1.185)

w′
3 = (1 + bH1)w3w4

cosα

sinα
+ bw3

(
w2
3 + w2

4

)
cosα−

− bw3 sin
2 α cosα+ bH1w3w4 sinα cosα−H1w3 cosα, (1.186)

⎧⎪⎨
⎪⎩
w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
2

w2

cos β2
sin β2

,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(1.187)
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⎧⎪⎨
⎪⎩
w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1 + w2
1

w1

cos β1
sin β1

,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

(1.188)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (1.189)

где выполнены условия

d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = (1 + bH1)Z3(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα
,

d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = −(1 + bH1)Z2(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1
,

d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = (1 + bH1)Z1(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1 sin β2
,

(1.190)

при этом
zk = Zk(w4, w3, w2, w1), k = 1, . . . , n− 2, (1.191)

—функции в силу замены (1.183).
Видно, что система (1.184)—(1.189) восьмого порядка распадается на независимые подсисте-

мы еще более низкого порядка: система (1.184)—(1.186) — третьего, а системы (1.187), (1.188)
(конечно, после замены независимого переменного) — второго. Таким образом, для полной ин-
тегрируемости системы (1.184)—(1.189) достаточно указать два независимых первых интеграла
системы (1.184)—(1.186), по одному — для систем (1.187), (1.188), и дополнительный первый ин-
теграл, «привязывающий» уравнение (1.189) (т.е. всего пять).

Для начала поставим в соответствие независимой подсистеме третьего порядка (1.184)—(1.186)
неавтономную систему второго порядка

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dw4

dα
=

R2(α,w4, w3)

−w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα+ b sinα cos2 α− bH1w4 cos2 α
,

dw3

dα
=

R1(α,w3, w4)

−w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα+ b sinα cos2 α− bH1w4 cos2 α
,

(1.192)

R2(α,w3, w4) = sinα cosα+ bw4(w
2
3 + w2

4) cosα− bw4 sin
2 α cosα−

− (1 + bH1)w
2
3

cosα

sinα
+ bH1w

2
4 sinα cosα−H1w4 cosα,

R1(α,w3, w4) = bw3(w
2
3 + w2

4) cosα− bw3 sin
2 α cosα+

+ (1 + bH1)w3w4
cosα

sinα
+ bH1w3w4 sinα cosα−H1w3 cosα.

Используя замену τ = sinα, перепишем систему (1.192) в алгебраическом виде⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

dw4

dτ
=

τ + bw4(w
2
3 + w2

4)− bw4τ
2 − (1 + bH1)w

2
3/τ + bH1w

2
4τ −H1w4

−w4 + bτ(1− τ2) + bτ(w2
3 +w2

4)− bH1w4(1− τ2)
,

dw3

dτ
=

bw3(w
2
3 + w2

4)− bw3τ
2 + (1 + bH1)w3w4/τ + bH1w3w4τ −H1w3

−w4 + bτ(1− τ2) + bτ(w2
3 + w2

4)− bH1w4(1− τ2)
.

(1.193)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

w3 = u1τ, w4 = u2τ, (1.194)

приводим систему (1.193) к следующему виду:⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

τ
du2
dτ

+ u2 =
1− bu2τ

2 + bu2(u
2
1 + u22)τ

2 − (1 + bH1)u
2
1 −H1u2 + bH1u

2
2τ

2

−u2 + bτ2(u21 + u22) + b(1− τ2)− bH1u2(1− τ2)
,

τ
du1
dτ

+ u1 =
bu1(u

2
1 + u22)τ

2 − bu1τ
2 + (1 + bH1)u1u2 −H1u1 + bH1u1u2

−u2 + bτ2(u21 + u22) + b(1− τ2)− bH1u2(1− τ2)
,

(1.195)
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что эквивалентно ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

τ
du2
dτ

=
1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u

2
2 − (1 + bH1)u

2
1

−u2 + bτ2(u21 + u22) + b(1− τ2)− bH1u2(1− τ2)
,

τ
du1
dτ

=
2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1

−u2 + bτ2(u21 + u22) + b(1− τ2)− bH1u2(1− τ2)
.

(1.196)

Поставим в соответствие системе второго порядка (1.196) неавтономное уравнение первого по-
рядка

du2
du1

=
1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u

2
2 − (1 + bH1)u

2
1

2(1 + bH1)u1u2 − (b+H1)u1
, (1.197)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
(1 + bH1)u

2
2 + (1 + bH1)u

2
1 − (b+H1)u2 + 1

u1

)
= 0. (1.198)

Итак, уравнение (1.197) имеет первый интеграл

(1 + bH1)u
2
2 + (1 + bH1)u

2
1 − (b+H1)u2 + 1

u1
= C1 = const, (1.199)

который в прежних переменных выглядит следующим образом:

Θ1(w4, w3;α) =
(1 + bH1)(w

2
4 + w2

3)− (b+H1)w4 sinα+ sin2 α

w3 sinα
= C1 = const. (1.200)

Замечание 1.11. Рассмотрим систему (1.184)—(1.186) с переменной диссипацией с нулевым
средним (см. [56, 58, 60]), становящейся консервативной при b = H1:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α′ = −(1 + b2)w4 + b
(
w2
3 + w2

4

)
sinα+ b sinα cos2 α− b2w4 cos

2 α,

w′
n−1 = sinα cosα− (1 + b2)w2

3

cosα

sinα
+ bw4

(
w2
3 + w2

4

)
cosα−

− bw4 sin
2 α cosα+ b2w2

4 sinα cosα− bw4 cosα,

w′
3 = (1 + b2)w3w4

cosα

sinα
+ bw3

(
w2
3 + w2

4

)
cosα−

− bw3 sin
2 α cosα+ b2w3w4 sinα cosα− bw3 cosα.

(1.201)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

(1 + b2)(w2
4 +w2

3)− 2bw4 sinα+ sin2 α = C∗
1 = const, (1.202)

w3 sinα = C∗
2 = const. (1.203)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (1.202), (1.203) также является первым инте-
гралом системы (1.201). Но при b �= H1 каждая из функций

(1 + bH1)(w
2
4 + w2

3)− (b+H1)w4 sinα+ sin2 α (1.204)

и (1.203) по отдельности не является первым интегралом системы (1.184)—(1.186). Однако отно-
шение функций (1.204), (1.203) является первым интегралом системы (1.184)—(1.186) при любых
b, H1.

Далее, найдем дополнительный первый интеграл системы третьего порядка (1.184)—(1.186).
Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (1.199) при u1 �= 0 следующим
образом: (

u2 − b+H1

2(1 + bH1)

)2

+

(
u1 − C1

2(1 + bH1)

)2

=
(b−H1)

2 + C2
1 − 4

4(1 + bH1)2
. (1.205)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(b−H1)
2 + C2

1 − 4 � 0, (1.206)

и фазовое пространство системы (1.184)—(1.186) расслаивается на семейство поверхностей, зада-
ваемых равенством (1.205).
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Таким образом, в силу соотношения (1.199) первое уравнение системы (1.196) примет вид

τ
du2
dτ

=
1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u

2
2 − (1 + bH1)U

2
1 (C1, u2)

−u2 + b(1− τ2) + bτ2(U2
1 (C1, u2) + u22)− bH1u2(1− τ2)

, (1.207)

где

U1(C1, u2) =
1

2
{C1 ±

√
C2
1 − 4(1 + bH1)(1 − (b+H1)u2 + (1 + bH1)u22)}, (1.208)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (1.206), или вид уравнения Бер-
нулли:

dτ

du2
=

(b− (1 + bH1)u2)τ − bτ3(1− U2
1 (C1, u2)− u22 −H1u2)

1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u
2
2 − (1 + bH1)U

2
1 (C1, u2)

. (1.209)

Уравнение (1.209) (при учете (1.208)) легко приводится к линейному неоднородному уравнению

dp

du2
=

2((1 + bH1)u2 − b)p+ 2b(1−H1u2 − u22 − U2
1 (C1, u2))

1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u
2
2 − (1 + bH1)U

2
1 (C1, u2)

, p =
1

τ2
. (1.210)

Последний факт означает, что может быть найден еще один трансцендентный первый интеграл
в явном виде (т.е. через конечную комбинацию квадратур). При этом общее решение уравне-
ния (1.210) зависит от произвольной постоянной C2. Полные выкладки в данном месте приво-
дить не будем, отметив лишь для примера, что общее решение линейного однородного уравнения,
полученного из (1.210), даже в частном случае

|b−H1| = 2, C1 =
1−A4

1

1 +A4
1

, A1 =
1

2
(b+H1)

имеет следующее достаточно громоздкое решение:

p = p0(u2) = C[1−A1u2]
2/(1+A4

1)

∣∣∣∣∣
√

C2
1 − 4A2

1(1−A1u2)2 ± C1√
C2
1 − 4A2

1(1−A1u2)2 ∓ C1

∣∣∣∣∣
±A4

1/(1+A4
1)

×

× exp
2(A1 − b)

(1 +A4
1)A1(A1u2 − 1)

, C = const. (1.211)

Замечание 1.12. В выражение найденного первого интеграла формально можно вместо C1

подставить левую часть первого интеграла (1.200). Тогда полученный дополнительный первый
интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(w4, w3;α) = ln | sinα|+G2

(
sinα,

w4

sinα
,

w3

sinα

)
= C2 = const. (1.212)

Итак, найдены два первых интеграла (1.200), (1.212) независимой системы третьего поряд-
ка (1.184)—(1.186). Осталось указать по одному первому интегралу — для систем (1.187), (1.188)
и дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (1.189).

Искомые первые интегралы имеют следующий вид:

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

sin βs
= C ′′

s+2 = const, s = 1, 2, (1.213)

Θ5(w2, w1;α, β1, β2, β3) = C ′′
5 = const, (1.214)

при этом в левую часть равенства (1.214) вместо C3, C4 можно формально подставить интегра-
лы (1.213) при s = 1, 2.

Теорема 1.11. Система (1.184)—(1.189) восьмого порядка обладает достаточным количе-
ством (пятью) независимых первых интегралов (1.200), (1.212), (1.213), (1.214).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений общего случая при усло-
вии (1.167) имеет 12 инвариантных соотношений: имеются аналитическая неинтегрируемая связь
вида (1.24), соответствующая аналитическому первому интегралу (1.64), циклические первые
интегралы вида (1.22), первый интеграл вида (1.200), также имеется первый интеграл (1.212),
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который может быть найден из уравнения (1.210), являющийся трансцендентной функцией фа-
зовых переменных (также в смысле комплексного анализа) и, наконец, трансцендентные первые
интегралы вида (1.213), (1.214).

7.5. Топологические аналогии. Имеют место следующие топологические и механические анало-
гии.
1. Движение свободного пятимерного твердого тела в неконсервативном поле сил со следящей

силой (при наличии неинтегрируемой связи) при учете дополнительной зависимости от тензора
угловой скорости (см. также [65,67]).

2. Движение закрепленного пятимерного физического маятника в потоке набегающей среды
(неконсервативное поле сил) при учете дополнительной зависимости от тензора угловой ско-
рости (см. также [68]).

3. Вращение пятимерного твердого тела вокруг центра масс, движущегося прямолинейно и рав-
номерно, и находящегося в неконсервативном поле сил при учете дополнительной зависимости
от тензора угловой скорости (см. также [52,53]).
О более общих топологических аналогиях см. также [1, 4, 6, 18].

2. Более общий класс динамических систем на касательном расслоении
четырехмерной сферы

Как мы знаем, в динамике систем со многими степенями свободы часто возникают системы
с пространствами положений — конечномерными сферами. Таким образом, фазовыми простран-
ствами таких систем становятся касательные расслоения к данным сферам. Так, например, изу-
чение пятимерного маятника на обобщенном сферическом шарнире приводит к динамической
системе на касательном расслоении к четырехмерной сфере. При этом динамические системы,
описывающие движение такого маятника, обладают знакопеременной диссипацией, и полный спи-
сок первых интегралов состоит из трансцендентных функций, выражающихся через конечную
комбинацию элементарных функций (см. [22, 23, 28]).

Рассматриваемые ранее автором задачи из динамики свободного пятимерного твердого тела
в неконсервативном силовом поле также породили системы на касательном расслоении к четырех-
мерной сфере. При этом исследование проводилось, начиная от систем при отсутствии силового
поля, и продолжалось системами при наличии неконсервативных силовых полей с дополнитель-
ными группами симметрий (см. [16, 17, 42, 43]).

Построение неконсервативного силового поля, действующего на пятимерное твердое тело, опи-
рается на результаты из динамики реальных твердых тел, находящихся в поле силы воздействия
среды. Становится возможным изучение уравнений движения для пятимерного тела в аналогич-
но построенном поле сил и получение полного набора, вообще говоря, трансцендентных первых
интегралов, выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций. Полученные
результаты особенно важны в смысле присутствия в системе именно неконсервативного силового
поля (ср. с [65, 66]).

Естественным образом в рассматриваемый класс задач помещается классическая задача о дви-
жении материальной точки по поверхности четырехмерной сферы, вообще говоря, в неконсерва-
тивном поле сил.

В данном разделе 2 показана интегрируемость некоторых классов динамических систем, воз-
никающих в динамике пятимерного твердого тела, а также в динамике точки, на касательном
расслоении к четырехмерной сфере. При этом рассматриваемые силовые поля обладают так на-
зываемой переменной диссипацией с нулевым средним (см. [44,46,48]) и обобщают ранее рассмот-
ренные (см. также [57,59]).

1. Уравнения геодезических на касательном расслоении к четырехмерному много-
образию. Рассмотрим гладкое четырехмерное риманово многообразие M4 с метрикой gij , кото-
рая в заданных локальных координатах x = (x1, . . . , x4) на многообразии порождает аффинную
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связность Γi
jk(x). Рассмотрим касательное расслоение

T∗M4{z4, . . . , z1;x1, . . . , x4},
где z = (z4, . . . , z1)—координаты в касательном пространстве. Если zi = ẋi, i = 1, . . . , 4, то
уравнения геодезических линий на нем примут вид

ẍi +

4∑
j,k=1

Γi
jk(x)ẋ

j ẋk = 0, i = 1, . . . , 4. (2.1)

2. Системы на касательном расслоении к четырехмерной сфере. На касательном рас-
слоении T∗S4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3} к четырехмерной сфере S4{α, β1, β2, β3 : 0 � α, β1, β2 �
π, β3 mod 2π} рассмотрим следующую систему восьмого порядка:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z4 + bg(α),

ż4 = F (α) − (z21 + z22 + z23)f(α),

ż3 = z3z4f(α) + (z21 + z22)f(α),

ż2 = z2z4f(α)− z2z3f(α)
cos β1
sin β1

− z21f(α)
1

sin β1

cos β2
sinβ2

,

ż1 = z1z4f(α)− z1z3f(α)
cos β1
sin β1

+ z1z2f(α)
1

sin β1

cos β2
sin β2

,

(2.2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β̇1 = z3f(α),

β̇2 = −z2f(α)
1

sin β1
,

β̇3 = z1f(α)
1

sin β1 sin β2
.

(2.3)

Функции F (α), f(α) и g(α)— 2π-периодические, достаточно гладкие, за исключением, быть мо-
жет, точек α = 0 mod π/2, b � 0. Функция f(α) определяет метрику на сфере, а функции F (α)
и g(α)— (внешнее) силовое поле. О задачах как с внешним, так и внутренним полями см. также
в [8, 10, 12].

Первое уравнение системы (2.2) и система (2.3) задают координаты z4, . . . , z1 в касательном
пространстве к сфере (являются обобщенными кинематическими соотношениями). При этом си-
стема (2.2), (2.3) без последнего уравнения является независимой подсистемой седьмого порядка
(ввиду цикличности переменной β3) (см. также [26,27]).

Систему (2.2), (2.3) можно представить в маятниковом виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈− bα̇g̃(α) + F (α)− [β̇2
1 + β̇2

2 sin
2 β1 + β̇2

3 sin
2 β1 sin

2 β2]
1

f(α)
= 0,

β̈1 − bβ̇1g(α)f(α) + α̇β̇1

[
f2(α) − f ′(α)

f(α)

]
−
[
β̇2
2 + β̇2

3 sin
2 β2

]
sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 − bβ̇2g(α)f(α) + α̇β̇2

[
f2(α) − f ′(α)

f(α)

]
+ 2β̇1β̇2

cosβ1
sinβ1

− β̇2
3 sin β2 cos β2 = 0,

β̈3 − bβ̇3g(α)f(α) + α̇β̇3

[
f2(α) − f ′(α)

f(α)

]
+ 2β̇1β̇3

cosβ1
sinβ1

+ 2β̇2β̇3
cosβ2
sinβ2

= 0,

(2.4)

где g̃(α) = dg(α)/dα.

3. Первые интегралы, метрики и силовые поля. При b = 0 система (2.2), (2.3) является
консервативной и обладает полным набором (пятью) первых интегралов (см. [49, 50, 54]):

F1(z4, z3, z2, z1;α) = z21 + z22 + z23 + z24 + 2

α∫

α0

F (ξ)dξ = C1 = const, (2.5)
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F2(z3, z2, z1;α) =
√

z21 + z22 + z23 exp

α∫

α0

f(ξ)dξ = C2 = const, (2.6)

F3(z2, z1;α, β1) =
√

z21 + z22 exp

α∫

α0

f(ξ)dξ · sin β1 = C3 = const, (2.7)

F4(z1;α, β1, β2) = z1 exp

α∫

α0

f(ξ)dξ · sin β1 sin β2 = C4 = const, (2.8)

F5(z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3) = C5 = const. (2.9)

При b > 0 система (2.2), (2.3) перестает быть консервативной и является динамической систе-
мой с переменной диссипацией с нулевым средним (см. также [36,38, 45]).

Выделим два существенных случая для функции f(α), определяющей метрику на сфере:

f(α) =
cosα

sinα
, (2.10)

а также
f(α) =

1

cosα sinα
. (2.11)

Случай (2.10) формирует класс систем, соответствующих пространственному движению дина-
мически симметричного пятимерного твердого тела на нулевых уровнях первых интегралов (т.е.
при наличии дополнительных групп симметрий), вообще говоря, в неконсервативном поле сил
(см. [47, 69] и предыдущий раздел 1 данной работы).

Случай (2.11) формирует класс систем, соответствующих движению материальной точки на
четырехмерной сфере также, вообще говоря, в неконсервативном поле сил. При этом в послед-
нем случае метрика на сфере индуцируется евклидовой метрикой всеобъемлющего пятимерного
пространства. В частности, при g(α) ≡ F (α) ≡ 0 система (2.2), (2.3) описывает геодезический
поток на четырехмерной сфере (см. также [2, 3]).

Замечание 2.1. В случае (2.10), если

g(α) =
F (α)

cosα
, (2.12)

то система (2.2), (2.3) описывает движение свободного пятимерного твердого тела в силовом поле
под действием следящей силы (см. [41]). В частности, если

F (α) = sinα cosα, g(α) = sinα, (2.13)

то система (2.2), (2.3) описывает также закрепленный пятимерный маятник на обобщенном сфе-
рическом шарнире, помещенный в поток набегающей среды, заполняющей пятимерное простран-
ство (см. [67, 68]), и обладает полным набором трансцендентных первых интегралов, выража-
ющихся через конечную комбинацию элементарных функций (см. [30, 40]). Трансцендентность
в данном случае понимается в смысле комплексного анализа, когда функция имеет существенно
особые точки, соответствующие имеющимся притягивающим или отталкивающим предельным
множествам системы (2.2), (2.3) (см. [67, 68]).

Для полного интегрирования системы (2.2), (2.3) необходимо знать, вообще говоря, семь неза-
висимых первых интегралов. Однако после замены переменных в касательном пространстве

w1 =
z3√

z21 + z22
, w2 =

z2
z1

, w3 = w =
√

z21 + z22 + z23 , w4 = z4 (2.14)

система (2.2), (2.3) распадается следующим образом:⎧⎪⎨
⎪⎩

α̇ = −w4 + g(α),

ẇ4 = F (α)− w2
3f(α),

ẇ3 = w3w4f(α),

(2.15)
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⎧⎪⎨
⎪⎩
ẇk = dk

1 + w2
k

wk

cos βk
sin βk

,

β̇k = dk, k = 1, 2,

(2.16)

β̇3 = Z1(w1, w2, w3, w4)f(α)
1

sin β1 sin β2
, (2.17)

где Z1(w1, w2, w3, w4) = z1 в силу замены (2.14), dk, k = 1, 2, — некоторые гладкие функции на
своей области определения.

Видно, что для полной интегрируемости системы (2.15)—(2.17) достаточно указать два неза-
висимых первых интеграла системы (2.15), по одному — для систем (2.16), и дополнительный
первый интеграл, «привязывающий» уравнение (2.17) (т.е. всего пять).

4. Случай (2.10). Пусть выполнены следующие условия на силовое поле:

F (α) = sinm α cosα, g(α) = sina α, m = 2a− 1, m, a ∈ R. (2.18)

В частности, при m = a = 1 получаем случай (2.13).

Теорема 2.1. В случаях (2.10), (2.18) система (2.2), (2.3) обладает полным набором (пя-
тью), вообще говоря, трансцендентных независимых первых интегралов.

Следствие 2.1. Система (2.4) при условиях (2.10), (2.18) обладает пятью, вообще говоря,
трансцендентными независимыми первыми интегралами.

Действительно, если сделать замены переменных

τ = sinα, zi = uiτ
a, i = 1, 2,

то поиск одного из первых интегралов

Φ1(w4, w3;α) = C1

системы (2.15) приведет к уравнению Абеля (см. [6])

[(a+ 1)u2 − ab]u1du2 = [1− u21 + au22 − abu2]du1, (2.19)

общее решение которого u1 = U1(u2) если и интегрируется через конечную комбинацию элемен-
тарных функций, то выписывается, вообще говоря, громоздко. Несмотря на это, дополнительный
первый интеграл

Φ2(w4, w3;α) = C2

системы (2.15) находится из квадратуры

dτ

τ
=

(b− u2)du2
1− U2

1 (u2) + au22 − abu2
. (2.20)

Первые интегралы для систем (2.16) имеют вид

Φk+2(wk;βk) =

√
1 + w2

k

sin βk
= Ck+2 = const, k = 1, 2, (2.21)

а дополнительный первый интеграл

Φ5(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = C5,

«привязывающий» уравнение (2.17), найдется из равенства
dβ3
dβ2

= − z1
z2 sin β2

, (2.22)

при этом, используя первый интеграл (2.21) при k = 1, 2, окончательно получим его вид:

Φ5(β2, β3) = β3 ± arctg
C4 cos β2√

C2
3 sin

2 β2 −C2
4

= C5 = const. (2.23)
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В частности, при a = 1 равенство (2.19) влечет существование первого интеграла

Φ1

( w4

sinα
,

w3

sinα

)
=

w2
4 + w2

3 − bw4 sinα+ sin2 α

w3 sinα
= C1 = const.

5. Случай (2.11). Пусть выполнены следующие условия на силовое поле:

F (α) =
sin2k−1 α

cos2k+1 α
, g(α) =

sink α

cosk α
, k ∈ R. (2.24)

Теорема 2.2. В случаях (2.11), (2.24) система (2.2), (2.3) обладает полным набором (пя-
тью), вообще говоря, трансцендентных независимых первых интегралов.

Следствие 2.2. Система (2.4) при условиях (2.11), (2.24) обладает пятью, вообще говоря,
трансцендентными независимыми первыми интегралами.

Действительно, если сделать замены переменных

τ = sinα, zi = ui

(
τ√

1− τ2

)k

, i = 1, 2,

то поиск одного из первых интегралов

Φ1(w4, w3;α) = C1

системы (2.15) приведет к уравнению Абеля (2.19) (только с подстановкой a ↔ k), общее решение
которого u1 = U1(u2) выписывается, вообще говоря, громоздко. Несмотря на это, дополнительный
первый интеграл

Φ2(w4, w3;α) = C2

системы (2.15) находится из квадратуры
dτ

τ(1− τ2)
=

(b− u2)du2
1− U2

1 (u2) + ku22 − kbu2
.

Первые интегралы для систем (2.16) имеют вид (2.20). А дополнительный первый интеграл

Φ5(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = C5,

«привязывающий» уравнение (2.17), найдется из равенства (2.22), при этом, используя первый
интеграл (2.21) при k = 1, 2, окончательно получим его в виде (2.23).

В частности, при k = 1 равенство (2.19) (a ↔ k) влечет существование первого интеграла

Φ1

(w4 cosα

sinα
,
w3 cosα

sinα

)
=

(w2
4 + w2

3) cos
2 α− bw4 sinα cosα+ sin2 α

w3 sinα cosα
= C1 = const.

В предыдущих работах автора [67, 68] уже рассматривались задачи о движении свободного
пятимерного твердого тела в неконсервативном поле сил при наличии следящей силы, сводящиеся
к динамическим системам на касательных расслоениях к четырехмерной сфере. Данная работа
присоединяет к данной задаче динамики многомерного твердого тела задачу о движении точки
по четырехмерной сфере в неконсервативных силовых полях.

3. Системы на касательных расслоениях
к гладкому четырехмерному многообразию

Выше было показано, что изучение пятимерного обобщенного сферического маятника в некон-
сервативном поле сил приводит к динамической системе на касательном расслоении к четы-
рехмерной сфере, при этом метрика специального вида на ней индуцирована дополнительной
группой симметрий. В данном случае динамические системы, описывающие движение такого
маятника, обладают диссипацией переменного знака, и полный список первых интегралов со-
стоит из трансцендентных функций, выражающихся через конечную комбинацию элементарных
функций.

Выше был также введен класс задач о движении точки по гладкой четырехмерной поверхно-
сти, при этом метрика на ней индуцирована евклидовой метрикой всеобъемлющего пространства.
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В ряде случаев в системах с силовым полем с диссипацией также удается найти полный список
первых интегралов, состоящий из трансцендентных функций. Необходимо отметить, что полу-
ченные результаты особенно важны в смысле присутствия в системе именно неконсервативного
поля сил (ср. с [5, 7, 20]).

В данном же разделе показана интегрируемость некоторых классов динамических систем на
касательном расслоении к гладкому четырехмерному многообразию (об аналогичных исследова-
ниях на касательных расслоениях к многообразиям размерностей 2 и 3 см. [55, 57]). При этом
силовые поля обладают так называемой переменной диссипацией и обобщают ранее рассмотрен-
ные.

1. Уравнения геодезических при замене координат и их первые интегралы. Как из-
вестно, в случае четырехмерного гладкого риманова многообразия M4 с координатами (α, β),
β = (β1, β2, β3), и аффинной связностью Γi

jk(x) уравнения геодезических линий на касательном
расслоении T∗M4{α̇, β̇1, β̇2, β̇3;α, β1, β2, β3}, α = x1, β1 = x2, β2 = x3, β3 = x4, x = (x1, x2, x3, x4),
имеют следующий вид (дифференцирование берется по натуральному параметру):

ẍi +

4∑
j,k=1

Γi
jk(x)ẋ

j ẋk = 0, i = 1, . . . , 4. (3.1)

Изучим структуру уравнений (3.1) при изменении координат на касательном расслоении T∗M4.
Рассмотрим замену координат касательного пространства, зависящую от точки x многообразия:

ẋi =

4∑
j=1

Rij(x)zj , (3.2)

которую почти всюду можно обратить:

zj =

4∑
i=1

Tji(x)ẋ
i,

при этом Rij, Tji, i, j = 1, . . . , 4, — функции от x1, x2, x3, x4, а также RT = E, где R = (Rij),
T = (Tji). Назовем также уравнения (3.2) новыми кинематическими соотношениями, т.е. соот-
ношениями на касательном расслоении T∗M4.

Справедливы следующие тождества:

żj =

4∑
i=1

Ṫjiẋ
i +

4∑
i=1

Tjiẍ
i, Ṫji =

4∑
k=1

Tji,kẋ
k, (3.3)

где

Tji,k =
∂Tji

∂xk
, j, i, k = 1, . . . , 4.

Подставляя в (3.3) уравнения (3.1), имеем:

żi =
4∑

j,k=1

Tij,kẋ
j ẋk −

4∑
j,p,q=1

TijΓ
j
pqẋ

pẋq, (3.4)

при этом в последней системе вместо ẋi, i = 1, . . . , 4, надо подставить формулы (3.2), в результате
чего в правой части последнего равенства будет стоять квадратичная форма по переменнымЁzj .
Другими словами, равенство (3.4) можно переписать в виде

żi +

4∑
j,k=1

Qijkẋ
jẋk|(3.2) = 0, (3.5)

где

Qijk(x) =

4∑
s=1

Tis(x)Γ
s
jk(x)− Tij,k(x). (3.6)
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Предложение 3.1. Система (3.1) в той области, где detR(x) �= 0, эквивалентна составной
системе (3.2), (3.4).

Таким образом, результат перехода от уравнений геодезических (3.1) к эквивалентной системе
уравнений (3.2), (3.4) зависит как от замены переменных (3.2) касательного пространства (т.е.
вводимых новых кинематических соотношений), так и от аффинной связности Γi

jk(x).

2. Достаточно общий случай. Рассмотрим далее достаточно общий случай задания кине-
матических соотношений в следующем виде:

α̇ = −z4, β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1), β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2), (3.7)

где fk(α), k = 1, 2, 3, gl(β1), l = 1, 2, h(β2)— гладкие функции на своей области определения. Такие
координаты z1, z2, z3, z4 в касательном пространстве вводятся тогда, когда рассматриваются
следующие классы уравнений геодезических, в частности, на сфере, более общих поверхностях
вращения и др. (см. [6, 27]):

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈+ Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 = 0,

β̈3 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 = 0,

(3.8)

т.е. остальные коэффициенты связности равны нулю. В случае (3.7) уравнения (3.4) примут вид

ż1 =

[
2Γ3

α3(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα

]
z1z4 −

[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
f1(α)z1z3−

−
[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
f2(α)g1(β1)z1z2, (3.9a)

ż2 =

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
z2z4 −

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
f1(α)z2z3−

− Γ2
33(α, β)

f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)z

2
1 , (3.9b)

ż3 =

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
z3z4 − Γ1

22(α, β)
f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)z

2
2−

− Γ1
33(α, β)

f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)z
2
1 , (3.9c)

ż4 = Γα
11f

2
1 (α)z

2
3 + Γα

22f
2
2 (α)g

2
1(β1)z

2
2 + Γα

33f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)z
2
1 , (3.9d)

и уравнения (3.8) почти всюду эквивалентны составной системе (3.7), (3.9) на касательном рас-
слоении T∗M4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3} гладкого четырехмерного многообразия M4{α, β1, β2, β3}.

Для полного интегрирования системы (3.7), (3.9) необходимо знать, вообще говоря, семь неза-
висимых первых интегралов. В нашем случае их нужно будет меньше, что будет показано далее
при изучении систем с диссипацией.
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Предложение 3.2. Если всюду на своей области определения справедлива система равенств
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

+ Γα
11(α, β)f

2
1 (α) ≡ 0,

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

+ Γα
22(α, β)f

2
2 (α)g

2
1(β1) ≡ 0,

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
f2
1 (α) + Γ1

22(α, β)f
2
2 (α)g

2
1(β1) ≡ 0,

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

+ Γα
33(α, β)f

2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2) ≡ 0,
[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
f2
1 (α) + Γ1

33(α, β)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2) ≡ 0,

[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
f2
2 (α)g

2
1(β1) + Γ2

33(α, β)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2) ≡ 0,

(3.10)

то система (3.7), (3.9) имеет аналитический первый интеграл вида

Φ1(z4, . . . , z1) = z21 + . . . + z24 = C2
1 = const. (3.11)

На первый взгляд, вопрос наличия первого интеграла достаточно простого вида (3.11) не «за-
служивает» решения такой достаточно сложной системы квазилинейных уравнений (3.10) (кото-
рая содержит, вообще говоря, уравнения в частных производных, вырождающиеся в обыкновен-
ные). В работе будет применен подход, позволяющий с помощью решения системы (3.10) успешно
находить полные наборы первых интегралов систем с диссипацией.

Можно доказать отдельную теорему существования решения fk(α), k = 1, 2, 3, gl(β1), l = 1, 2,
h(β2) системы (3.10) квазилинейных уравнений для наличия аналитического первого интегра-
ла (3.11) для системы (3.7), (3.9) уравнений геодезических (3.8). Но в дальнейшем при изучении
динамических систем с диссипацией полная группа условий (3.10) нам не потребуется. Тем не
менее, в дальнейшем будем предполагать в уравнениях (3.7) выполнение условий

f1(α) = f2(α) = f3(α) = f(α), (3.12)

при этом функции gl(β1), l = 1, 2, h(β2) должны удовлетворять преобразованным уравнениям
из (3.10): ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

+ Γ1
22(α, β)g

2
1(β1) ≡ 0,

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

+ Γ1
33(α, β)g

2
2(β1)h

2(β2) ≡ 0,

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

+ Γ2
33(α, β)h

2(β2) ≡ 0.

(3.13)

Таким образом, функции gl(β1), l = 1, 2, h(β2) зависят от коэффициентов связности через систе-
му (3.13), а ограничения на функцию f(α) будут даны ниже.

Предложение 3.3. Если выполнены свойства (3.12), (3.13), при этом справедливы равен-
ства

Γ1
α1(α, β) = Γ2

α2(α, β) = Γ3
α3(α, β) = Γ1(α), (3.14)

то система (3.7), (3.9) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ2(z3, z2, z1;α) =
√

z21 + z22 + z23 Φ0(α) = C2 = const, (3.15)

Φ0(α) = f(α) exp

⎧⎨
⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫⎬
⎭ .
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Предложение 3.4. Если выполнены условия предложения 3.3, а также

g1(β1) = g2(β1) = g(β1), (3.16)

при этом справедливы равенства

Γ2
12(α, β) = Γ3

13(α, β) = Γ2(β1), (3.17)

то система (3.7), (3.9) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ3(z2, z1;α, β1) =
√

z21 + z22Φ0(α)Ψ1(β1) = C3 = const, (3.18)

Ψ1(β1) = g(β1) exp

⎧⎪⎨
⎪⎩
2

β1∫

β10

Γ2(b)db

⎫⎪⎬
⎪⎭

.

Предложение 3.5. Если выполнены условия предложений 3.3, 3.4 и при этом справедливо
равенство

Γ3
23(α, β) = Γ3(β2), (3.19)

то система (3.7), (3.9) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ4(z1;α, β1, β2) = z1Φ0(α)Ψ1(β1)Ψ2(β2) = C4 = const, (3.20)

Ψ2(β2) = h(β2) exp

⎧⎪⎨
⎪⎩
2

β2∫

β20

Γ3(b)db

⎫⎪⎬
⎪⎭

.

Предложение 3.6. Если выполнены условия предложений 3.3, 3.4, 3.5, то система (3.7),
(3.9) имеет первый интеграл следующего вида:

Φ5(z2, z1;α, β) = β3 ±
β2∫

β20

C4h(b)√
C2
3Φ

2
2(b)− C2

4

db = C5 = const, (3.21)

куда после взятия интеграла (3.21) вместо постоянных C3, C4 нужно подставить левые части
равенств (3.18), (3.20), соответственно.

Набор первых интегралов (3.11), (3.15), (3.18), (3.20), (3.21) является полным набором незави-
симых первых интегралов системы (3.7), (3.9) при вышеперечисленных условиях (то, что полный
набор состоит из пяти, а не из семи, первых интегралов, будет показано ниже).

Как и выше, необходимо отметить, что вопрос о гладкости первого интеграла (3.21) не так
прост. В принципе, он может выражаться через конечную комбинацию элементарных функций
и даже являться функцией рациональной. Но поскольку в рассматриваемой динамической си-
стеме отсутствуют асимптотические предельные множества, то функция (3.21) не может быть
трансцендентной с точки зрения комплексного анализа. Действительно, у нее отсутствуют су-
щественно особые точки. Но с точки зрения теории элементарных функций она может быть
трансцендентной (см. также (см. [30])).

3. Уравнения движения в потенциальном силовом поле и их первые интегралы.
Несколько модифицируя систему (3.7), (3.9) при условиях (3.12)—(3.14), (3.16), (3.17), (3.19),
получим систему консервативную. А именно, наличие силового поля характеризует достаточно
гладкий коэффициент F (α) во втором уравнении системы (3.22). Рассматриваемая система на
касательном расслоении T∗M4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3} гладкого четырехмерного многообразия
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M4{α, β1, β2, β3} примет вид
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z4,

ż4 = F (α) + Γα
11f

2
1 (α)z

2
3 + Γα

22f
2
2 (α)g

2
1(β1)z

2
2 + Γα

33f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)z
2
1 ,

ż3 =

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
z3z4 − Γ1

22(α, β)
f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)z

2
2−

− Γ1
33(α, β)

f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)z
2
1 ,

ż2 =

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
z2z4 −

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
f1(α)z2z3−

− Γ2
33(α, β)

f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)z

2
1 ,

ż1 =

[
2Γ3

α3(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα

]
z1z4 −

[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
f1(α)z1z3−

−
[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
f2(α)g1(β1)z1z2,

β̇1 = z3f(α),

β̇2 = z2f(α)g(β1),

β̇3 = z1f(α)g(β1)h(β2),

(3.22)

и она почти всюду эквивалентна следующей системе:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈+ F (α) + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈1 + 2Γ1(α)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 + 2Γ1(α)α̇β̇2 + 2Γ2(β1)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 = 0,

β̈3 + 2Γ1(α)α̇β̇3 + 2Γ2(β1)β̇1β̇3 + 2Γ3(β2)β̇2β̇3 = 0.

Предложение 3.7. Если выполнены условия предложения 3.2, то система (3.22) имеет
гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ1(z4, . . . , z1;α) = z21 + . . .+ z24 + F1(α) = C1 = const, F1(α) = 2

α∫

α0

F (a)da. (3.23)

Предложение 3.8. Если выполнены условия предложений 3.3, 3.4, 3.5, то система (3.22)
имеет три гладких первых интеграла вида (3.15), (3.18), (3.20).

Предложение 3.9. Если выполнены условия предложения 3.6, то система (3.22) имеет пер-
вый интеграл вида (3.21).

Набор первых интегралов (3.23), (3.15), (3.18), (3.20), (3.21) является полным набором неза-
висимых первых интегралов системы (3.22) при вышеперечисленных условиях (то, что полный
набор состоит из пяти, а не из семи, первых интегралов, будет показано ниже).

Аналогично подчеркнем, что вопрос о гладкости первого интеграла (3.21) по-прежнему не так
прост. Поскольку в рассматриваемой динамической системе даже при наличии гладкого консерва-
тивного силового поля отсутствуют асимптотические предельные множества, то функция (3.21)
не может быть трансцендентной с точки зрения комплексного анализа (у нее отсутствуют су-
щественно особые точки). Но с точки зрения теории элементарных функций она может быть
трансцендентной (см. также [30]).



88 М. В. ШАМОЛИН

4. Уравнения движения в силовом поле с диссипацией и их первые интегралы. Те-
перь усложним систему (3.22) и получим систему с диссипацией. А именно, наличие диссипации
(вообще говоря, знакопеременной) характеризует достаточно гладкий коэффициент bδ(α) в пер-
вом уравнении следующей системы:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z4 + bδ(α),

ż4 = F (α) + Γα
11f

2
1 (α)z

2
3 + Γα

22f
2
2 (α)g

2
1(β1)z

2
2 + Γα

33f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)z
2
1 ,

ż3 =

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
z3z4 − Γ1

22(α, β)
f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)z

2
2−

− Γ1
33(α, β)

f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)z
2
1 ,

ż2 =

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
z2z4 −

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
f1(α)z2z3−

− Γ2
33(α, β)

f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)z

2
1 ,

ż1 =

[
2Γ3

α3(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα

]
z1z4 −

[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
f1(α)z1z3−

−
[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
f2(α)g1(β1)z1z2,

β̇1 = z3f(α),

β̇2 = z2f(α)g(β1),

β̇3 = z1f(α)g(β1)h(β2),

(3.24)

которая почти всюду эквивалентна системе⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈− bα̇δ̃(α) + F (α) + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈1 − bβ̇1δ(α)f(α) + 2Γ1(α)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 − bβ̇2δ(α)f(α) + 2Γ1(α)α̇β̇2 + 2Γ2(β1)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 = 0,

β̈3 − bβ̇3δ(α)f(α) + 2Γ1(α)α̇β̇3 + 2Γ2(β1)β̇1β̇3 + 2Γ3(β2)β̇2β̇3 = 0,

где δ̃(α) = dg(α)/dα.
Перейдем теперь к интегрированию искомой системы восьмого порядка (3.24) при услови-

ях (3.12), (3.13), (3.16), а также при выполнении равенств

Γα
11(α, β) = Γα

22(α, β)g
2(β1) = Γα

33(α, β)g
2(β1)h

2(β2) = Γ4(α). (3.25)

Введем также (по аналогии с (3.13)) ограничение и на функцию f(α): она должна удовлетворять
преобразованному первому равенству из (3.10):

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα
+ Γ4(α)f

2(α) ≡ 0. (3.26)

Для полного интегрирования системы (3.24) необходимо знать, вообще говоря, семь независи-
мых первых интегралов. Однако после замены переменных

w4 = z4, w3 =
√
z21 + z22 + z23 , w2 =

z2
z1

, w1 =
z3√

z21 + z22
,

система (3.24) распадается следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

α̇ = −w4 + bδ(α),

ẇ4 = F (α) + Γ4(α)f
2(α)w2

3 ,

ẇ3 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
w3w4,

(3.27)
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⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẇ2 = ±w3

√
1 + w2

2f(α)g(β1)

[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
,

β̇2 = ± w2w3√
1 + w2

2

f(α)g(β1),
(3.28)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẇ1 = ±w3

√
1 + w2

1f(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
,

β̇1 = ± w1w3√
1 + w2

1

f(α),
(3.29)

β̇3 = ± w3√
1 + w2

2

f(α)g(β1)h(β2). (3.30)

Видно, что для полной интегрируемости системы (3.27)—(3.30) достаточно указать два независи-
мых первых интеграла системы (3.27), по одному — для систем (3.28) и (3.29) (меняя в них неза-
висимые переменные), и дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (3.30)
(т.е. всего пять).

Теорема 3.1. Пусть для некоторых κ, λ ∈ R выполняются равенства

Γ4(α)f
2(α) = κ

d

dα
ln |δ(α)|, F (α) = λ

d

dα

δ2(α)

2
. (3.31)

Тогда система (3.24) при выполнении условий (3.12), (3.13), (3.16), (3.25), (3.26) обладает полным
набором (пятью) независимых, вообще говоря, трансцендентных первых интегралов.

Действительно, для начала в соответствие системе третьего порядка (3.27) неавтономную си-
стему второго порядка ⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

dw4

dα
=

F (α) + Γ4(α)f
2(α)w2

3

−w4 + bδ(α)
,

dw3

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
w3w4

−w3 + bδ(α)
.

(3.32)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

w4 = u4δ(α), w3 = u3δ(α), (3.33)

приводим систему (3.32) к следующему виду:⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

δ(α)
du4
dα

+ δ′(α)u4 =
F (α) + Γ4(α)f

2(α)δ2(α)u23
−u4δ(α) + bδ(α)

,

δ(α)
du3
dα

+ δ′(α)u3 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
δ2(α)u3u4

−u4δ(α) + bδ(α)
,

(3.34)

что почти всюду эквивалентно системе⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

δ(α)
du4
dα

=
F3(α) + Γ4(α)f

2(α)δ(α)u23 + δ′(α)u24 − bδ′(α)u4
−u4 + b

,

δ(α)
du3
dα

=
−Γ4(α)f

2(α)δ(α)u3u4 + δ′(α)u3u4 − bδ′(α)u
−u4 + b

,

(3.35)

где F3(α) =
F (α)
δ(α) . После выполнения условий (3.31) система (3.35) приводится к уравнению пер-

вого порядка
du4
du3

=
λ+ κu23 + u24 − bu4
(1− κ)u3u4 − bu3

. (3.36)

Уравнение (3.36) имеет вид уравнения Абеля (см. [6]). В частности, при κ = −1 оно имеет следу-
ющий первый интеграл:

u24 + u23 − bu4 + λ

u3
= C1 = const, (3.37)
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который в прежних переменных выглядит как

Θ1(w4, w3;α) = G1

(
w4

δ(α)
,
w3

δ(α)

)
=

w2
4 + w2

3 − bw4δ(α) + λδ2(α)

w3δ(α)
= C1 = const. (3.38)

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.27)
при κ = −1. Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (3.37) при u3 �= 0
следующим образом:

(
u4 − b

2

)2

+

(
u3 − C1

2

)2

=
b2 + C2

1

4
− λ. (3.39)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

b2 + C2
1 − 4λ � 0, (3.40)

и фазовое пространство системы (3.23) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (3.39). Таким образом, в силу соотношения (3.37) первое уравнение системы (3.35)
при κ = −1 примет вид

δ(α)

δ′(α)
du4
dα

=
2(λ− bu4 + u24)− C1U1(C1, u4)

−u4 + b
, (3.41)

где

U1(C1, u4) =
1

2

{
C1 ±

√
C2
1 − 4(u24 − bu4 + λ)

}
, (3.42)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.40). Тогда дополнительный
первый интеграл для системы (3.27) имеет структурный вид

Θ2(w4, w3;α) = G2

(
δ(α),

w4

δ(α)
,
w3

δ(α)

)
= C2 = const, (3.43)

и при κ = −1 он определяется из квадратуры

ln |g(α)| =
∫

(b− u4)du4

2(λ− bu4 + u24)− C1{C1 ±
√
C2
1 − 4(u24 − bu4 + λ)}/2 ,

где u4 = w4/δ(α). При этом после взятия этого интеграла вместо C1 можно формально подставить
левую часть равенства (3.38). Правая часть данного равенства выражается через конечную ком-
бинацию элементарных функций, а левая — в зависимости от функции δ(α). Поэтому выражение
первых интегралов (3.38), (3.43) через конечную комбинацию элементарных функций зависит не
только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции δ(α).

Первые интегралы для систем (3.28) и (3.29) будут иметь вид

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2 = const, s = 1, 2, (3.44)

о функциях Ψs(βs), s = 1, 2, см. (3.18), (3.20). Дополнительный первый интеграл, «привязываю-
щий» уравнение (3.30), находится по аналогии с (3.21):

Θ5(β2, β3) = β3 ±
β2∫

β20

C4h(b)√
C2
3Ψ

2
2(b)− C2

4

db = C5 = const,

при этом после взятия этого интеграла вместо постоянных C3, C4 можно формально подставить
соответствующие левые части равенства (3.44).
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5. Замечание о структуре первых интегралов систем с диссипацией. Если α—перио-
дическая координата периода 2π, то система (3.27) становится динамической системой с перемен-
ной диссипацией с нулевым средним (см. [41]). При этом при b = 0 она превращается в систему
консервативную, которая обладает двумя гладкими первыми интегралами вида (3.23), (3.15).
В силу (3.31)

Φ1(z4, . . . , z1;α) = z21 + . . . + z24 + 2

α∫

α0

F (a)da ∼= w2
4 + w2

3 + λδ2(α), (3.45)

где ∼= означает равенство с точностью до аддитивной постоянной. При этом, в силу (3.26) и (3.31)

Φ2(z3, z2, z1;α) =
√

z21 + z22 + z23 f(α) exp

⎧⎨
⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫⎬
⎭

∼= w3δ(α) = C2 = const, (3.46)

где ∼= означает равенство с точностью уже до мультипликативной постоянной.
Очевидно, что отношение двух первых интегралов (3.45), (3.46) (или (3.23), (3.15)) также яв-

ляется первым интегралом системы (3.27) при b = 0. Но при b �= 0 каждая из функций

w2
4 + w2

3 − bw4δ(α) + λδ2(α) (3.47)

и (3.46) по отдельности не является первым интегралом системы (3.27). Однако отношение функ-
ций (3.47), (3.46) является первым интегралом системы (3.27) (при κ = −1) при любом b.

Вообще же, для систем с диссипацией трансцендентность функций (в смысле наличия суще-
ственно особых точек) как первых интегралов наследуется из нахождения в системе притягива-
ющих или отталкивающих предельных множеств (см. [6, 30]).
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