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Аннотация. В работе изучаются вопросы существования и принадлежности к заданному функ-
циональному классу решений уравнений Пуассона на некомпактном римановом многообразии
M без края. Для описания асимптотического поведения решения вводится понятие ϕ-эквива-
лентности на множестве непрерывных на римановом многообразии функций и устанавливается
взаимосвязь между разрешимостью краевых задач для уравнений Пуассона на многообразии
M и вне некоторого компактного подмножества B ⊂ M с тем же ростом «на бесконечности».
При этом понятие ϕ-эквивалентности непрерывных функций на M позволяет оценить скорость
асимптотической сходимости решений краевой и внешней краевой задач к граничным данным.

Ключевые слова: краевая задача, уравнение Пуассона, некомпактное риманово многообразие,
асимптотическое поведение.
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Abstract. In this paper, we examine the existence of solutions of the Poisson equations on a
noncompact Riemannian manifold M without boundary. To describe the asymptotic behavior of a
solution, we is introduce the notion of ϕ-equivalence on the set of continuous functions on a Riemannian
manifold and establish a relationship between the solvability of boundary-value problems for the Poisson
equations on the manifold M and outside some compact subset B ⊂ M with the same growth “at
infinity.” Moreover, the notion of ϕ-equivalence of continuous functions on M allows one to estimate
the rate of asymptotic convergence of solutions of boundary-value and outer boundary-value problems
to boundary data.
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1. Введение. Данная статья посвящена исследованию асимптотического поведения решений
уравнения Пуассона на некомпактном римановом многообразии без края. Подобного рода задачи
часто возникают в классификационной теории некомпактных римановых поверхностей и мно-
гообразий (см. [22]). Для некомпактной римановой поверхности хорошо известная задача иден-
тификации конформного типа может быть сформулирована следующим образом: существует ли
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на этой поверхности нетривиальная положительная супергармоническая функция? Именно это
свойство послужило основой для расширения понятия параболичности для произвольных неком-
пактных римановых многообразий. В работе [3] показано, что параболичность типа полного рима-
нова многообразия эквивалентна тому, что емкость любого его компактного подмножества равна
нулю. Кроме того, емкостная методика показала высокую эффективность при изучении поведе-
ния решений эллиптических уравнений и неравенств на некомпактных римановых многообразиях
(см. [1,2,5,14]). Было показано, что отличительным свойством многообразий параболического ти-
па является выполнение для них теоремы Лиувилля, утверждающей, что всякая положительная
супергармоническая функция на данном многообразии является тождественной постоянной.
С другой стороны, оказалось, что класс многообразий, на которых существуют нетриви-

альные решения различных эллиптических уравнений, достаточно широк. Например, в рабо-
тах [12,13,21,23] были найдены условия, обеспечивающие разрешимость задачи Дирихле с непре-
рывными граничными данными «на бесконечности» для гармонических функций на некоторых
некомпактных многообразиях, допускающих естественную геометрическую компактификацию.
Аналогичные вопросы для ограниченных решений стационарного уравнения Шредингера изуча-
лись в [9, 10]).
Заметим, что большая часть статей по данной проблематике посвящена исследованию реше-

ний однородных эллиптических уравнений. Однако в последние годы появились первые рабо-
ты, посвященные изучению асимптотического поведения решений неоднородных эллиптических
уравнений на некомпактных римановых многообразиях (см., например, [8, 16, 19, 20]).
В исследованиях, посвященных разрешимости краевых задач, наряду с вопросом существова-

ния решения часто параллельно изучаются вопросы: в каком смысле (в какой метрике) понимать
близость решения к граничным данным, с какой скоростью идет сближение (см. [4,7,18]). Также
вызывает интерес получение количественных характеристик, оценивающих эту скорость. Дан-
ная работа выполнена в указанном направлении. В частности, даны некоторые функциональные
оценки скорости приближения решений краевых задач для уравнения Пуассона к своим гранич-
ным данным на произвольных некомпактных римановых многообразиях.

2. Основные определения и постановка задачи. Постановка краевых задач для эллип-
тических дифференциальных уравнений (в частности, задачи Дирихле) на некомпактном ри-
мановом многообразии M и в неограниченных областях этого многообразия может оказаться
достаточно проблематичной, поскольку неясно, как интерпретировать граничные данные. Есте-
ственная геометрическая компактификация некоторых некомпактных римановых многообразий
(например, поверхности вращения, псевдосферы и др.), позволяет в этих случаях осуществлять
постановку краевых задач аналогично классической постановке задачи Дирихле в ограниченных
областях R

n (см., например, [9, 10, 12, 13, 21, 23]).
В [11] предложен новый подход к постановке краевых задач для эллиптических дифферен-

циальных уравнений на произвольных некомпактных римановых многообразиях, основанный на
рассмотрении классов эквивалентности непрерывных функций на M . Опишем его подробнее.
Пусть M —произвольное гладкое связное некомпактное риманово многообразие без края и

{Bk}∞k=1 —исчерпание M , т.е. последовательность таких предкомпактных непустых открытых

подмножеств в M , что Bk ⊂ Bk+1 и M =
∞⋃

k=1

Bk. Всюду далее предполагаем, что границы ∂Bk

являются гладкими подмногообразиями.
Обозначим через vk гармоническую функцию в Bk \B, удовлетворяющую условиям vk|∂B = 1,

vk|∂Bk
= 0. Используя принцип максимума для гармонических функций, легко показать, что по-

следовательность vk равномерно ограничена на любом компактном подмножестве в M \B. Более
того, при k → ∞ она монотонно возрастает и, следовательно, сходится на M \B к гармонической
функции

v = lim
k→∞

vk

и удовлетворяет условиям 0 < v � 1, v|∂B = 1. Функция v не зависит от выбора исчерпания
{Bk}∞k=1 и является емкостным потенциалом компакта B относительно многообразия M (см.
также [2, 11]).
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Определение 1 (см. [2]). Многообразие M будем называть многообразием параболического
типа, если для некоторого компакта B его емкостный потенциал тождественно равен 1. Много-
образие, на котором существует нетривиальный емкостный потенциал v, будем называть много-
образием непараболического типа.

Определение 2 (см. [11]). Непрерывные функции f1 и f2 будем называть эквивалентными
на M (обозначение f1 ∼ f2), если для некоторого исчерпания {Bk}∞k=1 многообразия M имеем

lim
k→∞

sup
M\Bk

|f1 − f2| = 0.

Замечание 1. Это отношение эквивалентности характеризует асимптотическое поведение
функций вне произвольного компактного подмножества B ⊂ M и обеспечивает приближение
функций друг к другу на «бесконечности» в равномерной норме. Ясно, что если изменить зна-
чения функции f на компакте B, то вновь полученная функция будет эквивалентна исходной.

С помощью такого подхода была установлена взаимосвязь между разрешимостью краевых
задач и разрешимостью внешних краевых задач для стационарного уравнения Шредингера на
некомпактном римановом многообразии (см. [11]). Аналогичный результат для неоднородных
эллиптических уравнений был получен в [16].
Описанный выше подход был развит в дальнейшем в ряде работ. В частности, в работах [6,15]

было введено понятие слабой эквивалентности решений однородных эллиптических уравнений
и получена некоторая оценка скорости асимптотической сходимости этих решений к граничным
данным в терминах слабой эквивалентности. В работе [17] было введено понятие ϕ-эквивалент-
ности (где ϕ > 0—непрерывная наM функция, ϕ ∼ 0) и исследовано асимптотическое поведение
решений краевых и внешних краевых задач для уравнения Лапласа—Бельтрами в терминах ϕ-
эквивалентности.
В данной статье исследуются вопросы существования и принадлежности к заданному функ-

циональному классу решений u ∈ C2(M) уравнения Пуассона

Δu = g(x), (1)

где g ∈ C0,α(M), 0 < α < 1 на некомпактном римановом многообразии M на основе понятия ϕ-
эквивалентности.
Пусть B ⊂ M —произвольное связное предкомпактное подмножество с гладкой границей

и B ⊂ Bk для всех k, ϕ > 0— такая непрерывная на M функция, что ϕ ∼ 0. Из определения 2
эквивалентных функций следует, что функция ϕ будет ограничена на M .

Определение 3 (см. также [17]). Будем говорить, что непрерывные функции f1 и f2 ϕ-экви-
валентны на M и обозначать f1

ϕ∼ f2, если существует такая константа C > 0, что

|f1(x)− f2(x)| � C · ϕ(x),
для любого x ∈M .

Легко показать, что введенное отношение является отношением эквивалентности и разбивает
множество всех непрерывных наM функций на классы эквивалентности. Будем обозначать класс
ϕ-эквивалентных f функций через [f ]ϕ.
Отношение ϕ-эквивалентности также как и отношение эквивалентности характеризует пове-

дение функций вне произвольного компактного подмножества B ⊂M , и если изменить значения
функции f на компакте B, то вновь полученная функция будет ϕ-эквивалентна исходной. Ясно
также, что если f1

ϕ∼ f2, то f1 ∼ f2.

Определение 4 (см. также [17]). Будем говорить, что для уравнения (1) на M разрешима
краевая задача с граничными условиями из класса [f ]ϕ, если на M существует такое решение
u(x) уравнения (1), что u ∈ [f ]ϕ.

Определение 5 (см. [17]). Будем говорить, что для уравнения (1) наM \B разрешима внеш-
няя краевая задача с граничными условиями из класса [f ]ϕ, если для любой непрерывной на ∂B
функции Φ(x) наM \B существует такое решение u(x) уравнения (1), что u ∈ [f ]ϕ и u|∂B = Φ|∂B .
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Таким образом, понятие ϕ-эквивалентности, с одной стороны, обобщает понятия эквивалентно-
сти, а с другой стороны, позволяет более точно оценить скорость асимптотического приближения
решения краевой задачи к граничным условиям.
В [17] также были доказаны некоторые свойства ϕ-эквивалентных функций, в частности, по-

лучен принцип сравнения и теорема единственности для решений краевых и внешних краевых
задач для уравнения Лапласа—Бельтрами с граничными данными из класса [f ]ϕ.

Теорема 1 (принцип сравнения, [17]). Пусть Δw � Δu на M \B, w|∂B � u|∂B и w ϕ∼ u. Тогда
w � u на M \B. Пусть Δw � Δu на M и w ϕ∼ u. Тогда w � u на M .

Теорема 2 (теорема единственности, [17]). Пусть Δw = Δu на M \B, w|∂B = u|∂B и w ϕ∼ u,
тогда w = u на M \B. Пусть Δw = Δu на M и w ϕ∼ u, тогда w = u на M .

Доказательство этих теорем основано на классических утверждениях теории уравнений с част-
ными производными: принципе максимума, теоремах сравнения и единственности для линейных
эллиптических дифференциальных уравнений (подробнее см. в [17]).

3. Основной результат. Следующая теорема устанавливает взаимосвязь между разрешимо-
стью краевой и внешней краевой задачами с граничными условиями из класса [f ]ϕ для уравнения
Пуассона на некомпактном римановом многообразии.

Теорема 3. Пусть M —произвольное гладкое связное некомпактное риманово многообразие,
B ⊂M произвольное связное предкомпактное подмножество с гладкой границей ∂B, f —непре-
рывная на M функция. Следующие условия эквивалентны:

(i) На M \B для уравнения (1) разрешима внешняя краевая задача с граничными условиями
из класса [f ]ϕ,

(ii) На непараболическом многообразии M для уравнения (1) разрешима краевая задача с гра-
ничными условиями из класса [f ]ϕ.

Доказательство. Докажем импликацию (i)⇒(ii).
Пусть u0 решение внешней краевой задачи для уравнения Пуассона из условий п. (i) данной

теоремы. Рассмотрим функцию U = u0 · ζ, где ζ — такая гладкая функция на M , что ζ = 0 на
предкомпактном множестве B′ ⊂ B и ζ = 1 вне B. Тогда U ∈ C2,α(M) и ΔU = Δ(u0 · ζ) = g∗, где
g∗ ∈ C0,α(M), g∗(x) = 0 на B′, g∗(x) = g(x) вне B.
Рассмотрим теперь последовательность функций ζk —решений задач

Δζk = g в Bk, ζk|∂Bk
= u0|∂Bk

и последовательность функций ψk = ζk − U . Для этих функций имеем

Δψk = g − g∗ в Bk, ψk|∂Bk
= 0.

Далее покажем, что многообразиеM является непараболическим, т.е. наM \B существует нетри-
виальный емкостный потенциал. Для этого рассмотрим функции v1 и v2 —решения следующих
внешних краевых задач:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Δv1 = g в M \B,
v1|∂B = 1,

v1 ∈ [f ]ϕ,

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Δv2 = g в M \B,
v2|∂B = 2,

v2 ∈ [f ]ϕ

.

Существование этих функций следует из условия п. (i) теоремы. Тогда разность v = v2 − v1
является по теореме единственности нетривиальным емкостным потенциалом на M \B, так как
для гармонической на M \B функции v выполнены следующие условия 0 < v � 1, v|∂B = 1.
На каждом множестве Bk существует функция Грина, т.е. такая функция Gk(x, y), что

ΔxGk(x, y) = −δy(x), Gk|x∈∂Bk
= 0
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для любого y ∈ Bk, где δy(x)— δ-функция Дирака. По формуле Грина в Bk, имеем

ψk(x) = −
∫

Bk

Gk(x, y)(g(y) − g∗(y))dy.

Непараболичность многообразия M влечет существование конечной функции Грина

G(x, y) = lim
k→∞

Gk(x, y)

на всемM , что в свою очередь влечет существование предела последовательности {ψk}∞k=1. Пусть

ψ = lim
k→∞

ψk,

тогда Δψ = g − g∗ на M (см. также [2]).
Покажем, что ψ ∈ [0]ϕ. В силу непрерывности функции ψ(x) существует

A∗ = max
∂B

|ψ(x)|.
Очевидно, что

−(A∗ + 1) � ψ|∂B � A∗ + 1

и для любого достаточно большого номера k

−(A∗ + 1) � ψk|∂B � A∗ + 1.

Рассмотрим функции u1 = −(A∗+1)v и u2 = (A∗+1)v на M \B, где v— емкостный потенциал
подмножества B, v ∈ [0]ϕ. Функции u1 и u2 являются гармоническими функциями на M \ B
и удовлетворяют условиям

u1|∂B = −(A∗ + 1), −(A∗ + 1) � u1 � 0, u1 ∈ [0]ϕ,

u2|∂B = A∗ + 1, 0 � u2 � A∗ + 1, u2 ∈ [0]ϕ.

Тогда u1 � u2 на M \ B и, по принципу сравнения для гармонических функций на Bk \ B для
любого достаточно большого номера k выполнены неравенства

u1 � ψk � u2.

Переходя к пределу при k → ∞, получим u1 � ψ � u2. Учитывая, что u1
ϕ∼ u2

ϕ∼ 0, имеем ψ ∈ [0]ϕ.
Из существования функции

ψ = lim
k→∞

ψk

следует существование предельной функции

u = lim
k→∞

ζk = lim
k→∞

(ψk + U) = ψ + U,

причем Δu = Δψ +ΔU = g − g∗ + g∗ = g на M и на M \B выполнено

|u− f | = |ψ + U − f | = |ψ + u0 − f | � |ψ|+ |u0 − f | � C1ϕ+ C2ϕ = Cϕ,

отсюда u ϕ∼ u0
ϕ∼ f . Первая часть теоремы доказана.

Докажем импликацию (ii)⇒(i). Пусть теперь u0 —решение краевой задачи для уравнения Пуас-
сона на всемM из условий п. (ii) данной теоремы. Сначала покажем, что для каждой непрерывной
на ∂B функции Φ существует такая гармоническая функция w наM \B, что w|∂B = Φ и w ∈ [0]ϕ.
Рассмотрим последовательность функций wk, являющихся решением следующих краевых задач:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Δwk = 0 в Bk \B,
wk|∂B = Φ(x),

wk|∂Bk
= ϕ(x).

По принципу максимума для гармонических функций для каждого k имеем

|wk| � sup
∂(Bk\B)

|wk| � sup
∂B

|Φ|+ sup
M\B

ϕ,
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т.е. последовательность {wk}∞k=1 равномерно ограничена на M \ B и, следовательно, компактна
в классе дважды непрерывно дифференцируемых функций на каждом компактном подмножестве
в M \B (см., например, [7, c. 37]). Пусть

w = lim
k→∞

wk

—предельная функция. Ясно, что w— гармоническая функция и w|∂B = Φ.
Как и в [17] можно показать, что w ∈ [0]ϕ, т.е. для некоторой константы C > 0 выполнено

|w(x)| � Cϕ(x), для любого x ∈M \B. Так как

w = lim
k→∞

wk,

то достаточно показать, что |wk(x)| � Cϕ(x), для любого x ∈ Bk \B.
Пусть сначала x ∈ ∂Bk. Так как wk|∂Bk

= ϕ|∂Bk
, то неравенство |wk(x)| � Cϕ(x) выполнено

при C � 1. Если же x ∈ ∂B, то wk|∂B = Φ|∂B. Покажем, что |wk(x)| � C∗ϕ(x), где константа

C∗ =
max∂B |Φ(x)|
min∂B ϕ(x)

.

Действительно, в силу непрерывности функций Φ(x) и ϕ(x) > 0 на ∂B выполнено

|wk| = |Φ(x)| � max
∂B

|Φ(x)| · 1 � max
∂B

|Φ(x)| ϕ(x)

min∂B ϕ(x)
� ϕ(x)

max∂B |Φ(x)|
min∂B ϕ(x)

= C∗ϕ(x).

Тогда согласно принципу максимума для гармонических функций в Bk \B имеем

|wk(x)| � C∗∗ϕ(x), где C∗∗ = max{C∗, 1}.
Переходя к пределу при k → ∞ в последнем неравенстве, получаем, что выполнено w ∈ [0]ϕ.
Далее, возьмем u0 ∈ [f ]ϕ —решение краевой задачи для уравнения Пуассона на M , и рас-

смотрим непрерывную на ∂B функцию Φ∗ = u0 − Φ, где Φ—произвольная непрерывная на ∂B
функция из определения краевой задачи. Как доказано выше, на M \ B существует такая гар-
моническая функция w, что w|∂B = Φ∗ и w ∈ [0]ϕ. Тогда функция u = u0 − w будет искомым
решением внешней краевой задачи на M \ B с граничными условиями из класса [f ]ϕ. Действи-
тельно,

Δ(u0 − w) = g, (u0 − w)|∂B = u0|∂B − (u0 − Φ)|∂B = Φ.

Кроме того, наM \B выполнено неравенство |u−f | = |u0−w−f | � |u0−f |+ |w| � (C+C∗∗)ϕ, где
C и C∗∗ некоторые положительные константы. Следовательно, по определению u ∈ [f ]ϕ. Теорема
доказана. �
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