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1. Основные понятия. Пусть ϕn(x), где n = (n1, n2, . . . , nm) ∈ Z
m, — система комплексно-

значных функций, ортонормированная в пространстве Лебега L2
μ(Ω) над измеримым простран-

ством (Ω,Σ, μ) со счётно-аддитивной мерой μ:

∫

Ω

ϕn(x)ϕn′(x)dμ =

m∏
j=1

δnjn′
j
,

где δnjn′
j
— символы Кронекера соответствующих координат мультииндексов n и n′. Рассмотрим

m-кратный ортогональный ряд ∑
n∈Zm

anϕn(x), (1)
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c комплексными коэффициентами. Частным случаем ряда (1) является кратный тригонометри-
ческий ряд ∑

n∈Zm

cne
inx, nx =

m∑
j=1

njxj , (2)

на m-мерном торе Tm = [0, 2π)m с мерой Лебега.
Существует много различных способов определения частичных сумм ряда (1). Остановимся на

следующем.

Определение 1. Назовём систему ограниченных и связных в Rm множеств {DN}∞N=0 сумми-
рующей, если

D0 �= ∅, DN ⊂ DN+1, Z
m ⊂

∞⋃
N=1

DN .

Из соображений «правильности» суммирования потребуем, чтобы начало координат O ∈ D0,
и D1 содержало точки ±1 на координатных осях.

Под частичными суммами ряда (1) по системе {D∞
N }∞N=0 будем понимать

S(DN , x) =
∑

n∈DN

anϕn(x), (3)

а под сходимостью этого ряда при x0 ∈ Ω— существование предела

lim
N→∞

S(DN , x0).

Подобные способы суммирования кратного ряда удобны тем, что суммы (3) совпадают с частич-
ными суммами однократно ортогонального ряда. В самом деле, поскольку

DN = D0

⋃⎛
⎝ N⋃

j=1

(Dj\Dj−1)

⎞
⎠ ,

обозначим

α2
0 =

∑
N∈D0

|an|2, α2
j =

∑
n∈Dj\Dj−1

|an|2,

Φ0(x) =
1

α0

∑
n∈D0

anϕn(x), Φj(x) =
1

αj

∑
n∈Dj\Dj−1

anϕn(x).

Тогда

S(DN , x) =

N∑
j=0

αjΦj(x)

—частичная сумма однократного ортогонального в L2
μ(Ω) ряда по ортонормированный систе-

ме {Φj(x)}∞j=0. Данное наблюдение позволяет применять к частичным суммам (3) результаты,
известные для однократных рядов.
Наряду с частичными суммами (3) ряда (1) будем рассматривать также их средние Чезаро

σα(DN ,X) =
1

Aα
N

N∑
j=0

Aα−1
N−jS(Dj , x),

где

Aα
j =

(
j + α

j

)
, α �= −1,−2, . . .

При α = 1

σ1(DN , x) =
1

N + 1

N∑
j=0

S(Dj , x),
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совпадают со средними арифметическими сумм (3).
Под (C,α)-суммируемостью ряда (1) при x0 ∈ Ω будем понимать существование предела

lim
N→∞

σα(DN , x0).

Рассмотрим важный случай построения суммирующей системы множеств.

Определение 2. Назовём область (замкнутую область) D евклидова пространства Rm, внут-
ренней точкой которой является начало O, звёздным телом (с центром O), если выполнено свой-
ство лучистости относительно O: при x ∈ D весь отрезок [O,x) ⊂ D (здесь O ∈ [O,x), x /∈ [O,x)).
Частным случаем звёздного тела является выпуклое тело.

Звёздные тела играют важную роль в геометрической теории чисел (см. [7,10]). В монографии
Дж. В. С. Кассела (см. [7, c. 111]) в определении звёздного тела не предполагается открытость,
лишь требуется, что O— его внутренняя точка. Далее в статье А. В. Малышева [10] звёздное тело
предполагается открытым (или его замыканием. Считаем открытое звёздное тело областью, так
как его связность (см. [6, с. 448–449]) является следствием свойства лучистости: две точки x′, x′′ ∈
D можно соединить непрерывной линией, проходящей через объединение отрезков [O,x′]∪[O,x′′].
Параметрические уравнения этой линии легко выписываются.
Пусть теперь D— такое ограниченное звёздное тело, что точки ±1 на осях принадлежат D.

Рассмотрим систему гомотетий D с центром O: {ND}∞N=0. Здесь 0D = {O}, 1D = D. Тогда это
суммирующая система множеств, так как эти множества непустые, связные, в совокупности по-
крывающие все пространство; в нашем случае гомотетия D с большим коэффициентом содержит
в себе его гомотетию с меньшим коэффициентом.
Частным случаем сходимости ряда (1) при суммировании по системе гомотетий является его

сходимость по нормированным шарам BN = {x ∈ R
m | ‖x‖ � N}, N = 0, 1, . . ., где ‖ · ‖—любая

норма в R
m. В частности, обозначив

‖x‖p = (xp1 + xp2 + . . .+ xpm)1/p, 0 < p � +∞; ‖x‖∞ = max
j=1,m

|xj |,

получаем суммирующую систему гомотетий {Bp
N}∞N=0, где B

p
N = {x ∈ R

m | ‖x‖p � N}, звёздного
тела Bp

1 (для 1 � p � +∞— выпуклого тела). При p = 2 это суммирование по (евклидовым)
шарам, p = ∞—по кубам; при m = 2 для p = 1 частичные суммы по {B1

N}∞N=0 называют
треугольными.

Определение 3. Традиционно назовем возрастающую последовательность {νj} натуральных
чисел лакунарной, если найдется такое число q, что

1 < q � νj+1

νj
, j = 1, 2, . . .

2. Равносходимость почти всюду при суммировании по двум различным суммирую-
щим системам. Пусть {DN}∞N=0 и {FN}∞N=0 —две различные суммирующие системы множеств.
Обозначим при N = 0, 1, 2, . . .

DNΔFN = (DN ∪ FN ) \ (DN ∩ FN ) = (DN \ FN ) ∪ (FN \DN )

симметрическую разность множеств DN и FN . Имеем для частичных сумм (3) ряда (1) по этим
системам

S(DN , x) =

⎛
⎝ ∑

n∈DN\FN

+
∑

n∈DN∩FN

⎞
⎠ anϕn(x), S(FN , x) =

⎛
⎝ ∑

n∈FN\DN

+
∑

n∈DN∩FN

⎞
⎠ anϕn(x)

(сумму по пустому множеству, если оно получается, считаем равной нулю). Разность этих сумм
равна ⎛

⎝ ∑
n∈DN\FN

−
∑

n∈FN\DN

⎞
⎠ anϕn(x)
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Теорема 1. Если выполняется условие

∞∑
N=0

⎛
⎝ ∑

n∈DNΔFN

|an|2
⎞
⎠ < +∞, (4)

то почти всюду на Ω

lim
N→∞

(S(DN , x)− S(FN , x)) = 0, (5)

т.е. последовательности частичных сумм кратного ортогонального ряда (1) по системам мно-
жеств {DN}∞N=0 и {FN}∞N=0 либо одновременно сходится почти всюду на Ω, либо одновременно
не обладают этим свойством.

Доказательство. Рассмотрим

IN =

∫

Ω

|S(DN , x)− S(FN , x)|2dμ =

=

∫

Ω

⎛
⎝ ∑

n∈DN\Fn

αnϕn(x)−
∑

n∈Fn\DN

αnϕn(x)

⎞
⎠

⎛
⎝ ∑

n∈DN\Fn

αnϕn(x)−
∑

n∈Fn\DN

αnϕn(x)

⎞
⎠dμ.

Используя свойство комплексного сопряжения и ортонормированность функций ϕn(x), получаем

IN =
∑

n∈DNΔFN

|an|2, N = 0, 1, 2, . . .

По условию теоремы ряд
∞∑

N=0
IN сходится, а следовательно, по теореме Б. Леви (см. [8, с. 348–350])

ряд из подынтегральных выражений
∞∑

N=0

|S(DN , x)− S(FN , x)|2

сходится почти всюду на Ω, откуда его общий член стремится к нулю почти всюду но Ω, что
и доказывает утверждение (5). �

Замечание 1. Условие (4), вообще говоря, не вытекает из условия суммируемости коэффи-
циентов ряда (1) в квадрате:

∑
n∈Zm

|an|2 < +∞, однако при определенном взаиморасположении
множеств DN и FN , это возможно.

Следствие 1. Пусть две суммирующие системы множеств {DN}∞N=0 и {FN}∞N = 0 облада-
ют свойством

FN ⊂ DN ⊂ FN+1, N = 1, 2, . . .

Тогда для любого кратного ортогонального ряда (1) с коэффициентами, суммируемыми в квад-
рате, почти всюду на Ω имеет место (5).

Доказательство. Ряд (4) приобретает в условиях следствия вид

∞∑
N=0

⎛
⎝ ∑

n∈DN\FN

|an|2
⎞
⎠ , (6)

где множества DN \ FN при разных N попарно не пересекаются. Тогда выполнение условия∑
n∈Zm

|an|2 < +∞

влечёт сходимость ряда (6). �
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Замечание 2. Следствие 1, в частности, доказывает равносходимость почти всюду подпо-
следовательностей частичных сумм кратного ортогонального ряда (1) с коэффициентами, сум-
мируемыми в квадрате, по любой суммирующей системе множеств B с чётными и нечётными
номерами:

lim
N→∞

(S(D2N , x)− S(D2N+1, x)) = 0

почти всюду на Ω.

Приведённые результаты позволяют установить равносходимость почти всюду одинаковых ла-
кунарных подпоследовательностей частичных сумм кратного ортогонального ряда с квадратично
суммируемыми коэффициентами по гомотетиям двух вложенных ограниченных звёздных тел.

Теорема 2. Пусть два ограниченных звёздных тела D и F связаны соотношением F ⊂ D.
Тогда почти всюду на Ω

lim
j→∞

(S(νjD,x)− S(νjF, x)) = 0 (7)

для любой лакунарной последовательности индексов {νj} и последовательностей соответству-
ющих частичных сумм кратного ортогонального ряда (1) с коэффициентами, суммируемыми
в квадрате.

Доказательство. Найдется такое число q > 1, что F ⊂ D ⊂ qF . Преобразование гомотетии обла-
дает свойством инцидентности (сохраняет принадлежность объектов), поэтому отношение вклю-
чения сохраняется при гомотетии. Значит, для любой последовательности {νj}, где qνj � νj+1,
j = 1, 2, . . ., имеем

νjF ⊂ νjD ⊂ νj+1F

и, согласно следствию 1, почти всюду на Ω выполняется (7). Как известно (см. [3, с. 681]), всякую
лакунарную последовательность {νj} можно разбить на конечное число попарно непересекаю-
щихся подпоследовательностей {μi}, для которых qμi � μi+1, i = 1, 2, . . . �
В случае частичных сумм кратного ортогонального ряда по шарам и кубам соответствующий

результат получен А. И. Буадзе (см. [4]).

3. Чезаровская равносуммируемость почти всюду по системам гомотетий двух раз-
личных звёздных тел. Рассмотрим суммирующие системы гомотетий {ND}∞N=0, {NF}∞N=0
двух различных ограниченных звёздных тел D и F и средние Чезаро частичных сумм ряда (1)
по этим системам множеств σα(ND,x) и σα(NF, x), N = 0, 1, . . .

Теорема 3. Для любого кратного ортогонального ряда (1) с коэффициентами, суммируемы-
ми в квадрате, и любых двух ограниченных звёздных тел D,F ⊂ R

m, ряд почти всюду на Ω либо
одновременно (C,α > 0)-суммируется по гомотетиям D и F , либо одновременно не обладает
этим свойством.

Доказательство. Найдутся такие коэффициенты гомотетии k, l > 1, что F ⊂ kD ⊂ klF . Тогда
можно записать μjF ⊂ νjD ⊂ μj+1F , j = 1, 2, . . ., где μj = kj−1lj−1, νj = kj lj−1— геометрические
прогрессии с одинаковым знаменателем q = kl > 1.
Учитывая однократную природу частичных сумм кратного ряда по суммирующим системам

множеств и используя критерий (C,α > 0)-суммируемости почти всюду ортогонального ряда,
принадлежащий С. Качмажу и А. Зигмунду (см. [1, с. 127]), получаем, что сходимость каждой
подпоследовательности частичных сумм {S(μjF,X)} и {S(νjD,X)} почти всюду на Ω обеспечи-
вает (C,α > 0)-суммируемость ряда (1) почти всюду на Ω по соответствующей системе гомо-
тетий, а её расходимость на множестве меры большей нуля, как лакунарной подпоследователь-
ности частичных сумм ортогонального ряда, в силу соответствующей теоремы, принадлежащей
А. Н. Колмогорову (см. [1, с. 125]) — отсутствие (C,α > 0)-суммируемости почти всюду на Ω по
данной системе гомотетий.
Согласно следствию 1, подпоследовательности S(μjF,X) и S(νjD,X) сходятся или расходятся

почти всюду на Ω одновременно, что и доказывает утверждение теоремы. �
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Применим теорему 3 к кратным тригонометрическим рядам (2). Известно, что кратный три-
гонометрический ряд сходится почти всюду на Tm при суммировании по кубам {B∞

N }∞N=0, если
его коэффициенты суммируемы в квадрате. При m = 1 этот результат принадлежит Л. Кар-
лесону [13], для m = 2—Н. Р. Тевзадзе [12], причем обобщение результата Н. Р. Тевзадзе на
случай рядов произвольной кратности не представляет труда (см. [2, с. 34]). Отметим также, что
П. Шёлин [16] получим для данного вида сходимости более общий результат, обобщив на случай
произвольной кратности результат Р. А. Ханта [14].
Здесь для нас важно, что в случае суммируемости коэффициентов ряда (2) в квадрате, этот

ряд (C,α > 0)-суммируется почти всюду на Tm по мере Лебега по системе кубов {BN}∞N=0. Это
позволяет сформулировать следующее следствие теоремы 3.

Следствие 2. Кратный тригонометрический ряд (2) с коэффициентами, суммируемыми
в квадрате почти всюду на Tm по мере Лебега, (C,α > 0)-суммируется по гомотетиям лю-
бого ограниченного звёздного тела.

Для случая шаров {B2
N}∞N=0 это результат В. А. Ильина [5]. При m = 2 (C, 1)-суммируемость

почти всюду тригонометрического ряда по треугольникам установлена А. Д. Нахманом [11].

Следствие 3. Пусть коэффициенты кратного тригонометрического ряда (2) суммируемы-
ми в квадрате. Тогда для любой лакунарной последовательности {νj} для любого ограничен-
ного звёздного тела D соответствующая подпоследовательность частичных сумм ряда (2)
{S(νjD,x)} по гомотетиям D сходится почти всюду на Tm по мере Лебега.

Данное утверждение непосредственно вытекает из следствия 2, учитывая однократную струк-
туру данных частичных сумм результат А. Н. Колмогорова (см. [1, с. 125]).
В случае частичных сумм ряда (2) по шарам {B2

N}∞N=0 подобный результат получил М. Код-
зима [15] (см. также [11]).
Следующая теорема даёт достаточные коэффициентные условия (C,α > 0)-суммируемости

почти всюду ряда (1) по гомотетиям ограниченных звёздных тел.

Теорема 4. Если коэффициенты ряда (1) удовлетворяют условию
∑
n∈Zm

|an|2
(
ln ln

(
max
j=1,m

|nj |+ 3

))2

< ∞, (8)

то ряд (C,α > 0)-суммируется почти всегда на Ω по гомотетиям любого ограниченного звёзд-
ного тела.

Доказательство. Учитывая теорему 3, достаточно получить результат для случая суммирова-
ния ряда по кубам {B∞

N }∞N=0. Он будет верен для гомотетий любых ограниченных звёздных тел.
Применяя результат Д. Е. Меньшова и С. Качмажа (см. [1, с. 132]), с учетом однократной струк-
туры кубических частичных сумм ряда (1), можно записать условие (C,α > 0)-суммируемости
почти всюду как

∞∑
N=0

⎛
⎜⎜⎝

∑
max
j=1,m

|nj |=N

|an|2

⎞
⎟⎟⎠ (ln ln(N + 3))2 < +∞.

Частичные суммы последнего ряда

N∑
i=0

⎛
⎜⎜⎝

∑
max
j=1,m

|nj |=i

|an|2

⎞
⎟⎟⎠ (ln ln(i+ 3))2 =

N∑
i=0

⎛
⎜⎜⎝

∑
max
j=1,m

|nj |=i

|an|2

⎞
⎟⎟⎠ (ln ln(i+ 3))2 =

=

N∑
i=0

⎛
⎜⎜⎝

∑
max
j=1,m

|nj |=i

|an|

⎞
⎟⎟⎠

(
ln ln( max

j=1,m
|nj|+ 3)

)2

=
∑

max
j=1,m

|nj |�N

|an|2
(
ln ln( max

j=1,m
|nj |+ 3)

)2
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совпадают с соответствующими по номеру частичными суммами сходящегося кратного числового
ряда (8). �
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