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5. Алгебры Ли проективных и аффинных движений
h-пространств H221 типа {221}

Для того чтобы инфинитезимальное проективное преобразование xi
′
= xi + ξiδt было проек-

тивным движением псевдориманова пространства (M5, g), необходимо и достаточно выполнение
уравнения Эйзенхарта (??):

hij,k = 2gijϕ,k + gikϕ,j + gjkϕ,i

и обобщенного уравнения Киллинга (??):

LXgij ≡ ξi,j + ξj,i = hij,

где ϕ— определяющая функция проективного движения. Если она постоянна, то проективное
движение является аффинным. При hij = νgij аффинное движение сводится к гомотетии, а при
hij = 0 является изометрическим движением.
Согласно теореме ?? в канонической карте (x,U) метрика g h-пространства H221, билинейная

форма h типа {221} и функция ϕ имеют вид

g = e1(f2 − f1)
2(f3 − f1)

(
2Adx1dx2 −A2

(
2

f2 − f1
+

1

f3 − f1

)
(dx2)

2
)
+

+ e2(f1 − f2)
2(f3 − f2)

(
2Bdx3dx4 −B2

(
2

f1 − f2
+

1

f3 − f2

)
(dx4)

2
)
+

+ e3(f1 − f3)
2(f2 − f3)

2(dx5)2, (5.1)

h = 2ϕg+

+ e1(f2 − f1)
2(f3 − f1)

(
f1

(
2Adx1dx2 −A2

(
2

f2 − f1
+

1

f3 − f1

)
(dx2)

2
)
+A2(dx2)2

)
+

+ e2(f1 − f2)
2(f3 − f2)

(
f2

(
2Bdx3dx4 −B2

(
2

f1 − f2
+

1

f3 − f2

)
(dx4)

2
)
+B2(dx4)2

)
+

+ e3(f1 − f3)
2(f2 − f3)

2f3 (dx5)2, (5.2)

ϕ = f1 + f2 +
1

2
f3,

где

f1 = ε1x
2 + (1− ε1)c1, f2 = ε2x

4 + (1− ε2)c2, f3 = f3(x
5),

A = ε1
(
x1 + τ(x2)

)
+ 1− ε1, B = ε2

(
x3 + ω(x4)

)
+ 1− ε2;

ε1, ε2 принимают независимо значения 0 или 1, e1, e2, e3 = ±1, c1 и c2 —постоянные, τ = τ(x2)—
функция x2, ω = ω(x4) — функция x4.
При ε1 = ε2 = 1 будем обозначать h-пространство H221 символом H221,1, при ε1 = 1, ε2 = 0—

символом H221,2, а при ε1 = ε2 = 0— символом H221,3. Случай ε1 = 0, ε2 = 1 приводится к случаю
ε1 = 1, ε2 = 0 переобозначением переменных и далее не рассматривается. Таким образом, всякое
h-пространство H221 является либо H221,1, либо H221,2, либо, наконец, H221,3.
В случае постоянной функции f3 = p будем пользоваться заменой fi → fi + p и сдвигом

x2 → x2 + const, x4 → x4 + const, не меняющих вида метрики (5.1), для того чтобы привести f3
к нулю: f3 = 0, что далее предполагается выполненным.
Для получения максимальной проективной алгебры Ли в h-пространстве H221 нужно найти

общее решение уравнения Эйзенхарта. Это было сделано в разделе ??, где установлены необходи-
мые и достаточные условия существования негомотетического проективного движения (любого
допустимого типа) в H221 (теорема ??). Показано, что общее решение уравнения Эйзенхарта
имеет вид c1h + 2c2g, где g и h определены формулами (5.1), (5.2), а c1 и c2 —произвольные
постоянные; как следствие доказано, что если h-пространство типа {221} непостоянной кривиз-
ны допускает r-мерную негомотетическую проективную алгебру Ли Pr, то эта алгебра содержит
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(r − 1)-мерную гомотетическую подалгебру Hr−1; аффинная подалгебра сводится к гомотетиям
или изометриям (теоремы ?? и ??).
В данном разделе будут определены все h-пространства H221 непостоянной кривизны, допус-

кающие негомотетические проективные движения, и сами эти движения. Решение этой задачи
сводится к интегрированию обобщенных уравнений Киллинга

LXgij ≡ ξi,j + ξj,i = a1hij + 2a2gij , (5.3)

где a1, a2 —постоянные, и существенно упрощается благодаря использованию условий интегри-
руемости (5.9) уравнений (5.3), включающих тензор кривизны, и теоремам 5.1 и 5.2.
В разделе 5.1 устанавливаются необходимые и достаточные условия в канонических (натураль-

ных) координатах, при которых H221 является пространством постоянной кривизны (теорема 5.1),
что позволяет исключить из рассмотрения пространства постоянной кривизны S5, допускающие
максимальную 35-мерную проективную алгебру Ли, строение которой известно (см. [13, гл. 4]).
В разделе 5.2 формулируются общие свойства проективных векторных полей в пространствах

H221 (теорема 5.2).
Непосредственному интегрированию обобщенных уравнений Киллинга (5.3) в пространствах

H221 непостоянной кривизны посвящен раздел 5.3, а в 5.4 исследуются гомотетии и изометрии
указанных пространств.
Классификация h-пространств H221 непостоянной кривизны по (негомотетическим) алгебрам

Ли инфинитезимальных проективных и аффинных преобразований дается в 5.5 (теорема 5.3),
где перечислены все проективно-подвижные метрики и указываются размерности, базисные эле-
менты и структурные уравнения действующих в них максимальных проективных алгебр Ли.

5.1. Условия постоянства кривизны h-пространств типа {221} в канонической карте.

Теорема 5.1. H-пространство H221 типа {221} является пространством постоянной кри-
визны, если и только если выполнены следующие условия:

(i) для h-пространства H221,1 (ε1 = ε2 = 1):

f ′
3 = τ ′ = ω′ = 0; (5.4)

(ii) для h-пространства H221,2 (ε1 = 1, ε2 = 0):

f ′
3 = τ ′ = 0; (5.5)

(iii) для h-пространства H221,3 (ε1 = ε2 = 0):

f ′
3 = 0. (5.6)

При этом K = 0, т.е. всякое h-пространство H221 типа {221} постоянной кривизны является
плоским.

Доказательство. Необходимое и достаточное условие постоянства кривизны псевдориманова
пространства с метрикой g и тензором римановой кривизны Ri

jkl определяется равенством

Ri
jkl = K

(
δikgjl − δilgjk

)
, (5.7)

где K —постоянная кривизна, в частности, R1
324 = R3

124 = 0.
Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что из коэффициентов связности h-мет-

рики (5.1) в канонических координатах не равны нулю только следующие:

Γ1
11 =

ε1
A
, Γ1

12 = ε1
3f1 − f2 − 2f3

(f2 − f1)(f3 − f1)
, Γ1

14 =
ε2

f2 − f1
, Γ1

15 =
1

2

f ′
3

f3 − f1
,

Γ1
22 =

ε1A(3f1 − 2f2 − f3)

(f1 − f3)(f2 − f1)2
, Γ1

24 =
ε2A

(f2 − f1)2
, Γ1

25 =
1

2

f ′
3A

(f3 − f1)2
,

Γ1
34 =

e1e2ε1B(f2 − f3)

(f1 − f2)(f3 − f1)A
, Γ1

44 =
e1e2ε1B

2(f1 − 2f2 + f3)

(f2 − f1)2(f3 − f1)A
,
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Γ1
55 =

e1e3ε1(f2 − f3)
2

(f2 − f1)2A
, Γ2

22 =
ε1τ

′

A
, Γ2

24 =
ε2

f2 − f1
, Γ2

25 =
1

2

f ′
3

f3 − f1
,

Γ3
12 =

e1e2ε2A(f1 − f3)

(f2 − f1)(f3 − f2)B
, Γ3

22 =
e1e2ε2A

2(2f1 − f2 − f3)

(f2 − f1)2(f2 − f3)B
, Γ3

23 =
ε1

f1 − f2
,

Γ3
24 =

ε1B

(f2 − f1)2
, Γ3

33 =
ε2
B
, Γ3

34 =
ε2(f1 − 3f2 + 2f3)

(f2 − f1)(f3 − f2)
, Γ3

35 =
1

2

f ′
3

f3 − f2
,

Γ3
44 =

ε2B(2f1 − 3f2 + f3)

(f3 − f2)(f2 − f1)2
, Γ3

45 =
1

2

f ′
3B

(f3 − f2)2
, Γ3

55 =
e2e3ε2(f1 − f3)

2

(f2 − f1)2B
,

Γ4
24 =

ε1
f1 − f2

, Γ4
44 =

ε2ω
′

B
, Γ4

45 =
1

2

f ′
3

f3 − f2
, Γ5

12 = −1

2

e1e3f
′
3A(f1 − f2)

2

(f3 − f2)2(f3 − f1)2
,

Γ5
22 =

e1e3f
′
3A

2(f2 − f1)

(f3 − f2)2(f3 − f1)2
, Γ5

25 =
ε1

f1 − f3
, Γ5

34 = −1

2

e2e3f
′
3B(f1 − f2)

2

(f3 − f2)2(f3 − f1)2
,

Γ5
44 =

e2e3f
′
3B

2(f1 − f2)

(f3 − f2)2(f3 − f1)2
, Γ5

45 =
ε2

f2 − f3
, Γ5

55 =
f ′
3(f1 + f2 − 2f3)

(f1 − f3)(f3 − f2)
,

а не равные нулю компоненты тензора кривизны определяются равенствами:

R1
112 = −R2

212 =
ε1τ

′

A2
+

e1e3f
′2
3 A(f1 − f2)

2

4(f1 − f3)3(f2 − f3)2
,

R1
212 =

(3f1 − f2 − 2f3)

(f1 − f3)

(
ε1τ

′

(f1 − f2)A
+

e1e3f
′2
3 (f1 − f2)A

2

4(f1 − f3)3(f2 − f3)2

)
,

R1
314 = R1

413 = R2
324 = R2

423 =
e2e3f

′2
3 B(f2 − f1)

2

4(f1 − f3)3(f3 − f2)2
,

R1
324 = R1

423 =
e2e3f

′2
3 AB(f1 − f2)

2

4(f1 − f3)4(f2 − f3)2
− ε1τ

′e1e2(f2 − f3)B

(f1 − f2)(f1 − f3)A2
,

R1
414 = R2

424 =
ε2ω

′

(f2 − f1)B
+

e2e3f
′2
3 B2(f2 − f1)

2(f1 − f3)3(f2 − f3)2
,

R1
424 =

ε2ω
′A

B(f1 − f2)2
+

e1e2ε1τ
′(f1 − 2f2 − f3)B

2

(f1 − f2)2(f1 − f3)A2
+

e2e3f
′2
3 B2A(f1 − f2)

2(f1 − f3)4(f2 − f3)2
,

R1
515 = R2

525 =
f ′′
3

2(f1 − f3)
+

f ′2
3 (2f1 + 3f2 − 5f3)

4(f1 − f3)2(f2 − f3)
,

R1
525 = − f ′′

3A

2(f1 − f3)2
− f ′2

3 A(2f1 − 2f2 − 3f3)

2(f2 − f3)(f1 − f3)3
− e1e3ε1τ

′(f2 − f3)
2

(f1 − f2)2A2
,

R3
123 = R3

213 = R4
124 = R4

214 =
e1e3f

′2
3 A(f1 − f2)

2

4(f3 − f2)3(f3 − f1)2
,

R3
124 = R3

214 =
e1e3f

′2
3 AB(f1 − f2)

2

4(f1 − f3)2(f2 − f3)4
+

e1e2ε2ω
′(f1 − f3)A

(f1 − f2)(f2 − f3)B2
,

R3
223 = −R4

224 = − e1e2ε1τ
′

(f1 − f2)A
− e1e3f

′2
3 (f1 − f2)A

2

2(f1 − f3)2(f2 − f3)3
,

R3
224 = − ε1τ

′B
(f1 − f2)2A

+
e1e2ε2ω

′(2f1 − f2 − f3)A
2

(f1 − f2)2(f2 − f3)B2
− e2e3f

′2
3 A2B(f1 − f2)

2(f1 − f3)2(f2 − f3)4
,

R3
334 = −R4

434 =
ε2ω

′

B2
+

e2e3f
′2
3 B(f1 − f2)

2

4(f2 − f3)3(f1 − f3)2
,

R3
434 =

ε2ω
′(f1 − 3f2 + 2f3)

B(f1 − f2)(f2 − f3)
+

e2e3f
′2
3 B2(f1 − 3f2 + 2f3)(f1 − f2)

4(f1 − f3)2(f2 − f3)4
,
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R3
535 = R4

545 =
f ′′
3

2(f2 − f3)
+

f ′2
3 (3f1 + 2f2 − 5f3)

4(f1 − f3)(f2 − f3)2
,

R3
545 = − f ′′

3B

2(f2 − f3)2
− e2e3ε2ω

′(f1 − f3)
2

B(f1 − f2)2
+

f ′2
3 B(2f1 + f2 − 3f3)

2(f1 − f3)(f2 − f3)3
,

R5
125 = R5

215 =
f ′′
3Ae1e3(f1 − f2)

2

2(f2 − f3)2(f1 − f3)2
+

f ′2
3 e3A(f1 − f2)

2(2f1 + 3f2 − 5f3)

4(f1 − f3)3(f2 − f3)3
,

R5
225 =

f ′′
3A

2e1e3(f1 − f2)

(f2 − f3)2(f1 − f3)2
− ε1τ

′

A(f1 − f3)
+

f ′2
3 e1e3A

2(f1 − f2)(f2 − 5f3 + 4f1)(f1 + f2 − 2f3)

4(f1 − f3)4(f2 − f3)3
,

R5
345 = R5

435 =
f ′′
3Be2e3(f1 − f2)

2

2(f2 − f3)2(f1 − f3)2
+

e2e3f
′2
3 B(f1 − f2)

2(3f1 + 2f2 − 5f3)

4(f1 − f3)3(f2 − f3)3
,

R5
445 =

f ′′
3B

2e2e3(f2 − f1)

(f2 − f3)2(f1 − f3)2
− ε2ω

′

(f2 − f3)B
− e2e3f

′2
3 (f1 + f2 − 2f3)(4f2 − 5f3 + f1)(f1 − f2)B

2

4(f1 − f3)3(f2 − f3)4
.

Из условия R1
324 = 0 для h-пространств H221,1 и H221,2 постоянной кривизны имеем

e1(x
2 − x4)3(x1 + τ(x2))3f ′2

3 − 4e3(x
2 − f3)

3(x4 − f3)
3τ ′ = 0;

отсюда, дифференцируя по x1, найдем f ′
3 = τ ′ = 0. При этом все компоненты тензора кривизны h-

пространства H221,2 постоянной кривизны обращаются в нуль, что доказывает теорему в данном
случае.
Приравняв нулю R3

124, для h-пространства H221,1 постоянной кривизны получим

e2(x
2 − x4)3(x3 + ω(x4))3f ′2

3 + 4e3(x
2 − f3)

3(x4 − f3)
3ω′ = 0;

отсюда ввиду равенства f ′
3 = 0 следует ω′ = 0. Это доказывает необходимость условия (5.4); его

достаточность легко проверяется, при этом тензор кривизны обращается в нуль, т.е. K = 0.
Наконец, для h-пространства H221,3 постоянной кривизны из условия R1

324 = 0 следует f ′
3 = 0,

после этого все компоненты тензора кривизны обращаются в нуль. �

5.2. Свойства проективных векторных полей в h-пространствах типа {221}.

Теорема 5.2. Если инфинитезимальное преобразование xi
′
= xi + ξiδt является проектив-

ным движением в h-пространстве H221 типа {221} непостоянной кривизны, то в канонической
карте компоненты

ξ1 = ξ1(x1, x2), ξ2 = ξ2(x2), ξ3 = ξ3(x3, x4), ξ4 = ξ4(x4), ξ5 = ξ5(x5)

векторного поля ξi, задающего проективное движение, зависят только от указанных перемен-
ных.

Доказательство. Рассмотрим в канонической карте (x,U) обобщенные уравнения Киллин-
га (5.3):

LXgij ≡ ξs∂sgij + gis∂jξ
s + gsj∂iξ

s = a1hij + 2a2gij (5.8)
вместе с условиями их интегрируемости (см. [13, c. 230]):

LXRi
jkl ≡ ξs∂sR

i
jkl −Rs

jkl∂sξ
i +Ri

skl∂jξ
s +Ri

jsl∂kξ
s +Ri

jks∂lξ
s = δilϕ,jk − δikϕ,jl, (5.9)

где Ri
jkl —компоненты тензора кривизны метрики gij , а ϕ— определяющая функция проектив-

ного движения X = ξs∂s.
Из (5.8) при (ij) = (11), (33) найдем ∂1ξ

2 = ∂3ξ
4 = 0.

Рассмотрим h-пространства H221,1. Используя выражение для компонент тензора кривизны,
где ε1 = ε2 = 1, из (5.9) при (ijkl) = (2213), (2334) получим

(R2
212 −R3

213)∂3ξ
2 = (R2

324 −R3
334)∂3ξ

2 = 0.

Если ∂3ξ
2 �= 0, то выполняются равенства

e1(x
1 + τ(x2))3(x2 − x4)3f ′2

3 − 4e3(x
2 − f3)

3(x4 − f3)
3τ ′(x2) = 0,

e2(x
2 − x4)3(x3 + ω(x4))3f ′2

3 + 4e3(x
2 − f3)

3(x4 − f3)
3ω′(x4) = 0.

(5.10)



АЛГЕБРЫ ЛИ ДВИЖЕНИЙ ПЯТИМЕРНЫХ ПСЕВДОРИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВ. V 17

Дифференцируя первое равенство по x1, получим f ′
3 = 0, после этого из (5.10) найдем τ ′ = ω′ = 0,

и H221,1 по теореме 5.1 имеет постоянную кривизну, что противоречит предположению. Поэтому
∂3ξ

2 = 0, и из (5.8) при (ij) = (13) выводим ∂1ξ
4 = 0.

Учитывая в каждом случае найденные ранее соотношения, из (5.9) при (ijkl) = (2214), (2434)
найдем

(R2
212 −R4

214)∂4ξ
2 = (R4

443 −R2
423)∂4ξ

2 = 0;

отсюда при ∂4ξ
2 �= 0 следует (5.10), поэтому ∂4ξ

2 = 0, и из (5.8) при (ij) = (14) получим ∂1ξ
3 = 0.

Уравнение (5.9) при (ijkl) = (2215), (2445) дает

(R2
212 −R5

215)∂5ξ
2 = (R2

442 −R5
445)∂5ξ

2 = 0,

что при ∂5ξ
2 �= 0 влечет равенства

e1(x
1 + τ(x2))3(x2 − x4)2((x2 − f3)(x

4 − f3)f
′′
3+

+ (x2 + 2x4 − 3f3)f
′2
3 ) + 2e3(x

2 − f3)
3(x4 − f3)

3τ ′(x2) = 0, (5.11)

e2(x
3 + ω(x4))3(x2 − x4)2(4(x2 − f3)(x

4 − f3)
2f ′′

3+

+ (3x4 + x2 − 4f3)(2x4 + x2 − 3f3)f ′2
3 ) + 4e3(x

2 − f3)
4(x4 − f3)

3ω′(x4) = 0.

Дифференцируя первое равенство трижды по x1, затем по x2 и x4, найдем сначала f ′
3 = 0, затем

τ ′ = 0 и, из второго равенства, ω′ = 0, т. е. выполняется (5.4), иH221,1 имеет постоянную кривизну.
Поэтому ∂5ξ

2 = 0, и из (5.8) с (ij) = (15), ∂1ξ5 = 0.
Из (5.9) при (ijkl) = (1125), (1445) получим

(R1
121 −R5

125)∂5ξ
1 = (R1

441 −R5
445)∂5ξ

1 = 0;

отсюда при ∂5ξ
1 �= 0 следует (5.11), поэтому ∂5ξ

1 = 0, и, в силу (5.8) с (ij) = (25), ∂2ξ5 = 0.
Записав уравнение (5.9) при (ijkl) = (1123), (1334), получим

(R1
121 −R3

123)∂3ξ
1 = (R1

314 −R3
334)∂3ξ

1 = 0.

Если ∂3ξ
1 �= 0, то выполняется (5.10), что, как мы видели, означает постоянство кривизны про-

странства H221,1. Поэтому ∂3ξ
1 = 0, и из (5.8) с (ij) = (23) получаем ∂2ξ

4 = 0.
Положив (ijkl) = (1124), (1434) в (5.9), будем иметь

(R1
121 −R4

124)∂4ξ
1 = (R1

431 −R4
434)∂4ξ

1 = 0.

При ∂4ξ
1 �= 0 отсюда вытекает (5.10); следовательно, ∂4ξ1 = 0. После этого из (5.8) при (ij) = (24)

находим ∂2ξ
3 = 0.

Уравнение (5.9) при (ijkl) = (4125), (4225), (4435) дает

(R4
124 −R5

125)∂5ξ
4 = (R4

224 −R5
225)∂5ξ

4 = (R4
434 −R5

435)∂5ξ
4 = 0.

Отсюда при ∂5ξ
4 �= 0 найдем

2(x2 − f3)(x
4 − f3)f

′′
3 + 3(x2 + x4 − 2f3)f

′2
3 = 0, (5.12)

e1(x
1 + τ(x2))3(x2 − x4)2(4(x2 − f3)

2(x4 − f3)f
′′
3+

+ (x4 + 3x2 − 4f3)(x4 + 2x2 − 3f3)f ′2
3 ) + 4e3(x

2 − f3)
3(x4 − f3)

4τ ′(x2) = 0,

e2(x
2 − x4)2(x3 + ω(x4))3((x2 − f3)(x

4 − f3)f
′′
3+

+ (x4 + 2x2 − 3f3)f ′2
3 ) + 2e3(x

2 − f3)
3(x4 − f3)

3ω′(x4) = 0.

Из первого равенства выводим f ′
3 = 0; тогда, в силу второго и третьего равенств, τ ′ = ω′ = 0, и

H221,1 имеет постоянную кривизну. Поэтому ∂5ξ4 = 0, и из (5.8) при (ij) = (35) получим ∂3ξ
5 = 0.

Из (5.9) при (ijkl) = (3125), (3225), (3345) имеем

(R3
123 −R5

125)∂5ξ
3 = (R3

223 −R5
225)∂5ξ

3 = (R3
343 −R5

345)∂5ξ
3 = 0.
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При ∂5ξ
3 �= 0 отсюда следуют равенства (5.12), поэтому ∂5ξ3 = 0 и уравнение (5.8) при (ij) = (45)

дает ∂4ξ
5 = 0, что завершает доказательство теоремы 5.2 для h-пространства H221,1.

Для h-пространств H221,2 и H221,3 теорема 5.2 доказывается аналогично. �

5.3. Интегрирование обобщенных уравнений Киллинга в h-пространствах типа
{221}.
5.3.1. Ввиду теоремы 5.2 часть уравнений Киллинга (5.8) обращаются в тождество, остальные,
при (ij) = (12), (22), (34), (44),(55), приводятся к следующему виду:

∂1ξ
1 +

dξ2

dx2
+

ε1
A
ξ1 + ε1

(
τ ′

A
− 2

f2 − f1
− 1

f3 − f1

)
ξ2+

+
2ε2

f2 − f1
ξ4 +

f ′
3

f3 − f1
ξ5 = a1(3f1 + 2f2 + f3) + 2a2, (5.13)

∂2ξ
1 −A

(
2

f2 − f1
+

1

f3 − f1

)
dξ2

dx2
− ε1

(
2

f2 − f1
+

1

f3 − f1

)
ξ1+

+ ε1

(
A

(
1

(f2 − f1)2
+

2

(f2 − f1)(f3 − f1)

)
−

(
2

f2 − f1
+

1

f3 − f1

)
τ ′
)
ξ2−

− ε2A

(
1

(f2 − f1)2
+

1

(f2 − f1)(f3 − f1)

)
ξ4 − Af ′

3

(f2 − f1)(f3 − f1)
ξ5 =

=
1

2
a1A

(
1− (3f1 + 2f2 + f3)

(
2

f2 − f1
+

1

f3 − f1

))
− a2A

(
2

f2 − f1
+

1

f3 − f1

)
, (5.14)

∂3ξ
3 +

dξ4

dx4
+

2ε1
f1 − f2

ξ2 +
ε2
B
ξ3 + ε2

(
ω′

B
− 2

f1 − f2
− 1

f3 − f2
+

)
ξ4 +

f ′
3

f3 − f2
ξ5 =

= a1(2f1 + 3f2 + f3) + 2a2, (5.15)

∂4ξ
3 −B

(
2

f1 − f2
+

1

f3 − f2

)
dξ4

dx4
− ε1B

(
1

(f1 − f2)2
+

1

(f1 − f2)(f3 − f2)

)
ξ2−

− ε2

(
2

f1 − f2
+

1

f3 − f2

)
ξ3 + ε2

(
B

(
1

(f1 − f2)2
+

2

(f1 − f2)(f3 − f2)

)
−

−
(

2

f1 − f2
+

1

f3 − f2

)
ω′
)
ξ4 − Bf ′

3

(f1 − f2)(f3 − f2)
ξ5−

=
1

2
a1B

(
1− (2f1 + 3f2 + f3)

(
2

f1 − f2
+

1

f3 − f2

))
− a2B

(
2

f1 − f2
+

1

f3 − f2

)
, (5.16)

dξ5

dx5
+

ε1
f1 − f3

ξ2 +
ε2

f2 − f3
ξ4 −

(
f ′
3

f1 − f3
+

f ′
3

f2 − f3

)
ξ5 = a1(f1 + f2 + f3) + a2. (5.17)

Используя теорему 5.2, проинтегрируем уравнения Киллинга для h-пространств H221,1, положив
ε1 = ε2 = 1. Дифференцируя уравнение (5.13) по x4, после несложных преобразований получим
равенство

a1(x
4 − x2)2 − ξ2 + ξ4 − (ξ4)′(x4 − x2) = 0; (5.18)

взяв производную по x4 и затем по x2, найдем ξ4
′′
= 2a1, откуда следует

ξ4 = a1(x
4)2 + a3x

4 + a4, (5.19)

и из (5.18) получаем
ξ2 = a1(x

2)2 + a3x
2 + a4, (5.20)

где a3, a4 —постоянные.
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Возьмем производную по x5 от (5.13), умножим на (f3− f1)
2 и, выписывая коэффициенты при

первой и нулевой степенях переменной x2, получим сначала

f ′
3

dξ5

dx5
+ f3

′′ξ5 = (2a1f3 + a3)f
′
3,

затем
ξ5f ′

3 = a1f
2
3 + a3f3 + a4. (5.21)

После этого из (5.17) следует уравнение

dξ5

dx5
= −a1f3 + a2 − 2a3. (5.22)

Из (5.21) и (5.22) при f ′
3 �= 0 имеем

f3
′′

f ′
3
2 =

3a1f3 − a2 + 3a3
a1f2

3 + a3f3 + a4
; (5.23)

при f ′
3 = 0, полагая f3 = 0 (см. замечание выше), получим a4 = 0.

Дифференцируя (5.14) дважды по x1, найдем

∂112ξ
1 −

(
2

f2 − f1
+

1

f3 − f1

)
∂11ξ

1 = 0; (5.24)

отсюда дифференцированием по x4 выводим ∂11ξ
1 = 0. Положим ξ1 = μ(x2)A+ ν(x2); подставив

это в уравнение (5.13), найдем функции μ(x2) и ν(x2); в итоге

ξ1 = −(a1x
2 − a2 + 2a3)(x

1 + τ(x2))− ξ2τ ′. (5.25)

Так же из (5.15), (5.16) имеем

ξ3 = −(a1x
4 − a2 + 2a3)(x

3 + ω(x4))− ξ4ω′. (5.26)

Если внести найденные выражения в (5.14) и (5.16), то получим уравнения

(a1(x
2)2 + a3x

2 + a4)τ
′′ +

(
3a1x

2 − a2 + 3a3
)
τ ′ = 0, (5.27)

(a1(x
4)2 + a3x

4 + a4)ω
′′ +

(
3a1x

4 − a2 + 3a3
)
ω′ = 0, (5.28)

где a4 = 0 в случае f3 = 0.

5.3.2. Обратимся к пространству H221,2 (ε1 = 1, ε2 = 0, f1 = x2, f2 = c2 = const, B = 1).
Дифференцируя (5.15) по x2, найдем

ξ2 = (a1x
2 + a3)(x

2 − c2), a3 = const .

Из (5.16), (5.15), (5.15) и (5.16) соответственно получаем

∂43ξ
3 = 0, ξ4

′′
= 0, ∂44ξ

3 = ∂33ξ
3 = 0.

В итоге
ξ3 = a4x

3 + a5x
4 + a6, ξ4 = a7x

4 + a8,

где a4, . . . , a8 —постоянные. Дифференцируя (5.15) по x5, получим

ξ5f ′
3 = (a1f3 + a9)(f3 − c2),

где постоянная a9 равна нулю при f3 = 0. Из (5.15) имеем

a9 = 3a1c2 + 2a2 − 2a3 − a4 − a7.

Дифференцирование (5.16) по x2 дает

a7 = (a1 + a5)f3 + a1c2 + a2 − a3 − a5c2;

отсюда следует
a5 = −a1, a7 = 2a1c2 + a2 − a3.

Взяв производную от (5.16) по x5, получим

a4 = a1c2 + a2 − 2a3, a3 = a1c2 +
1

2
a2;
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далее,

ξ2 =

(
a1(x

2 + c2) +
1

2
a2

)
(x2 − c2), ξ3 = −a1(c2x

3 + x4) + a6,

ξ4 =

(
a1c2 +

1

2
a2

)
x4 + a8, ξ5f ′

3 =

(
a1(f3 + c2) +

1

2
a2

)
(f3 − c2).

(5.29)

При f ′
3 �= 0 из уравнения (5.24) дифференцированием по x5 выводим ∂11ξ

1 = 0. Положим

ξ1 = μ(x2)A+ ν(x2);

подставив это в (5.13), найдем функции μ = −a1x
2, ν = −ξ2τ ′ и

ξ1 = −a1x
2(x1 + τ)− ξ2τ ′. (5.30)

Затем из (5.14), (5.17) имеем

(x2 − c2)(2a1(x
2 + c2) + a2)τ

′′ + (6a1x
2 + a2)τ

′ = 0, (5.31)

f3
′′ =

6a1f3 + a2
2a1(f2

3 − c22) + a2(f3 − c2)
f ′
3
2
. (5.32)

В случае f3 = 0 из (5.15), (5.16) и (5.17) найдем

ξ2 = a1x
2(x2 − c2), ξ3 = (a1c2 + a2)x

3 − a1x
4 + a6,

ξ4 = (2a1c2 + a2)x
4 + a8, ξ5 = (2a1c2 + a2)x

5 + a10, a10 = const .
(5.33)

Интегрируя уравнение

∂111ξ
1 =

1

x1 + τ(x2)
∂11ξ

1,

полученное дифференцированием (5.13) дважды по x1, найдем

ξ1 =
ρ(x2)

2(x1 + τ)
+ μ(x2)(x1 + τ) + ν(x2);

подставив в (5.13), получим

μ = −a1x
2 + 2a1c2 + a2, ν = −ξ2τ ′.

После этого из (5.14) следует уравнение ρτ ′ = 0; отсюда ρ = 0, ибо при τ ′ = 0 выполняется (5.5),
и по теореме 5.1 пространство H221,2 имеет постоянную кривизну. Имеем

ξ1 = (a1(2c2 − x2) + a2)(x
1 + τ)− ξ2τ ′, (5.34)

a1x
2(x2 − c2)τ

′′ = (3a1(c2 − x2) + a2)τ
′. (5.35)

5.3.3. Интегрируя уравнения Киллинга для пространства H221,3 непостоянной кривизны (ε1 =
ε2 = 0, A = B = 1, f1 = c1, f2 = c2, f3 �= const), получим

ξ1 = (a1(c1 + 2c2) + a2)x
1 − a1x

2 + a3, ξ2 = (a1(2c1 + c2) + a2)x
2 + a4,

ξ3 = (a1(2c1 + c2) + a2)x
3 − a1x

4 + a5, ξ4 = (a1(c1 + 2c2) + a2)x
4 + a6,

(5.36)

ξ5
df3
dx5

= a1(f3 − c1)(f3 − c2),

dξ5

dx5
= a1 (2(c1 + c2)− f3) + a2.

a1f
′′
3

f ′
3
2 =

3a1(f3 − c1 − c2)− a2
(f3 − c1)(f3 − c2)

.

(5.37)
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5.4. Инфинитезимальные гомотетии и изометрии в h-пространствах типа {221}. В
разделе ?? доказано, что максимальная проективная алгебра Ли Pr в h-пространстве H221 непо-
стоянной кривизны, допускающем негомотетическое проективное движение, обладает подалгеб-
рой Hr−1 инфинитезимальных гомотетий. Поэтому базис в Pr может быть получен добавлением к
базису вHr−1 негомотетического проективного движения X = ξi∂i, определяемого приведенными
выше формулами, где a1 = 1. Рассмотрим, как это делается для всех возможных случаев.

H-пространства H221,1 непостоянной кривизны. Полагая a1 = 1 в (5.23), (5.27), (5.28) и
вводя обозначения a2 ≡ 3a, a3 ≡ b, a4 ≡ c, получим

f ′′
3 = 3

f3 − a+ b

f2
3 + bf3 + c

f ′2
3 , (5.38)

((x2)2 + bx2 + c)τ ′′ + 3(x2 − a+ b)τ ′ = 0, (5.39)

((x4)2 + bx4 + c)ω′′ + 3(x4 − a+ b)ω′ = 0. (5.40)

Если векторное поле X задает гомотетии, то в подходящей карте его координаты ξi удовлетво-
ряют соотношениям (5.19), (5.20), (5.21), (5.25), (5.26), где a1 = 0, и выполняются равенства

(a3f3 + a4)f
′′
3 − 3

(
−a2

6
+ a3

)
f ′2
3 = 0, (5.41)

(a3x
2 + a4)τ

′′ + 3
(
−a2

6
+ a3

)
τ ′ = 0, (5.42)

(a3x
4 + a4)ω

′′ + 3
(
−a2

6
+ a3

)
ω′ = 0, (5.43)

где a4 = 0 в случае f3 = 0. При f ′
3 �= 0 из (5.38) и (5.41) имеем

c �= a(b− a), a2 = a3 = a4 = 0

либо
c = a(b− a), a2 = 0, a4 = aa3.

В обоих случаях a2 = 0, следовательно, гомотетии сводятся к изометриям.
Положив a1 = a2 = a3 = a4 = 0 в (5.19), (5.20), (5.21), (5.25), (5.26), убедимся, что изометрии

в случае c �= a(b− a) отсутствуют.
В случае c = a(b−a) к негомотетическому проективному движению присоединяется изометрия

(a1 = a2 = 0, a3 = 1, a4 = a). Интегрирование уравнений (5.38)—(5.40) после замены f3 → f3 + a
и переноса начала координат, не меняющих вида метрики, дает

f3 =
C0√|x5| , τ =

C1

x22
, ω =

C2

x42
, (5.44)

где C0 �= 0, C1, C2— здесь и далее постоянные.
При f3 = 0 выполняются уравнения (5.39), (5.40), (5.42), (5.43), где c = a4 = 0. Из (5.39) и

(5.42) выводим a2 = aa3 = 0. В случае a = 0 имеются изометрия (a1 = a2 = 0, a3 = 1, a4 = 0) и
трансляция ∂5; τ и ω определяются формулами (5.44).
В случае a3 = 0 имеется трансляция ∂5,

τ = C1

(
1 +

3a− b

x2

)(
1 +

b

x2

)(
x2

x2 + b

)3a/b

,

ω = C2

(
1 +

3a− b

x4

)(
1 +

b

x4

)(
x4

x4 + b

)3a/b

.

(5.45)

H-пространства H221,2 непостоянной кривизны. При f ′
3 �= 0 положим a1 = 1, a2 ≡ 6a; тогда

уравнения (5.31) и (5.32) примут вид

(x2
2
+ 3a(x2 − c2)− c22)τ

′′ + 3(x2 + a)τ ′ = 0, (5.46)

f3
′′

f ′
3
2 =

3

2

f3 + a

f2
3 + 3a(f3 − c2)− c22

. (5.47)
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Приравняв a1 нулю в (5.32) и сравнив с (5.47), получим a2 = 0, следовательно, гомотетии отсут-
ствуют, а изометрии задаются формулами (5.29), (5.30) при a1 = a2 = 0.
В случае f3 = 0 из (5.35) при a1 = 1, a2 ≡ a получим

x2(x2 − c2)τ
′′ = (3(c2 − x2) + a)τ ′. (5.48)

Сравнив (5.35) при a1 = 0 c (5.48) и учтя неравенство τ ′ �= 0, найдем a2 = 0. Поэтому гомотетии
сводятся к изометриям (5.33), (5.34), где a1 = a2 = 0. Интеграция (5.48) с учетом допустимого
сдвига x1 → x1 + const дает

τ = C1

(
1 +

a+ c2
x2

)(
1− c2

x2

)1+a/c2
. (5.49)

H-пространства H221,3 непостоянной кривизны. Положив a1 = 1, a2 ≡ 3a в (5.37), получим

f ′′
3

f ′
3
2 = 3

f3 − c1 − c2 − a

(f3 − c1)(f3 − c2)
.

При a1 = 0 из (5.37) ввиду неравенства f ′
3 �= 0 следует a2 = 0, т.е. гомотетии отсутствуют, а

изометрии определяются формулами (5.36) при a1 = a2 = 0.
Найдя во всех случаях генераторы изометрий, получим следующий результат.

5.5. Классификация h-пространств типа {221} по алгебрам Ли проективных и аф-
финных движений.

Теорема 5.3. Если пятимерное h-пространство H221 типа {221} (см. (5.1)) непостоянной
кривизны допускает негомотетическое проективное движение, то это пространство и дей-
ствующая в нем максимальная проективная алгебра Ли P определяются указанными далее
формулами, где E

п
—неаффинное проективное движение, E

г
—неизометрическая инфинитези-

мальная гомотетия, E
и
—инфинитезимальная изометрия.

I. H-пространства H221,1 непостоянной кривизны (ε1 = ε2 = 1, f ′
3
2 + τ ′2 + ω′2 �= 0).

I.A. Функции f3, τ и ω являются решениями уравнений (5.38), (5.39) и (5.40), где a, b, c—
постоянные, связанные условием a− b(c− b) �= 0; f ′

3 �= 0. Размерность проективной
алгебры Ли dimP = 1. Алгебра P натянута на проективное векторное поле

E
п 1 =

{
(3a− 2b− x2)(x1 + τ)− (

x2
2
+ bx2 + c

)
τ ′
}
∂1 +

(
x2

2
+ bx2 + c

)
∂2+

+
{
(3a− 2b− x4)(x3 + ω)− (

x4
2
+ bx4 + c

)
ω′
}
∂3 + (x4

2
+ bx4 + c)∂4+

+
f2
3 + bf3 + c

f ′
3

∂5.

I.B. Функции f3, τ и ω имеют вид (5.44), f ′
3 �= 0. Размерность проективной алгебры Ли

dimP = 2. Базис в P включает проективное векторное поле

E
п 1 = −x2(x1 + τ)∂1 + x2

2
∂2 − x4(x3 + ω)∂3 + x4

2
∂4 − 2x5f3∂5

и инфинитезимальную изометрию

E
и 2 = −2x1∂1 + x2∂2 − 2x3∂3 + x4∂4 − 2x5∂5.

Структурное уравнение имеет вид

[E2, E1] = E1.
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I.C. Функции τ и ω задаются равенствами (5.45), f3 = 0. Размерность проективной ал-
гебры Ли dimP = 2. Базис в P состоит из проективного движения

E
п 1 =

{
(3a− 2b− x2)(x1 + τ)− x2(x2 + b)τ ′

}
∂1 + x2(x2 + b)∂2+

+
{
(3a− 2b− x4)(x3 + ω)− x4(x4 + b)ω′

}
∂3 + x4(x4 + b)∂4+

+ (3a− 2b)x5∂5.

и трансляции E
и 2 = ∂5;

[E2, E1] = (3a− 2b)E2.

II. H-пространства H221,2 непостоянной кривизны (ε1 = 1, ε2 = 0, f2 = c2 = const,
f ′
3
2 + τ ′2 �= 0).

II.A. Непостоянная функция f3 задается уравнением (5.47),

τ = C1(x
2 + 3a)(x2 − c2)

−c2/(3a+2c2)(x2 + 3a+ c2)
−(3a+c2)/(3a+2c2),

где a — постоянная. Размерность проективной алгебры Ли dimP = 3. Алгебра Ли P
натянута на проективное векторное поле

E
п 1 =

{
− x2(x1 + τ)− (x2 + 3a+ c2)(x

2 − c2)τ
′
}
∂1 + (x2 + 3a+ c2)(x

2 − c2)∂2−

− (c2x
3 + x4)∂3 + (3a+ c2)x

4∂4 +
(f3 + 3a+ c2)(f3 − c2)

f ′
3

∂5

и две трансляции E
и 2 = ∂3, Eи 3 = ∂4. Структурные уравнения:

[E1, E2] = c2E2, [E1, E3] = E2 − (3a+ c2)E3, [E2, E3] = 0.

II.B. Постоянная функция f3 = 0, τ определяется равенством (5.49), где a—постоянная.
Размерность проективной алгебры Ли dimP = 4. Базис в P включает проективное
векторное поле

E
п 1 =

{
(a+ 2c2 − x2)(x1 + τ)− x2(x2 − c2)τ

′
}
∂1 + x2(x2 − c2)∂2+

+
(
(a+ c2)x

3 − x4
)
∂3 + (a+ 2c2)x

4∂4 + (a+ 2c2)x
5∂5

и три трансляции E
и 2 = ∂3, Eи 3 = ∂4 и E

и 4 = ∂5,

[E2, E1] = (a+ c2)E2, [E3, E1] = −E2 + (a+ 2c2)E3, [E4, E1] = (a+ 2c2)E4;

остальные скобки Ли равны нулю.
III. H-пространства H221,3 непостоянной кривизны (ε1 = ε2 = 0, A = B = 1, f1 = c1 и f2 = c2 —

постоянные, f ′
3 �= 0). Функция f3 является решением уравнения

f ′′
3

f ′
3
2 = 3

f3 − c1 − c2 − a

(f3 − c1)(f3 − c2)
,

где a—постоянная. Размерность проективной алгебры Ли dimP = 5. Алгебра Ли P натя-
нута на проективное движение

E
п 1 =

(
(3a+ c1 + 2c2)x

1 − x2
)
∂1 + (3a+ 2c1 + c2)x

2∂2+

+
(
(3a+ 2c1 + c2)x

3 − x4
)
∂3 + (3a+ c1 + 2c2)x

4∂4 +
(f3 − c1)(f3 − c2)

f ′
3

∂5

и пять трансляций E
и 2 = ∂1, Eи 3 = ∂2, Eи 4 = ∂3 и E

и 5 = ∂4. Структурные уравнения алгебры
Ли P имеют вид

[E2, E1] = (3a+ c1 + 2c2)E2, [E3, E1] = −E2 + (3a+ 2c1 + c2)E3,

[E4, E1] = (3a+ 2c1 + c2)E4, [E5, E1] = −E4 + (3a+ c1 + 2c2)E5;

остальные скобки Ли равны нулю.
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