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Аннотация. С помощью единого подхода получен ряд новых комбинаторных тождеств с бино-
миальными коэффициентами и ортогональными многочленами. Эти тождества содержат много-
члены Эрмита, многочлены Лежандра, многочлены Чебышева первого и второго рода, многочле-
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Теорема 1. Для любых целых чисел p � 0, m � 0 и любого целого числа q верно комбинатор-
ное тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

(2k − n)2p+1 =

(
n+ 2m

m

)q

n2p+1. (1)

Доказательство. Обозначим левую часть тождества (1) через Sn. После замены индекса сумми-
рования k = n− i, i = n− k имеем

Sn =

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

(2k − n)p =

n−1∑

i=0

(
n+ 2m

n− i+m

)q

(n− 2i)2p+1 =

n−1∑

i=0

(
n+ 2m

i+m

)q

(n− 2i)2p+1,

2Sn =
n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

(2k − n)2p+1 + (−1)2p+1
n−1∑

k=0

(
n+ 2m

k +m

)q

(2k − n)2p+1 =

=

(
n+ 2m

n+m

)q

n2p+1 −
(
n+ 2m

m

)q

(−n)2p+1 = 2

(
n+ 2m

m

)q

n2p+1. �

С учетом инвариантности биномиального коэффициента и нечетности второго сомножителя
относительно замены индекса суммирования k = n − i доказательство теорем 2–8 аналогично
доказательству теоремы 1.

Теорема 2. Для любых целых чисел p � 0, m � 0 и любого целого числа q верно комбинатор-
ное тождество

n∑

k=1

(
2n+ 2m

2k +m

)q

(2k − n)2p+1 =

(
2n+ 2m

m

)q

n2p+1. (2)

Теорема 3. Для любых целых чисел p � 0, m � 0 и любого целого числа q верно комбинатор-
ное тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q(
22k−n − 2n−2k

)
=

(
n+ 2m

m

)q(
2n − 2−n

)
. (3)

Теорема 4. Для любого целого числа m � 0, любого целого числа q и любого действительного
числа x верно комбинаторное тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

sin((2k − n)x) =

(
n+ 2m

m

)q

sin(nx). (4)

Теорема 5. Для любого целого числа m � 0, любого целого числа q и любого действительного
числа x верно комбинаторное тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

arctg((2k − n)x) =

(
n+ 2m

m

)q

arctg(nx). (5)

Теорема 6. Для любого целого числа m � 0, любого целого числа q и любого действительного
числа x верно комбинаторное тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

sh((2k − n)x) =

(
n+ 2m

m

)q

sh(nx). (6)

Теорема 7. Для любого целого числа m � 0, любого целого числа q и любого действительного
числа x верно комбинаторное тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

th((2k − n)x) =

(
n+ 2m

m

)q

th(nx). (7)
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Теорема 8. Пусть sn(x|r)— эллиптическая функция Якоби. Для любого целого числа m � 0,
любого целого числа q и любых действительных чисел x, r верно комбинаторное тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

sn((2k − n)x|r) =
(
n+ 2m

m

)q

sn(nx|r). (8)

Замечание 1. Нечетность эллиптической функции Якоби sn(x|r) см. в [1, с. 384]. Так как
sn(x|1) = th(x), то формула (7) является следствием формулы (8).

Теорема 9. Пусть Hn(x)—многочлен Эрмита. Для любых целых чисел m � 0, r � 0, любого
целого числа q и любого действительного числа x верно комбинаторное тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

H2r+1((2k − n)x) =

(
n+ 2m

m

)q

H2r+1(nx). (9)

Доказательство. Для многочленов Эрмита известна формула (см. [1, с. 583])

Hn(−x) = (−1)nHn(x).

Вводя обозначение Sn для левой части равенства (4) и заменяя индекс суммирования (k = n− i,
i = n− k) получим

Sn =

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

H2r+1((2k − n)x) =

n−1∑

i=0

(
n+ 2m

n− i+m

)q

H2r+1((n − 2i)x) =

= (−1)2r+1
n−1∑

k=0

(
n+ 2m

k +m

)q

H2r+1((2k − n)x);

2Sn =
[
1 + (−1)2r+1

] n−1∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

H2r+1((2k − n)x)+

+

(
n+ 2m

n+m

)q

H2r+1(nx) + (−1)2r+1

(
n+ 2m

m

)q

H2r+1(−nx) = 2

(
n+ 2m

m

)q

H2r+1(nx),

что равносильно равенству (4). �
Для многочленов Лежандра Pn(x), многочленов Чебышева первого рода Tn(x), многочленов

Чебышева второго рода Un(x) и многочленов Гегенбауера C
(λ)
n (x) известны следующие формулы

(см. [1, с. 583]):

Pn(−x) = (−1)nPn(x), Tn(−x) = (−1)nTn(x),

Un(−x) = (−1)nUn(x), C(λ)
n (−x) = (−1)nC(λ)

n (x).

Поэтому доказательство теорем 10–13 аналогично доказательству теоремы 9.

Теорема 10. Пусть Pn(x)—многочлен Лежандра. Для любых целых чисел m � 0, r � 0,
любого целого числа q и любого действительного числа x верно комбинаторное тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

P2r+1((2k − n)x) =

(
n+ 2m

m

)q

P2r+1(nx). (10)

Теорема 11. Пусть Tn(x)—многочлен Чебышева первого рода. Для любых целых чисел m �
0, r � 0, любого целого числа q и любого действительного числа x верно комбинаторное тож-
дество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

T2r+1((2k − n)x) =

(
n+ 2m

m

)q

T2r+1(nx). (11)
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Теорема 12. Пусть Un(x)—многочлен Чебышева второго рода. Для любых целых чисел
m � 0, r � 0, любого целого числа q и любого действительного числа x верно комбинаторное
тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

U2r+1((2k − n)x) =

(
n+ 2m

m

)q

U2r+1(nx). (12)

Теорема 13. Пусть C
(λ)
n (x)—многочлен Гегенбауера. Для любых целых чисел m � 0, r � 0,

любого целого числа q и любых действительных чисел x, λ верно комбинаторное тождество
n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

C
(λ)
2r+1((2k − n)x) =

(
n+ 2m

m

)q

C
(λ)
2r+1(nx). (13)

Многочлены Кравчука Pk(m;n) могут быть определены с помощью производящей функции
(см. [14, с. 132]):

(1− z)m(1 + z)n−m =
n∑

k=0

Pk(m;n)zk.

Теорема 14. Пусть Pk(m;n)—многочлен Кравчука. Для любых целых неотрицательных чи-
сел p, r, m и любого целого числа q верно комбинаторное тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

P2r(k, n)(2k − n)2p+1 =

(
n+ 2m

m

)q( n

2r

)
n2p+1. (14)

Доказательство. Для многочленов Кравчука известны формулы (см. [11])

Ps(n− i, n) = (−1)sPs(i, n), Ps(0, n) =

(
n

s

)
, Ps(n, n) = (−1)s

(
n

s

)
.

Вводя обозначение Sn для левой части равенства 8 и заменяя индекс суммирования (k = n − i,
i = n− k) получим

Sn =
n∑

k=1

(
n+ 2m

n− i+m

)q

P2r(n− i, n)(n−2i)2p+1 =
n−1∑

i=0

(
n+ 2m

i+m

)q

(−1)2rP2r(i, n)(2i−n)2p+1(−1)2p+1,

2Sn =

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

P2r(k, n)(2k − n)2p+1 −
n−1∑

k=0

(
n+ 2m

k +m

)q

P2r(k, n)(2k − n)2p+1 =

=

(
n+ 2m

n+m

)q

P2r(n, n)n
2p+1 +

(
n+ 2m

m

)q

P2r(0, n)n
2p+1 = 2

(
n+ 2m

m

)q( n

2r

)
n2p+1,

что равносильно равенству (13). �
В силу нечетности произведения сомножителей в каждом слагаемом относительно замены ин-

декса суммирования k = n − i доказательство теорем 15–22 аналогично доказательству теоре-
мы 14.

Теорема 15. Пусть Pk(m;n)—многочлен Кравчука. Для любых целых неотрицательных чи-
сел p, r, m и любого целого числа q верно тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

P 2
r (k, n)(2k − n)2p+1 =

(
n+ 2m

m

)q(n
r

)2

n2p+1. (15)

Теорема 16. Пусть Pk(m;n)—многочлен Кравчука. Для любых целых неотрицательных чи-
сел p, r, m и любого целого числа q верно комбинаторное тождество

n∑

k=1

(
2n + 2m

2k +m

)q

P2r(k, n)(2k − n)2p+1 =

(
2n + 2m

m

)q( n

2r

)
n2p+1. (16)
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Теорема 17. Пусть Pk(m;n)—многочлен Кравчука. Для любых целых неотрицательных чи-
сел m, r и любого целого числа q верно комбинаторное тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

P2r+1(k, n) = −
(
n+ 2m

m

)q( n

2r + 1

)
. (17)

Теорема 18. Пусть Pk(m;n)—многочлен Кравчука. Для любых целых неотрицательных чи-
сел m, r, s и любого целого числа q верно комбинаторное тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

P2s(k, n)P2r+1(k, n) = −
(
n+ 2m

m

)q( n

2s

)(
n

2r + 1

)
. (18)

Теорема 19. Пусть Pk(m;n)—многочлен Кравчука. Для любых целых неотрицательных чи-
сел m, r, s и любого целого числа q верно тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

P 2
s (k, n)P2r+1(k, n) = −

(
n+ 2m

m

)q(n
s

)2( n

2r + 1

)
. (19)

Теорема 20. Пусть Pk(m;n)—многочлен Кравчука, Hn(x)—многочлен Эрмита. Для любых
целых неотрицательных чисел m, r, s, любого целого числа q и любого действительного числа
x верно тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

P2s(k, n)H2r+1((2k − n)x) =

(
n+ 2m

m

)q( n

2s

)
H2r+1(nx). (20)

Теорема 21. Пусть Pk(m;n)—многочлен Кравчука, Hn(x)—многочлен Эрмита. Для любых
целых неотрицательных чисел m, r, s, любого целого числа q и любого действительного числа
x верно тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

P 2
s (k, n)H2r+1((2k − n)x) =

(
n+ 2m

m

)q(n
s

)2

H2r+1(nx). (21)

Теорема 22. Пусть Pk(m;n)—многочлен Кравчука,для любых целых неотрицательных чи-
сел m, s, любого целого числа q и любого действительного числа x верно тождество

n∑

k=1

(
n+ 2m

k +m

)q

P 2
s (k, n) sin((2k − n)x) =

(
n+ 2m

m

)q(n
s

)2

sin(nx). (22)

В заключение отметим, что тождества (1)–(22) отсутствуют в известных книгах, содержащих
множества тождеств с биномиальными коэффициентами [7, 9, 11, 12, 14, 17–22, 24, 25], а также в
книгах с тождествами для ортогональных многочленов [2,11,12], книге [13] и статьях, содержащих
тождества для многочленов Кравчука [11,23].
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