
ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 235 (2024). С. 40–56
DOI: 10.36535/2782-4438-2024-235-40-56

УДК 517.956.35

КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ

С УСЛОВИЯМИ ДИРИХЛЕ И НЕЙМАНА

ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО БИВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

c© 2024 г. В. И. КОРЗЮК, Я. В. РУДЬКО

Посвящается Safkagosu

Аннотация. Для нелинейного биволнового уравнения, заданного в первом квадранте, рассмат-
ривается смешанная задача, в которой на пространственной полуоси задаются условия Коши,
а на временной полуоси задаются условия Дирихле и Неймана. Решение строится методом ха-
рактеристик в неявном аналитическом виде как решение некоторых интегро-дифференциальных
уравнений. С помощью метода продолжения по параметру и априорных оценок проводится ис-
следование разрешимости этих уравнений, а также зависимости от начальных данных и гладко-
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1. Постановка задачи. В области Q = (0,∞)× (0,∞) двух независимых переменных (t, x) ∈
Q ⊂ R

2 рассмотрим одномерное нелинейное уравнение

�a�bu(t, x) = F [u](t, x) := f
(
t, x, u(t, x), ∂tu(t, x), ∂xu(t, x),

∂2
t u(t, x), ∂t∂xu(t, x), ∂2

xu(t, x), ∂3
t u(t, x), ∂2

t ∂xu(t, x), ∂t∂
2
xu(t, x), ∂3

xu(t, x)
)
, (1)

где �a = ∂2
t −a2∂2

x — оператор Д’Аламбера, f —функция, заданная на множестве [0,∞)× [0,∞)×
R
10, a и b— заданные положительные действительные числа, 0 < a � b. К уравнению (1) присо-
единяются начальные условия

∂tu(0, x) = ϕ0(x), ∂tu(0, x) = ϕ1(x), ∂2
t u(0, x) = ϕ2(x), ∂3

t u(0, x) = ϕ3(x), x ∈ [0,∞), (2)

и граничные условия
u(t, 0) = μ0(t), ∂xu(t, 0) = μ1(t), t ∈ [0,∞), (3)

где ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, μ0 и μ1—функции, заданные на полуоси [0,∞).
Задача (1)–(3) в линейном случае при f(t, x,u) = f(t, x) была изучена в [4, 5, 16]. В [2] факти-

чески была рассмотрена задача (1) с граничными условиями u(t, 0) = ∂2
xu(t, 0) = 0 и условиями

Коши, содержащими дельта-функцию, при f(t, x,u) = −m∂2
t u. Более общий линейный случай

задачи был рассмотрен в [19], однако там исследовалось обобщенное решение в пространствах
Соболева, а не классическое. В [6,15] рассматривались многомерные линейные обобщения задачи
для уравнений вида (1), однако там авторам не удалось вывести энергетическое неравенство для
аналога граничных условий (3), и, следовательно, решить задачу (1)–(3). В [24] при помощи инте-
гральных преобразований и метода отражений была изучена смешанная задача для уравнения (2)
при f(t, x,u) = f(t, x)−m∂2

t u c однородными граничными условиями вида u(t, 0) = ∂2
xu(t, 0) = 0;

также было отмечено, что случай условий (3) более сложен и требует других методов изучения.
Также следует отметить работу [20], где был проведен симметрийный анализ уравнения (1) при

a = b = 1 и были найдены некоторые частные решения. Относительно линейного уравнения (1)
при a = b = 1 следует упомянуть тот факт, что для него хорошо проработана теория смешанных
задач с условиями Гурса на характеристиках [1,3,22,25,27], но это нельзя сказать про нелинейный
вариант уравнения.
В настоящей работе задача (1)–(3) исследуется в классической постановке. Мы рассмотрим

как строго гиперболический случай, т.е. a �= b, так и для нестрого гиперболический, т.е. a = b.
При этом мы будем использовать подход, ранее примененный к нелинейным уравнениям второго
порядка и изложенный в работах [10–13].

2. Строго гиперболическое уравнение. В этом разделе мы полагаем, что уравнение (1)
строго гиперболическое, т.е. выполнено условие a �= b.

2.1. Интегро-дифференциальное уравнение. Область Q характеристиками x−at = 0 и x−bt = 0
разделим на три подобласти:

Q(1) = {(t, x) | x− at > 0 ∧ x− bt > 0},
Q(2) = {(t, x) | x− at > 0 ∧ x− bt < 0},
Q(3) = {(t, x) | x− at < 0 ∧ x− bt < 0}.

В замыкании Q(j) каждой из подобластей Q(j), j = 1, 2, 3, рассмотрим интегро-дифференциаль-
ные уравнения

u(1)(t, x) = K(1)
[
u(1)

]
(t, x) = A1

[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3

]
(t, x)+

+

t∫

0

Acom
1

[F [u(1)](τ, ·)](t− τ, x) dτ, (t, x) ∈ Q(1), (4)
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u(2)(t, x) = K(2)
[
u(2)

]
(t, x) = A2

[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, μ1, μ2

]
(t, x) +

t∫

t−x/b

Acom
1

[F [u(1)](τ, ·)](t− τ, x) dτ+

+

t−x/b∫

0

Acom
2

[F [u(2)](τ, ·)](t− τ, x) dτ, (t, x) ∈ Q(2), (5)

u(3)(t, x) = K(3)
[
u(3)

]
(t, x) = A3

[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, μ1, μ2

]
(t, x) +

t∫

t−x/b

Acom
1

[F [u(1)](τ, ·)](t− τ, x) dτ+

+

t−x/b∫

t−x/a

Acom
2

[F [u(2)](τ, ·)](t− τ, x) dτ +

t−x/a∫

0

Acom
3

[F [u(3)](τ, ·)](t− τ, x) dτ, (t, x) ∈ Q(3), (6)

где использованы обозначения

A1

[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3

]
(t, x) =

a2ϕ0(x− bt) + a2ϕ0(x+ bt)− b2ϕ0(x− at)− b2ϕ0(x+ at)

2(a2 − b2)
+

+
1

4a3b− 4ab3

( x+bt∫

0

(
2a3ϕ1(ξ)− 2abϕ2(ξ)(bt − ξ + x)− aϕ3(ξ)(bt− ξ + x)2

)
dξ+

+

0∫

x−bt

(
2a3ϕ1(ξ)− 2abϕ2(ξ)(bt + ξ − x)− aϕ3(ξ)(bt+ ξ − x)2

)
dξ+

+

x+at∫

0

(
2abϕ2(ξ)(at − ξ + x) + bϕ3(ξ)(at− ξ + x)2 − 2b3ϕ1(ξ)

)
dξ+

+

0∫

x−at

(
2abϕ2(ξ)(at+ ξ − x) + bϕ3(ξ)(at + ξ − x)2 − 2b3ϕ1(ξ)

)
dξ

)
,

A2

[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, μ0, μ1

]
(t, x) =

x+at∫

0

(at− ξ + x) (2aϕ2(ξ) + ϕ3(ξ)(at − ξ + x))− 2b2ϕ1(ξ)

4a3 − 4ab2
dξ+

+

x−at∫

0

2b2ϕ1(ξ)− (at+ ξ − x) (2aϕ2(ξ) + ϕ3(ξ)(at+ ξ − x))

4a3 − 4ab2
dξ+

+

x+bt∫

0

2a2ϕ1(ξ)− (bt− ξ + x) (2bϕ2(ξ) + ϕ3(ξ)(bt− ξ + x))

4a2b− 4b3
dξ+

+

bt−x∫

0

2a2ϕ1(ξ) + 2bϕ2(ξ)(−bt+ ξ + x)− ϕ3(ξ)(−bt+ ξ + x)2

4b(a− b)2
dξ+

+

a(t−x/b)∫

0

2abϕ2(ξ)(abt− ax− bξ) + ϕ3(ξ)(a(x − bt) + bξ)2 − 2b4ϕ1(ξ)

2ab(a− b)2(a+ b)
dξ −

t−x/b∫

0

abμ1(ξ)

a− b
dξ+
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+
(a− b)

(
a2ϕ0(bt+ x)− b2(ϕ0(x− at) + ϕ0(at+ x))

)
+ a2(a+ b)ϕ0(bt− x)

2(a− b)2(a+ b)
+

+
b(b− a)(a+ b)μ0(t− x/b)− b3ϕ0(a(t− x/b))

(a− b)2(a+ b)
,

A3

[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, μ0, μ1

]
(t, x) =

t−x/a∫

0

ab(a2 − b2)μ1(ξ)

(a− b)2(a+ b)
dξ−

−
b(t−x/a)∫

0

4a4ϕ1(ξ) + 4abϕ2(ξ)(a(ξ − bt) + bx)− 2ϕ3(ξ)(a(ξ − bt) + bx)2

4ab(a− b)2(a+ b)
dξ+

+

bt−x∫

0

2a2ϕ1(ξ)− 2bϕ2(ξ)(bt − ξ − x)− ϕ3(ξ)(ξ + x− bt)2

4b(a− b)2
dξ−

−
x+bt∫

0

(bt− ξ + x) (2bϕ2(ξ) + ϕ3(ξ)(bt− ξ + x))− 2a2ϕ1(ξ)

4b(a − b)(a+ b)
dξ−

−
a(t−x/b)∫

0

4abϕ2(ξ)(a(x − bt) + bξ)− 2ϕ3(ξ)(a(x− bt) + bξ)2 + 4b4ϕ1(ξ)

4ab(a− b)2(a+ b)
dξ−

−
at−x∫

0

2aϕ2(ξ)(at− ξ − x) + ϕ3(ξ)(−at+ ξ + x)2 − 2b2ϕ1(ξ)

4a(a− b)2
dξ+

+

x+at∫

0

(at− ξ + x) (2aϕ2(ξ) + ϕ3(ξ)(at− ξ + x))− 2b2ϕ1(ξ)

4a(a− b)(a+ b)
dξ −

t−x/b∫

0

abμ1(ξ)

a− b
dξ,

Acom
1

[
ϕ3

]
(t, x) = A1

[
0, 0, 0, ϕ3

]
(t, x), Acom

j

[
ϕ3

]
(t, x) = Aj

[
0, 0, 0, ϕ3, 0, 0

]
(t, x), j = 2, 3.

Определим на замыкании Q области Q функцию u как совпадающую на замыкании Q(j) об-
ласти Q(j) с решением u(j) уравнений (4)–(6):

u(t, x) = u(j)(t, x), (t, x) ∈ Q(j), j = 1, 2, 3. (7)

Теорема 1. Пусть выполняются условия

a �= b, f ∈ C1(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C4([0,∞)), ϕ1 ∈ C3([0,∞)), ϕ2 ∈ C2([0,∞)), ϕ3 ∈ C1([0,∞)),

μ0 ∈ C4([0,∞)), μ1 ∈ C3([0,∞)).

Функция u принадлежит классу C4(Q) и удовлетворяет уравнению (1), начальным услови-
ям (2) и граничным условиям (3) тогда и только тогда, когда она является трижды непре-
рывно дифференцируемым решением уравнений (4)–(6) и выполняются условия согласования

μ0(0) = u0(0), (8)

μ′
0(0) = u1(0), μ1(0) = u′0(0), (9)

μ′′
0(0) = u2(0), μ′

1(0) = u′1(0), (10)

μ′′′
0 (0) = u3(0), μ′′

1(0) = u′2(0), (11)
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μ′′′′
0 (0) = (a2 + b2)u′′2(0)− a2b2u′′′′0 (0) + f

(
0, 0, u0(0), u1(0), u

′
0(0),

u2(0), u
′
1(0), u

′′
0(0), u3(0), u

′
2(0), u

′′
1(0), u

′′′
0 (0)

)
, μ′′′

1 (0) = u′3(0). (12)

Доказательство. 1. Пусть функция u ∈ C4(Q) удовлетворяет уравнению (1) и условиям (2),
(3). Решение u задачи (1)–(3) ищем в виде u = v + w, где v является решением однородного
биволнового уравнения с неоднородными начальными и граничными условиями⎧

⎪⎨
⎪⎩

�a�bv(t, x) = 0, (t, x) ∈ Q,

∂i
tv(0, x) = ϕi(x), i = 0, 1, 2, 3, x ∈ [0,∞),

∂i
xv(t, 0) = μi(t), i = 0, 1, t ∈ [0,∞),

(13)

а w—решение задачи⎧⎪⎨
⎪⎩

�a�bw = F [u](t, x)w(t, x) = F [v + w], (t, x) ∈ Q,

∂i
tw(0, x) = 0, i = 0, 1, 2, 3, x ∈ [0,∞),

∂i
xw(t, 0) = 0, i = 0, 1, t ∈ [0,∞).

(14)

Результаты работ [4] позволяют записать

v(t, x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

A1

[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3

]
(t, x), (t, x) ∈ Q(1),

A2

[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, μ0, μ1

]
(t, x), (t, x) ∈ Q(2),

A3

[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, μ0, μ1

]
(t, x), (t, x) ∈ Q(3),

(15)

и

w(t, x) =

t∫

0

Acom
1

[F [v +w](τ, ·)](t− τ, x) dτ (16)

при (t, x) ∈ Q(1),

w(t, x) =

t∫

t−x/b

Acom
1

[F [v + w](τ, ·)](t− τ, x) dτ +

t−x/b∫

0

Acom
2

[F [v + w](τ, ·)](t− τ, x) dτ (17)

при (t, x) ∈ Q(2) и

w(t, x) =

t∫

t−x/b

Acom
1

[F [v + w](τ, ·)](t− τ, x) dτ +

t−x/b∫

t−x/a

Acom
2

[F [v + w](τ, ·)](t− τ, x) dτ+

+

t−x/a∫

0

Acom
3

[F [v + w](τ, ·)](t− τ, x) dτ (18)

при (t, x) ∈ Q(3). Формулы (15)–(18) фактически влекут представления (4)–(7). Условия согла-
сования (8)–(12) выводятся путем дифференцирования начальных (2) и граничных условий (3),
как это сделано в [12].
2. Предположим, что имеют место представления функции u в виде (4)–(7) и выполнены усло-

вия (8)–(12). В силу условий гладкости

f ∈ C1(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C4([0,∞)), ϕ1 ∈ C3([0,∞)), ϕ2 ∈ C2([0,∞)), ϕ3 ∈ C1([0,∞)),

μ0 ∈ C4([0,∞)), μ1 ∈ C3([0,∞)),

аналогично работе [14], заключаем, что u ∈ C4(Q(j)), j = 1, 2, 3. Подставив (4)–(7) в уравнение (1)
и условия (2), (3), убеждаемся, что функция u(j) удовлетворяет дифференциальному уравнению в
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Q(j), и при этом функция u(1) удовлетворяет начальным условиям (2), а функция u(3) —краевым
условиям (3). Чтобы при этом функция u принадлежала классу C4(Q), необходимо и достаточ-
но совпадения на характеристиках x = at и x = bt значений функций u(j) и их всех частных
производных до четвертого порядка включительно, т.е.

∂k
t ∂

p
t u

(1)(t, x = bt) = ∂k
t ∂

p
t u

(2)(t, x = bt),

∂k
t ∂

p
t u

(2)(t, x = at) = ∂k
t ∂

p
t u

(3)(t, x = at),
0 � k + p � 4.

Для этого достаточно условий (8)–(12), что можно вывести из представлений (4)–(7), действуя в
точности по алгоритму, изложенному в [12–14]. �

2.2. Разрешимость интегро-дифференциальных уравнений. Перепишем уравнение (4) в опера-
торном виде

u(t, x) = J [u](t, x) + g(t, x), (t, x) ∈ Q(1), (19)

где

g(t, x) = A1

[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3

]
(t, x), J [v] =

t∫

0

Acom
1

[F [v](τ, ·)](t− τ, x) dτ.

Для уравнения (19) рассмотрим семейство уравнений с параметром ε ∈ [0, 1]:

uε(t, x)− ε(J [uε]− J [0])(t, x) = g(t, x) + J [0](t, x), (t, x) ∈ Q(1). (20)

Легко видеть, что любое решение uε уравнения (20) при ε = 1 является решением уравнения (19)
и наоборот. Теперь наша цель — решить уравнение (20) при ε = 1. Для этого воспользуемся
методом продолжения по параметру (см. [18,26]). В таком случае нужно показать, что оператор,
стоящий в левой части уравнения, удовлетворяет условию Липшица с некоторой постоянной и
получить априорную оценку решения.
Введем множество Ωm =

{
(t, x) | (t, x) ∈ Q(1)∧x+bt � m

}
,m ∈ N и предположим, что функция

f удовлетворяет условию Липшица:
∣∣f(t, x,u1)− f(t, x,u2)

∣∣ � L(t, x)‖u1 − u2‖1 (21)

где L—функция класса C(Q). Имеет место следующее утверждение.

Утверждение 1. Пусть выполняются условия

f ∈ C(Q×R
10),

ϕ0 ∈ C3([0,∞)), ϕ1 ∈ C2([0,∞)), ϕ2 ∈ C1([0,∞)), ϕ3 ∈ C([0,∞))

и пусть функция f удовлетворяет условию Липшица (21), где L—функция класса C(Q). Тогда
оператор J : C3(Ωm) 	→ C3(Ωm) является липшицевым.

Доказательство. При условиях гладкости, указанных в условии утверждения, аналогично теоре-
ме 1 можно проверить, что оператор J действует из пространства C3(Ωm) в пространство C3(Ωm).
Оценим разность ‖J [u1]− J [u2]‖C3(Ωm). Имеем

∣∣(J [u1]− J [u2])(t, x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
t∫

0

Acom
1

[F [u1](τ, ·)
]
(t− τ, x) dτ −

t∫

0

Acom
1

[F [u2](τ, ·)
]
(t− τ, x) dτ

∣∣∣∣∣ �

�
t∫

0

∣∣∣Acom
1

[F [u1](τ, ·)
]
(t− τ, x)−Acom

1

[F [u2](τ, ·)
]
(t− τ, x)

∣∣∣ dτ =
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=
1

|4a3b− 4ab3|

t∫

0

∣∣∣∣∣

x+a(t−τ)∫

0

b
(
x− ξ + a(t− τ)

)2
U(τ, ξ)dξ +

0∫

x−a(t−τ)

b
(
x− ξ − a(t− τ)

)2
U(τ, ξ)dξ−

−
x+b(t−τ)∫

0

a
(
x− ξ + b(t− τ)

)2
U(τ, ξ)dξ −

0∫

x−b(t−τ)

a
(
x− ξ − b(t− τ)

)2
U(τ, ξ)dξ

∣∣∣∣∣dτ (22)

для всех (t, x) ∈ Ωm, где U = F [u1] − F [u2]. В силу условия Липшица (21) и непрерывности
подинтегральных функции в выражении (22) существует такая константа M , зависящая только
от чисел a и b, что верно неравенство

∣∣∣(J [u1]− J [u2]
)
(t, x)

∣∣∣ � M

t∫

0

dτ

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

3∑
k=0

k∑
p=0

∣∣∣∂k−p
t ∂p

xu1(τ, ξ) − ∂k−p
t ∂p

xu2(τ, ξ)
∣∣∣dξ+

+M

t∫

0

dτ

x+b(t−τ)∫

x−b(t−τ)

3∑
k=0

k∑
p=0

∣∣∣∂k−p
t ∂p

xu1(τ, ξ)− ∂k−p
t ∂p

xu2(τ, ξ)
∣∣∣dξ, (t, x) ∈ Ωm. (23)

Из последнего неравенства следует оценка

∥∥J [u1]− J [u2]
∥∥
C(Ωm)

� 2MS(Ωm)‖u1 − u2‖C3(Ωm), (24)

где S(Ωm)—мера (Лебега) множества Ωm. По такой же схеме устанавливаются оценки вида

∥∥∥∂k
t ∂

p
xJ [u1]− ∂k

t ∂
p
xJ [u2]

∥∥∥
C(Ωm)

� Mk,p‖u1 − u2‖C3(Ωm), k, p = 0, 1, 2, 3, 1 � p+ k � 3, (25)

где Mk,p—константы, зависящие только от чисел a и b. В таком случае имеет место неравенство

∥∥J [u1]− J [u2]
∥∥
C3(Ωm)

� L‖u1 − u2‖C3(Ωm)

т.е. оператор J : C3(Ωm) 	→ C3(Ωm) удовлетворяет условию Липшица с константой L, зависящей
только от чисел a и b. �

Теперь задача состоит в получении априорной оценки вида

‖uε‖C3(Ωm) � C
∥∥g + J [0]

∥∥
C3(Ωm)

(26)

для всех возможных решений uε уравнения (20) при всяком ε ∈ [0, 1], где C —некоторая посто-
янная, не зависящая от g, u(1) и ε.
Итак, пусть выполнены условия утверждения 1. Тогда имеем

∣∣uε(t, x)
∣∣ =

∣∣∣g(t, x) + J [0](t, x) + ε
(
J [uε](t, x) − J [0](t, x)

)∣∣∣ �
�
∥∥g + J [0]

∥∥
C(Ωm)

+
∣∣J [uε](t, x) − J [0](t, x)

∣∣ =

= Cr +

∣∣∣∣∣
t∫

0

Acom
1

[F [uε](τ, ·)
]
(t− τ, x)−Acom

1

[F [0](τ, ·)](t− τ, x) dτ

∣∣∣∣, (t, x) ∈ Ωm, (27)
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где Cr = ‖g + J [0]‖C(Ωm). Продолжая оценивание величины |uε(t, x)| как в доказательстве утвер-
ждения 1, получим неравенство

∣∣uε(t, x)(t, x)
∣∣ � Cr +M

t∫

0

dτ

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

3∑
k=0

k∑
p=0

∣∣∂k−p
t ∂p

xuε(τ, ξ)
∣∣dξ+

+M

t∫

0

dτ

x+b(t−τ)∫

x−b(t−τ)

3∑
k=0

k∑
p=0

∣∣∂k−p
t ∂p

xuε(τ, ξ)
∣∣dξ, (t, x) ∈ Ωm. (28)

Из (28) в силу условия 0 < a < b следует

∣∣uε(t, x)(t, x)
∣∣ � Cr + 2M

t∫

0

dτ

x+b(t−τ)∫

x−b(t−τ)

3∑
k=0

k∑
p=0

∣∣∂k−p
t ∂p

xuε(τ, ξ)
∣∣dξ, (t, x) ∈ Ωm. (29)

Рассуждая аналогичным образом, приходим к неравенствам

∣∣∣∂i
t∂

j
xuε(t, x)(t, x)

∣∣∣ � C(i,j)
r +M (i,j)

t∫

0

dτ

x+b(t−τ)∫

x−b(t−τ)

3∑
k=0

k∑
p=0

∣∣∣∂k−p
t ∂p

xuε(τ, ξ)
∣∣∣dξ, (t, x) ∈ Ωm (30)

для неотрицательных целых чисел i и j, удовлетворяющих условию 1 � j + i � 2, где

C(i,j)
r =

∥∥∂i
t∂

j
x(g + J [0])

∥∥
C(Ωm)

иM (i,j) —константы, зависящие только от чисел a и b и множества Ωm. Для производных третьего
порядка неравенство несколько другое:

∣∣∣∂i
t∂

j
xuε(t, x)

∣∣∣ � C(i,j)
r +M (i,j)

t∫

0

3∑
k=0

k∑
p=0

∣∣∣∂k−p
t ∂p

xuε(τ, x+ a(t− τ))
∣∣∣+

+
∣∣∣∂k−p

t ∂p
xuε(τ, x− a(t− τ))

∣∣∣ +
∣∣∣∂k−p

t ∂p
xuε(τ, x+ b(t− τ))

∣∣∣+
+
∣∣∣∂k−p

t ∂p
xuε(τ, x− b(t− τ))

∣∣∣ dτ, (t, x) ∈ Ωm, i+ j = 3, (31)

Складывая неравенства (29)–(31), приходим к оценке

Uε(t, x) � C(1)
r +M (1)

t∫

0

dτ

x+b(t−τ)∫

x−b(t−τ)

Uε(t, x)dξ+M (1)

t∫

0

∣∣Uε(τ, x+ a(t− τ))
∣∣+ ∣∣Uε(τ, x− a(t− τ))

∣∣+

+
∣∣Uε(τ, x+ b(t− τ))

∣∣ + ∣∣Uε(τ, x− b(t− τ))
∣∣dτ, (t, x) ∈ Ωm, (32)

где

Uε(t, x) =

3∑
k=0

k∑
p=0

∣∣∂k−p
t ∂p

xuε(t, x)
∣∣, C(1)

r = Cr +

3∑
k=1

k∑
p=0

C(k−p,p)
r , M (1) = 2M +

3∑
k=1

k∑
p=0

M (k−p,p).

Применяя к (32) многомерную лемму Гронуолла, получаем

Uε(t, x) � CexpC
(1)
r + CexpM

(1)

t∫

0

∣∣Uε(τ, x+ a(t− τ))
∣∣+ ∣∣Uε(τ, x− a(t− τ))

∣∣+

+
∣∣Uε(τ, x+ b(t− τ))

∣∣ + ∣∣Uε(τ, x− b(t− τ))
∣∣ dτ, (t, x) ∈ Ωm, (33)
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где Cexp —некоторая константа, зависящая только от чисел a и b и множества Ωm. Теперь, при-
менив итеративно четыре раза обычное неравенством Гронуолла к неравенству (33), как в [23],
придем к оценке

Uε(t, x) � C(1)
expCexpC

(1)
r , (t, x) ∈ Ωm, (34)

где C(1)
exp —некоторая константа, зависящая только от чисел a и b и множества Ωm. Заметим, что

в силу определения величин Uε и C
(1)
r неравенство (34) есть альтернативная запись априорной

оценки (26), где C = C
(1)
expCexp. Таким образом, доказано следующее утверджение.

Утверждение 2. Пусть выполняются условия

f ∈ C(Q×R
10),

ϕ0 ∈ C3([0,∞)), ϕ1 ∈ C2([0,∞)), ϕ2 ∈ C1([0,∞)), ϕ3 ∈ C([0,∞))

и пусть функция f удовлетворяет условию Липшица (21), где L—функция класса C(Q). Тогда
для всех возможных решений uε уравнения (20) при всяком ε ∈ [0, 1] справедлива оценка (26),
где C —некоторая постоянная, не зависящая от g + J [0], uε и ε.

Рассмотрим оператор Aε, действующий по правилу

Aε[v](t, x) = v(t, x) − ε(J [v] − J [0])(t, x).

Легко видеть, что из утверждения 1 следует липшицевость оператора Aε, а из утверждения 2—
коэрцитивность (в смысле [18]) при всех ε ∈ [0, 1]. Кроме того, функция [0, 1] � ε 	→ Aε непрерывна
(в смысле полунормы пространства липшицевых операторов; см. [18]). Поскольку оператор Aε

при ε = 0 непрерывно обратим в пространстве C3(Ωm), то согласно [18, теорема 4] он обратим
для всех ε ∈ [0, 1] в том же пространстве. Таким образом, уравнение (20) разрешимо при ε = 1
на множестве Ωm в классе трижды непрерывно дифференцируемых функций, причем согласно
построению, его решение единственно. Значит, уравнение (19) также имеет единственное решение
в классе пространстве C3(Ωm) для любого g ∈ C3(Ωm), а в силу произвольности m и того факта,
что

⋃
m∈N

Ωm = Q(1), — в пространстве C3(Q(1)). Таким же образом доказывается существование

и единственность решений уравнений (5) и (6) в классах C3(Q(2)) и C3(Q(3)) соответственно.
Полученный результат сформулируем в виде теоремы.

Теорема 2. Пусть выполняются условия

f ∈ C(Q×R
10),

ϕ0 ∈ C3([0,∞)), ϕ1 ∈ C2([0,∞)), ϕ2 ∈ C1([0,∞)), ϕ3 ∈ C([0,∞)),

μ0 ∈ C3([0,∞)), μ1 ∈ C2([0,∞))

и пусть функция f удовлетворяет условию Липшица (21), где L—функция класса C(Q). То-
гда решения уравнений (4)–(6) существуют, единственны и непрерывно зависят от исходных
данных.

Доказательство. Существование и единственность решений уравнений (4)–(6) доказаны ра-
нее. Непрерывная зависимость решений от начальных данных фактически следует из [26, след-
ствие 4.2]. �

2.3. Классическое решение.

Теорема 3. Пусть выполняются условия

a �= b, f ∈ C1(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C4([0,∞)), ϕ1 ∈ C3([0,∞)), ϕ2 ∈ C2([0,∞)), ϕ3 ∈ C1([0,∞)),

μ0 ∈ C4([0,∞)), μ1 ∈ C3([0,∞))
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и пусть функция f удовлетворяет условию Липшица (21), где L—функция класса C(Q). Тогда
смешанная задача (1)–(3) имеет в классе C4(Q) единственное решение u тогда и только тогда,
когда выполняются условия (8)–(12). Это решение определяется формулами (4)–(7).

Доказательство вытекает из теорем 1 и 2. �

2.4. Неоднородные условия согласования. Подобно тому, как это было сделано в [10–14], рассмот-
рим теперь задачу (1)–(3) в случае, когда условия согласования (8)–(12) частично или полностью
не выполняются.
Согласно теореме 1 присутствие неоднородных условий согласования нарушает непрерывность

функции u, или ее производных, или все вместе. Данное заключение можно сформулировать в
виде следующего утверждения.

Утверждение 3. Если для заданных функций f , ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, μ0, μ1 не выполняются од-
нородные условия согласования (8)–(12), то какими бы гладкими ни были функции f , ϕ0, ϕ1, ϕ2,
ϕ3, μ0, μ1, задача (1)–(3) при a �= b не имеет классического решения, определенного на Q.

Доказательство вытекает из теоремы 1. �
Пусть заданные функции уравнения (1) и условий (2), (3) являются достаточно гладкими и

такими, как в теореме 3:

f ∈ C1(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C4([0,∞)), ϕ1 ∈ C3([0,∞)), ϕ2 ∈ C2([0,∞)), ϕ3 ∈ C1([0,∞)),

μ0 ∈ C4([0,∞)), μ1 ∈ C3([0,∞)).

Так как условия согласования (8)–(12), вообще говоря, не выполнены, то получим разрывную
функцию u:

[
(u)+ − (u)−

]
(t, x = bt) =

b(μ0(0) − ϕ0(0))

a− b
, (35)

[
(u)+ − (u)−

]
(t, x = at) =

a(ϕ0(0) − μ0(0))

a− b
, (36)

Здесь символом (·)± обозначены предельные значения функции u и ее частных производных с
разных сторон на кривой x = r(t):

(u)±(t, x = r(t)) = lim
δ→0+

u(t, r(t)± δ).

Таким образом, если заданные функции задачи (1)–(3) не удовлетворяют однородным условиям
согласования (8)–(12), то решение задачи (1)–(3) сводится к решению соответствующей задачи
сопряжения, где условия сопряжения задаются на характеристиках x− at = 0 и x− bt = 0.
В качестве условий сопряжения могут быть выбраны условия (35) и (36). Теперь задачу (1)–(3)

можно сформулировать, используя условия сопряжения (35) и (36), следующим образом.

Задача (1)–(3) с условиями сопряжения на характеристиках. Найти классическое ре-
шение уравнения (1), удовлетворяющее условиям Коши (2), граничному условию (3) и условиям
сопряжения (35), (36).

Заметим, что такая формулировка рассмотренной задачи с условиями сопряжения более при-
емлема для ее численной реализации.
Следует отметить, что выбор условий согласования (35) и (36) в случае невыполнения усло-

вий согласования (8)–(12) не единствен, т.е. вместо (35) и (36) условий можно выбирать другие
условия. Это связано с тем, что различные процессы могут быть описаны одними и теми же
дифференциальными уравнениями, но разными интегральными законами сохранения, и поэто-
му различие таких процессов проявляется лишь на разрывных решениях (см. [17]). Хотя чисто
математически решение задачи (1)–(3) с условиями сопряжения (35) и (36) является корректно
определенным. С другой стороны, если выполнено условие (8), то условия сопряжения (35) и (36)
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становятся однородными, что, в некоторой степени, физически естественно; для этого случая да-
лее будет доказано, что решение можно будет построить непрерывным.
Введем обозначение Q̃ = Q \ {(t, x) | x − at = 0 ∨ x − bt = 0}. Справедливо следующее утвер-

ждение.

Теорема 4. Пусть выполняются условия

a �= b, f ∈ C1(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C4([0,∞)), ϕ1 ∈ C3([0,∞)), ϕ2 ∈ C2([0,∞)), ϕ3 ∈ C1([0,∞)),

μ0 ∈ C4([0,∞)), μ1 ∈ C3([0,∞))

и пусть функция f удовлетворяет условию Липшица (21), где L—функция класса C(Q). Тогда
смешанная задача (1)–(3) с условиями сопряжения (35) и (36) имеет в классе C4(Q̃) единствен-
ное решение u. Это решение определяется формулами (4)–(7).

Доказательство вытекает из предыдущих рассуждений. �

Теорема 5. Пусть выполняются условия

a �= b, f ∈ C1(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C4([0,∞)), ϕ1 ∈ C3([0,∞)), ϕ2 ∈ C2([0,∞)), ϕ3 ∈ C1([0,∞)),

μ0 ∈ C4([0,∞)), μ1 ∈ C3([0,∞))

и пусть функция f удовлетворяет условию Липшица (21), где L—функция класса C(Q). Сме-
шанная задача (1)–(3) с условиями сопряжения (35) и (36) имеет в классе C4(Q̃) ∩C(Q) един-
ственное решение u тогда и только тогда, когда выполняются условия (8). Это решение опре-
деляется формулами (4)–(7).

Доказательство вытекает из теорем 1, 2, 4 и проведенных выше рассуждений. Действительно,
если μ0(0) − ϕ0(0) = 0, то решение u на множестве {(t, x) | x − at = 0 ∨ x − bt = 0} является
непрерывным в силу (35) и (36). Следовательно, кроме того, что u ∈ C4(Q̃), это решение является
непрерывной функцией на замыкании Q. �

Теорема 6. Пусть выполняются условия

a �= b, f ∈ C1(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C4([0,∞)), ϕ1 ∈ C3([0,∞)), ϕ2 ∈ C2([0,∞)), ϕ3 ∈ C1([0,∞)),

μ0 ∈ C4([0,∞)), μ1 ∈ C3([0,∞))

и пусть функция f удовлетворяет условию Липшица (21), где L—функция класса C(Q). Тогда
смешанная задача (1)–(3) с условиями сопряжения (35) и (36) имеет единственное решение u:

(i) в классе C4(Q̃) ∩ C1(Q) тогда и только тогда, когда выполняются условия (8) и (9);
(ii) в классе C4(Q̃) ∩ C2(Q) тогда и только тогда, когда выполняются условия (8)–(10);
(iii) в классе C4(Q̃) ∩ C3(Q) тогда и только тогда, когда выполняются условия (8)–(11).

Это решение определяется формулами (4)–(7).

Доказательство аналогично [10–12]. �

2.5. Слабое решение. Рассмотрим теперь задачу (1)–(3) в случае, когда функции f , ϕ0, ϕ1, ϕ2,
ϕ3, μ0, μ1 не обладают достаточной степенью гладкости.

Определение 1. Пусть a �= b. Функцию u, представимую в виде (4)–(7), назовём слабым
решением задачи (1)–(3).

Замечание 1. Любое классическое решение задачи (1)–(3) является также слабым решением
этой задачи.
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Также очевидно, что если выполнены дополнительные условия гладкости

f ∈ C1(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C4([0,∞)), ϕ1 ∈ C3([0,∞)), ϕ2 ∈ C2([0,∞)), ϕ3 ∈ C1([0,∞)),

μ0 ∈ C4([0,∞)), μ1 ∈ C3([0,∞))

и условия согласования (8)–(12), то слабое решение задачи (1)–(3) при a �= b является классиче-
ским.

Теорема 7. Пусть выполняются условия

a �= b, f ∈ C(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C3([0,∞)), ϕ1 ∈ C2([0,∞)), ϕ2 ∈ C1([0,∞)), ϕ3 ∈ C([0,∞)),

μ0 ∈ C3([0,∞)), μ1 ∈ C2([0,∞))

и пусть функция f удовлетворяет условию Липшица (21), где L—функция класса C(Q). Тогда
смешанная задача (1)–(3) единственное слабое решение u из класса C3(Q̃).

Доказательство. Разрешимость интегральных уравнений (4)–(6) и принадлежность их решений
классу трижды непрерывно дифференцируемых функций следует из теоремы 2. �
Для слабого решения можно повысить гладкость, если частично выполняются условия согла-

сования (8)–(11), как это сделано в следующей теореме.

Теорема 8. Пусть выполняются условия

a �= b, f ∈ C(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C3([0,∞)), ϕ1 ∈ C2([0,∞)), ϕ2 ∈ C1([0,∞)), ϕ3 ∈ C([0,∞)),

μ0 ∈ C3([0,∞)), μ1 ∈ C2([0,∞))

и пусть функция f удовлетворяет условию Липшица (21), где L—функция класса C(Q).Тогда
смешанная задача (1)–(3) имеет единственное слабое решение u:

(i) в классе C3(Q̃) ∩ C(Q) тогда и только тогда, когда выполняются условие (8);
(ii) в классе C3(Q̃) ∩ C1(Q) тогда и только тогда, когда выполняются условия (8) и (9);
(iii) в классе C3(Q̃) ∩ C2(Q) тогда и только тогда, когда выполняются условия (8)–(10);
(iv) в классе C3(Q) тогда и только тогда, когда выполняются условия (8)–(11).

Доказательство аналогично доказательству теорем 5 и 6. �

Замечание 2. Если нелинейность f уравнения (1) не зависит от частных производных тре-
тьего порядка, то слабое решение можно искать в классе C2(Q̃).

3. Нестрого гиперболическое уравнение. В этом разделе полагаем, что уравнение (1)
нестрого гиперболическое, т.е. выполнено условие a = b. Само по себе исследование нестрого
гиперболического случая имеет ряд дополнительных трудностей, среди которых можно выде-
лить:
(a) дополнительные условия гладкости и согласования по сравнению со строго гиперболиче-

ским случаем [5, 7–9];
(b) некоторые сложности, связанные с выводами априорных оценок в классе трижды непре-

рывно дифференцируемых функций.
Из-за второй вышеперечисленной трудности ограничимся рассмотрением нелинейности, зави-

сящей от независимых переменных, неизвестной функции и ее производных до второго порядка
включительно, т.е. положим, что нелинейность f уравнения представима в более простом виде

f
(
t, x, u, ut, ux, utt, utx, uxx, uttt, uttx, utxx, uxxx

)
= f

(
t, x, u, ut, ux, utt, utx, uxx

)
. (37)
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3.1. Интегро-дифференциальное уравнение. Как и в предыдущем разделе, разделим область Q
характеристикой x− at = 0 на две подобласти:

Ω(1) =
{
(t, x) | x− at > 0

}
, Ω(2) =

{
(t, x) | x− at < 0

}
,

В замыкании Ω(j) каждой из подобластей Ω(j), j = 1, 2, рассмотрим интегро-дифференциальные
уравнения

u(1)(t, x) = B(1)
[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3

]
(t, x) +

t∫

0

B̃(1)
[F [u(1)](τ, ·)](t− τ, x) dτ, (t, x) ∈ Ω(1), (38)

u(2)(t, x) = B(2)
[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, μ1, μ2

]
(t, x) +

t∫

t−x/a

B̃(1)
[F [u(1)](τ, ·)](t− τ, x) dτ+

+

t−x/a∫

0

B̃(2)
[F [u(2)](τ, ·)](t− τ, x) dτ, (t, x) ∈ Ω(2), (39)

где использованы обозначения

B(1)
[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3

]
(t, x) =

x−at∫

0

ϕ3(ξ)
(
(x− ξ)2 − a2t2

)− 6a2ϕ1(ξ)− 2a2tϕ2(ξ)

8a3
dξ+

+

x+at∫

0

6a2ϕ1(ξ) + ϕ3(ξ)
(
a2t2 − (x− ξ)2

)
+ 2a2tϕ2(ξ)

8a3
dξ−

− t(a(ϕ′
0(at+ x)− ϕ′

0(x− at)) + ϕ1(x− at) + ϕ1(at+ x))

4
+

ϕ0(x− at) + ϕ0(x+ at)

2
,

B(2)
[
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, μ0, μ1

]
(t, x) =

x+at∫

0

6a2ϕ1(ξ) + ϕ3(ξ)
(
a2t2 − (x− ξ)2

)
+ 2a2tϕ2(ξ)

8a3
dξ+

+

at−x∫

0

ϕ3(ξ)
(
(x− ξ)2 − a2t2

)− 6a2ϕ1(ξ)− 2a2tϕ2(ξ)

8a3
dξ+

+
x2ϕ2(at− x)

2a2
− x2ϕ′

1(at− x)

2a
− x2ϕ′′

0(at− x)

2
+

xμ′
0 (t− x/a)

a
+ xμ1

(
t− x

a

)
+ μ0

(
t− x

a

)
−

− xϕ′
0(at− x) +

txϕ′
1(at− x)

2
+

atϕ′
0(at− x)

4
− atϕ′

0(at+ x)

4
+

atxϕ′′
0(at− x)

2
− 3xϕ1(at− x)

2a
−

− txϕ2(at− x)

2a
− ϕ0(at− x)

2
+

ϕ0(at+ x)

2
+

tϕ1(at− x)

4
− tϕ1(at+ x)

4
,

B̃(1)
[
ϕ3

]
(t, x) = B(1)

[
0, 0, 0, ϕ3

]
(t, x), B̃(2)

[
ϕ3

]
(t, x) = B(2)

[
0, 0, 0, ϕ3, 0, 0

]
(t, x).

Определим на замыкании Q области Q функцию u, совпадающую на замыкании Ω(j) области
Ω(j) с решением u(j) уравнений (38) и (39):

u(t, x) = u(j)(t, x), (t, x) ∈ Ω(j), j = 1, 2. (40)

Аналогично пп. 2.1 и 2.2 можно доказать следующие теоремы.

Теорема 9. Пусть выполняются условия

a = b, f ∈ C2(Q× R
10),
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ϕ0 ∈ C5([0,∞)), ϕ1 ∈ C4([0,∞)), ϕ2 ∈ C3([0,∞)), ϕ3 ∈ C2([0,∞)),

μ0 ∈ C5([0,∞)), μ1 ∈ C4([0,∞)).

Функция u принадлежит классу C4(Q) и удовлетворяет уравнению (1) с (37), начальным усло-
виям (2) и граничным условиям (3) тогда и только тогда, когда она является дважды непре-
рывно дифференцируемым решением уравнений (38) и (39) и выполняются условия согласова-
ния (8)–(12) и

D5μ0(0) =
(
aϕ′′′

0 (0) + ϕ′′
1(0)

) ∂f

∂uxx

(
0, 0, ϕ0(0), ϕ1(0), ϕ

′
0(0), ϕ2(0), ϕ

′
1(0), uxx = ϕ′′

0(0)
)
+

+
(
aϕ′′

1(0) + ϕ′
2(0)

) ∂f

∂utx

(
0, 0, ϕ0(0), ϕ1(0), ϕ

′
0(0), ϕ2(0), utx = ϕ′

1(0), ϕ
′′
0(0)

)
+

+
(
aϕ′

2(0) + ϕ3(0)
) ∂f

∂utt

(
0, 0, ϕ0(0), ϕ1(0), ϕ

′
0(0), utt = ϕ2(0), ϕ

′
1(0), ϕ

′′
0(0)

)
+

+
(
aϕ′′

0(0) + ϕ′
1(0)

) ∂f
∂ux

(
0, 0, ϕ0(0), ϕ1(0), ux = ϕ′

0(0), ϕ2(0), ϕ
′
1(0), ϕ

′′
0(0)

)
+

+
(
aϕ′

1(0) + ϕ2(0)
) ∂f
∂ut

(
0, 0, ϕ0(0), ut = ϕ1(0), ϕ

′
0(0), ϕ2(0), ϕ

′
1(0), ϕ

′′
0(0)

)
+

+
(
aϕ′

0(0) + ϕ1(0)
)∂f
∂u

(
0, 0, u = ϕ0(0), ϕ1(0), ϕ

′
0(0), ϕ2(0), ϕ

′
1(0), ϕ

′′
0(0)

)
+

+ a
∂f

∂x

(
0, x = 0, ϕ0(0), ϕ1(0), ϕ

′
0(0), ϕ2(0), ϕ

′
1(0), ϕ

′′
0(0)

)
+

+
∂f

∂t

(
t = 0, 0, ϕ0(0), ϕ1(0), ϕ

′
0(0), ϕ2(0), ϕ

′
1(0), ϕ

′′
0(0)

)
−

− a5D5ϕ0(0)− a4D4ϕ1(0) + 2a3ϕ′′′
2 (0) + 2a2ϕ′′

3(0) − aD4μ1(0). (41)

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1. Отличие состоит в том, что необходи-
мость условия (41) не может быть строго обоснована дифференцированием начальных (2) и гра-
ничных (3) условий, но может быть выведена лишь формально дифференцированием краевых
условий. Однако это можно сделать путем приравнивания величин ∂k

t ∂
p
xu(1)(t, at)−∂k

t ∂
p
xu(2)(t, at)

при k + p = 4, где функции u(1) и u(2) заданы формулами (38) и (39) соответственно, как это
сделано в [13]. �

Теорема 10. Пусть выполняются условия

f ∈ C(Q×R
10),

ϕ0 ∈ C3([0,∞)), ϕ1 ∈ C2([0,∞)), ϕ2 ∈ C1([0,∞)), ϕ3 ∈ C([0,∞)),

μ0 ∈ C3([0,∞)), μ1 ∈ C2([0,∞))

и пусть функция f имеет вид (37) и удовлетворяет условию Липшица (21), где L—функция
класса C(Q). Тогда решения уравнений (38) и (39) существуют, единственны и непрерывно
зависят от исходных данных.

Доказательство полностью аналогично доказательству теоремы 2. �

3.2. Классическое решение.

Теорема 11. Пусть выполняются условия

a = b, f ∈ C2(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C5([0,∞)), ϕ1 ∈ C4([0,∞)), ϕ2 ∈ C3([0,∞)), ϕ3 ∈ C2([0,∞)),

μ0 ∈ C5([0,∞)), μ1 ∈ C4([0,∞))

и пусть функция f имеет вид (37) и удовлетворяет условию Липшица (21), где L—функция
класса C(Q). Тогда смешанная задача (1)–(3) имеет в классе C4(Q) единственное решение u
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тогда и только тогда, когда выполняются условия (8)–(12) и (41). Это решение определяется
формулами (38)–(40).

Доказательство вытекает из теорем 9 и 10. �

3.3. Слабое решение. В случае нестрого гиперболического уравнения помимо классического ре-
шения рассмотрим слабые решения.

Определение 2. Пусть a = b. Функцию u, представимую в виде (38)–(40), назовём слабым
решением задачи (1)–(3).

Очевидно, что если выполнены дополнительные условия гладкости

f ∈ C2(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C5([0,∞)), ϕ1 ∈ C4([0,∞)), ϕ2 ∈ C3([0,∞)), ϕ3 ∈ C2([0,∞)),

μ0 ∈ C5([0,∞)), μ1 ∈ C4([0,∞))

и условия согласования (8)–(12) и (41), то слабое решение задачи (1)–(3) при a = b является
классическим.
Введем множество Ω̃ = Q \ {(t, x) | x = at

}
. Справедливо следующее утверждение.

Теорема 12. Пусть выполняются условия

a = b, f ∈ C(Q× R
10),

ϕ0 ∈ C3([0,∞)), ϕ1 ∈ C2([0,∞)), ϕ2 ∈ C1([0,∞)), ϕ3 ∈ C([0,∞)),

μ0 ∈ C3([0,∞)), μ1 ∈ C2([0,∞))

и пусть функция f имеет вид (37) и удовлетворяет условию Липшица (21), где L—функция
класса C(Q). Тогда смешанная задача (1)–(3) единственное слабое решение u из класса C2(Ω̃).

Доказательство. Разрешимость интегральных уравнений (38) и (39), а также принадлежность
их решений классу дважды непрерывно дифференцируемых функций следует из теоремы 2. �
Условия согласования для непрерывности слабого решения в нестрого гиперболическом случае

более сильные, чем в строго гиперболическом случае. Можно показать, что если дополнительно
к условиям теоремы 12 потребовать выполнения равенств

ϕ0(0) = μ(0), μ′
1(0) = ϕ1(0)− aμ1(0) + aϕ′

0(0),

то слабое решение будет непрерывным.

4. Применение полученных результатов к теории балок. Рассмотрим полубесконечную
линейную упругую изотропную однородную балку постоянного сечения балку с постоянными па-
раметрами: ρ—плотность материала балки, A—площадь сечения балки, E —модуль упругости,
G—модуль сдвига, I — второй момент площади сечения, κ—коэффициент сдвига Тимошенко,
q(t, x)—распределенная нагрузка (сила, приложенная к единице длины), m := ρA, J := ρI.
Согласно теории Тимошенко (см. [21]) прогиб балки удовлетворяет в области (t, x) ∈ (0,∞) ×

(0,∞) уравнению
(

mJ

κAG
∂4
t −

(
J +

EIm

κAG

)
∂2
t ∂

2
x +EI∂4

x +m∂2
x

)
w(t, x) =

(
1 +

J

κAG
∂2
t −

EI

κAG
∂2
x

)
q(t, x),

(t, x) ∈ (0,∞) × (0,∞), (42)

где t— время, x—координата. Для корректного описания процесса колебаний балки уравне-
ние (42) необходимо снабдить начальными и граничными условиями. В качестве начальных усло-
вий можно выбрать

w(0, x) = w0(x), ∂tw(0, x) = w1(x), ∂2
t w(0, x) = ϕ2(x), ∂3

t w(0, x) = w3(x), x ∈ [0,∞), (43)
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а граничные условия должны задаваться исходя из способа закрепления конца x = 0 балки.
Предположим, что конец x = 0 балки жестко защемлен. Тогда приходим к граничным условиям
(см. [21])

w(t, 0) = 0, ∂xw(t, 0) = 0, t ∈ [0,∞). (44)
Заметим, что уравнение (42) можно представить в виде
(

∂2

∂t2
− E

ρ

∂2

∂x2

)(
∂2

∂t2
− κG

ρ

∂2

∂x2

)
w(t, x) =

=

(
κAG

Jm
+

1

m

∂2

∂t2
− EI

Jm

∂2

∂x2

)
q(t, x)− κAG

J

∂2

∂t2
w(t, x). (45)

Оно является линейным уравнением вида (1). Следовательно, существование и единственность
классического решения задачи (42)–(44) при определенных условиях гладкости и согласования
может быть доказана с помощью теорем 3 и 11. Кроме того, используя теоремы 7 и 12, можно
обосновать наличие слабого решения задачи (42)–(44). Полученные результаты является исчер-
пывающим решением начально-краевой задачи для защемленной полубесконечной балки в случае
оператора Тимошенко, сформулированной в [24].
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