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Аннотация. Получены явные выражения коэффициентов в законе T 2 для магнитного момента
и химического потенциала в теории Стонера для случая произвольной плотности электронных
состояний. Дано обобщение критерия ферромагнтизма Стонера в терминах спин-поляризованных
плотностей электронных состояний. В основе доказательства лежит асимптотическое разложение
интеграла с функцией Ферми, которое ранее использовалось для свободных электронов.
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Abstract. Explicit expressions for the coefficients in the T 2-law for the magnetic moment and
chemical potential in Stoner’s theory are obtained in the case of an arbitrary electron density of
states. A generalization of Stoner’s ferromagnetism criterion is given in terms of spin-polarized electron
densities of states. The proof is based on the asymptotic expansion of the integral with the Fermi
function, which was previously used for free electrons.
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1. Введение. Описание температурной зависимости намагниченности в ферромагнитных ме-
таллах и сплавах остается открытой проблемой (см., напр., [3]). При низких температурах основ-
ной вклад в намагниченность дают спиновые флуктуации (закон T 3/2) и стонеровские возбуж-
дения (закон T 2). Анализ экспериментальной кривой намагниченности в железе показывает, что
закон T 3/2 выполняется лишь на небольшом интервале низких температур, при более высоких
температурах кривая намагниченности хорошо аппроксимируется законом T 2, но точку перехода
указать довольно сложно [4]. Явное выражение для коэффициента в законе T 3/2 для магнети-
ков с коллективизированными электронами было получено сначала для свободных электронов
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в рамках приближения случайных фаз [8], а затем для ферромагнитных металлов и сплавов в
рамках динамической теории спиновых флуктуаций (ДСФТ) [4, 9] 1.
Закон T 2 был выведен Стонером в рамках теории среднего поля для свободных электронов с

плотностью электронных состояний (ПЭС), пропорциональной
√
ε [12]. Явный вид коэффициента

при T 2 был получен в двух предельных случаях: сильных и слабых ферромагнетиков. В этих
же предельных случаях явный вид коэффициента при T 2 был получен Томпсоном и др. [13]
для электронов с произвольной ПЭС. Однако многие ферромагнитные металлы и сплавы не
описываются ни одним из этих предельных случаев.
Цель настоящей работы состоит в том, чтобы обосновать закон T 2 для электронов с произ-

вольной ПЭС и получить выражение для коэффициента при T 2 в общем случае. Для вывода
низкотемпературного разложения для намагниченности и химического потенциала в теории Сто-
нера мы используем асимптотическую формулу для интеграла с функцией Ферми, называемую
разложением Зоммерфельда [11] (методы численных расчетов таких интегралов см. в [10]). При-
менение этой асимптотической формулы к немагнитной ПЭС, дает известное асимптотическое
разложение химического потенциала свободных электронов (см., напр., [1, 7]). Мы применяем
разложение Зоммерфельда для интегралов спин-поляризованных ПЭС с функцией Ферми.
Работа организована следующим образом. В разделе 2 приведены уравнения теории среднего

поля Стонера. В разделе 3 дан краткий вывод разложения Зоммерфельда, введены необходи-
мые понятия и обозначения. В разделе 4 разложение Зоммерфельда использовано для вывода
асимптотического разложения химического потенциала свободных электронов. В разделе 5 по-
лучено асимптотическое разложение для намагниченности и химического потенциала в теории
Стонера для электронов с произвольной ПЭС. Проведен анализ полученных результатов в двух
предельных случаях: сильных и слабых ферромагнетиков. В Заключении коротко сформулиро-
ваны основные результаты и указаны возможные приложения.

2. Уравнения теории Стонера. Магнитный момент в ферромагнитных металлах пропор-
ционален среднему спину: mz = 2μBs̄z, где μB —магнетон Бора. Теория среднего поля Стонера
строится с помощью приближения Хартри—Фока в гамильтониане Хаббарда (см., напр., [9]).
Средний спин в теории среднего поля Стонера получается из решения системы уравнений

s̄z =
1

2

(
n̄↑ − n̄↓

)
, n̄e = n̄↑ + n̄↓, (1)

где среднее число электронов n̄σ со спином σ = ↑, ↓ или ±1 вычисляется по формуле

n̄σ =

+∞∫

−∞
νσ(ε)f(ε) dε. (2)

Здесь νσ(ε) ≡ ν(ε + σUs̄z)— спин-поляризованная ПЭС, U —константа взаимодействия, ν(ε)—
немагнитная ПЭС, а

f(ε) =
1

e(ε−μ)/T + 1
(3)

—функция Ферми, зависящая от двух параметров: химического потенциала μ и температуры T
(в энергетических единицах). Спин-поляризованные ПЭС в теории Стонера получаются жестким
сдвигом немагнитной ПЭС ν(ε) в противоположных направлениях: ν↑(ε) ≡ ν(ε+ Us̄z)— сдвигом
ν(ε) влево на Us̄z, а ν↓(ε) ≡ ν(ε− Us̄z)— сдвигом ν(ε) вправо на Us̄z.
Предполагаем, что все величины нормированы на один атом и одну d-полосу, а немагнитная

ПЭС нормирована на один атом, d-полосу и спин:
+∞∫

−∞
ν(ε) dε = 1. (4)

1Для магнетиков с локализованными спинами закон T 3/2 был получен Блохом [6] (см., напр., [2]).
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Средне число электронов n̄e не зависит от температуры и может быть вычислено по немагнитной
ПЭС:

n̄e = 2

εF∫

−∞
ν(ε) dε. (5)

Энергия εF называется уровнем Ферми и имеет смысл наибольшей энергии, на которой электрон-
ные состояния заполнены при T = 0. Значение μ(T = 0) равно εF. Значение s̄z(T = 0) и константа
взаимодействия U должны удовлетворять системе уравнений (1) при T = 0 для заданных ν(ε),
εF и n̄e.
Система уравнений (1) решается относительно двух неизвестных s̄z и μ при каждом значении

параметра T > 0 . Входными данными являются немагнитная ПЭС ν(ε), константа взаимодей-
ствия U и уровень Ферми εF конкретного металла.

3. Асимптотика интеграла с функцией Ферми. Как видно из уравнений (1), нам необ-
ходимо получить асимптотическое разложение интегралов с функцией Ферми (2) при низких
температурах. Ниже мы даем краткий вывод такого разложения в общем случае.

Теорема 1. Пусть g(ε)—произвольная гладкая функция, имеющая первообразную

G(ε) ≡
ε∫

−∞
g(ε′) dε′,

которая растет при ε → ∞ не быстрее некоторой степени ε. Тогда для интеграла с функцией
Ферми (3) при T → 0 справедливо разложение в ряд Тейлора

∞∫

−∞
g(ε)f(ε) dε =

∞∑

m=0

2(1 − 21−2m)ζ(2m)G(2m)(μ)T 2m, (6)

где ζ(s)— дзета-функция Римана. В частности, ограничиваясь слагаемыми до четвертого по-
рядка включительно, имеем

∞∫

−∞
g(ε)f(ε) dε = G(μ) +

π2

6
G′′(μ)T 2 +

7π4

360
G(4)(μ)T 4 . . . (7)

Доказательство. Интегрируя по частям интеграл с функцией Ферми, получаем
∞∫

−∞
g(ε)f(ε) dε = G(ε)f(ε)

∣
∣∣
∞
−∞

−
∞∫

−∞
G(ε)

∂f(ε)

∂ε
dε. (8)

Внеинтегральные члены в правой части выражения исчезают. Действительно, при ε → −∞ имеем
G(−∞) = 0 и f(−∞) = 1. При ε → ∞ функция f(ε) убывает к нулю экспоненциально, а G(ε) рас-
тет не быстрее некоторой степени. Следовательно, для доказательства формулы (6) необходимо
получить разложение второго слагаемого в правой части (8) в ряд Тейлора по T в нуле:

−
∞∫

−∞
G(ε)

∂f(ε)

∂ε
dε =

∞∑

n=0

1

n!
T n ∂n

∂T n

∞∫

−∞
G(ε)

(
−∂f(ε)

∂ε

)
dε

∣∣
∣∣
T=0

. (9)

Сначала исследуем первое слагаемое в правой части (9). При T → 0 производная функции
Ферми (3), взятая с обратным знаком, стремится к дельта-функции, сдвинутой на μ:

−∂f(ε)

∂ε
=

1

T

e(ε−μ)/T

(e(ε−μ)/T + 1)2
→ δ(ε − μ). (10)
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Действительно, при T → 0 верно

−∂f(ε)

∂ε
=

1

T

e(ε−μ)/T

(e(ε−μ)/T + 1)2
∼

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1
T e

(ε−μ)/T , ε < μ,
1
T e

−(ε−μ)/T , ε > μ,
1
T , ε = μ.

(11)

Отсюда при T → 0 имеем

−∂f(ε)

∂ε
=

1

T

e(ε−μ)/T

(e(ε−μ)/T + 1)2
→

{
0, ε 
= μ,
∞, ε = μ.

Кроме того, используя f(−∞) = −1 и f(∞) = 0, имеем
∞∫

−∞

(
−∂f(ε)

∂ε

)
dε = 1.

Следовательно, выполнено (10). Тогда первое слагаемое в (9) принимает вид

−
∞∫

−∞
G(ε)

∂f(ε)

∂ε
dε

∣∣
∣
∣
T=0

= G(μ).

Далее, рассмотрим n-ю производную интеграла при T = 0 в левой части (9):

∂n

∂T n

∞∫

−∞
G(ε)

(
−∂f(ε)

∂ε

)
dε

∣∣
∣∣
T=0

.

Делая замену переменной x = (ε− μ)/T в интеграле, получаем
∞∫

−∞
G(ε)

(
−∂f(ε)

∂ε

)
dε =

∞∫

−∞
G(Tx+ μ)

ex

(ex + 1)2
dx.

Дифференцирование дает

∂n

∂T n

∞∫

−∞
G(ε)

(
−∂f(ε)

∂ε

)
dε =

∞∫

−∞
xnG(n)(Tx+ μ)

ex

(ex + 1)2
dx.

Возвращаясь к исходной переменной, получаем

∂n

∂T n

∞∫

−∞
G(ε)

(
−∂f(ε)

∂ε

)
dε =

∞∫

−∞
G(n)(ε)

(
−∂f(ε)

∂ε

)(
ε− μ

T

)n

dε. (12)

Теперь покажем, что при T → 0 справедливо
(
−∂f(ε)

∂ε

)(
ε− μ

T

)n

→
{

Inδ(ε− μ), n—четное,
0, n—нечетное. (13)

Действительно, как видно из (11), степенной множитель в левой части (13) не меняет предела
производной функции Ферми при T → 0. Чтобы найти нормировочную константу In в (13),
необходимо вычислить интеграл

In =

∞∫

−∞

(
−∂f(ε)

∂ε

)(
ε− μ

T

)n

dε.

Делая замену переменной x = (ε− μ)/T в интеграле, получаем

In =

∞∫

−∞

exxn

(ex + 1)2
dx.
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Разбиваем этот интеграл на два:

In =

0∫

−∞

exxn

(ex + 1)2
dx+

∞∫

0

exxn

(ex + 1)2
dx.

Делая замену переменной t = −x в первом интеграле, имеем
0∫

−∞

exxn

(ex + 1)2
dx = (−1)n

∞∫

0

ettn

(et + 1)2
dt.

Следовательно, для четных n = 2m справедливо

I2m = 2

∞∫

0

exx2m

(ex + 1)2
dx,

а для нечетных n = 2m− 1 интеграл равен нулю: I2m−1 = 0. Интегрируя по частям, находим

I2m = 4m

∞∫

0

x2m−1

ex + 1
dx. (14)

Как известно, интеграл (14) связан с дзета-функцией Римана

ζ(s) =

∞∑

k=1

1

ks

соотношением (см., напр., [5])

ζ(s) ≡ 1

Γ(s)

∞∫

0

xs−1

ex − 1
dx, s > 1, (15)

где Γ(s)— гамма-функция Эйлера. Используя свойства дзета- и гамма-функций:

ζ(s) =
1

(1− 21−s)Γ(s)

∞∫

0

xs−1

ex + 1
dx

и Γ(n) = (n− 1)!, записываем интеграл (14) в виде

I2m = 4m(1 − 21−2m)(2m− 1)!ζ(2m) = 2(1− 21−2m)(2m)!ζ(2m). (16)

Значения ζ(2m) даются выражением (см., напр., [5])

ζ(2m) =
(2π)2m

2(2m)!
|B2m|.

Здесь B2m— 2m-е число Бернулли, где числа Бернулли Bn определяются соотношением1

t

et − 1
=

∞∑

n=0

Bn
tn

n!
.

Наконец, подставляя (13) в (12), получаем

∂n

∂T n

∞∫

−∞
G(ε)

(
−∂f(ε)

∂ε

)
dε =

{
I2mG(2m)(μ), n = 2m,
0, n = 2m− 1.

(17)

1В [1] использованы другие обозначения для чисел Бернулли (подробнее см. [14]).
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С учетом (16) имеем

∂2m

∂T 2m

∞∫

−∞
G(ε)

(
−∂f(ε)

∂ε

)
dε = 2(1− 21−2m)(2m)!ζ(2m)G(2m)(μ). (18)

Подставляя (17) и (18) в (9), получаем формулу (6). Ограничиваясь в (6) слагаемыми до чет-
вертого порядка включительно, с учетом ζ(0) = −1/2, ζ(2) = π2/6 и ζ(4) = π4/90 приходим к
выражению (7). �
В дальнейшем в качестве g(ε) используются ПЭС. В этом случае можно считать, что g(ε)—

гладкая функция, отличная от нуля лишь на конечном отрезке, поэтому условия теоремы 1 вы-
полнены.

4. Асимптотика химического потенциала для свободных электронов. Для свободных
электронов среднее число электронов (не зависящая от T величина) дается выражением

n̄e =
∑

k,σ

n̄k,σ =
∑

k,σ

f(εk,σ).

Заменяя суммирование по волновому вектору k интегрированием по энергии, имеем

n̄e = 2

∞∫

−∞
ν(ε)f(ε) dε.

Асимптотическое разложение химического потенциала для свободных электронов, получается,
если положить g(ε) = ν(ε) в теореме 1. Тогда согласно (7) имеем

n̄e/2 =

∞∫

−∞
ν(ε)f(ε) dε = N(μ) +

π2

6
N ′′(μ)T 2 + . . .

где N(μ) =
∫ μ
−∞ ν(ε′) dε′ —число электронных состояний с энергией, не превосходящей μ. При

T = 0 выполнено n̄e/2 = N(εF). Отсюда следует

N(εF) = N(μ) +
π2

6
N ′′(μ)T 2 + . . . (19)

Искомое разложение μ(T ) в ряд Тейлора имеет вид

μ(T ) = μ0 + μ1T + μ2T
2 + . . . , (20)

где μi —коэффициенты разложения, которые необходимо определить. Коэффициент при нулевой
степени μ0 ≡ μ(T = 0) равен уровню Ферми εF. Подставляя (20) в (19), получаем

0 = ν(εF)μ1T +

(
1

2
ν ′(εF)μ2

1 + ν(εF)μ2 +
π2

6
ν ′(εF)

)
T 2 + . . . (21)

Приравнивая нулю коэффициенты разложения в правой части, получаем уравнения для коэф-
фициентов μ1 и μ2:

ν(εF)μ1 = 0,

1

2
ν ′(εF)μ2

1 + ν(εF)μ2 +
π2

6
ν ′(εF) = 0.

Учитывая, что для свободных электронов ν(εF) 
= 0, записываем разложение для химического
потенциала в виде

μ(T ) = εF − π2

6

ν ′(εF)
ν(εF)

T 2 + . . . (22)
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5. Асимптотики в теории Стонера для произвольной ПЭС. Переходим к низкотемпе-
ратурному разложению для намагниченности и химического потенциала в теории Стонера.

Теорема 2. Пусть выполнено условие

U
2ν↑(εF)ν↓(εF)
ν↑(εF) + ν↓(εF)

> 1. (23)

Тогда справедливы разложения

s̄z(T ) = s̄z(0) − αT 2 + . . . , μ(T ) = εF − β T 2 + . . . ,

где коэффициенты имеют вид

α =
π2

6

ν↑(εF)ν ′↓(εF)− ν↓(εF)ν ′↑(εF)
ν↑(εF) + ν↓(εF)− 2Uν↑(εF)ν↓(εF)

,

β =
π2

6

ν ′↑(εF) + ν ′↓(εF)− U [ν ′↑(εF)ν↓(εF) + ν ′↓(εF)ν↑(εF)]
ν↑(εF) + ν↓(εF)− 2Uν↑(εF)ν↓(εF)

.

(24)

Доказательство. Решение системы уравнений (1) при низких температурах имеет вид

s̄z(T ) = s0 + s1T + s2T
2 + . . . , μ(T ) = μ0 + μ1T + μ2T

2 + . . . , (25)

где si и μi —коэффициенты, которые необходимо определить.
В качестве g(ε) берем спин-поляризованную ПЭС: g(ε) = νσ(ε). Тогда G(ε) = Nσ(ε)—число

состояний электронов со спином σ и энергией не больше ε при температуре T . Используя формулу
(7), с учетом N ′

σ(ε) = νσ(ε) имеем

n̄σ =

∞∫

−∞
νσ(ε)f(ε) dε = Nσ(μ) +

π2

6
ν ′σ(μ)T

2 + . . . (26)

Подставляя (25) в (26) и разлагая это выражение в ряд Тейлора до второго порядка по T , находим

n̄σ = Nσ(μ0) + (μ1 + σUs1)νσ(μ0)T+

+

[
(μ2 + σUs2)νσ(μ0) +

(
1

2
(μ1 + σUs1)

2 +
π2

6

)
ν ′σ(μ0)

]
T 2 + . . . (27)

Подставляя (27) и (25) в первое уравнение теории Стонера (1), и приравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях T в правой и левой частях, получаем три соотношения

s0 =
1

2
(N↑(μ0)−N↓(μ0)), (28)

s1 =
1

2

[
μ1(ν↑(μ0)− ν↓(μ0)) + Us1(ν↑(μ0) + ν↓(μ0))

]
, (29)

s2 =
1

2

[
μ2(ν↑(μ0)− ν↓(μ0)) + Us2(ν↑(μ0) + ν↓(μ0))

+

(
1

2
(μ2

1 + U2s21) +
π2

6

)
(ν ′↑(μ0)− ν ′↓(μ0)) + μ1Us1(ν

′
↑(μ0) + ν ′↓(μ0))

]
. (30)

Действуя аналогично со вторым уравнением теории Стонера (1), получаем еще три соотношения:

n̄e = N↑(μ0) +N↓(μ0), (31)
0 = μ1(ν↑(μ0) + ν↓(μ0)) + Us1(ν↑(μ0)− ν↓(μ0)), (32)
0 = μ2(ν↑(μ0) + ν↓(μ0)) + Us2(ν↑(μ0)− ν↓(μ0))

+

(
1

2
(μ2

1 + U2s21) +
π2

6

)
(ν ′↑(μ0) + ν ′↓(μ0)) + μ1Us1(ν

′
↑(μ0)− ν ′↓(μ0)). (33)
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Система уравнений (28) и (31) дает спин s0 ≡ s̄z(0) и химический потенциал μ0 ≡ μ(0) при
T = 0:

s0 =
1

2
(N↑(μ0)−N↓(μ0)), n̄e = N↑(μ0) +N↓(μ0). (34)

При условии (23) система уравнений (29) и (32) имеет единственное решение

s1 = 0, μ1 = 0. (35)

Оставшиеся соотношения (30) и (33) после упрощений принимают вид

−ν↑(μ0)μ2 + (1− Uν↑(μ0))s2 =
π2

6
ν ′↑(μ0),

−ν↓(μ0)μ2 − (1− Uν↓(μ0))s2 =
π2

6
ν ′↓(μ0).

Решая эту систему и подставляя μ0 = εF, получаем формулы (24). �
Действуя аналогично, из теоремы 1 можно получить разложения намагниченности и химиче-

ского потенциала в теории Стонера и для более высоких степеней, чем T 2.
Проанализируем полученные формулы в двух предельных случаях. Сначала рассмотрим слу-

чай, когда значение s̄z при T = 0 настолько велико, что все d-состояния электронов со спином
вверх заполнены («сильный ферромагнетик»). Тогда условие (23) не выполнено, а формальная
подстановка соотношений ν↑(εF) = 0 и ν ′↑(εF) = 0 в (24) дает α = 0. В действительности, как
было показано в работе [13], в случае «сильного ферромагнетика» намагниченность имеет экспо-
ненциальную асимптотику

s̄z(T )/s̄z(0) = 1− ce−a/T + . . . (36)
Рассмотрим теперь другой случай, когда средний спин s0 ≡ s̄z(0) мал: Us0 � εF («слабый

ферромагнетик»). Тогда подставляя разложения

νσ(εF) ≡ ν(εF + σUs0) = ν(εF) + σUs0ν
′(εF) + . . . ,

ν ′σ(εF) ≡ ν ′(εF + σUs0) = ν ′(εF) + σUs0ν
′′(εF) + . . . .

в (24), получаем, что разложение химического потенциала в случае «слабого ферромагнетика»
превращается в разложение (22) для свободных электронов, а коэффициент в разложении намаг-
ниченности в случае «слабого ферромагнетика» принимает вид

α =
π2

6

U
[
(ν ′(εF))2 − ν(εF)ν

′′(εF))
]

ν(εF)(1− Uν(εF))
. (37)

Нетрудно видеть, что условие (23) в случае «слабого ферромагнетика» есть не что иное, как кри-
терий ферромагнетизма Стонера: Uν(εF) > 1. В общем случае условие (23) можно рассматривать
как обобщение критерия Стонера в терминах спин-поляризованных ПЭС.

6. Заключение. В теории Стонера обоснован закон T 2 для магнитного момента и химического
потенциала в случае произвольной плотности электронных состояний. Получены явные форму-
лы (24) для коэффициентов при T 2 в терминах спин-поляризованных плотностей электронных
состояний. Указано условие (23), при котором закон T 2 справедлив. Это условие обобщает кри-
терий Стонера. Получено выражение (37) для коэффициента в законе T 2 для намагниченности
в случае «слабых ферромагнетиков».
Результаты работы позволят провести качественный анализ влияния электронной структуры

на магнитный момент в ферромагнитных металлах и сплавах при низких температурах.
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