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Введение. Данная работа является обзором по проблеме интегрируемости неконсервативных
систем с пятью степенями свободы (ранее были опубликованы аналогичные работы автора по си-
стемам с четырьмя степенями свободы). Если конфигурационное многообразие системы — глад-
кое пятимерное многообразие, то касательное (кокасательное) его расслоение имеет естественную
структуру фазового пространства системы, увеличивая вдвое количество фазовых переменных.
Поскольку мы имеем дело с неконсервативными системами, а именно, с системами, в которых

в определенном роде присутствует так называемая диссипация переменного знака (в одних об-
ластях фазового пространства присутствует «собственно» диссипация — некое рассеяние полной
энергии, которая не сохраняется, а в других — подкачка энергии, т.е. формально — «рассеяние»
с противоположным знаком), то ни о каком полном списке даже непрерывных (автономных)
первых интегралов не может идти и речи [6, 22, 30, 33].
Работа состоит из трех частей. В первой части (см. [70]) проведен достаточно подробный анализ

некоторой естественной порождающей задачи из динамики шестимерного твердого тела, поме-
щенного в неконсервативное поле сил, при этом в системе присутствует также гладкое управ-
ление. При естественных предположениях данная задача редуцируется к динамическим систе-
мам на касательном расслоении пятимерной сферы и обладает полным набором, вообще говоря,
трансцендентных первых интегралов, выражающихся через конечные комбинации элементарных
функций. Трансцендентность в данном случае понимается в смысле теории функций комплекс-
ного переменного, когда у функции имеются существенно особые точки (см. также [5,24,31,41]).
Данная статья содержит вторую и третью части обзора. Во второй части рассмотрены более

общие динамические системы на касательном расслоении к пятимерной сфере. Данные систе-
мы обобщают системы, рассмотренные ранее в первой части. При этом системы более общего
вида включают также и классическую задачу о движении точки по пятимерной сфере, где при
некоторых условиях также получены полные наборы, вообще говоря, трансцендентных первых
интегралов (см. также [50,51, 53]).
В заключительной третьей части рассмотрены касательные расслоения к достаточно обшир-

ным классам гладких пятимерных многообразий и также предъявлены достаточные условия ин-
тегрируемости.

2. Более общий класс динамических систем на касательном расслоении
пятимерной сферы

Как мы знаем, в динамике систем со многими степенями свободы часто возникают системы
с пространствами положений — конечномерными сферами. Таким образом, фазовыми простран-
ствами таких систем становятся касательные расслоения к данным сферам. Так, например, изу-
чение шестимерного маятника на обобщенном сферическом шарнире приводит к динамической
системе на касательном расслоении к пятимерной сфере. При этом динамические системы, опи-
сывающие движение такого маятника, обладают знакопеременной диссипацией, и полный список
первых интегралов состоит из трансцендентных функций, выражающихся через конечную ком-
бинацию элементарных функций [17,29, 44, 47].
Рассматриваемые ранее автором задачи из динамики свободного шестимерного твердого тела

в неконсервативном силовом поле также породили системы на касательном расслоении к пяти-
мерной сфере. При этом исследование проводилось, начиная от систем при отсутствии силового
поля, и продолжалось системами при наличии неконсервативных силовых полей с дополнитель-
ными группами симметрий [48,49, 72].
Построение неконсервативного силового поля, действующего на шестимерное твердое тело,

опирается на результаты из динамики реальных твердых тел, находящихся в поле силы воз-
действия среды. Становится возможным изучение уравнений движения для шестимерного тела
в аналогично построенном поле сил и получение полного набора, вообще говоря, трансцендентных
первых интегралов, выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций. Полу-
ченные результаты особенно важны в смысле присутствия в системе именно неконсервативного
силового поля (ср. с [73]).



90 М. В. ШАМОЛИН

Естественным образом в рассматриваемый класс задач помещается классическая задача о дви-
жении материальной точки по поверхности пятимерной сферы, вообще говоря, в неконсерватив-
ном поле сил.
В данном разделе 2 показана интегрируемость некоторых классов динамических систем, воз-

никающих в динамике шестимерного твердого тела, а также в динамике точки, на касательном
расслоении к пятимерной сфере. При этом рассматриваемые силовые поля обладают так назы-
ваемой переменной диссипацией с нулевым средним [40] и обобщают ранее рассмотренные.

2.1. Уравнения геодезических на касательном расслоении к пятимерному много-
образию. Рассмотрим гладкое пятимерное риманово многообразие M5 с метрикой gij , кото-
рая в заданных локальных координатах x = (x1, . . . , x5) на многообразии порождает аффин-
ную связность Γi

jk(x). Рассмотрим также касательное расслоение T∗M5{z5, . . . , z1;x1, . . . , x5}, где
z = (z5, . . . , z1)—координаты в касательном пространстве.
Если zi = ẋi, i = 1, . . . , 5, то уравнения геодезических линий на нем примут вид (дифференци-

рование, вообще говоря, в данном случае берется по натуральному параметру)

ẍi +
5∑

j,k=1

Γi
jk(x)ẋ

j ẋk = 0, i = 1, . . . , 5. (2.1.1)

2.2. Системы на касательном расслоении к пятимерной сфере. Рассмотрим следую-
щую систему (2.2.1), (2.2.2) десятого порядка:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z5 + bg(α),

ż5 = F (α) − (z21 + . . .+ z24)f(α),

ż4 = z4z5f(α) + (z21 + z22 + z23)f(α),

ż3 = z3z5f(α)− z3z4f(α)
cos β1
sin β1

− (z21 + z22)f(α)
1

sin β1

cos β2
sin β2

,

ż2 = z2z5f(α)− z2z4f(α)
cos β1
sin β1

+ z2z3f(α)
1

sin β1

cos β2
sin β2

+ z21f(α)
1

sin β1

1

sin β2

cos β3
sin β3

,

ż1 = z1z5f(α)− z1z4f(α)
cos β1
sin β1

+ z1z3f(α)
1

sin β1

cos β2
sin β2

− z1z2f(α)
1

sin β1

1

sinβ2

cos β3
sin β3

,

(2.2.1)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

β̇1 = z4f(α),

β̇2 = −z3f(α)
1

sin β1
,

β̇3 = z2f(α)
1

sin β1 sinβ2
,

β̇4 = −z1f(α)
1

sin β1 sin β2 sin β3
,

(2.2.2)

на касательном расслоении T∗S5{z5, . . . , z1;α, β1, . . . , β4} к пятимерной сфере
S5{α, β1, . . . , β4 : 0 � α, β1, β2, β3 � π, β4 mod 2π}.

Функции F (α), f(α) и g(α)— 2π-периодические, достаточно гладкие, за исключением, быть
может, точек α = 0 mod π/2, b � 0. Функция f(α) определяет метрику на сфере, а функции F (α)
и g(α)— (внешнее) силовое поле. О задачах как с внешним, так и внутренним полями см. также
в [61,62, 65].
Первое уравнение подсистемы (2.2.1) и подсистема (2.2.2) задают координаты z5, . . . , z1 в ка-

сательном пространстве к сфере (являются обобщенными кинематическими соотношениями).
При этом система (2.2.1), (2.2.2) без последнего уравнения является независимой подсистемой
девятого порядка (ввиду цикличности переменной β4).
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Система (2.2.1), (2.2.2) также может быть представлена в маятниковом виде:

α̈− bα̇g̃(α) + F (α)−
− [β̇2

1 + β̇2
2 sin

2 β1 + β̇2
3 sin

2 β1 sin
2 β2 + β̇2

4 sin
2 β1 sin

2 β2 sin
2 β3]

1

f(α)
= 0, (2.2.3a)

β̈1 − bβ̇1g(α)f(α) + α̇β̇1

[
f2(α)− f̃(α)

f(α)

]
−

− [β̇2
2 + β̇2

3 sin
2 β2 + β̇2

4 sin
2 β2 sin

2 β3] sin β1 cos β1 = 0, (2.2.3b)

β̈2 − bβ̇2g(α)f(α) + α̇β̇2

[
f2(α)− f̃(α)

f(α)

]
−

− [β̇2
3 + β̇2

4 sin
2 β3] sin β2 cos β2 + 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

= 0, (2.2.3c)

β̈3 − bβ̇3g(α)f(α) + α̇β̇3

[
f2(α)− f̃(α)

f(α)

]
−

− β̇2
4 sin β3 cosβ3 + 2β̇1β̇3

cos β1
sin β1

+ 2β̇2β̇3
cos β2
sin β2

= 0, (2.2.3d)

β̈4 − bβ̇4g(α)f(α) + α̇β̇4

[
f2(α)− f̃(α)

f(α)

]
+

+ 2β̇1β̇4
cosβ1
sinβ1

+ 2β̇2β̇4
cosβ2
sinβ2

+ 2β̇3β̇4
cos β3
sin β3

= 0, (2.2.3e)

где

g̃(α) =
dg(α)

dα
, f̃(α) =

df(α)

dα
.

2.3. Первые интегралы, метрики и силовые поля. При b = 0 система (2.2.1), (2.2.2)
является консервативной и обладает полным набором (шестью) первых интегралов:

F1(z5, . . . , z1;α) = z21 + . . .+ z25 + 2

α∫

α0

F (ξ)dξ = C1 = const,

F2(z4, . . . , z1;α) =
√
z21 + . . . + z24 exp

α∫

α0

f(ξ)dξ = C2 = const,

F3(z3, z2, z1;α, β1) =
√

z21 + z22 + z23 exp

α∫

α0

f(ξ)dξ · sin β1 = C3 = const,

F4(z2, z1;α, β1, β2) =
√
z21 + z22 exp

α∫

α0

f(ξ)dξ · sin β1 sin β2 = C4 = const,

F5(z1;α, β1, . . . , β3) = z1 exp

α∫

α0

f(ξ)dξ · sinβ1 sin β2 sin β3 = C5 = const,

F6(z5, . . . , z1;α, β1, . . . , β4) = C6 = const.
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При b > 0 система (2.2.1), (2.2.2) перестает быть консервативной и является динамической
системой с переменной диссипацией с нулевым средним (см. также [40]).
Выделим два существенных случая для функции f(α), определяющей метрику на сфере:

f(α) =
cosα

sinα
, (2.3.1)

а также
f(α) =

1

cosα sinα
. (2.3.2)

Случай (2.3.1) формирует класс систем, соответствующих движению динамически симметрич-
ного шестимерного твердого тела на нулевых уровнях первых интегралов (т.е. при наличии до-
полнительных групп симметрий), вообще говоря, в неконсервативном поле сил (см. часть I: [70]).
Случай (2.3.2) формирует класс систем, соответствующих движению материальной точки на

пятимерной сфере так же, вообще говоря, в неконсервативном поле сил. При этом в послед-
нем случае метрика на сфере индуцируется евклидовой метрикой всеобъемлющего шестимерного
пространства. В частности, при g(α) ≡ F (α) ≡ 0 система (2.2.1), (2.2.2) описывает геодезический
поток на пятимерной сфере.

Замечание 2.1. В случае (2.3.1), если

g(α) =
F (α)

cosα
, (2.3.3)

то система (2.2.1), (2.2.2) описывает движение свободного шестимерного твердого тела в силовом
поле под действием следящей силы. В частности, если

F (α) = sinα cosα, g(α) = sinα, (2.3.4)

то система (2.2.1), (2.2.2) описывает также закрепленный шестимерный маятник на обобщен-
ном сферическом шарнире, помещенный в поток набегающей среды, заполняющей шестимерное
пространство, и обладает полным набором трансцендентных первых интегралов, выражающихся
через конечную комбинацию элементарных функций. Трансцендентность в данном случае пони-
мается в смысле комплексного анализа, когда функция имеет существенно особые точки, соот-
ветствующие имеющимся притягивающим или отталкивающим (асимптотическим) предельным
множествам системы (2.2.1), (2.2.2).

Для полного интегрирования системы (2.2.1), (2.2.2) необходимо знать, вообще говоря, девять
независимых первых интегралов. Однако после замены переменных в касательном пространстве

w1 =
z4√

z21 + z22 + z23
, w2 =

z3√
z21 + z22

, w3 =
z2
z1

, w4 =
√

z21 + . . .+ z24 , w5 = z5, (2.3.5)

система (2.2.1), (2.2.2) распадается следующим образом:

α̇ = −w5 + g(α),

ẇ5 = F (α) − w2
4f(α),

ẇ4 = w4w5f(α),

⎫
⎪⎬

⎪⎭
(2.3.6)

ẇk = dk
1 + w2

k

wk

cos βk
sin βk

,

β̇k = dk, k = 1, 2, 3,

⎫
⎪⎬

⎪⎭
(2.3.7)

β̇4 = −Z1(w1, . . . , w5)f(α)
1

sin β1 sinβ2 sin β3
, (2.3.8)

где Z1(w1, . . . , w5) = z1 в силу замены (2.3.5), dk, k = 1, 2, 3, — некоторые гладкие функции на
своей области определения.
Видно, что для полной интегрируемости системы (2.3.6)—(2.3.8) достаточно указать два неза-

висимых первых интеграла системы (2.3.6), по одному — для систем (2.3.7) (их три), и дополни-
тельный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (2.3.8) (т.е. всего шесть).
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2.4. Случай (2.3.1). Пусть выполнены следующие условия на силовое поле:

F (α) = sinm α cosα, g(α) = sina α, m = 2a− 1, m, a ∈ R. (2.4.1)

В частности, при m = a = 1 получаем случай (2.3.4).

Теорема 2.1. В случаях (2.3.1), (2.4.1) система (2.2.1), (2.2.2) обладает полным набором (ше-
стью), вообще говоря, трансцендентных независимых первых интегралов.

Следствие 2.1. Система (2.2.3) при условиях (2.3.1), (2.4.1) обладает шестью, вообще го-
воря, трансцендентными независимыми первыми интегралами.

Действительно, если сделать замены переменных

τ = sinα, w4 = u1τ
a, w5 = u2τ

a,

то поиск ключевого первого интеграла

Φ1(w5, w4;α) = C1

системы (2.3.6) приведет к уравнению Абеля [29]

[(a+ 1)u2 − ab]u1du2 = [1− u21 + au22 − abu2]du1, (2.4.2)

общее решение которого u1 = U1(u2) если и интегрируется через конечную комбинацию элемен-
тарных функций, то выписывается, вообще говоря, громоздко. Несмотря на это, дополнительный
первый интеграл Φ2(w5, w4;α) = C2 системы (2.3.6) находится из квадратуры

dτ

τ
=

(b− u2)du2
1− U2

1 (u2) + au22 − abu2
. (2.4.3)

Первые интегралы для систем (2.3.7) имеют вид

Φk+2(wk;βk) =

√
1 + w2

k

sin βk
= Ck+2 = const, k = 1, 2, 3, (2.4.4)

а дополнительный первый интеграл

Φ6(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4) = C6,

«привязывающий» уравнение (2.3.8), найдется из равенства

dβ4
dβ3

= − z1
z2 sin β3

, (2.4.5)

при этом, используя первый интеграл (2.4.4) при k = 2, 3, окончательно получим его вид:

Φ6(β3, β4) = β4 ± arctg
C5 cos β3√

C2
4 sin

2 β3 −C2
5

= C6 = const. (2.4.6)

В частности, при a = 1 равенство (2.4.2) влечет существование первого интеграла

Φ1

( w5

sinα
,

w4

sinα

)
=

w2
5 + w2

4 − bw5 sinα+ sin2 α

w4 sinα
= C1 = const.

2.5. Случай (2.3.2). Пусть выполнены следующие условия на силовое поле:

F (α) =
sin2k−1 α

cos2k+1 α
, g(α) =

sink α

cosk α
, k ∈ R. (2.5.1)

Теорема 2.2. В случаях (2.3.2), (2.5.1) система (2.2.1), (2.2.2) обладает полным набором (ше-
стью), вообще говоря, трансцендентных независимых первых интегралов.

Следствие 2.2. Система (2.2.3) при условиях (2.3.2), (2.5.1) обладает шестью, вообще го-
воря, трансцендентными независимыми первыми интегралами.
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Действительно, если сделать замены переменных

τ = sinα, w4 = u1

(
τ√

1− τ2

)k

, w5 = u2

(
τ√

1− τ2

)k

,

то поиск ключевого первого интеграла

Φ1(w5, w4;α) = C1

системы (2.3.6) приведет к уравнению Абеля (2.4.2) (только с подстановкой a ↔ k), общее решение
которого u1 = U1(u2) выписывается, вообще говоря, громоздко. Несмотря на это, дополнительный
первый интеграл

Φ2(w5, w4;α) = C2

системы (2.3.6) находится из квадратуры

dτ

τ(1− τ2)
=

(b− u2)du2
1− U2

1 (u2) + ku22 − kbu2
.

Первые интегралы для систем (2.3.7) имеют вид (2.4.4). А дополнительный первый интеграл

Φ6(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4) = C6,

«привязывающий» уравнение (2.3.8), найдется из равенства (2.4.5), при этом, используя первый
интеграл (2.4.4) при k = 2, 3, окончательно получим его в виде (2.4.6).
В частности, при k = 1 равенство (2.4.2) (a ↔ k) влечет существование первого интеграла

Φ1

(w5 cosα

sinα
,
w4 cosα

sinα

)
=

(w2
5 + w2

4) cos
2 α− bw5 sinα cosα+ sin2 α

w4 sinα cosα
= C1 = const.

В предыдущих работах автора [50,52,53] уже рассматривались задачи о движении свободного
шестимерного твердого тела в неконсервативном поле сил при наличии следящей силы, сводящи-
еся к динамическим системам на касательных расслоениях к пятимерной сфере. Данная работа
присоединяет к данной задаче динамики многомерного твердого тела задачу о движении точки
по пятимерной сфере в более общих, чем ранее, неконсервативных силовых полях.

3. Системы на касательных расслоениях к гладкому пятимерному
многообразию

Выше было показано, что изучение шестимерного обобщенного сферического маятника
в неконсервативном поле сил приводит к динамической системе на касательном расслоении к пя-
тимерной сфере, при этом метрика специального вида на ней индуцирована дополнительной
группой симметрий. В данном случае динамические системы, описывающие движение такого
маятника, обладают диссипацией переменного знака, и полный список первых интегралов со-
стоит из трансцендентных функций, выражающихся через конечную комбинацию элементарных
функций.
Выше был также введен класс задач о движении точки по гладкой пятимерной поверхности,

при этом метрика на ней индуцирована евклидовой метрикой всеобъемлющего пространства.
В ряде случаев в системах с силовым полем с диссипацией также удается найти полный список
первых интегралов, состоящий из трансцендентных функций. Необходимо отметить, что полу-
ченные результаты особенно важны в смысле присутствия в системе именно неконсервативного
поля сил.
В данном же разделе показана интегрируемость некоторых классов динамических систем на

касательном расслоении к гладкому пятимерному многообразию (об аналогичных исследованиях
на касательных расслоениях к многообразиям размерностей 2, 3 и 4, см. [66–68]). При этом сило-
вые поля обладают так называемой переменной диссипацией и обобщают ранее рассмотренные.
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3.1. Уравнения геодезических при замене координат и их первые интегралы. Как из-
вестно, в случае пятимерного гладкого риманова многообразия M5 с координатами (α, β),
β = (β1, . . . , β4), и аффинной связностью Γi

jk(x) уравнения геодезических линий на касатель-
ном расслоении T∗M5{α̇, β̇1, . . . , β̇4;α, β1, . . . , β4}, α = x1, β1 = x2, . . . , β4 = x5, x = (x1, . . . , x5),
имеют следующий вид (дифференцирование берется по натуральному параметру):

ẍi +
5∑

j,k=1

Γi
jk(x)ẋ

j ẋk = 0, i = 1, . . . , 4. (3.1.1)

Изучим структуру уравнений (3.1.1) при изменении координат на касательном расслоении
T∗M5. Рассмотрим замену координат касательного пространства, зависящую от точки x много-
образия:

ẋi =

5∑

j=1

Rij(x)zj , (3.1.2)

которую почти всюду можно обратить:

zj =
5∑

i=1

Tji(x)ẋ
i,

при этом Rij, Tji, i, j = 1, . . . , 5, —функции от x1, . . . , x5, так что матрицы R = (Rij) и T = (Tji)
удовлетворяют соотношению RT = E. Назовем также уравнения (3.1.2) новыми кинематически-
ми соотношениями, т.е. соотношениями на касательном расслоении T∗M5.
Справедливы тождества

żj =

5∑

i=1

Ṫjiẋ
i +

5∑

i=1

Tjiẍ
i, Ṫji =

5∑

k=1

Tji,kẋ
k, (3.1.3)

где

Tji,k =
∂Tji

∂xk
, j, i, k = 1, . . . , 5.

Подставляя в (3.1.3) уравнения (3.1.1), имеем

żi =

5∑

j,k=1

Tij,kẋ
j ẋk −

5∑

j,p,q=1

TijΓ
j
pqẋ

pẋq; (3.1.4)

при этом в последней системе вместо ẋi, i = 1, . . . , 5, надо подставить формулы (3.1.2), в результа-
те чего в правой части последнего равенства будет стоять квадратичная форма по переменным zj .
Другими словами, равенство (3.1.4) можно переписать в виде

żi +

5∑

j,k=1

Qijkẋ
j ẋk|(3.1.2) = 0, (3.1.5)

где

Qijk(x) =
5∑

s=1

Tis(x)Γ
s
jk(x)− Tij,k(x). (3.1.6)

Предложение 3.1. Система (3.1.1) в той области, где detR(x) �= 0, эквивалентна состав-
ной системе (3.1.2), (3.1.4).

Таким образом, результат перехода от уравнений геодезических (3.1.1) к эквивалентной систе-
ме уравнений (3.1.2), (3.1.4) зависит как от замены переменных (3.1.2) касательного пространства
(т.е. вводимых новых кинематических соотношений), так и от аффинной связности Γi

jk(x).
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3.2. Достаточно общий случай. Рассмотрим далее достаточно общий случай задания кине-
матических соотношений в следующем виде:

α̇ = −z5,

β̇1 = z4f1(α),

β̇2 = z3f2(α)g1(β1),

β̇3 = z2f3(α)g2(β1)h1(β2),

β̇4 = z1f4(α)g3(β1)h2(β2)i(β3),

(3.2.1)

где fk(α), k = 1, . . . , 4, gl(β1), l = 1, 2, 3, hm(β2), m = 1, 2, i(β3)— гладкие функции на своей
области определения. Такие координаты z1, . . . , z5 в касательном пространстве вводятся тогда,
когда рассматриваются следующие классы уравнений геодезических (в частности, на сфере, более
общих поверхностях вращения и др.):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈+ Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 + Γα

44(α, β)β̇
2
4 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 + Γ1

44(α, β)β̇
2
4 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 + Γ2

44(α, β)β̇
2
4 = 0,

β̈3 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 + Γ3

44(α, β)β̇
2
4 = 0,

β̈4 + 2Γ4
α4(α, β)α̇β̇4 + 2Γ4

14(α, β)β̇1β̇4 + 2Γ4
24(α, β)β̇2β̇4 + 2Γ4

34(α, β)β̇3β̇4 = 0,

(3.2.2)

т.е. остальные коэффициенты связности равны нулю. В случае (3.2.1) уравнения (3.1.4) примут
вид

ż1 =

[
2Γ4

α4(α, β) +
d ln |f4(α)|

dα

]
z1z5 −

[
2Γ4

14(α, β) +
d ln |g3(β1)|

dβ1

]
f1(α)z1z4−

−
[
2Γ4

24(α, β) +
d ln |h2(β2)|

dβ2

]
f2(α)g1(β1)z1z3−

−
[
2Γ4

34(α, β) +
d ln |i(β3)|

dβ3

]
f3(α)g2(β1)h1(β2)z1z2, (3.2.3a)

ż2 =

[
2Γ3

α3(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα

]
z2z5 −

[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
f1(α)z2z4−

−
[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h1(β2)|

dβ2

]
f2(α)g1(β1)z2z3 − Γ3

44(α, β)
f2
4 (α)

f3(α)

g23(β1)

g2(β1)

h22(β2)

h1(β2)
i2(β3)z

2
1 , (3.2.3b)

ż3 =

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
z3z5 −

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
f1(α)z3z4−

− Γ2
33(α, β)

f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h21(β2)z

2
2 − Γ2

44(α, β)
f2
4 (α)

f2(α)

g23(β1)

g1(β1)
h22(β2)i

2(β3)z
2
1 , (3.2.3c)

ż4 =

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
z4z5 − Γ1

22(α, β)
f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)z

2
3−

− Γ1
33(α, β)

f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2
1(β2)z

2
2 − Γ1

44(α, β)
f2
4 (α)

f1(α)
g23(β1)h

2
2(β2)i

2(β3)z
2
2 , (3.2.3d)

ż5 = Γα
11f

2
1 (α)z

2
4 + Γα

22f
2
2 (α)g

2
1(β1)z

2
3 + Γα

33f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2
1(β2)z

2
2+

+ Γα
44f

2
4 (α)g

2
3(β1)h

2
2(β2)i

2(β3)z
2
1 , (3.2.3e)

и уравнения (3.2.2) почти всюду эквивалентны составной системе (3.2.1), (3.2.3) на касательном
расслоении T∗M5{z5, . . . , z1;α, β1, . . . , β4} гладкого пятимерного многообразия M5{α, β1, . . . , β4}.
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Для полного интегрирования системы (3.2.1), (3.2.3) необходимо знать, вообще говоря, девять
независимых первых интегралов. В нашем случае их нужно будет меньше, что будет показано
далее при изучении систем с диссипацией.

Предложение 3.2. Если всюду на своей области определения справедлива система диффе-
ренциальных равенств

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

+ Γα
11(α, β)f

2
1 (α) ≡ 0, (3.2.4a)

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

+ Γα
22(α, β)f

2
2 (α)g

2
1(β1) ≡ 0, (3.2.4b)

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

+ Γα
33(α, β)f

2
3 (α)g

2
2(β1)h

2
1(β2) ≡ 0, (3.2.4c)

2Γ4
α4(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

+ Γα
44(α, β)f

2
4 (α)g

2
3(β1)h

2
2(β2)i

2(β3) ≡ 0, (3.2.4d)
[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
f2
1 (α) + Γ1

22(α, β)f
2
2 (α)g

2
1(β1) ≡ 0, (3.2.4e)

[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
f2
1 (α) + Γ1

33(α, β)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2
1(β2) ≡ 0, (3.2.4f)

[
2Γ4

14(α, β) +
d ln |g3(β1)|

dβ1

]
f2
1 (α) + Γ1

44(α, β)f
2
4 (α)g

2
3(β1)h

2
2(β2)i

2(β3) ≡ 0, (3.2.4g)
[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h1(β2)|

dβ2

]
f2
2 (α)g

2
1(β1) + Γ2

33(α, β)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2
1(β2) ≡ 0, (3.2.4h)

[
2Γ4

24(α, β) +
d ln |h2(β2)|

dβ2

]
f2
2 (α)g

2
1(β1) + Γ2

44(α, β)f
2
4 (α)g

2
3(β1)h

2
2(β2)i

2(β3) ≡ 0, (3.2.4i)
[
2Γ4

34(α, β) +
d ln |i(β3)|

dβ3

]
f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2
1(β2) + Γ3

44(α, β)f
2
4 (α)g

2
3(β1)h

2(β2)i
2(β3) ≡ 0, (3.2.4j)

то система (3.2.1), (3.2.3) имеет аналитический первый интеграл вида

Φ1(z5, . . . , z1) = z21 + . . . + z25 = C2
1 = const. (3.2.5)

На первый взгляд вопрос наличия первого интеграла достаточно простого вида (3.2.5) не «за-
служивает» решения такой достаточно сложной системы квазилинейных уравнений (3.2.4) (ко-
торая содержит, вообще говоря, уравнения в частных производных, вырождающиеся в обыкно-
венные). В работе будет применен подход, позволяющий с помощью решения системы (3.2.4)
успешно находить полные наборы первых интегралов систем с диссипацией.
Можно доказать отдельную теорему существования решения fk(α), k = 1, . . . , 4, gl(β1), l =

1, 2, 3, hm(β2), m = 1, 2, i(β3) системы (3.2.4) квазилинейных уравнений для наличия анали-
тического первого интеграла (3.2.5) для системы (3.2.1), (3.2.3) уравнений геодезических (3.2.2).
Но в дальнейшем при изучении динамических систем с диссипацией полная группа условий (3.2.4)
нам не потребуется. Тем не менее, в дальнейшем будем предполагать в уравнениях (3.2.1) выпол-
нение условий

f1(α) = . . . = f4(α) = f(α), (3.2.6)
при этом функции gl(β1), l = 1, 2, 3, hm(β2), m = 1, 2, i(β3) должны удовлетворять преобразован-
ным уравнениям из (3.2.4):

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

+ Γ1
22(α, β)g

2
1(β1) ≡ 0, (3.2.7a)

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

+ Γ1
33(α, β)g

2
2(β1)h

2
1(β2) ≡ 0, (3.2.7b)

2Γ4
14(α, β) +

d ln |g3(β1)|
dβ1

+ Γ1
44(α, β)g

2
3(β1)h

2
2(β2)i

2(β3) ≡ 0, (3.2.7c)
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[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h1(β2)|

dβ2

]
g21(β1) + Γ2

33(α, β)g
2
2(β1)h

2
1(β2) ≡ 0, (3.2.7d)

[
2Γ4

24(α, β) +
d ln |h2(β2)|

dβ2

]
g21(β1) + Γ2

44(α, β)g
2
3(β1)h

2
2(β2)i

2(β3) ≡ 0, (3.2.7e)
[
2Γ4

34(α, β) +
d ln |i(β3)|

dβ3

]
g22(β1)h

2
1(β2) + Γ3

44(α, β)g
2
3(β1)h

2(β2)i
2(β3) ≡ 0. (3.2.7f)

Таким образом, функции gl(β1), l = 1, 2, 3, hm(β2), m = 1, 2, i(β3) зависят от коэффициентов
связности через систему (3.2.7), а ограничения на функцию f(α) будут даны ниже.

Предложение 3.3. Если выполнены свойства (3.2.6), (3.2.7), при этом справедливы равен-
ства

Γ1
α1(α, β) = . . . = Γ4

α4(α, β) = Γ1(α), (3.2.8)
то система (3.2.1), (3.2.3) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ2(z4, . . . , z1;α) =
√
z21 + . . . + z24 Φ0(α) = C2 = const, (3.2.9)

Φ0(α) = f(α) exp

⎧
⎨

⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭ .

Предложение 3.4. Если выполнены условия предложения 3.3, а также

g1(β1) = g2(β1) = g3(β1) = g(β1), (3.2.10)

при этом справедливы равенства

Γ2
12(α, β) = Γ3

13(α, β) = Γ4
14(α, β) = Γ2(β1), (3.2.11)

то система (3.2.1), (3.2.3) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ3(z3, z2, z1;α, β1) =
√

z21 + z22 + z23 Φ0(α)Ψ1(β1) = C3 = const, (3.2.12)

Ψ1(β1) = g(β1) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β1∫

β1,0

Γ2(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

Предложение 3.5. Если выполнены условия предложений 3.3, 3.4, а также

h1(β2) = h2(β2) = h(β2), (3.2.13)

при этом справедливы равенства

Γ3
23(α, β) = Γ4

24(α, β) = Γ3(β2), (3.2.14)

то система (3.2.1), (3.2.3) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ4(z2, z1;α, β1, β2) =
√

z21 + z22 Φ0(α)Ψ1(β1)Ψ2(β2) = C4 = const, (3.2.15)

Ψ2(β2) = h(β2) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β2∫

β2,0

Γ3(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

Предложение 3.6. Если выполнены условия предложений 3.3—3.5, при этом справедливо
равенство

Γ4
34(α, β) = Γ4(β3), (3.2.16)

то система (3.2.1), (3.2.3) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ5(z1;α, β1, β2, β3) = z1Φ0(α)Ψ1(β1)Ψ2(β2)Ψ3(β3) = C5 = const, (3.2.17)
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Ψ3(β3) = i(β3) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β3∫

β3,0

Γ4(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
. (3.2.18)

Предложение 3.7. Если выполнены условия предложений 3.3—3.6, то система (3.2.1),
(3.2.3) имеет первый интеграл следующего вида:

Φ6(z2, z1;α, β) = β4 ±
β3∫

β3,0

C5i(b)√
C2
4Φ

2
3(b)− C2

5

db = C6 = const, (3.2.19)

где после взятия интеграла (3.2.19) вместо постоянных C4, C5 нужно подставить левые части
равенств (3.2.12), (3.2.17), соответственно.

Набор первых интегралов (3.2.5), (3.2.9), (3.2.12), (3.2.15), (3.2.17), (3.2.19) является полным
набором независимых первых интегралов системы (3.2.1), (3.2.3) при вышеперечисленных усло-
виях (то, что полный набор состоит из шести, а не из девяти, первых интегралов, будет показано
ниже).
Как и выше, необходимо отметить, что вопрос о гладкости первого интеграла (3.2.19) не так

прост. В принципе, он может выражаться через конечную комбинацию элементарных функций
и даже являться функцией рациональной. Но поскольку в рассматриваемой динамической си-
стеме отсутствуют асимптотические предельные множества, то функция (3.2.19) не может быть
трансцендентной с точки зрения комплексного анализа. Действительно, у нее отсутствуют су-
щественно особые точки. Но с точки зрения теории элементарных функций она может быть
трансцендентной.

3.3. Уравнения движения в потенциальном силовом поле и их первые интегралы.
Теперь несколько модифицируем систему (3.2.1), (3.2.3) при условиях (3.2.6)—(3.2.8), (3.2.10),
(3.2.11), (3.2.13), (3.2.14), (3.2.16), получив систему консервативную. А именно, наличие силового
поля характеризует достаточно гладкий коэффициент F (α) во втором уравнении системы (3.3.1).
Рассматриваемая система на касательном расслоении T∗M5{z5, . . . , z1;α, β1, . . . , β4} гладкого пя-
тимерного многообразия M5{α, β1, . . . , β4} примет вид

α̇ = −z5, (3.3.1a)

ż5 = F (α) + Γα
11f

2(α)z24 + Γα
22f

2(α)g2(β1)z
2
3 + Γα

33f
2(α)g2(β1)h

2(β2)z
2
2+

+ Γα
44f

2(α)g2(β1)h
2(β2)i

2(β3)z
2
1 , (3.3.1b)

ż4 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z4z5 − Γ1

22(α, β)f(α)g
2(β1)z

2
3−

− Γ1
33(α, β)f(α)g

2(β1)h
2(β2)z

2
2 − Γ1

44(α, β)f(α)g
2(β1)h

2(β2)i
2(β3)z

2
2 , (3.3.1c)

ż3 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z3z5 −

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
f(α)z3z4−

− Γ2
33(α, β)f(α)g(β1)h

2(β2)z
2
2 − Γ2

44(α, β)f(α)g(β1)h
2(β2)i

2(β3)z
2
1 , (3.3.1d)

ż2 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z2z5 −

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
f(α)z2z4−

−
[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
f(α)g(β1)z2z3 − Γ3

44(α, β)f(α)g(β1)h(β2)i
2(β3)z

2
1 , (3.3.1e)
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ż1 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z1z5 −

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
f(α)z1z4−

−
[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
f(α)g(β1)z1z3 −

[
2Γ4(β3) +

d ln |i(β3)|
dβ3

]
f(α)g(β1)h(β2)z1z2, (3.3.1f)

β̇1 = z4f(α), (3.3.1g)

β̇2 = z3f(α)g(β1), (3.3.1h)

β̇3 = z2f(α)g(β1)h(β2), (3.3.1i)

β̇4 = z1f(α)g(β1)h(β2)i(β3), (3.3.1j)

и она почти всюду эквивалентна следующей системе:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈+ F (α) + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 + Γα

44(α, β)β̇
2
4 = 0,

β̈1 + 2Γ1(α)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 + Γ1

44(α, β)β̇
2
4 = 0,

β̈2 + 2Γ1(α)α̇β̇2 + 2Γ2(β1)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 + Γ2

44(α, β)β̇
2
4 = 0,

β̈3 + 2Γ1(α)α̇β̇3 + 2Γ2(β1)β̇1β̇3 + 2Γ3(β2)β̇2β̇3 + Γ3
44(α, β)β̇

2
4 = 0,

β̈4 + 2Γ1(α)α̇β̇4 + 2Γ2(β1)β̇1β̇4 + 2Γ3(β2)β̇2β̇4 + 2Γ4(β3)β̇3β̇4 = 0.

Предложение 3.8. Если выполнены условия предложения 3.2, то система (3.3.1) имеет
гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ1(z5, . . . , z1;α) = z21 + . . .+ z25 + F1(α) = C1 = const, F1(α) = 2

α∫

α0

F (a)da. (3.3.2)

Предложение 3.9. Если выполнены условия предложений 3.3—3.6, то система (3.3.1) име-
ет четыре гладких первых интеграла вида (3.2.9), (3.2.12), (3.2.15), (3.2.17).

Предложение 3.10. Если выполнены условия предложения 3.7, то система (3.3.1) имеет
первый интеграл вида (3.2.19).

Набор первых интегралов (3.3.2), (3.2.9), (3.2.12), (3.2.15), (3.2.17), (3.2.19) является полным
набором независимых первых интегралов системы (3.3.1) при вышеперечисленных условиях (то,
что полный набор состоит из шести, а не из девяти, первых интегралов, будет показано ниже).
Аналогично мы вынуждены подчеркнуть, что вопрос о гладкости первого интеграла (3.2.19) по-

прежнему не так прост. Поскольку в рассматриваемой динамической системе даже при наличии
гладкого консервативного силового поля отсутствуют асимптотические предельные множества,
то функция (3.2.19) не может быть трансцендентной с точки зрения комплексного анализа (у нее
отсутствуют существенно особые точки). Но с точки зрения теории элементарных функций она
может быть трансцендентной.

3.4. Уравнения движения в силовом поле с диссипацией и их первые интегралы.
Теперь усложним систему (3.3.1) и получим систему с диссипацией. А именно, наличие дисси-
пации (вообще говоря, знакопеременной) характеризует достаточно гладкий коэффициент bδ(α)
в первом уравнении следующей системы:

α̇ = −z5 + bδ(α), (3.4.1a)

ż5 = F (α) + Γα
11f

2(α)z24 + Γα
22f

2(α)g2(β1)z
2
3 + Γα

33f
2(α)g2(β1)h

2(β2)z
2
2+

+ Γα
44f

2(α)g2(β1)h
2(β2)i

2(β3)z
2
1 , (3.4.1b)

ż4 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z4z5 − Γ1

22(α, β)f(α)g
2(β1)z

2
3−

− Γ1
33(α, β)f(α)g

2(β1)h
2(β2)z

2
2 − Γ1

44(α, β)f(α)g
2(β1)h

2(β2)i
2(β3)z

2
2 , (3.4.1c)
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ż3 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z3z5 −

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
f(α)z3z4−

− Γ2
33(α, β)f(α)g(β1)h

2(β2)z
2
2 − Γ2

44(α, β)f(α)g(β1)h
2(β2)i

2(β3)z
2
1 , (3.4.1d)

ż2 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z2z5 −

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
f(α)z2z4−

−
[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
f(α)g(β1)z2z3 − Γ3

44(α, β)f(α)g(β1)h(β2)i
2(β3)z

2
1 , (3.4.1e)

ż1 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z1z5 −

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
f(α)z1z4−

−
[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
f(α)g(β1)z1z3 −

[
2Γ4(β3) +

d ln |i(β3)|
dβ3

]
f(α)g(β1)h(β2)z1z2, (3.4.1f)

β̇1 = z4f(α), (3.4.1g)

β̇2 = z3f(α)g(β1), (3.4.1h)

β̇3 = z2f(α)g(β1)h(β2), (3.4.1i)

β̇4 = z1f(α)g(β1)h(β2)i(β3), (3.4.1j)

которая почти всюду эквивалентна системе
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈− bα̇δ̃(α) + F (α) + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 + Γα

44(α, β)β̇
2
4 = 0,

β̈1 − bβ̇1δ(α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
+ 2Γ1(α)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 + Γ1

44(α, β)β̇
2
4 = 0,

β̈2 − bβ̇2δ(α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
+ 2Γ1(α)α̇β̇2 + 2Γ2(β1)β̇1β̇2 + Γ2

33(α, β)β̇
2
3 + Γ2

44(α, β)β̇
2
4 = 0,

β̈3 − bβ̇3δ(α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
+ 2Γ1(α)α̇β̇3 + 2Γ2(β1)β̇1β̇3 + 2Γ3(β2)β̇2β̇3 + Γ3

44(α, β)β̇
2
4 = 0,

β̈4 − bβ̇4δ(α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
+ 2Γ1(α)α̇β̇4 + 2Γ2(β1)β̇1β̇4 + 2Γ3(β2)β̇2β̇4 + 2Γ4(β3)β̇3β̇4 = 0,

δ̃(α) =
dg(α)

dα
.

Перейдем теперь к интегрированию искомой системы десятого порядка (3.4.1) при усло-
вии (3.2.7), а также при выполнении равенств

Γα
11(α, β) = Γα

22(α, β)g
2(β1) = Γα

33(α, β)g
2(β1)h

2(β2) = Γα
44(α, β)g

2(β1)h
2(β2)i

2(β3) = Γ5(α). (3.4.2)

Введем также (по аналогии с (3.2.7)) ограничение и на функцию f(α): она должна удовлетво-
рять преобразованному первому равенству из (3.2.4):

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα
+ Γ5(α)f

2(α) ≡ 0. (3.4.3)

Для полного интегрирования системы (3.4.1) необходимо знать, вообще говоря, девять незави-
симых первых интегралов. Однако после следующей замены переменных

w5 = z5, w4 =
√

z21 + . . .+ z24 , w3 =
z2
z1

, w2 =
z3√

z21 + z22
, w1 =

z4√
z21 + z22 + z23

, (3.4.4)
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система (3.4.1) распадается следующим образом:
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

α̇ = −w5 + bδ(α),

ẇ5 = F (α) + Γ5(α)f
2(α)w2

4 ,

ẇ4 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
w4w5,

(3.4.5)

⎧
⎪⎨

⎪⎩
w′
3 = d3(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4)

1 + w2
3

w3

[
2Γ4(β3) +

d ln |i(β3)|
dβ3

]
,

β′
3 = d3(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4),

(3.4.6)

⎧
⎪⎨

⎪⎩
w′
2 = d2(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4)

1 + w2
2

w2

[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
,

β′
2 = d2(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4),

(3.4.7)

⎧
⎪⎨

⎪⎩
w′
1 = d1(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4)

1 + w2
1

w1

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
,

β′
1 = d1(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4),

(3.4.8)

β′
4 = d4(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4), (3.4.9)

где выполнены условия

d1(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4) = Z4(w5, . . . , w1)f(α),

d2(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4) = Z3(w5, . . . , w1)f(α)g(β1),

d3(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4) = Z2(w5, . . . , w1)f(α)g(β1)h(β2),

d4(w5, . . . , w1;α, β1, . . . , β4) = Z1(w5, . . . , w1)f(α)g(β1)h(β2)i(β3),

(3.4.10)

при этом

Zk = Zk(w5, . . . , w1), k = 1, . . . , 4, (3.4.11)

—функции в силу замены (3.4.4).
Видно, что для полной интегрируемости системы (3.4.5)—(3.4.9) достаточно указать два

независимых первых интеграла системы (3.4.5), по одному — для систем (3.4.6)—(3.4.8) (меняя
в них независимые переменные), и дополнительный первый интеграл, «привязывающий» урав-
нение (3.4.9) (т.е. всего шесть).

Теорема 3.1. Пусть для некоторых κ, λ ∈ R выполняются равенства

Γ5(α)f
2(α) = κ

d

dα
ln |δ(α)|, F (α) = λ

d

dα

δ2(α)

2
. (3.4.12)

Тогда система (3.4.5)—(3.4.9) при выполнении условий (3.2.7), (3.4.3) обладает полным набором
(шестью) независимых, вообще говоря, трансцендентных первых интегралов.

Действительно, для начала сопоставим системе третьего порядка (3.4.5) неавтономную систему
второго порядка

dw5

dα
=

F (α) + Γ5(α)f
2(α)w2

4

−w5 + bδ(α)
,

dw4

dα
=

[2Γ1(α) + d ln |f(α)|/dα]w4w5

−w5 + bδ(α)
.

(3.4.13)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

w5 = u5δ(α), w4 = u4δ(α), (3.4.14)
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приводим систему (3.4.13) к следующему виду:

δ(α)
du5
dα

+ δ̃(α)u5 =
F (α) + Γ5(α)f

2(α)δ2(α)u24
−u5δ(α) + bδ(α)

,

δ(α)
du4
dα

+ δ̃(α)u4 =
[2Γ1(α) + d ln |f(α)|/dα]δ2(α)u4u5

−u5δ(α) + bδ(α)
,

(3.4.15)

что почти всюду эквивалентно

δ(α)
du5
dα

=
F3(α) + Γ5(α)f

2(α)δ(α)u24 + δ̃(α)u25 − bδ̃(α)u5
−u5 + b

,

δ(α)
du4
dα

=
−Γ5(α)f

2(α)δ(α)u4u5 + δ̃(α)u4u5 − bδ̃(α)u4
−u5 + b

,

(3.4.16)

F3(α) =
F (α)

δ(α)
.

А после выполнения условий (3.4.12) система (3.4.16) приводится к уравнению первого порядка

du5
du4

=
λ+ κu24 + u25 − bu5
(1− κ)u4u5 − bu4

. (3.4.17)

Уравнение (3.4.17) имеет вид уравнения Абеля [29]. В частности, при κ = −1 оно имеет следу-
ющий первый интеграл:

u25 + u24 − bu5 + λ

u4
= C1 = const, (3.4.18)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(w5, w4;α) = G1

(
w5

δ(α)
,
w4

δ(α)

)
=

w2
5 + w2

4 − bw5δ(α) + λδ2(α)

w4δ(α)
= C1 = const. (3.4.19)

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.4.5)
при κ = −1. Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (3.4.18) при u3 �= 0
следующим образом: (

u5 − b

2

)2

+

(
u4 − C1

2

)2

=
b2 + C2

1

4
− λ. (3.4.20)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

b2 + C2
1 − 4λ � 0, (3.4.21)

и фазовое пространство системы (3.3.2) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (3.4.20).
Таким образом, в силу соотношения (3.4.18) первое уравнение системы (3.4.16) при κ = −1

примет вид
δ(α)

δ̃(α)

du5
dα

=
2(λ− bu5 + u25)− C1U1(C1, u5)

−u5 + b
, (3.4.22)

где

U1(C1, u5) =
1

2

{
C1 ±

√
C2
1 − 4(u25 − bu5 + λ)

}
, (3.4.23)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.4.21).
Тогда дополнительный первый интеграл для системы (3.4.5) имеет следующий структурный

вид:

Θ2(w5, w4;α) = G2

(
δ(α),

w5

δ(α)
,
w4

δ(α)

)
= C2 = const (3.4.24)

и при κ = −1 он найдется из квадратуры

ln |δ(α)| =
∫

(b− u5)du5

2(λ− bu5 + u25)− C1{C1 ±
√

C2
1 − 4(u25 − bu5 + λ)}/2 ,
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где u5 = w5/δ(α). При этом после взятия этого интеграла вместо C1 можно формально подста-
вить левую часть равенства (3.4.19). Правая часть данного равенства выражается через конечную
комбинацию элементарных функций, а левая — в зависимости от функции δ(α). Поэтому выра-
жение первых интегралов (3.4.19), (3.4.24) через конечную комбинацию элементарных функций
зависит не только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции δ(α).
Первые интегралы для систем (3.4.6)—(3.4.8) будут иметь вид

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2 = const, s = 1, 2, 3, (3.4.25)

о функциях Ψs(βs), s = 1, 2, 3, см. (3.2.12), (3.2.15), (3.2.17). А дополнительный первый интеграл,
«привязывающий» уравнение (3.4.9), находится по аналогии с (3.2.19):

Θ6(β3, β4) = β4 ±
β3∫

β3,0

C5i(b)√
C2
4Ψ

2
3(b)− C2

5

db = C6 = const,

при этом после взятия этого интеграла вместо постоянных C4, C5 можно формально подставить
соответствующие левые части равенства (3.4.25).

3.5. Замечание о структуре первых интегралов систем с диссипацией. Если α—пе-
риодическая координата периода 2π, то система (3.4.5) становится динамической системой с пе-
ременной диссипацией с нулевым средним [40]. При этом при b = 0 она превращается в систему
консервативную, которая обладает двумя гладкими первыми интегралами вида (3.3.2), (3.2.9).
В силу (3.4.12)

Φ1(z5, . . . , z1;α) = z21 + . . . + z25 + 2

α∫

α0

F (a)da ∼= w2
5 + w2

4 + λδ2(α), (3.5.1)

где «∼=» означает равенство с точностью до аддитивной постоянной. При этом в силу (3.4.3)
и (3.4.12)

Φ2(z4, . . . , z1;α) =
√

z21 + . . . + z24f(α) exp

⎧
⎨

⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭
∼= w4δ(α) = C2 = const, (3.5.2)

где «∼=» означает равенство с точностью уже до мультипликативной постоянной.
Очевидно, что отношение двух первых интегралов (3.5.1), (3.5.2) (или (3.3.2), (3.2.9)) также

является первым интегралом системы (3.4.5) при b = 0. Но при b �= 0 каждая из функций

w2
5 + w2

4 − bw5δ(α) + λδ2(α) (3.5.3)

и (3.5.2) по отдельности не является первым интегралом системы (3.4.5). Однако отношение
функций (3.5.3), (3.5.2) является первым интегралом системы (3.4.5) (при κ = −1) при любом b.
Вообще же, для систем с диссипацией трансцендентность функций (в смысле наличия суще-

ственно особых точек) как первых интегралов наследуется из нахождения в системе притягива-
ющих или отталкивающих предельных множеств.
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